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rl assunti do. r variabili complesse ordinate %, •••• , % • I nu 

meri %" .•• , %r costituiscono Ie coordinate di un pun;o dl 
I ' 

tale spazio. Percio 10 spazio Sr complesso coincide con 10 sp~ 

zio S2r reale .(%:' %';, x;, x;, ... , <, %~) avendo posto 

E noto poi dalla Geometria Anali tica come ai punti dl uno 

spazio Sr cosl definito sia conveniente aggiungeme degli 0.1­

tri, detti punti iapropri, con il seguente procedimento. 8i i~ 

troducano r + 1 variabili Y" Y
2 

' .... Yr' t. 8e (%" .... % ) ~ 
r 

un punto qualsiasi di S , possiamo scrivere 10. SilO. coordinata
Y r 

%~ nella forma %~ = T ; basta infatti attribuire a t un valQ 

re non nullo e porre Y~ = t %h' 

Per ogni punto P di Sr vengono in tal modo determinati 
'1J. Y2 Yr ,

rapport! t T' t' COil t i O. Le quan'tita Y"Y ' 
2 

..• Yr' t si chiamano Ie coordinate oaogenee del punta P; due 

gruppi Y: ..... Y:' t' e Y';, ... , y';. ttl 'sono do. considerarsi 
equivalenti se rappresentano II medesimo punto: in tal caso ri 
sulta 

essendo p una costante non nulla. 8i noti Inoltre che i nume­

ri Yl' .... Yr', t non sono tutti nulli perche" e t roJ O. 

ConsiderilllDO ora la totalita' delle (r + l)-ple ordinate di 

nuaeri coaplessi non tutti nulli Y, ..... Yr' t. dove due gru/! 

pi sono da considerarsi equival'enti quando SO no proporzionali. 

Questa totalita' si chiaaa lo spazio proiettivo coaplesso a r 

diaensioni. Indicandolo con S' ~ chiaro che esso contiene 10 
r 

spazio Sr' In S:, oltre ai punti di Sr' si sono considerati i 

PlDlt1 del tiro (%" %r' 0) dove Ie %i non sono tutte nul 

Ie. 

Questi punti si chiamano punti iapropri di Sr' 0 anche pUG 

ti all'infinito, non coincidendo con alcun punto 0.1 flnito. 

8i chilUll8. ipersuperficie T di ordine n dello spazio Sr 10. 

totali~ dei punti di Sr Ie cui coordinate annullino un poli­

nomio f(%, . ... , % ) di grado n. Se si passa a coordinate oMo 
r , ­

Y~ 
genee ponendo -t-- in luogo di %h e moltiplicando poi per t-, 
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'sl ottlene ·un pollnoml0 Ie cui radici, distinte do. quella nu! 
la, deflnlscono per t t 0 gli stessi punti della ipersuperfi­

cle T: in pi~, per t = 0 (ilia supponendo Ie Y non tutte nulle)
h 

si ottengono i punti impropri, 0 all'infinito, di T. 
I proced~entl Indlcatl nei §§ 16 e 17 cl hanno dato II mQ 

do di trovare i puntl cornuni a due curve dl S, 0 a p Ipersu­

perficie d1 Sr' 
GIl stessl procedlmentl permettono dl trovare, consideran­

do I slsteml omogenel, gli, eventuall punti Improprl cornun!. 

In partlcolare II teorema d1 Bezout afferma che due curve 

del piano proiettivo S2' prive di parti coauni, si interseca­

no in n. punti (propri 0 iapropri) distinti 0 coincidenti, v~ 

lutandosi in un .odo conveniente la aolteplicita' di in terse­

%ione in un dato punto. 

Preclsamente se II sistema (122) ha (x,y, f) come radice mu! 

tlpla dl ordine A, sl d1r~ che nel punta (x,y. I) Ie due curve 

d1 equazloni rlsp~ttive !(x,y,t) = 0, g(x,y,t) 0 hanno aol­

teplicita' di intersezione A. 

Conslderazlonl analoghe sl possono fare per i 'sistemi dl a 
. I 

I
equazlonl o.agenee In a + 1 Incognlte, In virtu dell'osserva­

zlone che segue II § 18. 

I 
20) - RI80WZIONE DELLE EQUAZIONI Dr TERZO E Dr QUARTO GRADO. 

Co.lnclamo con l'osservare che un'equazione di grodo n: 

(143) + ... + a = 0 -
puo' se.pre trosforaarsi, con un convenlente camblamento di 

Incognita, in un'altro equazione di grado n in cui sto nullo 

il coefficiente di %--'. 
Basta Infatti porre 

% = Y ­

per rlcavare dalla (143) 
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a a z' + o . a (y - --'). + a. (y - ....2-)"-1 + ... ao na + 
ft = 

0 nao
 
He segue
 

a, q p'( •• I= ao(Y·- y"-I + ... ) + 4, Y - ... ) + ... + 4 u' = - - + + ­ao = V:2 
2 27" 

(148' ) 

q p'
v' = - -- V:2 + ­avendo Indlcato con bo = a o' b z ' b. delle costantl •. 2 27 

a) - Risoluzione dell'equazione di terzo grado: e. quindi, per la (145) , 
La formula rls01utlva dell'equazlone di terzo grado, che 

scriver~o, per quanto precede, nella forma 
q \r;T"7

(149.) % -2-·+ V~ + 27 + •v- v- ;. -V:z + ~:(144) %' + P %. + q = 0 • 

8i osservi che clascuno dei due orad:! cali cubic:! a. secondofU data nel 1515 dal bolognese 8cipione Oal Ferro e successi 
" , -

IlIeJRbro della (149) ha. tre valori. ESsi ncn sono per6 i ndlpendent!,vamente, dal Tartaglia: il prImo che la pubbllc6 fU 11 Carda­
cio" che condurrebLe a nove valori per la %; infa t t1, a causano. 11 procedimento di rls01uzione che esporremo e quello dl 
della (147), fissato U,v resta detenminato dalla formulaBudde, coincldente in sostanza co quello dl Tartaglia. 

8i ponga nella (144) 
P

(150) v = (145) %=u+v, 3 u 

8i ottengono in tal modo Ie tre radici dell'equazlone (144).essendo u e v due nuove indeterminate. 8i rlcava allora dalla 
.-.0 

L'espressione(144) : 

. (146) u' + v' + (3 u v + p) (u + v) + q = 0 . 

La (145) da, In fUnzlone dl %, 11 valore della sos.a u + v. che abblamo gla Incontrata (§ 15), e (a meno del fattore 108) 
Determlnia.o 11 prodotto u v con la condlzlone 11 discriainante del pollnoml0 %' + P % + q: con 11 suo annul 

larsl, cl da perc16 la condizlone necessaria e sufficiente a!3uv+p=O, 
flnche nell'equazione (144) al.eno due radici siano coincide~

cloe 
t1.

P
(147) u v = ­ Es8lllini8lllO ora I casi che possono presentarsi supponendo p,

3 
q reali.

In tal IaOdo la (146) diventa 
a) - 6 > 0; In tal ca.so 

(148) u'+ v' + q = 0 . 
.;

p3 
," _ ~ + VqqZ + --DaIle (147), (148) segue che i due n~ri u', v' sono Ie ra 

dicl dell'equazlone di secondo grado.(risolvente di Budde) 
27 
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-i8 
elu I-i8 e 

Ip I 
v =-­

3p 

c) - 6 = O. In tal caso esiste almeno una radice doppia, 
nec€'ssariamente reale. Allora ~ reale anclle Ill. terza radice, 

Ill. quale pUb inoltre venire a coincidere con Ie altre due • 

Si. noti che proprio nel caso in cui Ie tre radict" dell 'equ~ 

zione sono real i La foraula risoluti1.'a dell 'equazione di ter­

zo grado conduce a operazioni su nuaeri coaplessi (a differet:! 

za di quel clle avvtene per Ie equazioni di secondo grado): e 
stato anzi dimostrato dal Capelli che ~ impossib1le ottenere 

un'altra formula risolutiva (nella quale Ie soluzionl si rlc~ 

vtno dai coefficienti con operazioni razionali e di estrazto­

ne di radtci) con cui Ie operazioni su numeri complessi siano 

evi tate. 

II caso tJ. < 0, d€'tto dal Bombelli il casO irriducibile, fo!: 

ntsce, per tale mottvo, uno dei pll\ valid1 argomentt ~r 1'lIso 

degli tmmaginari In Matematica. 

Osservazione. - Si puA evi tare, ne] caso (.:;. < 0, l'uso deglt 

immaginari nel modo se~Jente. SI ponga 

, 
cioe v ~ tl complesso coniugato dt u. 

Ai valori u I' U 2' u. corri spondono allora valori v I' 1.'2' 1.'3 

che ne sono 1 complesst coniugati. Percib Ie tre radici %" 

%2' %. sono reali. 

1 q+vt:=-~q+iV=Z 
2 2 

con 0 < cj; < TT. 

'Ie segue 

crcos 1: + i sin (!») , 

tg tJ 
q 

si desume dalle (150) e tl50') 

e quindi l' angolo ¢, compreso tra o e 77, risul til. ind1vtrluato. 

F. 1noltre 

, I q 2 q2 p' r-;7 
p VI; - V- 274 ::i 
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, 
e reale. Sl ottengono per u' tre valorl: uno, u" reale e gIl 
altrl due complesst contugatl, rlsultando precisamente 

Z"
-i-• 

Sf ricavano cosl, per' la	 (150) , Ie tre radlci
 

P

% = +I 

u 
1 V I = U 

1
 3u ,
 

. 2" . 2" 
1- P -, ­

% U 
2 + V u e • - - e •2 2 I 3u
 

I
 

2" 2"-i- p i ­
% = U •	 - e •• •	 3u , 

Perci6 la radice % I e' reale, Le radici sono coa­
pLess e coniugate (si noti che %2 e %. sono effetttvamente c~ 

plesse perche, se fossero reali, coinciderehbero e sarebbe 
6 = 0). 

q .b) - 6 < O. In tal caso - ~ + Vq,,2 + :~ = - -+ t
 
2
 

q q 
- - - i F6 sono numeri complessi co2 2 

niugati e risulta, per Ie (148'), 

Iu'l = 1- ~ + i"v=6! = - ~ -t v=t:1 =.11."1 

e quindi 

(150' ) lu I Iv I
 

Dalla condiztone 6 < 0, segue p < 0; posto allora
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di seguito si ricavacioe anche p. e determinato. 
Si ha pertanto 

u ..., q ¢ . 41)
I - +V6=p' (cos - + stn ­

2 3 3v­
+ 8 u 11 • (u + 11 + .) • 

.41)- - (cos - + stn ­if1¢
3 3 3 Affinche questa equazione e la (151) coi'ncldano occorre e 

e qulndl basta che sla, per la (152), 

H 41 + 2 17 41 + 2 17 u 
2 = (cos + i ·s in ) , 

. 3 3 3
 
- 8 u 11 • = q
 

1 141 - 2 17'ff 41-217 . ) r ,U , = -- (cos + Sln 
3 3 3 

da cui da cui segue 

p 

2 17 2x = 2 v- p cos!', Xl = cos (J:.. ) ,I + ­3 3 2 v-~ 3 3 

x, = 2 v-~ cos (!.
3 

2 

j 

17 
) . 

Questo procedi.ento e dovuto a Viete. 

1b) - Riso~uzione deZZ'equazione di quarto grado. Perci6 i tre nu.eri u , Ill, .1 sana Ie radici dell'equazi~ 

Le equaztoni di quarto grado furono risolte dal Ferrari, ne di terzo grado (risolllente di EuZero) 
dlscepolo dt .Cardano. 

COnsideria.o l'equazione di quarto grado nella for-a o . 
(151) X· + P Xl + q X + r = 0 , 

Indicate con z" Zl' z, Ie radicidi questa equazione, siha'
cui PU6 sempre ridursl, per quanto 51 e precedentelllente diJM)­
strato. 1 

Z 1 :: II •1 

Procedi8JM) ora tn .odo analogo a quell0 tenuto per Ie equ~ 
%1 = 

zionl di terzo grado: si ponga cioe Me segue, per la (152), 

(152) 

con U,1I,5 nuove indeterminate. Elevando a quadrato due volte 


