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Le cupole come strutture di copertura (1/6)

i:a cupola ¢ la piu perfetta e

ingegnosa struttura di copertura
di tuttii tempi: si deve
all’architettura di epoca romana
la soluzione della copertura a
cupola in forma monumentale.

La ricerca etrusca sugli archi e
le volte fu sviluppata dai Romani
con una tecnica costruttiva per
quei tempi innovativa, adottando
una malta legante che gettata
sull’armaturalignea consentiva di
realizzare una copertura unitaria
e compatta.
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Le cupole come strutture di copertura (2/6)

Gli architetti romani predllessero grandl sale rotonde (s1 pensi al Pantheon,
con un diametro di 43,50 m e un’altezza di altrettanto) e realizzarono le
coperture alleggerendo quanto piu possibile le masse e concentrando le
spinte in alcuni punti, dove venivano disposti archi di scarico. 4
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Le cupole come strutture di copertura (3/6)

_|_

In seguito lo sviluppo tecnico e
costruttivo portarono a vari
perfezionamenti come I’innalzamento
della cupola (a) suun tamburo (b)
su cui si aprivano aperture di
illuminazione, I’alleggerimento dei
rinfianchi e la creazione di una
struttura di raccordo, i pennacchi (c),
che permettevano di impostare la
copertura su una sottostante pianta
poligonale e scaricarei pesi
concentrandoli su dei pilastri.
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Le cupole come strutture di copertura (4/6)

_Izon la costruzione delle cupola di
S. Maria del Fiore a Firenze
Brunelleschi apre la serie delle cupole
del Rinascimento, in cui la
costruzione senza centine ¢ favorita
dall’adozione del sesto acuto: la
cupola risulta alleggerita e quindi si
diminuisce la spinta mediante
I’adozione di una doppia calotta, in
cui le due parti sono collegate da un
sistema di nervature meridiane unite
fra loro da archi paralleli.
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Le cupole come strutture di copertura (5/6)

| Con la cupola di S. Pietro a

Roma, Michelangelo porta alla piu
alta attuazione il modello di cupola
di tipo romano e apre la strada agli
sviluppi e alle varianti di epoca
barocca.

L'attuale configurazione della
cupola si deve a Della Porta (che la
porto a compimento tra il 1588 el
1593) che per prevenire dissesti
strutturalila realizzo a sesto
rialzato, circa 7 metri piu alta
rispetto a quella michelangiolesca.
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Le cupole come strutture di copertura (6/6)

La forma geometrica della

cupola puo essere quella
semisferica (come S. Sofia a
Costantinopoli) o della
superficie di rivoluzione
ottenuta per rotazione
attorno a un asse verticale di
una curva piana, come un
arco di circonferenza o di
parabola, anche se non
mancano cupole a forma di
ellissoide 0 a spicchi su base
poligonali.
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Comportamento statico delle cupole (1/17)

_|_

Il comportamento statico di una cupola ¢ complesso e la sua
corretta impostazione costituisce un tipico problema di scienza
delle costruzioni.

Gli schemi statici usualmente adottati per modellare le cupole

(da quella piu semplice a quelle piu complesse) sono
fondamentalmente:

A) lo schema del comportamento ad arco;

B) lo schema del comportamento a piastra curva.
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Comportamento statico delle cupole (2/17)

I Gli studiosi del Settecento pensavano alla cupola come costituita da
unghie o spicchi che si appoggiavano mutuamente al vertice,in modo che
il funzionamento meccanico veniva ricondotto a quello dell’arco.

10
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Comportamento statico delle cupole (3/17)

—ljsllo stato di sforzo,
dedotto dall’ipotesi di
funzionamento ad arco,
si ipotizzava che si
accompagnasse uno
stato di sforzo secondo i
paralleli, che teneva
conto del mutuo " Fersmmene 47
sostegno lateraleche gli  [EREERAE:
spicchi esercitavano

I’uno sull’altro.

La concezione di questo meccanismo resistente veniva enunciata
ipotizzando che la linea delle pressioni dell’arco incidesse verso I’interno
obliquamente sulla superficie di separazione dei conci.
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Le cupole : modelli di calcolo ad arco (4/17)

_l_

Se si considera una cupola
dotata di lucernario in
chiave, I’equilibrio del
concio superiore I vede
presenti il carico verticale
Py, lespinte orizzontali
0;’ e Q0j;” (egualiper ot srmeta G — O
simmetria e normali alle =20 sn?
facce del concio) e la

reazione mutua con il concio
successivo II, R;j.

12
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Le cupole : modelli di calcolo ad arco (5/17)

_l_

Detta Q; la risultante di
07’ e 0;”, per I’equilibrio
Py, O; e R; devono
concorrere in uno stesso
punto e formare wun
poligono delle forze chiuso.

— Per simmetria Q;' = Q;"
Non essendo pero noti né [REEEEE
07, né Rj; Pequilibrio del
concio risulta non

determinato, e questo si
ripete per tuttii conci.

13
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Comportamento statico delle cupole (6/17)

La?i's_oluzione del problema avviene con
Pintroduzione di ipotesi semplificative
riguardo al collocamento della curva delle
pressioni di ogni concio.

La costruzione assume che il punto di

applicazione della forza orizzontale Q; sia il

punto H;,estremo superiore del nocciolo

delle facce laterali e 1a reazione mutua, R;

sia invece applicata all’estremo inferiore del

terzo medio del corrispondente letto
D;-D;’.

Risultati piu accurati e coerenti con il

meccanismo resistente si ottengono con la

teoria membranale dei gusci di rivoluzione.
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Comportamento statico delle cupole (7/17)

Nel filone degli studi di statica
fondati su principi di analisi
geometrica teorica, ma anche su
prove sperimentali (eseguite con
sferette di ferro), i fratelli Bernoulli
(fine del seicento) individuano in
termini analitici la curva catenaria
come ’unica configurazione
deformata, tra le infinite che
potrebbero scegliersi, nella quale il
baricentro si colloca nella posizione
piu bassa possibile.
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Comportamento statico delle cupole (8/17)

_|_

Su questa base I’inglese
Sterling nell’opera “Lineae
tertii ordinis Newtonianae”
(1717) risolve il problema
della forma della curva che
garantisce lo stato di
equilibrio di sferedi egual
peso e che coincide con la
catenaria ribaltata rispetto
all’orizzonte della collana di
tali sfere.
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Comportamento statico delle cupole (9/17)

—lTB()uger nel 1734 estende il concetto
della catenaria al tridimensionale per
determinare la forma ottimale delle
cupole, prescindendo dall’attrito.

Nel 1743 papa Benedetto XIV affida a
Giovanni Poleni, prof. di Fisica a
Padova, un programma di ricerca per
indicare le cause di una serie di
lesioni nella cupola di San Pietro e
i rimedida adottare.

L’aspetto significativo di questo
episodio ¢ che il Poleni introdusse il
concetto di forma resistente.
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Comportamento statico delle cupole (10/17)

—l_ Poleni applico gli studi di Sterling
sulla catenaria.

Prese in esame uno dei costoloni, lo
divise in conci e, utilizzando un
modellino sperimentale, trovo la
curva di equilibrio secondo la quale si
dispone la collana di sfere di peso
proporzionale ad ogni concio, disposte
secondo una scala geometrica rispetto
al vero.

I1 Poleni concluse che “il profilo piu
conveniente da attribuire all’arco e
quello per cui la fibra baricentrica
risulti funicolare dei carichi su di esso
agenti”.
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Comportamento statico delle volte (11/17)

_l_

L’analisi corretta del funzionamento statico di una cupola non puo
ignorare, specialmente quando la cupola ¢ “sottile”, che lo schema di
funzionamento da adottare ¢ quello a piastra curva, secondo cui la
struttura si comporta come “un continuo”.

Nel comportamento a piastra, utilizzando il principio di sovrapposizione
degli effetti, lo stato di sollecitazione complessivo puo essere
rappresentato come la somma di due differenti stati di sollecitazione:

1) lo stato di sollecitazione membranale

( che determinale sollecitazioniderivanti dai carichi agenti);

2) lo stato di sollecitazione flessionale

( che determinale sollecitazioniderivanti dai vincoli al contorno).

19
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Comportamento statico delle volte (12/17)

_l_

Le sollecitazioni (e le conseguenti deformazioni) in regime membranale
possono essere determinate per qualsiasi distribuzione di forze esterne
applicate. Esse possono essere ritenute conclusive esclusivamente per le
strutture totalmente prive di rigidezza flessionale  ( ad esempio le
“tensostrutture”, che hanno spessore praticamente nullo

se rapportato alle dimensioni globali).

Per le strutture di spessore finito lo studio del regime membranale
rappresenta la prima fase dello studio . Sui risultati che da esso derivano
si fonda il secondo studio, quello flessionale.

20
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Comportamento statico delle cupole (13/17)
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1) Le membrane curve sono strutture sottili prive di rigidezza flessionale e
torsionale: sono in ogni punto soggette a sforzi ‘membranali’ ovvero agenti nel
piano tangente, risultando cosi esenti da momenti flettenti e torcenti e da
azioni taglianti agenti in direzione perpendicolare alla superficie media.
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Comportamento statico delle cupole (14/17)
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2) Nel regime di membrana le equazioni di equilibrio sono necessarie e

sufficienti a risolvere lo stato tensionale: il problema ¢ staticamente
determinato.

22
Statica per l'edilizia storica - A. Cazzani , I. Mura, F. Stochino — Lezione 12



Comportamento statico delle cupole (15/17)

—l_ In termini piu precisi, la cupola
viene concepita come una volta nella
quale intradosso ed estradosso sono
due superfici di rivoluzione generate * anello
intorno allo stesso asse verticale.

. 2° anello
Nella pratica corrente si usa § N
- \
considerare cupole anche quelle %‘
strutture nelle quali le sezioni R ‘ )
orizzontali di intradosso ed estradosso N\ 1* anello
sono poligoni regolari, e che risultano

formate da tanti fusi cilindrici, a sesto
rialzato e con il vertice comune.

23
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Comportamento statico delle cupole (16/17)

_|_

Nel modello “continuo”
di comportamento a
piastra curva, la cupola ¢
concepita come costituita
da un graticcio di travi
curve, tridimensionale e
continuo.

Le travi sono disposte
secondo due ordini
mutuamente ortogonali,
denominate meridiani e
paralleli.

MERICIANT

24
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Comportamento statico delle cupole (17/17)

_tmalizza il comportamento delle cupole come gusci assialsimmetriciin
regime di sforzi membranali: le uniche sollecitazioni presentisono le
sollecitazioni agenti nel piano tangente, costanti nello spessore: /V,
(sforzo normale per unita di
lunghezza agente secondo il
meridiano); N, (idem, ma
agente secondo il parallelo);
N,;, (sforzo tangenziale);
quest’ultimo ¢ nullo, per
ragioni di simmetria, se
anche le forze esterne
rispettano la simmetria
assiale del problema.

25
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La cupola: definizioni geometriche (1/7)

_l_

Facciamo riferimento a “cupole
di rivoluzione”, ovvero a strutture
la cui superficie media si ottiene a
partire da un asse z facendogli
ruotare intorno una opportuna
curva I' detta “meridiano”.

Il generico punto P,
appartenente alla curva meridiana
I, ruotando intorno a 7 descrive

una circonferenza che viene detta meridiano Asse di
“parallelo”. rivoluzione
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La cupola: definizioni geometriche (2/7)

IAssunto un sistema di
riferimento ortogonale O(x, y, 7),

il generico punto P ¢ individuato parallelo
dalle tre coordinate cartesiane x, y
e z. Queste coordinate si possono
esprimere anche in forma

parametrica come:
x=x(0,9) y=y(0, 0)
2=2(0, 9)

della superficie della cupola:

2=z(x,)
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La cupola: definizioni geometriche (3/7)

_l_

Gli andamenti piu comuni del
meridiano in una cupola di
rivoluzione sono evidentemente
quello circolare, parabolico, a
catenaria, etc.

Qualorala curva del meridiano
sia preventivamente assegnata, per
individuare un generico punto P
sulla superficie media della cupola
sono sufficienti due parametri.

I parametri normalmente utilizzati meridiano
sonoidue angoli ¢ e 6. origine
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La cupola: definizioni geometriche (4/7)

_|_

[’angolo ¢ ¢ compreso fra il raggio r  del parallelo
contenente P , e passante per il meridiano origine, e quello del
medesimo parallelo passante per i meridiano che contiene appunto P.

L’angolo 6 ¢ invece formato
dalla normale » alla superficie
della cupola nel punto P con
I’asse di rivoluzione 7.

29
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La cupola: definizioni geometriche (5/7)

_|_

La normale alla superficie passante per P’ (a distanza infinitesima dl;
da P) incontra n nel punto O; detto centro di curvatura del meridiano
in P, e forma un angolo infinitesimo d6. Risulta: di;=R,; do6.

La distanza R, ¢ detta raggio
di curvatura del meridianoin P

Il punto O, , di intersezione di
n con I’asse di rivoluzione, e la
corrispondente distanza R, , sono
detti rispettivamente centro e
raggio di curvatura del parallelo in
P.

La distanza r e detta raggio
del parallelo. Risulta: r =R, sen 0

30
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La cupola: definizioni geometriche (6/7)

i_Se si considera un elemento di
guscio infinitesimo, ritagliato

nell’intorno del punto P, delimitatoda
2 paralleli e da 2 meridiani, siosserva
che i due archi di meridiano hanno
lunghezza uguale:

dt 1= R )i d 0,
Gli archi di parallelo variano la loro
lunghezza con I’angolo 8. L’arco su P
misura:

dt, = Rysin 0do = rdg.
Quello a distanza infinitesima ha
lunghezza d’(, e differisce da df,
per infinitesimidi ordine superiore:

or
d’t, =(r+ﬁ do)dq
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La cupola: definizioni geometriche (7/7)

ﬂe_finiamo due enti geometrici,
detti rispettivamente cono normale
e cono tangente. Si tratta di due
superficirigate, formate dalle
normali alla superficie
(rispettivamente: dalle tangenti
alla superficie) che si appoggiano
ai punti di un dato parallelo.
Semplici considerazioni
geometriche mostrano che do
proiettato fra le generatrici dei
due coni diventa:

dp* =dg sen 0,
do** =d¢ cos 0

32
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (1/7)

Si_considera un comportamento
pur:l'nente membranale: la cupola
viene ritenuta priva di rigidezza
flessionale e soggetta a vincoli
compatibili con un regime di
sollecitazione privo di tali azioni
interne; gli sforzi agenti punto per
punto nel piano tangente sono in grado
di equilibrare da soli i carichi esterni p Rl Ed e
(x, ¥, 2)-

Ricordiamo che questa ipotesi di
membrana conduce a equazioni
facilmente risolubili, ma sottostima
P’effettivo stato tensionale (trascurale
sollecitazioni derivanti dai reali vincoli
al contorno). 33
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (2/7)

-—l_ Estraiamo dalla cupola un
elemento di volume infinitesimo
del secondo ordine, avente le due
dimensioni in pianta infinitesime
(dlj edly ) e lo spessore s
finito.

B Questo elementino € in
equilibrio sotto I’azione :

a) delle componenti cartesiane
del carico esterno distribuito

px,y, 7), dirette secondo gli assi,
X, YeZ2Z;

b) degli sforzi per unita di
lunghezza N,, N,, N;,=N,; .
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (3/7)

O I Gli incrementi delle azioni
interne, dovuti alla continuita,
sono infinitesimidel primo

ordine e ovviamente sono dati
da:

A
o1 = 90
onN,
sz FJ dw
N
dNyy = —== dg

35
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (4/7)

—lfo sforzo normale per unita di

lunghezza N, risulta diretto
secondo la direzione dell’asse x;
(tangente al meridiano).

Lo sforzo normale per unita di
lunghezza N, e direttosecondo la
tangente al parallelo x,

Lo sforzo tangenziale per unita
di lunghezza N,,= V,; agisce nel
piano tangente alla superficie.

Noti S;, §,, T, le tensioni
unitarie locali, uniforminello
spessore, sono date da:

0'1=N1/S; 0'2=N2/S; T=N12/S.

36
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (5/7)

—l'S'e si considera la condizione di
equilibrio secondo la direzione della
normale n uscente dal piano
tangente, con riferimento a un
elemento di guscio infinitesimo
delimitatoda 2 paralleli,ace bd, e
da 2 meridiani, ab e cd, si osserva
che i due archi di meridiano hanno
lunghezza uguale

dt;=Rj do,
mentre I’arco di parallelo ac
misura

dt, = Ry-sin 0 dy = r-dy.
L’arco di parallelo bd ha lunghezza
d’t, e differisce da df, per

infinitesimi disﬁ&d@@l@dﬁﬂl&ﬁgol €r2zani , 1. Mura, F. Stochino — Lezione 12
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (6/7)

Il? elemento di volume di cupola,
a meno di infinitesimi, ha area:

dA=dl;-dl,=R; dO -rdp
dove si rammenta che I’elemento di
arco dl; sipuo esprimerecome

prodotto del raggio di curvatura del
meridiano R; e dell’angolo sotteso,

dO e l’elementodl, come prodotto
del raggio del parallelo per 1’angolo
sotteso do.

L’equilibrio alla traslazione
nelle direzioni n, x; e x,
fornisce un sistema di tre equazioni
nelle treincognite N;, N, e N,,.

38
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La cupola: premesse alle equazioni governanti (7/7)

—lzonviene nel seguito, per
scriverele equazioni indefinite di
equilibrio dell’elementino, fare
riferimento anziché all’unica vista
tridimensionale, alle viste di esso
dai tre assi coordinati n, xj e

xZ.

Questo semplifichera molto la
trattazione potendosi meglio
valutare le proiezioni delle azioni
interne nella direzione degli assi.
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La cupola: le equazioni governanti (1/9)

—lzonviene nel seguito, per
scriverele equazioni indefinite di
equilibrio dell’elementino, fare
riferimento anziché all’unica vista
tridimensionale, alle viste di esso
dai tre assi coordinati n, xj e

x2.

Questo semplifichera molto la
trattazione potendosi meglio
valutare le proiezioni delle azioni
interne nella direzione degli assi.
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La cupola: le equazioni governanti (2/9)
Equilibrio in direzione x;

—lgono ininfluenti le componenti
del carico esterno Z e Y.

Per quanto concerne le azioni interne
sono ininfluenti:

Ny,

N Niyp+——de
perché hanno retta d’azione giacente
su superfici ortogonali alla direzione
del meridiano.

Considereremo nell’ordine i

contributidi :

N, Ny N, X
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La cupola: le equazioni governanti (3/9)
Equilibrio in direzione x;

COE‘ tributo di N4
Jr do

(N1+ 9N, dO)(r+§do)d(p cos—--

essendo: cos— =1
si ottiene:

ON,
20 1 de rde

dododey — N, rde

or
Nirdql+ N1 % dod(’+
N, o
96 98

semplificando e trascurando il termine
infinitesimo di ordine superiore:

o(r Ny} B v
T de de = 0,
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La cupola: le equazioni governanti (4/9)
Equilibrio in direzione x;

Coqtributo di Ny

oN Alap™
(s + 5 dp) RydO cos ——
— Nn Rldo . cosw
d?“ 2
essendo: COS 7 > ]
si ottiene:

de
semplificando :

5 Rad® 6
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La cupola: le equazioni governanti (5/9)
Equilibrio in direzione x;

Contributo di N,

_(Nz+i:::2 dp)R,dﬂ cos — sendzn
d¢l.
2

— N,
d [ ] d L 13
essendo: ¢oOs ;’ =1, seni = a7

. 2
si ottiene:

d L 1] aN d L L ]
— N, Ryd8 ‘; 2d¢R, ‘;

trascurando I’infinitesimo di ordine
superiore e tenuto conto dell’espressione
di dp** si ottiene:

— N, R,d@ de cos@

2
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La cupola: le equazioni governanti (6/9)
Equilibrio in direzione x;

I Contributodi X

Risulta : Xrdo R, d6

Sommando tuttii contributi
precedenti risulta:

aer Ny
oo
Ny

Dividendo tuttii termini per la
quantita Rj; R, dO dy si ottiene:

d8 de + Xrde R, d8

+

1 a(fNi) 1 aN21 _Nz

R.R, 06 +Rz 7p R, cos8@+ X siné =0
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La cupola: le equazioni governanti (7/9)
Equilibrio in direzione x,

—lzon procedura analoga risulta
agevole mostrare che I’equazione che
esprime I’equilibrio alla traslazione
in direzione della tangente al
parallelo, potendo trascurare il
contributodi Z, ¥ e Nj), si
esprime come:

1 d(rNyp) 10N, Ny _
R,R, @0 +Rz . + R, cosB+Y sen8® =0
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La cupola: le equazioni governanti (8/9)
Equilibrio in direzione n

ISono ininfluenti le componenti
del carico esterno X , Y e le azioni
interne NIZ ed NZ]'

Con procedura analoga ai casi
precedenti si perviene alla seguente
equazione algebrica:

N N
Ry Ry
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La cupola: le equazioni governanti (9/9)

IIn definitiva si devono
considerare le seguenti tre equazioni
in definite di equilibrio:

1 8(1'N1)+ 1 aNz:l Nz
R,R, 98 'R, dp R,

1 d(rNgy) 13N, Ny 3
R.R, @0 +Rz Py + R, cosO+Y send =90

Ny, N
R_1+R_z =Z

cos@+ X siné =0

up —uwsen vy
2
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (1/12)

Se i carichi esterni rispettano la simmetria assiale, devono ridursi alle sole
componenti Z (indirezione normale al piano tangente) e X (secondo la
direzione tangente al meridiano).

Per simmetriala componente Y (tangente al parallelo) deve essere
nulla ovunque :

) =/

50
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (2/12)

Analogamente per questioni di simmetria deve annullarsi lo sforzo
tangenziale /NV,;. Tenuto conto della reciprocitadelle azioniinterne N,; e
N 7, deve essere :

N21=Nj2=0
L’azione interna /N, deve essere costante in ogni punto di un dato parallelo.
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (3/12)

Le azioniinterne N; ed N, devono essere costanti in ogni punto di
un dato parallelo. Possono variare al variaredi @ ma devono rimanere
costanti al variare di ¢ .

Essendo: N,=N;(0) e N,=N,(0) deve anche essere:
(0 Nz/ dp )=0
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (4/12)

In d;'finitiva per la

simmetria risulta: 1 a(rN,) 1 6’11/ N,
Y=0, T +}¢/3¢ "R, cos8+ X siné =0
N =ENp =0, 1 a(x 18 N
12)+ 24+ 22 4€0560+Y 3606 =0

(ON,/ 9 )=0. RyR a0 > d¢ Z
La seconda delle N, N,

. e 1. S —t— =2
equazioni di equilibrio R, R,
si riduce ad una

identita, essendo anche il primo termine sempre identicamente nullo.

La prima equazione si semplifica essendo nullo il secondo termine che
contiene N,;.

Essendo tutte le azioni interne funzioni esclusive di 6O possiamo usare le

derivate ordinarie al posto di quelle parziali.
53
Statica per l'edilizia storica - A. Cazzani , I. Mura, F. Stochino — Lezione 12



Membrane curve in regime assialsimmetrico (5/12)

1 dirN) N, _ .
R,R, d6 R, cos@+ X sin@ =0
Ny, Np _
R, TR, %

Il sistema delle equazioni indefinite di equilibrio, che regge il problema
delle membrane di rivoluzione assialsimmetriche ¢ in definitiva quello che
precede.

La seconda equazione algebrica.
La prima ¢ invece una equazione differenziale del primo ordine e occorre

preliminarmente procedere alla sua integrazione .
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (6/12)

1 dirN) N, _ .
R,R, d6 R, cos@+ X sin@ =0
Ny, Np _
R, TR, %

Si ricava N, dalla seconda equazione e si opera la sostituzione nella
prima. La prima equazione presentaora 1’unica incognita/V;.
L’integrazione conduce alla seguente espressione:
e

2rr Nysing = — f (X*sin®* — Z* cos 0") 2nr* Rd0*
0

: . 8
Sipone: g _ f (X" sin@" — Z" cos 8™) 2rr” R d0"
0
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (7/12)

1 drN) N2 0560+ sing =0
RE, d8 R, °° sing =
Ny, Np _
R1+Rz =4

In definitiva I’equazione che sostituisce nel sistema precedente la prima
equazione differenziale siscrive:

Q

Ny= = 2nr-siné

56
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (8/12)

T R

N, N
Ry, Ry

Nella prima equazione, che deriva dall’integrazione, si ¢ indicato
con Q=0 (6) unaquantita che fisicamente rappresenta:
la risultante delle componenti verticali di tutte le forze che agiscono sulla
porzione di membrana che si trova al disopra del parallelo individuato da
un assegnato angolo 6. Ha pertanto le dimensioni di una forza.

Viceversa Z = Z (6) rappresenta:
la componente del carico esterno ripartito, diretto secondo la normale alla
superficie, agente nei punti del parallelo individuato dal medesimo angolo
O. Ha dimensioni di forza/superficie. =
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (9/12)

Q-+ 2rr-sindN,= 0

Asse di rivoluzione

Come facilmente si constata la prima equazione esprime [’equilibrio
globale alla traslazione verticale dellaintera porzione di membrana che
sovrasta il parallelo individuato dal generico angolo O .
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (10/12)

—lﬁregime di sforzi membranali cosi
ottenuto ¢ presente in ogni punto del
guscio, fino al bordo, ¢ non ¢é
accompagnato da momenti flettenti (e
neppure da azioni taglianti) o torcenti. compatibile

Questo ¢ possibile pero solo nel caso
che il bordo stesso sia vincolato in modo
da trasmettere al guscio i soli sforzi che non compatibile
gli trasmetterebbe il prolungamento del
guscio stesso, ovvero tali da applicare
reazioni coincidenti con le azioni
normali di meridiano /V;.

non compatibile
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (11/12)

N Q
1= ~ —
Zmr-sin@ bordo superiore
Y2
Rl RZ - bordo inferiore

Ricaviamo le deformazioni che subiscono le fibre di materiale orientate
in direzione del meridiano e del parallelo :

1 1
Eq = E(a'i — V@) E, = E(a'z — V@y)
Essendo: oy =Ny/s o, = N, /5
1 L P
Si ottiene: €1 =E(N1 — uN3) €2 -ES(N2 vN,)
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Membrane curve in regime assialsimmetrico (12/12)

N Q
1= ~ —
Zmr-sin@ bordo superiore
Y2
Rl RZ - bordo inferiore

Si osserva che le direzioni del meridiano e del parallelo sono
direzioni principali, e le azioni sollecitanti lungo queste direzioni sono
una massima e I’altra minima.

Le espressioni di N; ed N,, definiscono le azioniinterne
principali in quanto agiscono su una struttura che per questioni
di simmetria non risulta soggetta a momenti flettenti o torcenti.

Di conseguenza anche gli sforzi e le deformazioni che abbiamo
calcolato o; e o), &7 e &7, sono sforzi e deformazioniprincipali.
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (1/14)

—lzonsideriamo una cupola di spessore
s, in regime di membrana, come quella
indicata in figura a).

La teoria statica finora sviluppata,
fa riferimento ad un elemento di volume
infinitesimo del secondo ordine,
prelevato a distanza dal contorno.

Essa pertanto ¢ valida sia nel caso di
una membrana con un solo bordo,
quello di imposta ( ovvero a “semplice
contorno”) come indicatoin figura Q)
sia nel caso di membrane con il doppio bordo superiore
contorno ( es.: cupole con “lanterna” o
lucernario) come in figura b).

bordo inferiore
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (2/14)

_|_

Se R; eilraggiodi curvatura
del meridiano ( di centro O; ) e R,
il raggio di curvatura del parallelo
(dicentro Oy) e se, assegnato
I’andamento del meridiano, per
individuare la posizione dei punti
sulla superficie si fa uso delle
coordinate angolari 0 (colatitudine)
e ¢ (longitudine), siricorda che il
raggio del parallelo alla colatitudine
6 ¢ pari a:

r =R»y-sin 6.

bordo superiore

bordo inferiore
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (3/14)

—lfa definizione delle grandezze
geometriche che caratterizzano la
struttura e le relazioniche le legano
(Rb 01, RZ’ 02’ r, 0 e ?, etc)
sono state fornitein precedenza.

Ugualmente sono state fornite le
definizioni meccaniche di QO e Z,
per i quali convenzionalmente si
ammettono positivii versi indicatiin
figura :

0 ¢ positivo se risulta “entrante «
nella cupola;

Z ¢ positivo se risulta “uscente”
dalla cupola.

bordo superiore

bordo inferiore
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (4/14)

_bo stato di sollecitazione dovuto alle
azioni interne N; ed N, si determina
risolvendo il sistema fornito dalle due
equazioni di equilibrio:

_ Q Ny N _
M= = 2nr-smo R1+R2 =%

Nel caso della membrana sferica risulta:

Rj=Ry=R R=R,sin 0
Le precedenti equazioni diventano:
bordo superiore
N1=— Q N2=Z'R—N1 bordo inferi
2R - sza ordo inferiore
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (5/14)
CARICO UNIFORME ORIZZONTALE

_F_

Consideriamo una membrana
sferica soggetta all’azione di un
carico uniformemente distribuito
per unita di superficie orizzontale,
di intensita p (fig. a).
Determiniamo Q:
OQ=mr’p=mnp
Per determinare Z osserviamo
dalla figura b che risulta:
p*ds=pdx
dx =ds cos 6
p*ds=pdscos O
p* =pcos O
Z =-p cos’O
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (6/14)
CARICO UNIFORME ORIZZONTALE

Determiniamo:

x*R%sin’@ - p PR
Ny= — =--E=

2ntR - sin2® y

R
N,=Z-R—N;=—-pcos’OR+ p? =pR(%— )

Possiamo ora disegnare i
diagrammi delle azioni
interne NV; e Ny,
rappresentandoli come nella
figura a lato. Risulta:

Ny = 0 per 0= n/4
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (7/14)
CARICO UNIFORME ORIZZONTALE

P 'Pamllelo con \
// /0 45° \

Determiniamo le espressioni
delle deformazioni:

1

&4 —E(Ni— UNz)
1

&2 —E(Nz— vNy)

Si ottiene:

| i+
— 2 — —
€= EspR(vcos o 2
- | (1+'v 28)
2" Es 2
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (8/14)
PESO PROPRIO

Ci riferiamo al carico derivante dal peso proprio del materiale: muratura
(pietra o mattoni ), calcestruzzo etc. Indichiamo con p,, il peso specifico del
materiale costituente la cupola.

1

Determiniamo @ considerando il | Q)
generico parallelo m-m,individuato
dall’angolo O.

Ricaviamo la risultante dei pesi
del materiale che compongono il
volume di cupola al di sopra del
parallelom - m.

Questa risultante ¢ centrata
sull’asse della cupola.

UL il
\\\s\\‘:\‘}&\\\\\\\\\uul“m ML i

S
\\“‘ ’I/:'/ O

',W,

%2
2%
,//'

D
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (9/14)

PESO PROPRIO

I’area della superficie media della calotta sferica al di sopra del parallelo m-m
(manuale Cremonese) vale:

A=2nR-f
Essendo ovviamente: | Q
f=(@R—Rcos8)=R(1—cos @) \\x\\“\\\\\m‘\\‘&‘ﬁi : 3:: iy l/”"’é’.f’f

’I;

\\\“\x\‘

V=sA=s2maR*-(1—-cos0) WA »
Si ottiene: 7.
Q=y, S 2R R*-(1-cosO)

Risulta anche:
Z=—7V,, "5 'cosf
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (10/14)

PESO PROPRIO

Si ottiene:
‘52 R%*-(1—cos @

_ Q  _ _Ym

27%R - sinZ @ 2R - sin? @

_ SYuR (1—cos8) |

B sin2 @ e
La precedente espressione risulta T
indeterminataquando 6 =20. \\\\\\\\‘3‘3&\\\:“"“‘\\““‘“" & ”‘Z'"I/J,’Zz;{ly//,,

Per porre rimedio sostituiamo al
denominatore:

sin?0 = (1 - cos®){(1+ cos 0)

N1=

S\ %
Q \ /I/,O,',

N

Risulta:

S ym R
1+ cosé
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (11/14)

PESO PROPRIO
Si ottiene poi tenuto conto di N; e Z :
Ny=Z-R—N o-R+Tm™
=Z-R—Ny= — ‘S cos @ -
z 1= T 1+ cos @

Ovvero dopo semplificazione: | Q

UL Ll Iy
‘\\&ﬂ\\\\\‘\'\‘\\\um“m allhugg it
\\\\\\\\\:\\\ \ eyl W
\\ 5 40//,,',’:'/ ,'Il,

1 — c0s20 — cos 0] \\\\\“233“\“
R

N2=Ym s R | cos 0 A

LY T SOy e wes—y  ——  —
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (12/14)

PESO PROPRIO
2
_ S ¥Ym R e o .p|l—c0s“@—cosP
M1= ~ Tt coso = ymsR’ 1+cos@

Determiniamo ’angolo 6 che
rende nullo N, :

1—cos20—cos0=0

—14+/5
COs @ =
2
-1 5
oS & = ;-w/_= 0,610

@ = 51° 50/

73
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (13/14)

PESO PROPRIO
Determiniamo le deformazioni:
& = i(Ml — uN,) & = i(Nz — uN,y)
Es Es

oo }’arallelo con
0=51° 50’
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (14/14)

PESO PROPRIO
Determiniamo le deformazioni:
Y R {VCOS @—v5in2g—1 . Y B {v+ sin’0 —cos O
E ( 1+ cos 8 ) " E 1+ cos @ )

€1=

oo }’arallelo con
0=51° 50’
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (1/7)
cupole aperte in sommita

Domus Aurea (64-8 d.C.).
Costruita per Nerone
dagli architetti Severo

e Celere
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (2/7)
cupole aperte in sommita

I PESO PROPRIO

Ci riferiamo ancora al carico derivante dal peso proprio del materiale:
muratura (pietra o mattoni ), calcestruzzo etc. Indichiamocon yp,, il peso
specifico del materiale costituentela cupola.

Determiniamo @ considerando
il generico parallelo m—m,
individuato dall’angolo 6.
Ricaviamo la risultante dei pesi
del materiale che compongono il
volume di cupola al di sopra del
parallelom — m .
Questa risultante ¢ centrata
sull’asse della cupola.
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (3/7)
cupola aperta in sommita

I PESO PROPRIO
L’area della superficie media, della porzione sferica al di sopra del parallelo
m-m vale:
A=2nR(f—fy)

Essendo ovviamente:

f=(R—Rcos 8) = R{(1—cos 0)

f1=(R—Rcos8y) = R(1—cos 8y) <5 e QST

Si ottiene: P\ 2
V=sA=s2nwR*-(cos0, —cos D)

Risulta :

Q=y, S -2®RR*-(cos 8, — cos 9)
Risulta infine :
Z=—7V,, "5 'cosf
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (4/7)
cupola aperta in sommita

I PESO PROPRIO

Si ottiene:
5 ¥ R-{cos 0; — cos 0)

sinZ @
La precedente relazione, al contrario di quanto si verifica nel caso della calotta

completa, non presenta problemi di
indeterminatezza.
Tenuto conto della precedente

N1=

espressionedi /V; e tenuto conto
che risulta per 7 :

Z=—7Y,y 'S COSO
Possiamo calcolare NZ con la
relazione: N,=Z R—N,

Statica per l'edilizia storica - A. Cazzani , I. Mura, F. Stochino — Lezione 12




Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (5/7)
cupola aperta in sommita

I PESO PROPRIO
$ ¥Ym R-(cos 8; —cos 0)
sin? @

Noy=—VYm-"Sc0s0 "R+
Si ottiene:

P c0s30 — 2cos 0 + cos 0,
SR SinZ @

Essendo sempre il denominatore
positivo e diverso da zero, nel
campo dei valoridi 0 che
interessano, la precedente

espressionedi /V, siannulla, per
il valore dell’angolo & che rende
nullo il numeratore della quantita
dentro parentesi.

BT S et G——  —  W—
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (6/7)
cupola aperta in sommita

l PESO PROPRIO

eterminiamol’angolo ¢ che rende nullo N, . Occorrerisolvere
una equazione di3° grado. Se si considera cos 07 = 0,9911, che fornisce
un angolo di apertura dell’occhio della cupola pari a 6;=7" 35’ si
ottiene 0=52° . Siottengonoi diagrammidelle azioni interne in figura.

- Ym S R coso, | + Y S R coso;
—t
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (7/7)
cupola aperta in sommita

l PESO PROPRIO
Le espressioni delle deformazioni risultano:

€4= = ';"‘ 5 0 (v €058 — cos 8(1 + 2v) + cos 8, {1 + v))
€= Br“‘ (cos®0 — cos 6(2 + v) + cos 8, (1 +v))

P ©
;{"/ Parallelo con \

/052

- Ym S R coso, | + Y S R coso;
—t
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (1/6)

cupola aperta in sommita
IPESO DELLA LANTERNA
C

onsideriamo una cupola di raggio R e spessore s, apertain
sommita con un angolo @; e soggetta ad un carico di intensita ¢
per unita di lunghezza, applicato sul contorno superiore.

Supponiamo che il
suddetto carico lineare
derivi dal carico
trasmessoda una
struttura soprastante

( lanterna ) dipeso P e
che il suddetto carico P
corrisponda al peso
proprio complessivo della
lanterna.

e N e D 2|

Il Santuario di Mater Domini — Mesagne
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (2/6)
cupola aperta in sommita

I PESO PROPRIO

Possiamo schematizzarela cupola _ Q
soggetta al carico suddetto come -
nella figura , dove ovviamente
risulta:

q =P/2rnRsin0j.

Ricordiamo che nel caso della
membrana sferica, essendo
R1=RZ=R C r=R2sin0 le
azioni interne si determinano con
le relazioni semplificate.

Risulta:
O=2nRsin0;q
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (3/6)
cupola aperta in sommita

PESO PROPRIO

Per determinare’espressione di _ Q
Z, componente del carico ripartito -
agente sulla superficie e diretta
secondo la normale alla superficie
della cupola, osserviamo che
risulta:

Z=\0.

Ci si rende conto facilmente di
questo osservando che Z ha le
dimensioni di una pressione
(dimensioni F/L?) mentre I’unico
carico agente sulla struttura e¢ il
carico lineare ¢ (dimensioni F/L).
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (4/6)
cupola aperta in sommita

I PESO PROPRIO

Risultano le componenti di azione
interna:

N.= — 2Ty q
1= 2nR-sin26
_ 2m-RsinB,q  sind; q
~ 2m-Rsin?®  sin?é
sinf, q
N,=Z-R—N, =
2 17 sin28

Si constatache N,=-N; , ©
che la costruzione dei relativi
diagrammi non presenta difficolta.
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (5/6)
cupola aperta in sommita

_li’ESO PROPRIO
sin®, q __sin@, q

" sin?6 "~ sin?@

I meridiani sono sempre compressi, e si comportano in pratica come dei

pilastri. I paralleli sono sempre tesi.

N1=

N,
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (6/6)
cupola aperta in sommita

| PESO PROPRIO

Se si trascura la resistenza a trazione della muratura, 1a cupola si fessura
come in figura. Si ottengono facilmente le espressioni delle deformazioni.

q sin 84
Es sing

N q sin 84
Es sin%0

€= (1+v) 6= (1+v)
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (1/2)
verifica di una volta a vela

S e

RN

Chiostro del
monastero del

Carmine
_ ( Oristano)

——
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (2/2)
verifica di una volta a vela

-

,,,,,, monastero del
Carmine
_ ( Oristano)
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (1/5)
CONSOLIDAMENTO

—l_ Abbiamo visto che nelle cupole, al di sotto di una certa quota, si
sviluppano sforzi di trazione in direzione tangenziale. E’ quindi
spesso opportuno fare ricorso a tiranti, che seguono il tracciato dei
paralleli della cupola, e che hanno il compito di assorbire gli sforzi di
trazione cui la muratura non ¢ in grado di fare fronte.

zona dove i paralleli
sono compressi

zona dove i paralleli
sono tesi

Eventuali catene se le trazioni
superano la resistenza del materiale

Statica per l'edilizia storica - A. Cazzani , I. Mura, F. Stochino — Lezione 12



Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (2/5)
CONSOLIDAMENTO

—l_ il dimensionamento dei tiranti non risulta molto complicato
Essi devono applicare una pressione p sulla superficie esterna della
cupola, nella zona in cui la cerchiatura viene applicata, tale da
annullare lo sforzo di trazione localmente agente nel parallelo N, .

Forze equivalenti radiali
prodotte dalle catene

p=N,/r
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (3/5)
CONSOLIDAMENTO

I Nelle figure i basso sono riportati due tipici schemi di applicazione
di tiranti con materiali fibrorinforzati (FRP).

Cerchiatura cupola con FRP
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (4/5)
CONSOLIDAMENTO

I Nelle figure i basso sono riportati due tipici schemi di applicazione di
tiranti con materiali fibrorinforzati (FRP).
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Le cupole sottili soggette a soli carichi verticali (5/5)
CONSOLIDAMENTO

I Nelle figure i basso sono riportati due tipici schemi di applicazione di
tiranti con materiali fibrorinforzati (FRP).

Cerchiatura cupola San Carlo, Roma

S, PROSPETTO

Cerchiatura cupola con FRP
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