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Esame di Calcolo delle Probabilità
(2 ore e 30 minuti)

Si prega di scrivere in maniera chiara, risposte non leggibili non saranno corrette.
In tutti gli esercizi si richiede di illustrare il proprio lavoro.

Esercizio 1 (6 punti). Un circolo di freccette ha 200 iscritti cos̀ı suddivisi

� 8 campioni;

� 72 buoni giocatori;

� 120 principianti.

Al lancio di una freccetta i campioni fanno centro con probabilità pC = 0.4, i buoni giocatori con
probabilità pB = 0.15, e i principianti con probabilità pP = 0.05. Si suppongano i tiri successivi
di un giocatore indipendenti.

Un giorno al circolo si osserva un iscritto fare n lanci (con n ∈ N fissato).

(a) Detto X il numero di volte in cui l’iscritto fa centro, si determini la distribuzione di X.

(b) Supponiamo n = 2. Se l’iscritto fa centro in entrambi i lanci, qual è la probabilità che sia
un principiante?

Soluzione. (a) chiamiamo C, B, e P gli eventi “il giocatore è un campione”, “il giocatore è
un buon giocatore”, e “il giocatore è un principiante”, rispettivamente. Ovviamente per
k /∈ {1, 2, . . . , n} si ha P(X = k) + 0, mentre per k = 0, 1, . . . , n abbiamo

P(X = k) = P({X = k} ∩ C) + P({X = k} ∩B) + P({X = k} ∩ P )

= P(X = k|C)P(C) + P(X = k|B)P(B) + P(X = k|P )P(P ).

Inoltre si vede banalmente che

P(X = k|C) =

(
n

k

)
pkC(1− pC)n−k,

P(X = k|B) =

(
n

k

)
pkB(1− pB)n−k,

P(X = k|P ) =

(
n

k

)
pkP (1− pP )n−k,

P(C) =
8

200
=

1

25
,

P(B) =
72

200
=

9

25
,

P(P ) =
120

200
=

3

5
.
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Da cui otteniamo

P(X = k) =
1

25

(
n

k

)
pkC(1− pC)n−k +

9

25

(
n

k

)
pkB(1− pB)n−k +

3

5

(
n

k

)
pkP (1− pP )n−k.

(b) Vogliamo conoscere P(P |X = 2) con n = 2. Dalla formula di Bayes otteniamo

P(P |X = 2) =
P(X = 2|P )P(P )

P(X = 2)
.

Sostituendo n = 2 e k = 2 nella formula sopra si ottiene che

P(X = 2|P ) = p2P = 0.0025

P(X = 2) =
1

25
p2C +

9

25
p2B +

3

5
p2P = 0.016.

Quindi

P(P |X = 2) =
0.0025 · 0.6

0.016
≈ 0.094.

Esercizio 2 (8 punti). Anna ha davanti a sé due mazzi di carte: il primo è composto da 10
carte numerate da 1 a 10, il secondo contiene 30 carte numerate da 11 a 40. Anna lancia una
moneta non equilibrata che dà testa con probabilità q ∈ [0, 1]. Se esce testa, pesca una carta
dal primo mazzo, se esce croce, estrae una carta dal secondo mazzo. Sia Z il numero della
carta pescata da Anna.

(a) Siano B ∼ B(1, q), X ∼ U({1, 2, . . . , 10}), e Y ∼ U({11, 12, . . . , 40}) tre variabili aleatorie
indipendenti. Quale delle seguenti è vera?

Z = BX + (1−B)Y Z = (1−B)X +BY Z = B(X + Y ).

(b) Si determini la densità di Z. Per quale valore di q la variabile Z è distribuita come
un’uniforme su {1, . . . , 40}?

(c) Si calcoli E(Z) in funzione di q e si esprima Cov(X,Z) in termini di V ar(X).

Soluzione. (a) L’uguaglianza corretta è

Z = BX + (1−B)Y.

In quanto quando B = 1, cioè quando esce testa, Z prende il valore di X, mentre quando
B = 0, cioè quando esce croce, Z prende il valore di Y .

(b) Ovviamente P(Z = k) = 0 se k /∈ {1, 2, . . . , 40}. Sia k ∈ {1, 2, . . . , 10}, allora

P(Z = k) = P(X = k,B = 1) = P(X = k)P(B = 1) =
q

10
,
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dove abbiamo sfruttato l’indipendenza di X e B. Sia ora k ∈ {11, 12, . . . , 40}, allora

P(Z = k) = P(Y = k,B = 0) = P(Y = k)P(B = 0) =
1− q

30
,

dove abbiamo sfruttato l’indipendenza di Y e B. Riassumendo

P(Z = k)


q
10

k = 1, 2, . . . , 10,
1−q
30

k = 11, 12, . . . , 40,
0 altrimenti.

per q = 1
4

si ha q
10

= 1−q
30

= 1
40

e quindi Z è distribuita come un’uniforme su {1, . . . , 40}.

(c) Poiché Z è discreta abbiamo

E(Z) =
10∑
k=1

k
q

10
+

40∑
k=11

k
1− q

30
.

Per definizione di covarianza abbiamo

Cov(X,Z) = E(XZ)− E(X)E(Z).

Dalla definizione di Z mostrata nel punto (a) abbiamo (sfruttando l’indipendenza delle
variabili X, Y ,e B)

E(XZ) = E(X(BX + (1−B)Y ))

= E(BX2) + E(XY )− E(XBY )

= E(B)E(X2) + E(X)E(Y )− E(B)E(X)E(Y ),

E(Z) = E(BX + (1−B)Y )

= E(B)E(X) + E(Y )− E(B)E(Y ).

Da cui segue

Cov(XZ) = E(B)E(X2) + E(X)E(Y )− E(B)E(X)E(Y )

− E(X)(E(B)E(X) + E(Y )− E(B)E(Y ))

= E(B)(E(X2)− E(X)2)

= q · V ar(X).

Esercizio 3 (8 punti). Siano {Y ′n}, {Y ′′n }, e {Y ′′′n } tre successioni indipendenti di variabili
aleatorie i.i.d., tutte con distribuzione uniforme su (−1, 1). Per n ∈ N definiamo

Xn = Y ′n + Y ′′n + Y ′′′n .

(a) Si mostri che le variabili aleatorie Xn sono i.i.d. con E(Xn) = 0 e V ar(Xn) = 1.
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Definiamo per ogni n

Sn =
n∑
i=1

Xi, Tn =
S4
n

n2
.

[I prossimi punti si possono risolvere applicando opportunamente il teorema del limite centrale.]

(c) Si calcoli
lim
n→∞

P(Sn ≤ b)

e se ne deduca che
lim
n→∞

P(Sn ∈ [a, b]) = 0 ∀a, b ∈ R, a < b.

(d) Si mostri che per n→∞ la successione Tn converge in legge verso una variabile aleatoria
T .

(e) Si determini la distribuzione di T [5 punti extra].

Soluzione. (a) Le Xn sono i.i.d. perché lo sono Y ′n, Y ′′n ,e Y ′′′n . Dalla linearità del valore atteso
e dall’indipendenza delle variabili Y ′n, Y ′′n ,e Y ′′′n si ha

E(Xn) = E(Y ′n + Y ′′n + Y ′′′n ) = E(Y ′n) + E(Y ′′n ) + E(Y ′′′n ) = 0,

V ar(Xn) = V ar(Y ′n + Y ′′n + Y ′′′n ) = V ar(Y ′n) + V ar(Y ′′n ) + V ar(Y ′′′n ) = 3

(
22

12

)
= 1.

(b) Innanzi tutto osserviamo che, per ogni b ∈ R, si ha

P(Sn ≤ b) = P

(∑n
j=1Xn − nE(X1)√

nV ar(X1)
≤ b√

n

)
.

Sia Z ∼ N(0, 1), usando il teorema del limite centrale otteniamo che

lim
n→∞

P(Sn ≤ b) = lim
n→∞

P

(∑n
j=1Xn − nE(X1)√

nV ar(X1)
≤ b√

n

)

= lim
n→∞

P
(
Z ≤ b√

n

)
= P(Z ≤ 0)

=
1

2
.

Siano ora a, b ∈ R abbiamo, poiché Sn è assolutamente continua, che

P(Sn ∈ [a, b]) = P(Sn ≤ b)− P(Sn ≤ a),

da cui segue che

lim
n→∞

P(Sn ∈ [a, b]) = lim
n→∞

P(Sn ≤ b)− lim
n→∞

P(Sn ≤ a) =
1

2
− 1

2
= 0.
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(c) Consideriamo la funzione di ripartizione di Tn. Ovviamente Tn ≥ 0 quasi certamente,
allora FTn(t) = 0 per t < 0. Sia t > 0, allora

FTn(t) = P(Tn ≤ t) = P
(
S4
n

n2
≤ t

)
= P

(∣∣∣∣ Sn√n
∣∣∣∣ ≤ 4
√
t

)
= P

(
− 4
√
t ≤ Sn√

n
≤ 4
√
t

)
.

Utilizzando il teorema del limite centrale come sopra si ha che per t ≥ 0

lim
n→∞

FTn(t) = P(− 4
√
t ≤ Z ≤ 4

√
t) = P(Z4 ≤ t) = FZ4(t).

Inoltre, poiché Z4 ≥ 0 quasi certamente si ha che P(Z4 < 0) = 0. Quindi si ha che, per
ogni t vale limn→∞ FTn(t) = FZ4(t), da cui segue

Tn
L→ Z4 =: T.

(d) Determiniamo la legge di Z4. Calcoliamone la funzione di ripartizione. Per t < 0 ovvia-
mente FZ4(t) = 0, sia t ≥ 0, allora

FZ4(t) = P(Z4 ≤ t) = P(− 4
√
t ≤ Z ≤ 4

√
t) =

1√
2π

∫ 4√t

− 4√t
ex

2/2dx =
2√
2π

∫ 4√t

0

ex
2/2dx.

Differenziando per t > 0 otteniamo

fZ4(t) =
2√
2π

d( 4
√
t)

dt
e(

4√t)2/2 =
1

2
√

2π

e
√
t/2

t3/4
.

Ovviamente fZ4(t) = 0 per t ≤ 0.

Esercizio 4 (8 punti). Siano X e Y variabili aleatorie con densità congiunta

fX,Y (x, y) =

{
ce−x 0 < x < y < x+ 1,
0 altrimenti,

dove c ∈ R è un’opportuna costante.

(a) Si mostri che X ∼ Esp(1) e si determini c.

(b) Si determini la densità di Y .

(c) Si calcoli E(eX−Y ).

(d) Si determini la densità Z = log(X).
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Soluzione. (a) Calcoliamo la densità di X. Per x < 0 abbiamo fX(x) = 0, mentre per x ≥ 0
abbiamo

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y)dy =

∫ x+1

x

ce−xdy = ce−x.

Poiché fX deve essere una densità si deve avere
∫∞
−∞ fX(x)dx = 1, quindi

1 =

∫ ∞
−∞

fX(x)dx = c

∫ ∞
0

e−xdx = c.

Osserviamo quindi che c = 1 e che X ∼ Esp(1).

(b) Passiamo a Y . Similmente a prima fY (y) = 0 se y ≤ 0. Sia dunque y > 0, abbiamo

fY (y) =

∫ y

y−1
e−xdx = −e−x|yy−1 = −e−y + e1−y = e−y(e− 1).

(c)

E(eX−Y ) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

ex−yfX,Y (x, y)dxdy

=

∫ ∞
0

(∫ x+1

x

e−ydy

)
dx

=

∫ ∞
0

(
−e−y|x+1

x

)
dx

=

∫ ∞
0

(
−e−x−1 + e−x

)
dx

= (1− e−1)

∫ ∞
0

e−xdx

= (1− e−1).

(d) Calcoliamo prima la funzione di ripartizione di Z.

FZ(t) = P(Z ≤ t) = P(log(X) ≤ t) + P(X ≤ et) = FX(et) = 1− e−e
t

.

Differenziando otteniamo
fZ(z) = eze−e

z

= ez−e
z

.
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Tabella 1:
1√
2π

∫ x

−∞
et

2/2dt

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.508 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
0.1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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