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Esame di Calcolo delle Probabilità
(2 ore e 30 minuti)

Si prega di scrivere in maniera chiara, risposte non leggibili non saranno corrette.
In tutti gli esercizi si richiede di illustrare il proprio lavoro.

Esercizio 1 (15 punti). Un genitore vuol dare alle sue figlie Aurora, Beatrice, e Camilla una
paghetta. Decide di distribuire il denaro secondo un sistema aleatorio

� Aurora lancia cinque monete equilibrate e riceve un euro per ogni volta che esce testa;

� Beatrice lancia cinque monete equilibrate, indipendentemente da Aurora, e riceve un euro
per ogni volta che esce croce;

� Camilla lancia un dado equilibrato a sei facce: se esce un numero pari riceve tanti euro
quanti ne ha ricevuti Aurora, se esce un numero dispari riceve tanti euro quanti ne ha
ricevuti Beatrice.

Indichiamo con A, B, e C gli euro ricevuti da Aurora, Beatrice, e Camilla, rispettivamente.
Sia inoltre M la variabile aleatoria tale che

M =

{
1 il dado lanciato da Camilla dà un numero pari,
0 il dado lanciato da Camilla dà un numero dispari.

(a) Quali sono le densità (marginali) di A e B?

(b) Si spieghi perché vale l’uguaglianza

C = MA+ (1−M)B;

(c) Si determini la densità discreta di C;

(d) Si calcolino Cov(A,B) e Cov(A,C).1 Le variabili aleatorie {A,B,C,M} sono indipenden-
ti?

(e) Si descriva un algoritmo numerico per la stima di P(B > 2).

Soluzione. (a) Per costruzione è ovvio che A ∼ B(5, 1/2) e B ∼ B(5, 1/2) in quanto si con-
tano i numeri di successi ottenuti in 5 esperimenti indipendenti con probabilità di successo
1/2.

(b) Questo è ovvio. Se M = 1 allora Camilla riceve lo stesso quantitativo di denaro di Aurora,
infatti

C = 1 · A+ (1− 1) ·B = A.

Se invece M = 0 allora Camilla riceve lo stesso quantitativo di denaro di Beatrice, infatti

C = 0 · A+ (1− 0) ·B = B.

Infine M non può assumere altri valori.

1Suggerimento: Per il calcolo di Cov(A,C) si sfrutti l’espressione di C mostrata nel punto (b).
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(c) Vogliamo calcolare P(C = k). Se k /∈ {1, 2, 3, 4, 5}, allora, ovviamente, P(C = k) = 0. Se
k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, abbiamo

P(C = k) = P(C = k|M = 1)P(M = 1) + P(C = k|M = 0)P(M = 0)

= P(A = k)P(M = 1) + P(B = k)P(M = 0)

=
1

2

[(
5

k

)(
1

2

)k (
1− 1

2

)5−k
]

+
1

2

[(
5

k

)(
1

2

)k (
1− 1

2

)5−k
]

=

(
5

k

)(
1

2

)k (
1− 1

2

)5−k

.

Allora anche C ∼ B(5, 1/2).

(d) Poiché A e B sono indipendenti si ha che Cov(A,B) = 0. Calcoliamo Cov(A,C) =
E(AC) − E(A)E(C). L’unico valore non noto è E(AC), utilizzando l’espressione per C
determinata sopra, osservando che A, B, e M sono indipendenti, e che M ∼ B(1, 1/2),
otteniamo

E(AC) = E(A(MA+ (1−M)B))

= E(AMA) + E(AB)− E(AMB)

= E(A2)E(M) + E(A)E(B)− E(A)E(M)E(B).

Ricordando che E(A) = E(B) = E(C) = 5
2
, E(M) = 1

2
, e che E(A2) = V ar(A)+E(A)2 = 15

2

abbiamo che

Cov(A,C) =
15

4
+

25

8
− 25

4
=

5

8
.

In particolare, A e C non sono indipendenti, per cui le variabili aleatorie {A,B,C,M} a
maggior ragione non lo sono.

(e) Possiamo utilizzare il seguente codice R

1 n=10000;

2 res=rbinom(n,size=5,prob =0.5);

3 test=res >2;

4 p_empirica=sum(test)/n;

Esercizio 2 (15 punti). Siano {Xn}n variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione Esp(1), cioè

fXn(x) = e−x1x≥0(x).

Sia Yn = 1/Xn e poniamo
Mn = max{Y1, . . . , Yn}.

(a) Calcolare la funzione di ripartizione di Mn;

(b) Per α ∈ R definiamo Zn = Mn/n
α. Si calcoli la funzione di ripartizione di Zn;
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(c) Per quali valori di α la successione di variabili aleatorie Zn converge in legge per n→∞?2

Soluzione. (a) Iniziamo calcolando la funzione di ripartizione di Yn. Sia t > 0, allora, poiché
Xn > 0 quasi certamente, si ha

FYn(t) = P(Yn ≤ t) = P(1/Xn ≤ t) = P(Xn ≥ 1/t) = 1− P(Xn ≤ 1/t) = e−1/t.

Se invece t ≤ 0, allora FYn(t) = 0.

Calcoliamo ora la funzione di ripartizione di Mn. Se t > 0, abbiamo

FMn(t) = P(Mn ≤ t) = P(max{Y1, . . . , Yn} ≤ t) = P(Y1 ≤ t, . . . , Yn ≤ t)

= P(Y1 ≤ t)n = e−n/t.

Per t ≤ 0 si ha FMn(t) = 0.

(b) Calcoliamo la funzione di ripartizione di Zn. Se t > 0, abbiamo

FZn(t) = P(Mn/n
α ≤ t) = P(Mn ≤ nαt) = e−n/(n

αt) = e−n
1−α/t.

Per t ≤ 0 si ha FZn(t) = 0.

(c) Definiamo FZ(t) = limn→∞ FZn(t). Ovviamente, se t ≤ 0, si ha

FZ(t) = 0

per ogni α. Sia t > 0,

lim
n→∞

FZn(t) =


0 α < 1,
e−t α = 1,
1 α > 1.

Per α < 1, si ha FZ(t) ≡ 0, per cui non può essere una funzione di ripartizione. Per α = 1
si ha

FZ(t) =

{
0 t ≤ 0,
e−1/t t ≥ 0.

che è una funzione di ripartizione. Per cui Zn
L→ Z dove Z è una variabile aleatoria con

funzione di ripartizione FZ.

Per α > 1 invece FZ non è una funzione di ripartizione in quanto non è continua da
destra. In particolare, FZ è discontinua in 0, ma, poiché la definizione di convergenza in
legge “ignora” i punti di discontinuità abbiamo che, per α > 1, le Zn convergono verso una
variabile aleatoria Z costante uguale a 0, cioè con funzione di ripartizione

F̃Z(t) =

{
0 t < 0,
1 t ≥ 0.

.
2Suggerimento: Si consideri la funzione di ripartizione di Zn calcolata al punto precedente e si faccia tendere

n→∞. Per quali valori di α la funzione ottenuta è in effetti una funzione di ripartizione (a meno dei punti di
discontinuità. . . )?
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Esercizio 3 (10 punti). Sia X ∼ Esp(1) e definiamo Y = eX .

(a) Si determini la funzione di ripartizione di Y e se ne derivi la densità;

(b) Si calcoli E(Y )3. Cosa si può dire della Cov(X, Y )?

(c) Si mostri che le variabili aleatorie X e Y non sono indipendenti.4

Soluzione. (a)

FY (t) = P(Y ≤ t) = P(eX ≤ t) =

{
0 t ≤ 0
P(X ≤ log(t)) t > 0

=


0 t ≤ 0
0 0 < t < 1
P(X ≤ log(t)) t ≥ 1

=

{
0 t < 1
1− e− log t t ≤ 1

=

{
0 t < 1
1− 1

t
t ≥ 1

Da cui, poiché FY è continua e differenziabile a tratti otteniamo

fY (t) =

{
0 t < 1
1
t2

t ≥ 1

(b)

E(Y ) =

∫ ∞
−∞

exfX(x)dx =

∫ ∞
0

exe−xdx =

∫ ∞
0

dx = +∞.

Allora Y /∈ L1. Poiché Y /∈ L1 la Cov(X, Y ) non è definita.

(c) Consideriamo P(X > 1, Y < e), ovviamente, poiché Y = eX se X > 1 allora Y > e1 = e,
per cui P(X > 1, Y < e) = 0, ma P(X > 1)P(Y < e) 6= 0, da cui

P(X > 1, Y < e) 6= P(X > 1)P(Y < e)

e quindi X e Y non sono indipendenti.

Esercizio 4 (10 punti). Sia Z = (X, Y ) un vettore aleatorio assolutamente continuo con densità
congiunta

fX,Y (x, y) =

{
1
2
e−y
√
x 0 < x < 1 e y > 0,

0 altrimenti.

(a) Si mostri che la densità di X è5

fX(x) =

{ 1
2
√
x

0 < x < 1,

0 altrimenti;
3Suggerimento: Si calcoli E(Y ) = E(eX) = . . .
4Suggerimento: Si trovino A,B ⊂ R tali che P(X ∈ A, Y ∈ B) 6= P(X ∈ A)P(Y ∈ B).
5Suggerimento: si usi il cambio di variabili t = y

√
x.
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(b) Si mostri che la densità di Y è6

fY (y) =

{
1
y2

(1− (1 + y)e−y) y > 0,

0 altrimenti;

(c) X e Y sono indipendenti?

Soluzione. (a) Sia 0 < x < 1, allora

fX(x) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y)dy =
1

2

∫ ∞
0

e−y
√
xdy =

1

2

∫ ∞
0

1√
x

e−tdt =
1

2
√
x
.

Se invece x /∈ (0, 1), si ha fX(x) = 0.

(b) Sia y > 0, allora, ponendo t = y2x e dt = y2dx, abbiamo

fY (y) =

∫ ∞
−∞

fX,Y (x, y)dx =
1

2

∫ 1

0

e−y
√
xdx =

1

2

∫ 1

0

e−
√
y2xdx

=
1

2y2

∫ y2

0

e−
√
tdt = − 1

y2
e−
√
t(1 +

√
t)

]y2
0

=
1

y2
(
1− (1 + y)e−y

)
.

Se invece y < 0, ovviamente, fY (y) = 0.

(c) Le variabili X e Y non sono indipendenti in quanto la densità congiunta non è il prodotto
delle densità mariginali (quasi) ovunque.

6Suggerimento: si osservi che per t > 0 una primitiva di e
√
t è −2e−

√
t(1 +

√
t).



Matricola: 18/06/2021

Tabella 1:
1√
2π

∫ x

−∞
et

2/2dt

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.508 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
0.1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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