Matricola: 18/06/2021

Esame di Calcolo delle Probabilita

(2 ore e 30 minuti)

Si prega di scrivere in maniera chiara, risposte non leggibili non saranno corrette.
In tutti gli esercizi si richiede di illustrare il proprio lavoro.

Esercizio 1 (10 punti). Ho un mazzo da 40 carte, numerate da 1 a 40. Lancio una moneta
equilibrata: se esce testa giro due carte dal mazzo, se esce croce ne giro tre.

(a) Qual ¢ la probabilita che tutte le carte girate siano dispari? Qual é la probabilita che tutte
le carte girate siano pari?

(b) Se le carte girate sono tutte di numero dispari, é pit, probabile che sia uscita testa o croce?

Soluzione. (a) Chiamiamo T [’evento “esce testa” e C l’evento “esce croce”. Inoltre chia-
miamo P 'evento “tutte le carte sono pari” e D [’evento “tutte le carte sono dispari”. Si
ha

P(D) =P(D|T)P(T) + P(D|C)P(C).

Poiché le carte sono pescate senza reimmissione, per calcolare P(D|T') e P(D|C) possiamo
utilizzare ['ipergeometrica con r = b = 20 e n = k = 2 nel caso la moneta dia testa o
n =k = 3 nel caso la moneta dia croce. Quindi

20\ (20

(2)(0) — 20-19
(40) 40 - 39

2

(3)(0) _20-19-18
(Y)  40-39-38

3

P(D|T) =

P(D|C) =

Si ha
_20-19 1 20-19-18 1_7

P(D) = = D=
D)=To39 3 103038 2~ 39

Per simmetria si ha che

(b) Vogliamo calcolare
P(T|D) e P(C|D).

Calcoliamo la prima, si ha per il teorema di Bayes

P(DIT)P(T)
P(T|D) = —————=
71p) = 25
Da cur
2019 1 19
P(T|D) = 4038 2 — —
AN
Ovviamente si ha che P(C|D) =1—P(T|D), da cui
9
P(C|D) = —.
)= o

Quindi € piu probabile che sia uscita testa.
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Esercizio 2 (15 punti). In un determinato ospedale, il numero X di bambini che nascono
in una settimana ha distribuzione P(\) con A\ = 13. Le nascite in settimane distinte sono
indipendenti.

(a) Qual ¢ la probabilita che in una settimana nascano 2 o pit bambini?

(b) Sia A il numero di bambini nati nella prima settimana dell’anno e sia B il numero di
bambini nati nelle prime due settimane dell’anno. Si determini la densita discreta congiunta
delle variabili aleatorie A e B.

Indichiamo con S il numero di bambini nati in un anno (supponiamo esattamente di 52 setti-
mane).

(¢) Si calcolino E(S) e Var(S). Quindi, usando l’approssimazione normale fornita dal teorema
limite centrale, si stimi la probabilita che in un anno nascano piu di 700 bambini;

(d) Si descriva un algoritmo numerico per stimare quest ultima probabilita.

Soluzione. (a) Calcoliamo P(X > 2)

10 11
INXEQ):I%MX<2)=L{PQ¥:QHHX:1»:1—€B<€;+j%)zogw%8

(b) Sia X1 il numero di bambini nati nella prima settimana dell’anno e Xy il numero di bambini
nati nella seconda settimana. Si ha che A = X1 e B = X1+ X5 e, ovviamente, A e B sono
variabili a valori in N.

Siano n,m € N con m > n, allora

P(AZH,B:’ITL) :P<X1:7’L,X1—|—X2:TR>ZP(X1 :n,XQZm—Xl)
=P(Xy=nXo=m—n)=P(X; =n)P(Xo=m —n)
_)\)\n \ )\(mfn) oy A

—e ' —e ' — — = "———.
n!" (m—n)! n!(m —n)!

Ovviamente se n. o m non sono in N si ha P(A =n, B = m) = 0. Inoltre poiché A < B
quasi certamente (non possono essere nati meno bambini nelle prime due settimane che
nella prima settimana) anche P(A =n, B =m) =0 se m < n. Riassumendo

—2X__A™ —
(S nl(m—n)! m,n—0,1,2,3,...6m2n,

0 altrimentsi.

MA:mB:m:{

(¢) Denotiamo con X; il numero di bambini nati nella j-esima settimana dell’anno. Si ha
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da cui
52 52
E(S) =E (Z Xj) = E(X;) = 52E(X;) = 52\ = 676.
j=1 j=1
Inoltre, poiché abbiamo assunto che le X; fossero indipendenti, abbiamo

52 52
Var(S) = Var (Z X]) = Z Var(X;) =52Var(X,) = 52\ = 676.
=1 j=1

Sia Z ~ N(0,1), per il teorema del limite centrale abbiamo

IP’(S>700):]P’< S —E(X)) 700 — E(X;) )

V52¢/Var(X,) g V52¢/Var(X,)

p _S-EX) 700676
V524/Var(X,) V676

R~ Z>B =1-P ZgE
13 13

~1-P(Z<0.92) ~1—0.8212 = 0.1788.

(d) Possiamo wverificare il punto (c) utilizzando il sequente codice R

lambda=13
n=100000
s=0
for(i in c(1:n)){
X=rpois (52, lambda)
S=sum(X)
if ($>700){
s=s+1
}
}

p_empirica=s/n

© 0 N O otk W N

Jun

—
—

Esercizio 3 (15 punti). Siano {X, }nen variabili aleatorie i.i.d., definite su uno spazio di
probabilita (2, A,P) con funzione di ripartizione

Fre.t) = (1= 115 ) Lo )

(a) Per qualip > 1 si ha X, € LP{]

!Suggerimento: Si ricordi che fooo ﬁdw < oo se k—4 < —1, in quanto ﬁ ~ zF=% per z — 0.
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(b) Sian €N e definiamo

Y, = min{v/nXy,vV/nXo,...,v/nX,}.

Si mostri che Y, converge in legge per n — oo verso una variabile aleatoria Y e se ne scriva
la densitaP]

Soluzione. (a) Calcoliamo la densita di X,,. Differenziando Fx, in [0,00) e ponendo fx, =0
in (—00,0), abbiamo

fx,(t) = (15—;)21[0,00) (t).

Affinché X, € LP dobbiamo avere che E(|X;|P) < oo

o0

E(X,P) = / 2P f, ()

o0

> 2x
— e |
/o e
=2 —dzx.
/0 1+a22™”

Poiché % ~ P4 per & — oo, abbiamo che E(|X1|P) < oo se e solo se p+1—4 < —1,

cioe sep < 2. Per cut X € LP per1 <p < 2.

(b) Calcoliamo la funzione di ripartizione diY,. Siat >0

Fy, (t) =P(Y, <t) = P(min{v/nX;,vVnXs,...,v/nX,} <t)
=1 —P(min{vnX1, vVnXs,...,v/nX,} > t)
=1-P (N vVnX; >t)
=1-1I7_ ,P(VnX; > t)

:1—P(X1>%)n

(o ()

b
(1+5)"

Ovviamente, per t < 0 si ha Fy, (t) = 0. Riassumendo

Fy, (t) = (1 - (1+—1ﬁ)n> Lo,00) (%)

t

2Suggerimento: si ricordi che lim,,_, oo (1 + %)n =e
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Di consequenza, si ha

lim Fy, (t) = lim (1 - (;n) 10,00 (1) = (1 . e_t2> 10,00 (1) = Fy(t).

n

Ovviamente Fy € continua, monotona crescente, lim;_,oo = 1, e lim;_,_o, = 0, per cui ¢
una funzione di ripartizione per una variabile Y. Una densita per 'Y si ottiene come

Fr(t) = 2te™ 1) ().
Esercizio 4 (10 punti). Siano X e Y wvariabili aleatorie con densita congiunta

1 s perzye(0,1) ey <u,
faxy)(z,y) = 51{0<y<x<1}<w’y) - { 6 altrimenti.

(a) Si calcolino le densita marginali di X eY e si dica se le variabili sono indipendenti;
(b) Per quali p > 1 la variabile Y ¢é in LP
Soluzione. (a) Calcoliamo la densita di X. Sia x € (0,1), allora

* 7] 1 [ 1
fx(z) = / foxw) (@, y)dy = / ;dy = —/ dy = —z = 1.
- 0 o

T Zz

Ovviamente, se x ¢ (0,1) allora fx(z) = 0. Vediamo che X ~ U(]0,1]).
Calcoliamo la densita di Y. Siay € (0,1), allora

o) = [ fontads = [ e =log(a)]} = - log(y).

Ovviamente, se y ¢ (0,1) allora fy(y) = 0. Quindi
fr(y) = —log(y) 1o (y).

Poiché non abbiamo che fixyy(x,y) = fx(z)fy(y) quasi ovunque, le due variabili aleatorie
non sono indipendenti.

(b) Osserviamo che |Y| < 1 quasi certamente, per cui |Y|P < 1 per p > 1, quindi
B(YP) < E(1) = 1

perp > 1. Quindi'Y € LP per ogni p > 1.

3Suggerimento: Non ¢ necessario fare alcun conto. Basta osservare che Y| < ...
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