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Parte l
MODELLISTICA DEI SISTEMI DINAMICI

1. 1 Introduzione al corso

Un sistema generico pud essere rappresentato attraverso un blocco in cui compaiono
degli ingressi e delle uscite:

U — . — Y1
sistema
Ug — = ™ Y

Figura 1- 1. rappresentazione a blocchi di un sistema di tipo MIMO (rimgressi &) uscite);
se p = q =1il sistema ¢ di tipo SISO.

Un sistema fisico interagisce con 'ambiente esterno scambiando energia. Si dice
ingresso ogni sollecitazione dellambiente esterno sul sistema, mentre I' uscita
qualsiasi azione del sistema sull’ambiente esterno. Il sistema preleva quindi energia
dallesterno, la modula e la restituisce allambiente sotto forma di lavoro utile: affinché
questo avvenga e necessaria l'azione di un mediatore che immagazzini I'energia
rendendo possibili le trasformazioni ingressi-stato e stato-uscita. Tale mediatore € detto
variabile di stato e rappresenta 'energia interna del sistema.
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Figura 1- 2; la trasformazione ingresso-uscita € resa possibile dal mediatakileadi stato

y=5Uu) > y=5"'(X) =3’ [s(u)] ovweroS=s""°Ss.

Al fine di analizzare le caratteristiche di un sistema (problema di analisi) € necessario
procedere con l'identificazione, che consiste nel determinare il modello matematico che
lega gli ingressi assegnati alle uscite note tramite misure. Il problema di analisi &€ un
problema di tipo diretto con soluzione unica; Il problema inverso & costituito dalla
sintesi di un sistema dagli ingressi assegnati e dalle uscite desiderate, cioe scelte come
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obiettivo del progetto. Il problema di sintesi pud avere infinite soluzioni ed & analogo al
problema di identificazione.

Il problema fondamentale & quindi la determinazione della funzione di trasferimento di
un sistema, che in genere € del tipo in Figura 1- 3.

H

Figura 1- 3: schema di un sistema a controreazione.

Nel procedimento di analisi si cerca il modello matematico che piu si avvicina al
sistema reale, dove con modello matematico si intende la descrizione matematica delle
caratteristiche dinamiche del sistema.

Il modello matematico del sistema pud assumere diverse forme, ad esempio si puo
esprimere attraverso un insieme di equazioni differenziali nel dominio del tempo (o della
frequenza):

2 (n) (m)
y:f t,ﬂ,d y,...,d y’ ,%,...,d u m<n (1.1)
dt dt? dt" dt dt™
oppure mediante l'utilizzo delle variabili di stato:
X = glt.u. x (1)) (L2
vy = (£, x@),u®) |

Se il modello & unico & possibile passare da una forma ad un’altra, fatte le opportune
osservazioni sulla controllabilita ed osservabilita del sistema allo studio.

Si vedra in seguito che un sistema e controllabile se agendo sulla sugli ingressi
possibile ottenere le uscite desiderate, mentre € osservabile quando da una serie di
misure sulle uscite € possibile risalire alla sua struttura.

Per ottenere il modello matematico di un sistema fisico & necessario in primo luogo
predisporre un sistema di misura. Dalle misure si costruisce quindi un modello di
tentativo e da tale modello, mediante un calcolatore, si deduce I'evoluzione teorica del
sistema che viene confrontata con il comportamento effettivo rilevato, quindi si procede
allaffinamento del modello matematico fino ad arrivare al livello di precisione desiderato.
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SISTEMA
SISTEMA SISTEMA MODELLO
FISICO P DI MISURA P»MATEMETICO P DI
CALCOLO
RILEVAMENTO PREDIZIONE f[¢——— 1
CONFRONTO, P AFFINAMENTO

Figura 1- 4: procedura di affinamento di un modello matematico.

Nel definire un modello matematico si deve raggiungere un compromesso tra
complessita e accuratezza: spesso non e conveniente appesantire troppo il modello per
ottenere un affinamento modesto.

Sono quindi necessarie delle ipotesi di semplificazione legate all'obiettivo che si vuole
raggiungere: un’ipotesi di semplificazione & considerata valida se una volta introdotta
non toglie credibilita al modello, che continua quindi a fornire risultati aderenti a quelli
sperimentali. Nella maggior parte dei casi un modello semplificato fornisce solamente
una descrizione qualitativa del sistema fisico, mentre con un modello piu dettagliato si
riesce ad ottenere anche una aderenza quantitativa. Molto spesso si suppone che il
sistema sia lineare ed a parametri concentrati, ipotesi che permette I'utilizzo delle
equazioni differenziali ordinarie lineari per la modellistica.

In genere i modelli lineari a parametri concentrati sono validi nello studio di fenomeni a
basse frequenze, mentre sono meno efficaci per descrivere i fenomeni a frequenza piu
elevata.

Poiché per i sistemi lineari vale il principio di sovrapposizione degli effetti, si pud
affermare che un modello lineare & soddisfacente se sperimentalmente si osserva che
esiste un legame di tipo proporzionale tra ingresso e uscita.

Classici esempi di non linearita sono quelli di saturazione (Figura 1-2) e di soglia (Figura
1-5b) che perd possono essere trascurati in certi intervalli dei valori di ingresso.

Se il sistema non ¢ lineare si effettuano, se possibile, delle linearizzazioni locali della
caratteristica ingresso-uscita, per esempio mediante lo sviluppo in serie.

Sistemi tipicamente non lineari in tutto il loro campo di funzionamento sono i sistemi
ON - OFF come i relé o apparecchi simili in cui gli stati sono solo due. In questi casi non
e possibile linearizzare la caratteristica ingresso-uscita del sistema (Figura 1- 8.
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In conclusione si puo affermare che il modello migliore & quello che, essendo il piu
semplice possibile, fornisce all'utilizzatore tutti gli strumenti per i fini pratici che esso ha
(controllo, regolazione, ottimizzazione efc.).

(@) (b)

QUT OUT 4
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Figura 1- 5: effetti di saturazione (a) e soglia (b) nelle relazioni ingresso-uscita.
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Figura 1- 6: caratteristica ingresso-uscita di un relée.

1. 2 Componenti elementari di un sistema dinamico

L’analisi di un sistema complesso consiste nell’ individuare tutti i sistemi elementari
che lo compongono; le equazioni caratteristiche dei componenti elementari sono note e
tramite la loro composizione € possibile ricavare un modello matematico per il sistema
oggetto dellanalisi.

| sistemi elementari sono sede dei fenomeni energetici di immagazzinamento,
dissipazione e trasformazione; tali elementi sono ideali e/o puri, cioé si ipotizza che in un
componente elementare avvenga uno ed uno solo dei fenomeni energetici considerati.
In realta non esistono componenti elementari puri ma solo componenti che presentano
un fenomeno in misura preponderante rispetto agli altri. Un elemento ideale puro € per
definizione lineare, pertanto la sua equazione caratteristica € lineare.
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In natura si osserva che esistono analogie tra i vari tipi di fenomeni, per esempio
elettrici, meccanici e fluidodinamici, ed & quindi possibile individuare uno strumento
unico per la loro modellistica, ovvero il grafo lineare.

1.2- 1 SISTEMI MECCANICI in traslazione

1 Nei sistemi meccanici si individuano tre elementi ideali
puri: massa molla e smorzatore. Si considereranno di
sequito sistemi ad un solo grado di liberta che potra
essere traslazionale (il movimento avviene lungo una
m linea retta) o rotazionale (attorno all'asse del sistema).
Si definisce massa pura di traslazione quell’ elemento
in cui gli effetti dissipativi ed elastici sono nulli e che
puo essere considerata come un corpo rigido; in altro
p modo si puo dire che la massa € un sistema che
Figura 1-7: rappresentazior Immagazzina energia cinetica ed e sede di fenomeni
della massa negli schemi inerziali.
rete. Per i sistemi inerziali vale la seconda legge della
dinamica classica espressa nelle diverse forme:

2
F =ma E:mﬂ E:md—§2 (1.3
dt dt
si definisce quantita di moto la grandezza:
p=mv 1.4
combinando la (1.3) e la (1.4) si ricava la relazione:
ap F 1.5)
—=ma= :
dt -

Tutte queste leggi valgono se si assume la massa costante, cioe per velocita piccole
rispetto alla velocita della luce; se invece la massa € in moto con una velocita prossima
a quella della luce si ha che:

m, =0 _ (1.6)

2
e

dove m,é la massa relativistica e m, la massa in quiete. L'andamento grafico della
(1.6) € riportato in Figura & 8.
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Si osservi come il grafico della relazione classica si sovrappone a quello della relazione
relativistica per velocita piccole rispetto a quella della luce.
L’energia cinetica posseduta della massa é:

E, :J.E Fvdt = Jopf vdp (1.7)

meccanica relativistic

meccanica classit

»

Vj‘ v

Figura 1- 8. andamento della relazione tra massa e quantita di moto e confronto tra la legge
classica e relativistica

nel caso di elemento lineare la (1.7) diventa:

—_ 2
Ecin _%mov (1'8)
2 V2 La massa ideale in traslazione si puo definire in
» maniera piu precisa: si dice massa ideale di
'L'J____;_ 1 traslazione qualsiasi elemento di un sistema
#1 v, = cosT meccanico le cui partlcell,e sono ngdgr\nente
collegate, caratterizzate dall’ avere velocita ed

accelerazione istantanea

Figura 1-9: rappresentaziol  coincidenti; 'equazione caratteristica & del tipo:
della massa in relazione _
riferimento del sistema e & p="f(v)

randezze coinvolte. \ .
9 £z€ colnv se V<< callorala massa & anche ideale.
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La massa schematizzata come in Figura 1-7 pud essere considerata a tutti gli effetti un
elemento a due terminali: nel terminale “2" si suppone applicata la velocita v, della
massa in movimento mentre il secondo terminale “1” € caratterizzato dall'avere la
velocita costante v, del sistema di riferimento (Figura 1-9 quindi, posto v,, =v, —v,, la
relazione costitutiva della massa ideale pura pud essere espressa nei due modi:

dv,,
dt

F=m

t
V212'[ F dt+V21(0) (19)
0

Un altro elemento passivo presente nei sistemi

meccanici € la molla. Si definisce molla di traslazione

I'elemento in cui si suppongono nulli i fenomeni inerziali

k e di attrito, sede di fenomeni elastici per i quali si ha
immagazzinamento di energia potenziale elastica.

E possibile considerare la molla come un elemento a

5 due terminali coincidenti con gli estremi della molla

stessa. La forza di richiamo che la molla restituisce

Figura 1- 10: rappresentaziol quando viene compressa 0 espansa cresce al crescere

della molla  negli schemi della deformazione che questa subisce. La sua

rete. equazione caratteristica e data dal legame tra la forza

applicata F e la deformazione x:

x = f(F) (1.10
Snervamento: a differenti forze Isteresi: nellelemento si osserva
applicate pud corrispondere la una deformazione residua: in assenza
stessa deformazione. Il corpo di sollecitazione la deformazione &
elastico puo rompersi quando: paria ¢ #0.
0
g, <maf{ole).
99E ;, P R o U
UO ___‘/_‘: ______ i__ -’/z .r/"}
i | ¥ /¥
egge di Hoo, f K
1 J_.r z..-
! ! > - -
(a) & (o)

E: fase elastica
P: fase plastica
R: fase di rottura

Figura 1- 11 Esempi di non-linearita della relazione pressione-deformazione nei fenomeni
elastici: snervament@) e isteresilg).
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In generale la relazione (1.10) non € lineare: come si puo vedere in Figura 1-11le cause
di non linearita sono principalmente due e sono dovute per esempio all'usura oppure a
sollecitazioni che deformano in maniera permanente un materiale elastico.

La forza fluisce attraverso la molla rimanendo inalterata ed ha un comportamento
analogo a quello della corrente negli elementi passivi. L’equazione costitutiva della molla
e data dalla legge di Hook:

F=k(x, = x) (1.17)

—
A che ¢ valida per la molla ideale, ma che rispecchia il
comportamento della molla reale in un certo campo di

: funzionamento, ovvero per piccole sollecitazioni.
X1 X2 La costante k e detta costante elastica della molla e
Figural-12: dipende dalle caratteristiche geometriche e dal tipo di

rappresentaziongella molla  materiale di cui & costituita. Se per esempio si considera
in relazione alle grandezze yna barretta d’acciaio di lunghezza | e sezione A si

coinvolte e al riferimento del - ysq0rva che k = E4 con E costante caratteristica del

sistema. _
materiale.
Nella Figura 1-12si osserva che:
d
Vo =Vp =V = T (119
dt
sostituendo la legge di Hook nella forma:
-1
X =3 F X,,(0) (113
si ottiene la relazione costitutiva:
dF
V,, = %—t (1.140)
X21 i Esempio di andamento reale:
{

F=kx+k,x®  ky<<k

X21f

/ : egge di Hook
?T .
X21i i

Figura 1- 13: Energia potenziale elastica in un tipico andamento reale della relazione forza
deformazione per i fenomeni elastici.
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che puo anche essere scritta in forma integrale:

t
F=[vdt+F(©) (1.14)
0
I'energia potenziale immagazzinata nella molla € data da:
ty *21fin
[Fvdt="[Fdx, (1.19
b X21in

ed & una funzione dello stato di sforzo dell’elemento; nel campo di linearita della
relazione forza-deformazione questa vale:

Eror =% F° (1.16

Ogni sistema meccanico & sede di fenomeni di dissipazione. Si definisce dissipatore
meccanico qualsiasi elemento che non presenta fenomeni conservativi del’energia.
Esso evidenzia essenzialmente gli attriti dovuti ai contatti. Il dissipatore meccanico
rappresentato schematicamente in Figura 1- 14

LS| L

eS| %3

(@) (b)

Figura 1- 14: rappresentazione del dissipatore meccanico in relazione al riferimentsteeizsi
(a) e negli schemi di rete (b).

La forza di attrito dipende dalla differenza tra le velocita degli elementi che sono a
contatto, quindi la relazione costitutiva del dissipatore & del tipo:

F=1f(v,-Vv) (1.17)
ed i segni di v,,e F sono concordi. Nel caso di elemento ideale la relazione é:
F =bv,, (1.19

dove b ¢ il coefficiente di attrito e dipende dal materiale di cui sono costituite le superfici
poste a contatto. L'espressione dell'energia dissipata é:

t
E, = [ Fy,dt (1.19
0

e nel caso particolare in cui v,, e f sono costanti si ha che:

E, =bv,’t (1.20
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Legge quadratica

F / . .
A . Attrito newtoniano

V21
Figura 1- 15: relazione velocita-forza di attrito nelle diverse forme.

1.2- 2 SISTEMI MECCANICI in rotazione

Anche per i sistemi meccanici in rotazione si possono individuare tre componenti:
elementari che sono la massa rotante, la molla di torsione e il dissipatore torsionale.

. I momento di inerzia assiale J & la misura
dellinerzia di un corpo messo in rotazione attorno ad
un determinato asse, analogamente alla massa
inerziale per il movimento di un corpo in linea retta.

3 La relazione costitutiva per la massa ideale di
rotazione é:
dQ
T=J—"2 1(21a)
) dt
Figura 1-16: @) rappresentaziol  La stessa relazione (1.21a) pud essere scritta in
della massa rotante. forma integrale:
1 t
Q,, :FJ‘T dt+Q,, (0) (1.21b)
0

In generale il momento di inerzia € un tensore 3x3 e si ottiene sviluppando la
seguente espressione:

J=) mR’
= Zm (|ri|Sin0i)2
= Zm|ri ><n|2

(.29

Ql COSTANTE

Figura 1-16: b) grandezze e riferimento.
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che fornisce i momenti di inerzia rispetto
ai tre assi coordinati:

v

Jxx = Z mi (yi2 + Ziz)
/ ‘‘‘‘‘ .................... J . = z m (Xi2 + Z|2) (1.23)
: ‘]zz = m (Xi2 + in)
Asse di rotazior Z.:

Figura 1-17: sistema di punti il

rotazione attorno ad un asse. el prOdOtt' di inerzia:

ly == MXY;, |, =-> mxz l,, ==Y myz (1.29)

Nel caso particolare dei sistemi meccanici, la massa rotante € solitamente costituita da
un corpo rigido che ruota attorno al proprio asse di simmetria, dove la posizione relativa
delle particelle che lo compongono non varia: questo riduce il momento di inerzia a uno
scalare che si ottiene come risultato dell'integrale di definito:

J,,= [(¢ +y*)dm 1.45)
M

Se il solido & omogeneo la densita di massa p ¢ costante la (1.25) diventa:

J,,=p[(x* +y*)dV (1.2%)

\%

in quanto & possibile definire dm= p dV.

Se si considera come esempio un cilindro di massa m, lunghezza | e raggio r che ruota attorno
al proprio asse si ha:

I 2T
p=—"1" e J:pJ'd|IR3dedz9=1mr2
2l 5 o 5 2

I momento della forza (o coppia) T & dato dal il prodotto vettoriale fra la forza F che
mette in rotazione un corpo attorno al proprio asse e il raggio di rotazione r :

T=rxkF
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QZ Q2
Figura 1-18: cilindro in rotazione Figura 1-19: rappresentazione della mc
attorno al proprio asse. di torsione.

Per le rotazioni € assunta la convenzione destrorsa della vite destra. | vettori coppia e
velocita angolare giaciono sull'asse di rotazione.
Il comportamento della molla di torsione ideale & descritto dalla relazione:

T=KJ,, (1.2

dove 4,, rappresenta lo sfasamento dei due estremi &, —J,, K & detta rigidita
torsionale. La relazione costitutiva si ottiene derivando la (1.26):

_1dr (1.27)
2K dt '
che in forma integrale diventa:
t
T=k[Q, +Q,0) (1.27)
0

Il dissipatore torsionale € l'elemento che negli

B schemi rappresenta l'attrito rotante. L'attrito genera

1 = 2 . . .
T —>._'q_ _ﬁ“‘_ T una coppia opposta al moto rotatorio di un corpo ed
Q, = Q, ¢ direttamente proporzionale alla sua velocita di

rotazione. Il coefficiente di proporzionalita B € detto
coefficiente di attrito rotante.
La relazione costitutiva e:

Figura 1-20: rappresentaziol
del dissipatore torsionale ne
schemi di rete.

T =BQ (1.29
21

Nella Tabella 1 sono riportate le corrispondenze tra le grandezze della meccanica
traslazionale e quelle della meccanica rotazionale.
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Posizione Angolo J
Velocita Velocita angolare Q
Accelerazione Accelerazione angolarey
Forza Eoppia T
Massa Momento di inerzia J
Coeff. di attrito pCoeff. di attrito rotante B
Costante elastica Rigidita torsionale K

Tabella 1: corrispondenza tra le grandezze della meccanica di traslazione e rotazional

1.2- 3 TRASFORMATORI MECCANICI

Si definiscono trasformatori meccanici ideali gli elementi che modificano coppie,
forze e/o velocita senza attriti ed inerzia.
Un esempio classico € il riduttore ad ingranaggi in cui la primitive ruotano senza
strisciare. Gli ingranaggi garantiscono l'assenza strisciamento tra gli elementi rotanti
quindi si puo scrivere che:
R,Q ,dt = R,Q dt (129

I'equilibrio dinamico per ciascuna ruota € dato da:

T,=FR, Tg=FRy (.30

che fornisce il rapporto di trasformazione. Le
coppie di ingresso e di uscita sono T,eT;.

La relazione costitutiva ottenuta soddisfa la
conservazione della potenza:

P.+P, =0 (1.323)

out

infatti:

. - _1 -
Figura 1-21: esempio di trasformaitc TAQA+TeQp =TAQA =7 TA(T Qa)=0

meccanico: il riduttore ad ingranaggi: (1.32b)

La convenzione usata per i segni € quella in base alla quale la potenza ha segno
positivo quando un sistema passivo riceve energia dall’esterno.
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Un altro esempio di trasformatore meccanico € la leva.
Si consideri l'asta rigida e 'angolo A piccolo in modo tale che R, e R, possano
considerarsi pressoché costanti. In questo caso si ha che:

Ro 4 F,R,=F,R, dacui F,=rF, (139

Y Y :
A =-—E dacui: v, = —EVB (1.39
R, Rg r

Ry g zﬂw che verificano le espressioni di flusso di energia:
R, o

B

VgFg +V,F, =V Fy +(—%vB [ F;)=0

Fy

Figura 1-22: Schema di una leva.

1.2- 4 SISTEMI ELETTRICI

| sistemi elettrici elementari sono dipoli passivi lineari e dalla loro connessione &
possibile ottenere un sistema elettrico complesso. Le relazioni che definiscono tali dipoli
sono ottenute mediante il principio di conservazione della carica.
Nei sistemi elettrici si individuano elementi che dissipano energia (resistore), che la
immagazzinano (condensatore e induttore) e che la trasformano (trasformatore).

Il condensatore puro € quel bipolo lineare che tende

1 . 2 . . . .
-l . a mantenere costante la tensione, in cui sono assenti
fenomeni dissipativi e di conservazione di energia
<+ .
Vi, magnetica.

Figura 1-23: schema di rete d L’equazione caratteristica & del tipo:

condensatore. q=f(v,) 139

dove g ¢ la carica immagazzinata nel condensatore.
Nel caso in cui I'elemento sia lineare la relazione costitutiva € data dalla (1.36)

q=cv, (139
da cui si ha, posto i =dq/ dt:
. v, ot
i=e—t e u,= c[ idt+v,(0) (1.37)
0

Dove v,, =V, —V, & la differenza di potenziale ai morsetti.
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L’energia elettrica immagazzinata nel condensatore € data dall’'espressione:

t t 1
E. = J‘ v,idt = CI v,,dv, ==cV, (1.39
0 0 2
V . R .
- PR . L’induttore puro € quel bipolo che non presenta
_._m\_‘ fenomeni di dissipazione e di conservazione di
energia elettrica e tende a mantenere costante la

corrente.
La sua equazione caratteristica € del tipo:

Figura 1-24: schema elettric
dell'induttore. ®, = 1f() 1(39

dove @, & il flusso concatenato con il dipolo. Se il dipolo & lineare si ha:

®, =Li (1.40)

, do, : X N , -
da cui, posto v, = v e se 'elemento & puro, si ottiene la relazione costitutiva:

di .1t .
vV, =L— e i=—| v,dt+i(0 1.4
=Ly L) gt i) (149
L’energia magnetica immagazzinata nell'induttore & data dalla (1.42).
to. 1 .
i E, :j Vi dt==Li? (1.42
1 R 2 0 2
—ANNA—
4—

V12 II dissipatore puro o resistore puro & un bipolo dove
Figura1-25: resistenza neg sono assenti i fenomeni di conservazione
schemi elettrici dell’energia. La sua relazione caratteristica é:

i=f(v,) (1.43

Quindi se la differenza di potenziale ai terminali € nulla non fluisce corrente attraverso il
bipolo, ovvero il grafico (v,i) passa per l'origine.
Nel caso di bipolo lineare si ha:

i = %vlz (1.44)
che e meglio nota come legge di Ohm. L’energia dissipata dal resistore & in generale:
E, = "y, idt (1.45%)
0

se v,, e i sono costanti la (1.45) diventa:
2

E, = Vlé T = RIT (1.4%)
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Il trasformatore elettrico ideale puro € un
quadripolo che non dissipa, non conserva ma
trasforma I'energia.
Se si suppone che il flusso @ sia lo stesso
attraverso tutte le spire del secondario, & possibile
scrivere le relazioni:

Figura 1-26: trasformatore elettrico. Pis = Ng® (1.46)
dg,
V,, = (.49
43 dt
che combinate danno la (1.48):
do

Vy3=Ng — 1.48
43 B dt ( )

la stessa relazione si pud scrivere per la differenza di potenziale al primario:
Vo1 = Njp (:j;q: (1.49

quindi la relazione costitutiva, nel caso di quadripolo lineare, & data da:
N
Vout =N_BV|N =nVin (1.50
A

dove n ¢ il rapporto di trasformazione. Si osservi che il segno delle v, € v, dipende
dal verso degli avvolgimenti.
Per il trasformatore ideale vale la relazione:
Pn +Pour =0

. Vs

quindi se la potenza in ingresso € positiva e quella
di uscita negativa, si ha che il rapporto di
trasformazione & negativo:

Vinla=Vourls =-nViylg
Figura 1-27: schema del trasformatore.

negli schemi il trasformatore € indicato come rappresentato nella Figura 1-27, dove i
puntini indicano i terminali a potenziale maggiore.

1.3 Analogie e generalizzazione

Se si considerano gli elementi caratteristici dei sistemi meccanici ed elettrici e le
loro relazioni costitutive si nota una certa analogia nella forma delle equazioni, per
esempio per la massa e il condensatore si ha:



Analisi Dei Sistemi Il

16

dvy, _dv,
F=m—= | =C 1.5
M4t dt (5

@) b) (
Forza F | Corrente i Forza F |Tensione,,
Velocita v Tensione/,, Velocita vV Tensione,,
Massa m| Capacita C Massam| Induttanza
Costante | Induttanza Costante | Capacita
elastica |L elastica | C
1/k 1/k
Coeff. di | Conduttanza Coeff. di | Resistenza
attritob | 1/R Attritob |R

Tabella 2: analogia massa-capacit) € massa-induttanzh)(

Di analogie elettro-meccaniche ne sono state proposte due: una massa-capacita
(Tabella 2) e una massa-induttore (Tabella ).

La prima & preferibile perché presenta una similitudine strutturale tra sistemi elettrici
€ meccanici, percio € possibile associare alla similitudine delle equazioni caratteristiche
una similitudine di schematizzazione grafica che verra utilizzata per arrivare alla scrittura
del modello matematico di un sistema generico attraverso l'uso di procedure
sistematiche. In particolare si pud osservare che due sistemi analoghi hanno lo stesso
grafo lineare, ad eccezione dei sistemi elettrici dove si trovano condensatori non
connessi a terra: in questo caso non esiste un analogo sistema meccanico per la
proprieta della massa di essere sempre misurata rispetto al riferimento del sistema e
non rispetto ad un altro punto.

Tuttavia cid non comporta grosse difficolta perché in genere si preferisce studiare i
sistemi meccanici con riferimento a quelli elettrici e non vice-versa, in altre non & usuale
associare ad una rete elettrica una rete meccanica, ma € piu comune l'analogia inversa.

L'analogia massa capacita & basata sulle caratteristiche fisiche delle variabili
coinvolte nei rispettivi fenomeni. La forza e la corrente possono essere considerate
come variabili di flusso (tipo f ) mentre la velocita e la tensione sono variabili di posizione
(tipo v j).

Le grandezze come forze e correnti “attraversano” i componenti passivi restando
inalterate, mentre le grandezze come la velocita e la tensione variano tra gli estremi
dell’elemento; questo comporta un diverso procedimento di misura per le due classi di
grandezze: per le misure di variabili di tipo f gli strumenti devono essere inseriti in serie
al’elemento, mentre per le variabili di tipo 4 ;; devono essere inseriti in parallelo.

Il comportamento degli elementi passivi ideali nei vari sistemi pud essere descritto
mediante tre tipi di equazioni caratteristiche generalizzate scritte in funzione delle
variabili di posizione e di flusso.
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Il primo elemento generalizzato € quello che immagazzina energia tramite la variabile di
posizione e viene detto elemento di tipo A o capacita generalizzata, la cui relazione
costitutiva generalizzata € la seguente:

1

CGEN

dv t
f =Cgen d—f[z oppure vy, = j f dt+vy,(0) (1.52
0

Il secondo elemento generalizzato € detto di tipo T o induttanza generalizzata, il quale
immagazzina energia mediante la variabile di flusso , la cui relazione costitutiva é:

j “pydt+ £ (0) (1.59

- df -
V12 = Leen m oppure f =
GEN %o

IL terzo elemento generalizzato & detto di tipo D o resistenza generalizzata ed € sede di
soli fenomeni dissipativi. La relazione costitutiva e:

Vip = Rgen T oppure f = Vi2 (1.59

EN

Infine per i trasformatori ideali valgono le relazioni generalizzate:
1
v, =nv, oppure f; = - f, (1.59

con la considerazione che il rapporto di trasformazione & positivo 0 negativo a seconda
delle convenzioni assunte e/o dalla natura fisica del dispositivo.

1.3- 1 ENERGIA E POTENZA

In tutti gli elementi ideali che sono stati esaminati la potenza che determina i
fenomeni energetici € espressa come il prodotto scalare tra la variabile di flusso e la
variabile di posizione:

P=fLv, (1.56)

I'energia € l'integrale della potenza nel periodo di tempo di interesse:
TFINALE
E= [Pdt (1.57)
0
L’energia immagazzinata negli elementi ideali dipende solo dai valori finali delle variabili
di flusso e posizione in quanto nellintegrazione si riesce ad estrarre il tempo; per quanto
riguarda gli elementi che immagazzinano energia mediante la variabile di flusso si ha:

TFINALE f (TFINALE) 1

E = I f At = Logy I fdf = E Laen fFZINALE (1.59

Len
0 0
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1 3 1 3
f f f f
VIZT P>0 V23T P<0 VlzT P<0 V23T P>0
2 4 2 4
Utilizzatore  Generator Utilizzatore Generator
(@ (b)
Convenzione degli utilizzatori: la  Convenzione dei generatori: la potenza &

potenza € considerata positiva quando laconsiderata positiva quando la variabife
variabile f fluisce dal terminale con fluisce attraverso l'elemento nel verso
variabile di posizione maggiore verso il crescente della variabile di posizione.
terminale con variabile di posizione

minore

Figura 1-28: nella rappresentazione schematica delle variabilposizione il verso della
freccia indica la variabile maggiore (per esempidigura @) v;> Vv,) mentre, nel caso delle
variabili di flusso, il verso della freccia indismplicemente il verso col quale la variabfle
attraversa il bipolo. Come conseguenza della caioea degli utilizzatori si ha chkeeé da

considerare positiva se attraversa il bipolovdaa v, , conv,> w. Per la convenzione dei
generatori il comportamento & duale.

1 74 Figura 1-29: le sorgenti ideali fissano
variabile di posizione o la varigd di
flusso ad un valore noto, rispettivame
+ ai capi o attraverso gli elementi a cui s
Q@ f f) connessi, con una legge di variazione r

Sono dei bipoli attivi in quanto fornisca

in maniera continua energia al sistem:
valore della variabile non defta dipend

2 4 dalle caratteristiche del sistema su
Sorgenteideale di Sorgenteideale di agisce la grandezza nota. Second
variabile di posizione: variabile di flusso: convenzione degli utilizzatori la potel

fornita da un generatore € negativa.
Vi, =V, V,, qualunque schemi a Ie}to vengono ut_|I|zzat| ne
rappresentazione dei sistemi attraver
f qualunqu f =1 grafi lineari (par. 16) e negli schemi

g rete.

e analogamente per gli elementi che immagazzinano energia mediante la variabile di
posizione:

TrinaLE V(Tegace)
2

1
ECGEN = j f wlZdt = CGEN jvlzdvlz = ECGENVR,FINALE (1-59)
0 0
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Contrariamente alle energie immagazzinate 'energia dissipata dal dissipatore ideale
dipende dai valori istantanei delle variabili di flusso e di posizione ed € quindi necessario
conoscere la legge di variazione di almeno una delle due grandezze ai fini del calcolo
della (1.56).

Il segno della potenza si stabilisce in base alla convenzione sui segni che si decide di
adottare; esistono due convenzioni: la prima & detta convenzione degli utilizzatori e
stabilisce che & positiva la potenza assorbita da un elemento mentre € negativa la
potenza erogata da un elemento; la seconda convenzione, detta dei generatori, & duale
a quella degli utilizzatori. In Figura 1-28sono descritte le due convenzioni per i sistemi
elettrici.

Ogni elemento utilizzatore € di tipo passivo in quanto non & in grado di generare energia
ma puo solamente immagazzinarla per restituirla al sistema, oppure puo dissiparla sotto
le varie forme, mentre ogni elemento generatore € di tipo attivo in quanto fornisce
energia con continuita verso I'esterno e non & in grado di assorbirla dal sistema; |l
resistore per esempio € un bipolo passivo in quanto dissipa energia.

Un sistema si comporta da generatore o da utilizzatore indipendentemente dalla
convenzione stabilita, che & utile ai fini della modellistca ma non influisce nel
comportamento del sistema.

Negli schemi qualsiasi sorgente di variabile di flusso o di posizione viene rappresentata
come si rappresentano rispettivamente il generatore di corrente e il generatore di
tensione nei circuiti elettrici. In Figura 1-29ltre ai due tipi di generatore sono riportiate le
rispettive relazioni costitutive.

1.4 Sistemi fluidi

| sistemi fluidi possono essere trattati come sistemi a parametri concentrati se
sono composti da grossi serbatoi collegati da tubazioni lunghe, in modo tale da
considerare il moto del/fluido stazionario, con velocita delle particelle costante.
L'ulteriore ipotesi che si introduce € che il fluido sia incomprimibile (a densita costante) e
le tubazioni ed i serbatoi indeformabili.
L’aspetto energetico nei sistemi fluidi & legato allenergia cinetica dalle particelle in
moto, allenergia dissipata per attrito tra gli strati in moto relativo e, per i fluidi
immagazzinati in un serbatoio, dal’energia di pressione.
Si definisce portata volumetrica q la quantita di fluido che attraversa la sezione di una
tubazione nellunita di tempo. Se valgono le ipotesi di moto stazionario la portata della
tubazione & costante attraverso ogni sua sezione e puo essere trattata come variabile di
flusso per la modellistica. Si ha quindi:

a = SVigido (1.60


Toshiba
Evidenziato


Analisi Dei Sistemi Il 20

dove Sé la misura della sezione della tubazione.
Dalla (1.60 si ricava il volume del fluido che attraversa una sezione della tubazione
nell'istante di tempo dt, che puo essere espresso come:

dV = Sdh=qdt (1.6()
OVVero:

vV =ste [ qdt (1.60)
dove h ¢ la lunghezza del “cilindro di fluido” che attraversa la sezione S nellintervallo di
tempo T.

La pressione del fluido & invece definita come la forza che il fluido esercita sulle pareti di
un recipiente che lo contiene.
Si consideri per esempio il serbatoio in Figura 1-31: la pressione P, € tanto maggiore

quanto piu alta & la colonna sovrastante la base del serbatoio, mentre diminuisce
attraverso le sezioni piu vicine al pelo del fluido.

- Figura 1-30: la portata volumetrica di u
P~~~ tubazione e definita come il volume diifio che
P ne attraversa una sezione nell’'unita di temp
considera il moto del fluido stazionario, ipo
_ Viuido verosimile per i liquidi immagazzinati in gra
. serbatoi collegati da lunghe tubazioni.
3 " velocita del fluido si intende la velocitd me
‘ delle particelle che lo compongono. La press
diminuisce nel verso in cui il fluido sco
attraverso la tubazione.

Vfluido dt
h

E’ quindi naturale considerare la pressione come variabile di posizione, che & data dalla
legge di Stevino:

R, =P —F,=pgh (1.61)

dove prappresenta la densita del fluido, g la costante gravitazionale e h l'altezza della
colonna del fluido nel serbatoio.

Figura 1-31: il serbatoio nei sistemi fluidi &€ un elemento che
P, immagazzina energia potenziale di tipo gravitazionale e puo

essere pertanto considerato come l'equivalente del
h condensatore nei sistemi elettrici.

"""" R

Il fluido nel serbatoio & soggetto alla forza di gravita, quindi il serbatoio € a tutti gli effetti
pratici un accumulatore di energia potenziale gravitazionale ed € quindi analogo al
condensatore per i sistemi elettrici, come alla massa per i sistemi meccanici.
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Se si mettono in relazione le due variabili di flusso e di posizione definite in precedenza,
combinando le relazioni (1.6() e (1.61) si ottiene la relazione costitutiva del sistema
descritto in figura 1-32,che associa fisicamente le due grandezze:
-7
P, = §jo qdt (1.62)

nel caso in cui la pressione iniziale & non nulla la (1.62a) diventa:

1 T
P,=—] qdt+P,(0) (1.6)
C; "o
oppure in forma differenziale:
dR
=C, —2 1.6X
a=Ci— (1.62)

dove si definisce la capacita fluida c, = %

Po= aja qdt+ F,(0)
) G c dR,
- q= -
g f dt

Figura 1-32: il sistema a lato & un sistema passivo che acci
energia potenziale gravitazionale grazie alla pressione i
fluido esercita sul fondo del serbatoio. Quanddiuido viene
inserito nel serbatoio tramite la tubazione di atary il sistema
nella configurazione di utilizzatore, ovvero la @t € oppos
alla pressione mentre in fase di rilascio si trovalla
configurazione di generatore, con portata e prassmncord
In alto é riportato lo schema del condensatoreuli@ puro ir
accordo con la convenzione degli utilizzatori e riglative
equazioni costitutive. Nello schema si considéta come
pressione di riferimento.

L'induttanza fluida pura & un elemento che immagazzina energia grazie alla
portata, cioé grazie a fenomeni di tipo cinetico.
Si consideri per esempio la tubazione con portata q e lunghezza | alimentata a regime e
riportata in Figura 1-33se in un certo istante si chiude I'alimentazione si nota che il fluido
continua a scorrere con pressione decrescente fino ad esaurimento e analogamente, in
fase di accensione, la pressione si portera a regime sulla tubazione in un certo intervallo
di tempo: il sistema € sede di un fenomeno induttivo.
L’equilibrio dinamico del sistema e dato dalla legge di Newton che fornisce la risultante
delle forze applicate al fluido in movimento dentro la tubazione:
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dV i
R=ma= m% (1.63

che si puo scrivere anche in termini di pressione:
R=S(R-P,)=SR, (164

combinando assieme le due equazioni (1.63 e (1.64), ricordando che la massa m del
fluido & data da:

m = oSl (1.69
si ottiene la relazione:
aV 4,
Plz :ﬂ chI‘L:udo (1.66)

da cui, inserendo la definizione di portata volumetrica (1.60), si ottiene la relazione
costitutiva dell'induttore fluido ideale puro:

P,=L; & (1.67)

L, =F— (1.6)

.
q= LLJ' P, +q() (1.67)
0

9, ( @ 1T e B

Figura 1-33: sistema fluido sede di fenomeni induttivi. A fianlmoschema dellinduttan:
fluida ideale pur:

La distribuzione delle particelle del fluido in moto dentro una tubazione € rappresentata
approssimativamente in Figura 1-34 Da questa si evince che sono le particelle a ridosso
dell'asse del tubo ad avere la velocita massima, che diminuisce verso le pareti a causa
dell’ attrito viscoso.

Questo fenomeno diventa meno evidente all’ aumentare della velocita media del fluido
e/o allaumentare del diametro del tubo: in questi casi gli effetti dissipativi sono
trascurabili mentre diventa preponderante il fenomeno induttivo.

La relazione costitutiva per il dissipatore fluido ideale puro e:
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Pert=T

Figura 1-34: esempio di distribuzione delle particelle deidtuin moto: nell'estremita con

pressione minore, immaginando di fotografare itltuin un istante generido= T, si osserva

che le particelle con velocita maggiore sono quelleédosso dellasse del tubo, infatti le
particelle a ridosso delle pareti sono piu lenteqdelle centrali perché il loro moto é
ostacolato dall'attrito viscos

La relazione costitutiva per il dissipatore fluido ideale puro é:
R.=Rq (1.69

dove R, ¢ la resistenza fluida che assume diversi valori a seconda del tipo di fenomeno

che si studia.

Un sistema come quello in Figura 1-35¢ un trasformatore fluido. Due pistoni rigidamente
accoppiati e di sezione differente mantengono la camera centrale alla pressione
costante di riferimento B, . per l'equilibrio dei pistoni vale 'equazione:

S\Py = SRy, 1.60)
da cui:
Po _Sa_
Py-S N (1.70

la (1.70 € la relazione che lega le pressioni alle due sezioni, con n rapporto di
trasformazione.
Data la rigidita dei pistoni, la velocita dell'elemento traslante si puo esprimere come:

Vp = g—i = —% (1.79)

la trasformazione di portata € data da:

-1 (1.79)

|

Os
Ua
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per la conservazione della potenza si ha:

I:)IN + I:)OUT :O

(1.73
qAPAl + qBPBl = qAPAl _%qA(nPAl) =0

che verifica la proprieta.
| segni dipendono dalla convenzione che si utilizza, in questo caso quella degli
utilizzatori in quanto la portata € nel verso decrescente della pressione.

> N

VP
qA ’

— P1 cost p4

Figura 1-35: trasformatore icaulico: la trasformazione di pressione e di portata avviene p
i pistoni sono accoppiati rigidamente, ovvero i pistoni hanno la stessa velocitdugefiezioni.

-'ll——qg

1.5 Sistemi termici

La legge fondamentale degli scambi termici & la prima legge della termodinamica
per la quale la quantita di calore Q scambiata da un sistema con I'ambiente durante una
trasformazione & pari alla somma del lavoro W necessario per lo scambio di calore e
della variazione di energia interna del sistema AU .

Q=AU +W (1.79

Il calore € la quantita di energia termica posseduta da un sistema e piu precisamente
rappresenta, a livello macroscopico, uno scambio di energia non accompagnato da
scambi di materia. La differenza di temperatura tra due corpi consente questo scambio,
dal corpo a temperatura piu alta a quello a temperatura piu bassa, fino a quando i due
sistemi si portano all’equilibrio termico.

Nei sistemi termici si trovano alcune anomalie rispetto ai comportamenti generalizzati
visti per gli altri sistemi e per il loro studio ai fini della modellistica si suppone che il flusso
termico sia monodimensionale, ed inoltre si trascurano gli effetti collaterali legati agli
scambi di calore, per esempio gli effetti termoelettrici nei materiali.

La scelta che pare piu appropriata per lo studio dei sistemi termici in termini sistemistici
e quella di utilizzare come variabile di posizione la temperatura 5.

La scelta della variabile di flusso & meno intuitiva e nasce da considerazioni di tipo
energetico: la variazione di temperatura in un corpo dipende dalla potenza termica che
viene fornita al corpo stesso; un corpo che immagazzina energia sotto forma di calore
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restituisce la stessa energia allambiente e tale energia dipende dall’entalpia, che & una
funzione di stato dipendente da pressione volume e temperatura:

# = 1(3,p,V) (1.79

| fenomeni termici trattati in questa sede non comportano il trasferimento di materia
durante una trasformazione termica, ma solamente una variazione di temperatura: per
esempio in una trasformazione termica che coinvolge un solido, a temperatura molto
minore rispetto alla temperatura di fusione, pressione e volume si possono considerate
costanti e di conseguenza la funzione # € dipendente solo dalla temperatura:

# = () (1.75)

In conclusione per scambi di energia che non coinvolgono scambi di materia, energia e
calore assumono lo stesso significato:

s 0Q (1.7

la scelta piu conveniente per la variabile di flusso € appunto il flusso termico o portata di
calore, che equivale alla variazione di energia termica e rappresenta la velocita con la
quale avviene il trasferimento di calore in una trasformazione termica:

g= dor (1.77)

Nei sistemi termici la scelta della variabile di flusso costituisce una anomalia: la potenza
termica € la stessa variabile di flusso e per questo motivo non & possibile individuare
una induttanza termica per temperature ordinarie come non & possibile definire il
trasformatore termico; € per questo che i sistemi termici, come gia accennato, non sono
del tutto analoghi ai sistemi studiati in precedenza.

La conduzione del calore & sintetizzata dalla legge di Fourier:
q=-Agrad(J)

dove il flusso termico & definito come un vettore, tangente alle linee di flusso, proporzionale al
gradiente della temperatura.

II coefficiente di proporzionalita A & detto coefficiente di conducibilita termica che dipende dal
materiale e si ipotizza costante.

In realta la conducibilita termica non & una costante ma varia con la temperatura:

A=A, @A+ B9
con A, conducibilita a 0°C.

Per i problemi monodimensionali il gradiente della temperatura dipende solo da una coordinata
spaziale e la legge di Fourier si pud riscrivere come:
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dJd
=—-1—
a dx

che si pud integrare come equazione a variabili separabili:

gdx=-Ad#
e, se si integra sopra una lastra di spessore | come quella in Figura 1-37 con &, >, e se si
ipotizza il flusso stazionario attraverso lo strato, si ottiene:

| 9,
q j dx= -4 j ds
0 &
che fornisce la legge di conduzione:
I
9, =—(g=R
1277 q=rrq

La conducibilita termica A & una caratteristica intrinseca di ogni materiale e rappresenta il
flusso di calore che in condizioni di regime stazionario passa attraverso una parete di materiale
omogeneo dello spessore di 1m, su 1nt di superficie e per una differenza di 1K di
temperatura tra le due facce opposte e parallele della parete di materiale considerato.

La resistenza termica Rr & data dal rapporto tra lo spessore dellisolante e il A del materiale.
In una parete composta da vari strati la resistenza termica totale sara data dalla somma delle
resistenze termiche dei vari strati.

Si definisce capacita termica quell’elemento ideale puro di un sistema termico che € in
grado diimmagazzinare energia mediante 'aumento della temperatura, caratterizzato da
una relazione caratteristica del tipo:

H = f(7-921) (179
Per componenti lineari si pud assumere:

s =C. 9, (1.79

A
1
9

Figura 1-36: capacita termica.  derivando m. a mla (1.79) e sostituendo la (1.77) si ha:

dJ,
Todt

(1.8m)

dove C, =c,0V ¢ la capacita termica con cgp il
calore specifico, p la densita e Vil volume del mezzo
F\g\ che immagazzina il calore. La capacita termica &
schematizzata in Figura 1-36, dove si assume ['ipotesi
di temperatura uniforme nell’elemento che non sempre

e verificata, per esempio nei materiali isolanti.
T“ In forma integrale la stessa relazione si pud esprimere

Figura 1-37: esempio di blocc COMe:
dissipativo: parete isolante. 1912 -

é qdt+3,,(o) (1.80)

O t—y N
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Il fenomeno della conduzione termica si verifica per esempio quando due ambienti a
diversa temperatura sono separati da una parete come in Figura 1-37 Il flusso di calore
attraverso la parete € direttamente proporzionale alla sua superficie S e inversamente
proporzionale al suo spessore .

1 q= kTS(ﬂz _191) 1(8])

In generale si definisce resistenza termica pura

Rr (conduttore termico) quell'elemento in cui la quantita di
calore immagazzinata € trascurabile e costante nel
tempo.

2 La relazione costitutiva & del tipo:
Figura 1-38: schema del
resistenza termica. q=f(5,) (1.82

per un elemento lineare si ha che:

1
=—vy 1.83
=R 3 (1.89

La resistenza termica & schematizzata in Figura 1-38.L’espressione della resistenza
termica dipende dal tipo di fenomeno di flusso che si sta studiando.

La conduzione € caratteristica dei solidi e consiste in una propagazione di energia attraverso gli
urti delle molecole piu veloci con quelle meno veloci, senza che vi sia spostamento di materia
(legge di Fourier).

La convezione & caratteristica dei fluidi e in questo caso I'energia & trasportata come
conseguenza dello spostamento di materia.

Infine il calore si propaga per irragiamento quando passa da un corpo caldo ad uno lontano piu
freddo, anche se tra loro c'é il vuoto (radiazione elettromagnetica) e vale la legge di Stephan-
Boltzman:

=K@ -97)

con K costante dipendente dalle caratteristiche fisico-geometriche della superficie di
irragiamento.
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1.6 grafi lineari orientati

Un sistema generalmente complesso pud essere rappresentato attraverso una
rete di componenti elementari puri, in modo da agevolarne la formulazione matematica.
Lo strumento che consente tale rappresentazione &
il grafo lineare orientato che descrive la struttura e

4 le proprieta topologiche di un sistema, cioé il modo
Vﬁ\\i"ﬂ in cui sono collegati i vari componenti,
1 evidenziando le proprleta d.| .contllnuﬂa e

Wy congruenza tra elementi. | grafi lineari orientati

. . . sono composti da punti, detti nodi del grafo, che
Figura 1-39: grafo lineare: i noc  gollegano delle linee orientate dette rami; i rami e i
gumera“ indicano_la variazione i "ys50n0 essere manipolati senza variare i

ella variabile di posizione; \ X
attraverso il ramo fluisce la [0r0 numero e la struttura del sistema, al fine
variabile di flusso con il verso Mmetterne in  evidenza particolari  proprieta
stabilito in base alla convenzione topologiche.
utilizzata. Solitamente vicino al Qgnj ramo del grafo rappresenta un elemento
oo Feomresatme™ Sl 1dealepuro e coega due nod, che indano
capacita, della resistenza o dell’ Variazione della variabile di posizione, tra i quali

induttanza generalizzata. fluisce la variabile di flusso (Figura 1-39.

Per questo motivo ad ogni ramo del grafo corrisponde I'equazione caratteristica di un
elemento:

f =¢(v,) oppure Vo =¢(f) (1.84

se si utilizza la convenzione degli utilizzatori, posto v,, =v, —v, >0, si ha che la
variabile di flusso f fluisce dal nodo 2 al nodo 1 ed & positiva in questo verso, quindi la

potenza é:
pin = fV21 >0 (1.85)

quando si ipotizza il verso di percorrenza opposto per la variabile di flusso, e quindi si
inverte il verso del ramo, allora si cambia contemporaneamente il segno ad entrambe le

variabili affinché le equazioni del sistema risultino scritte in maniera congrua; nel caso in

cui risolvendo le equazioni del sistema si dovesse trovare una soluzione con la variabile
f negativa significa che questa fluisce nel verso opposto a quello ipotizzato.

Il grafo lineare non € rappresentativo dello stato di sforzo degli elementi: se per esempio
si considera una molla, ai due stati di trazione e compressione corrisponde lo stesso
grafo (Figura 1-49.



Parte 1 29 modellistica dei sistemi dinamici

(@) (b)
\I/2 \I/l <_}\/2 <_|Yl
e 00000
Vo>V 2 Vo> Vg
'l-’ﬁ\ F
'H\__-__}
(© ¥y

Figura 1-40: la molla in compression&) e la molla in trazionebj hanno lo stesso grafo
lineare c). Il grafo lineare non & rappresentativo delldesti sforzo degli elemen

Le capacita non elettriche hanno una rappresentazione
grafica che prevede il tratto discontinuo verso il

2 terminale di riferimento (vedi ad esempio la massa in
\\f Figura 1-9, questo perché le capacita generalizzate
Ceen { (non elettriche) nel sistema fisico non sono collegate

) - fisicamente al terminale di riferimento come viene

Figura 1-41: grafo della capacit rannresentato nei grafi lineari. Per questo motivo il
generalizzata. grafo lineare non fornisce una descrizione geometrica
del sistema ma talvolta & utile per evidenziarne, come gia accennato, alcuni aspetti
relativi alla “topologia dei collegamenti” tra i componenti. Nei grafi le capacita
generalizzate vengono rappresentate nel modo illustrato nella Figura 1-41.

Nei grafi le sorgenti si rappresentano nella maniera descritta in Figura 1-9,mentre la
rappresentazione dei trasformatori & descritta in Figura 1-42

(b)
\Z V3 . .
Figura 1-42 rappresentaziol

dei trasformatori nei gre
lineari. Trasformatori -elettri
(a), trasformatori meccanici
fluidi (b).
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Esempio 1.6-1: semplici sistemi meccanici: sorgente di variabile di posiziendi flusso,
coerenza dei segni delle variabili.

Ad un corpo di massa viene Il sistema in figura accumula energia
impressa una certa velociti : parte cinetica, che favorisce il moto della massa
dellenergia fornita viene dissipata sottom, ed energia potenziale elastica, grazie
forma di attrito, la parte residua € invecealla molla che imprime una forza di
disponibile sotto forma di  energia richiamo opposta alla forza applicata al

cinetica per la massa. sistema.
Vin
|_- I:IN
T m )
il grafo lineare del sistema é: il grafo lineare del sistema é:
1 p 1
Fi o 1/k

g

Esempio 1.6-2: sistema fluido non lineare e sorgenti controllate.

Il grafo lineare pud essere utilizzato anche per descrivere sistemi non lineari. Consideriamo
per esempio un sistema fluido in cui la portata di ingrasso & diversa da quella di uscita, in

particolare imponiamo la condizione ],y > Jgyr in Maniera tale che nel sistema ci sia un
fenomeno di accumulo.

Pu

foro

Py AN Your

Sezione a
pressione

nulla

Qour

Il serbatoio immagazzina fluido e quindi energia potenziale di tipo gravitazionale (fenomeno
capacitivo). Il fluido in uscita dalla perdita acquista una certa energia cinetica con velocita di

uscita V, . Osservando la perdita con un ingrandimento si puo affermare che nel foro esiste una
sezione a pressione nulla, dove il fluido si restringe: una particella che passa dal pelo libero al
foro di uscita non subisce variazioni relative allo stato energetico, che rimane uguale a quella del

pelo libero; una volta sul foro la particella possiede la sola energia cinetica (sezione a pressione
nulla). Questo ci permette di scrivere I equazione del bilancio di energia come:
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mgh=3my
da cui si ottiene I'espressione della velocita di uscita Vv, = \/ﬁ :
La portata in uscita &:
0y =aAy2gh
dove la costante a dipende dalla geometria del foro mentre A & la sua sezione.

La pressione di uscita dipende dall'altezza del pelo libero rispetto allasse del foro, ed & riferita
alla pressione atmosferica:

Pb =P = pgh
combinando la due relazioni trovate si ha:
dy =Ky Puo

La relazione tra la portata di eflusso e pressione non ¢ lineare, quindi il sistema & non lineare
ma lo si pud comunque rappresentare con un grafo.
Il generatore della portata di eflusso & controllato dalla pressione, ovvero si ha che

dy =@(R,,), cioe la grandezza imposta dipende da un’altra variabile del sistema.

Esempio 1.6-3: sistema pendolo.

Il pendolo & in generale un sistema non lineare: & costituito da un corpo di massa m
appeso ad un filo di lunghezza |. Se si carica il pendolo portando la massa in una posizione tale
che a >0 allora 'azione della coppia gravitazionale T = mg sena tende a riportare la
massa in posizione di equilibrio (& =0) ma questa prosegue il suo moto fino a portarsi ad una
certa posizione in cui a < 0, grazie alla energia cinetica residua acquistata a spese della
energia potenziale gravitazionale: si pud quindi individuare una coppia Tc opposta a quella
gravitazionale. Il processo inverso riporta la massa verso la posizione di equilibrio e cosi via fino
a quando l'energia interna del sistema viene completamente dissipata a causa degli attriti del
corpo con l'aria e del filo con il perno del pendolo, che possiamo modellare con un dissipatore
torsionale di costante B. La forza di richiamo che consente 'oscillazione della massa, ovvero
I'accumulo di energia potenziale pud essere rappresentata con una molla di torsione con rigidita

K.
L=
F = mcser a 1
P=mg
Te=Imgsena

o o
J=mP T (¥)

g
La coppia Tc si rappresenta con un generatore pilotato. Il pendolo puo essere considerato un

sistema lineare per piccole oscillazioni, cioé quando si pud porre sera = a : in questo caso la
relazione tra flusso e posizione € lineare.
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Esempio 1.6-4: sistema termico: lo scaldabagno. Affinamento del grafo del sistema.

L’acqua & contenuta in un serbatoio isolato con dissipazione termica & ke viene riscaldata per
effetto Joule da una resistenza a cui & applicata una differenza di potenziale V: 'energia termica
in ingresso al sistema puo essere scritta come:

—\2
4 =g

L'acqua accumula il calore in quanto possiede una capacita termica Cr mentre la sua
temperatura € 6; & mantenuta omogenea da un’elica, che non apporta energia al sistema, e
misurata tramite un termometro, la cui temperatura 6 si pud assumere come variabile di uscita.
La temperatura esterna ¢ il riferimento del sistema.

I modello si del sistema si pud affinare, considerando che la temperatura 6y della resistenza &
maggiore della temperatura dell’acqua: si pud tenere conto dell'effetto di dissipazione termica
(Kg) tra la resistenza e I'acqua circostante e nel termometro (K+7). Un altro effetto che si pud
considerare & quello dellaccumulo di calore nella resistenza, che ha una capacita termica Cg,
e nel termometro, che ha una capacita termica Crr.

| grafi del sistema minimo e affinato sono riportati in figura.

Esempio 1.6-5: sistema ibrido. Il motore elettrico a corrente continua.

| grafi lineari si prestano anche alla descrizione dei sistemi ibridi. Il motore in corrente continua &
un esempio di sistema elettro-meccanico.

Una spira percorsa da corrente e immersa in un campo magnetico uniforme, se libera di ruotare
attorno al proprio asse, viene messa in rotazione da una coppia T che si pud esprimere come:

T =iSnxb| = iStsenr =i,
dove i & la corrente che percorre la spira, Sla superficie della spira e a 'angolo che Iinduzione
magnetica b forma con la normale nalla superficie della spira.
L’asse di un motore a corrente continua ruota sulla base del principio descritto: le spire sono
costituite da avvolgimenti longitudinali (circuito di armatura) sopra un supporto cilindrico rotante;
il circuito di armatura & alimentato da dalle spazzole che forniscono la corrente i, all
avvolgimento ogni volta che si chiude il circuito ai contatti; il circuito di armatura & immerso in un
campo magnetico costante, prodotto da due magneti permanenti o da una bobina, che ne
permette la rotazione.

La coppia risultante T che mette in rotazione la parte mobile del motore, detta rotore, viene
trasmessa all'esterno tramite un asse e pud essere generalmente espressa come segue:

T=xi,p
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in questo caso il flusso & costante e quindi si puo scrivere:

T =Kyig
La corrente di armatura giunge alle spazzole grazie ad una rete elettrica equivalente a un
circuito RL serie alimentato dalla tensione V, .

La rotazione del circuito di armatura genera una forza elettro motrice indotta ai suoi capi,
proporzionale alla velocita di rotazione:

e, =k.Q
Analizzando la parte elettrica si pud ottenere I'espressione della corrente di armatura, data da:
di -
Lad_?-l_ Riia =V, &,

Nella parte meccanica gli effetti di cui si pud tener conto per la modellistica sono I'attrito (B) tra
I'asse del volano e i cuscinetti e il momento di inerzia della parte rotante (J).
In assenza di perdite la potenza elettrica si trasforma in potenza meccanica:

e, =TQ=Ki,Q =>e, =k.Q

quindi Ko = K , (costanti caratteristiche del motore fornite dal costruttore).

spazzol

armaturi

magnete (
circuito di
eccitazione
Circuiti di ——]
armatura

ia 3 La 2 Ra 1
- wls T T 4L Sy

VVYYVY
D
<
QD

Sistem:

rotante , ., 0
. ;) |/
cuscineti . ~. r
/7 . = b

II principio di funzionamento descritto & relativo a un particolare tipo di controllo del motore, detto
controllo di armatura (con campo fisso). Si pud scegliere invece di far variare il flusso di
induzione magnetica, mantenendo costante la corrente di armatura (controllo di campo).

In figura & rappresentato lo schema del motore e il relativo grafo lineare, riferiti al controllo di
armatura.

Le sorgenti T € €, sono pilotate rispettivamente da una grandezza della sezione elettrica (ia) €
da una grandezza meccanica (Q): i due grafi non sono disgiunti.
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1.6-1 REGOLE PER IL TRACCIAMENTO DEI GRAFI

i passi da seguire per tracciare correttamente il grafo di un sistema sono

fondamentalmente quattro:

1-

2-

Individuare il numero di elementi attivi e passivi del sistema: il loro numero
corrisponde al numero dei rami di cui sara composto il grafo relativo.

Si individua il riferimento delle variabili di posizione che nel grafo corrisponde al
nodo al quale vengono collegate tutte le capacita generalizzate (ad eccezione di
quelle elettriche che non sono collegate necessariamente alla terra del circuito) e
che si chiama “terra generalizzata”, solitamente etichettata con la lettera g (grownd)
(nei sistemi elettrici si usa lo solitamente lo zero, per indicare il potenziale nullo).

Si individuano nel sistema i punti in cui la variabile di posizione cambia valore, che
corrispondono ai nodi del grafo.

Si orientano i rami del sistema: nei rami passivi non ci sono limitazioni, anche si
conviene scegliere il verso di percorrenza della variabile di flusso a partire dalla
sorgente. Nelle sorgenti 'orientazione conveniente € data dal verso crescente della
variabile di posizione.

Esempio 1.6-6: corrispondenza schema-grafo lineare.

Dato un grafo lineare & possibile ricavare lo schema del sistema a cui appatiene, associando ad
ogni ramo un sistema elementare e osservandone le connessioni con gli altri rami.
Dato il grafo in figura:

il sistema & composto da tre nodi piu il
riferimento per le variabili di posizione.
1/b; . Gli elementi passivi sono cinque (3 dissipatori,
- 2 masse e 1 molla).ll sistema viene eccitato dalla
velocita v(t)impressa al nodo 1 (rispetto al nodo
di riferimento).

Il sistema & chiaramente di tipo meccanico. Il suo
1/bs schema € riportato sotto.

b3

T

vl % > 2o =
¢ ] ] §
C

| punti 2 e 2' nello schema del sistema corrispondono allo stesso nodo nel grafo: la velocita dei
due punti & uguale in quanto la massa & un corpo rigido e la sua velocita si deve riferire sempre
allo zero, mentre la velocita agli estremi della molla V,3 & data dalla differenza tra la velocita
delle due masse.
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Esempio 1.7-1: deduzione del modello ingresso-uscita di un sistema dato il suo grafo lineare.

Si consideri il sistema in figura e il relativo grafo lineare, dove viene assegnato l'ingresso v(t) e si
vuole determinale l'uscita V!

V(t)l bl 2 k 3 3 b2
ety M M

Le equazioni di continuita e congruenza si scrivono osservando 3]

Il grafo del sistema: la procedura che si segue per la loro scrittura &

analoga a quella che si segue per scrivere le equazioni di Kirchhoff per 'analisi delle reti
elettriche, trattando le variabili di flusso come la corrente e le variabili di posizione come la
tensione. In base a quanto detto si ha:

fy = fe = fn +
quindi si pu scrivere:

d(fm+ fpy) +v

V(t) =1/, (Fi + F) + 1/ EUME :

da cui, sostituendo le relazioni costitutive:

dy; _

si ottiene il modello ingresso-uscita del sistema:

29, + A2+ (2 4Dy, =v

Esempio 1.7-2: equazioni del motore a corrente continua.

Con riferimento allEsempio 1.6-5utilizzando lo stesso procedimento descritto nell'esempio
precedente, si vogliono ricavare le equazioni che descrivono il comportamento del motore in
corrente continua, ovvero che legano la posizione del rotore con le caratteristiche dinamiche del
sistema.

Con Tk (t) siindica la coppia resistente che il carico meccanico del motore oppone alla coppia
motrice; (Tr (t) pud essere considerata come disturbo perché non & controllabile).

Dall'analisi del grafo si ottiene:

dig

La it

+ R, tkQ =V,
per la parte meccanica:

J9 1+ BO = kyi, — ke (1)
posto Q =4 si ha:

JL3%+ Ry, tkQ =V

1 JO+BO =k,i, — ki (t)

a
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1.7 modello ingresso-uscita(*

Dato un sistema qualunque € possibile individuare la grandezza di ingresso
(assegnata) e la variabile di uscita (da determinare). Combinando le equazioni
caratteristiche dei componenti e le equazioni di continuita e congruenza scritte per il
sistema assegnato nel dominio del tempo, & possibile ricavare una relazione
matematica che lega l'ingresso alluscita, chiamata legame ingresso-uscita, che in
generale & un’equazione differenziale.

I modello ingresso-uscita di un sistema si pud esprimere nella forma generale:
n 0) m (k)
z a_I u = b d™u

7 dtt & dtt

dove l'ordine di derivazione dell’ uscita n deve essere mirere, 0 al pil uguale (per sistemi
strettamente propri) all'ordine di derivazione dell'ingressi m, nel rispetto del principio di
causalita in base al quale, in un sistema fisico, l'uscita all'istante t non pud dipendere
dallingresso in un istante futuro t+AT in cui 'evento non si & ancora verificato.
L'uscita del sistema y(t) si ricava dal modello ingresso-uscita mediante integrazione
della (1.86), che non ¢ la classica integrazione matematica ma una procedura differente
volta a distinguere i due termini della soluzione: I evoluzione libera y, e la risposta
forzata y :

(1.89)

yt) =y, +Ve (1.8

La risposta libera & data dall'integrale dell’equazione omogenea:

g0y
— 2 =0 1.88
;a o (1.89

particolareggiata dalle condizioni iniziali:
[Y®]i=o

[y (0]i= (189

[y (1)]i=o

e rappresenta l'evoluzione del sistema in assenza di forzante esterna a partire
dallistante t = 0, con stato diverso da zero (il sistema possiede energia interna ed € in
grado di evolvere senza sollecitazioni esterne).

La risposta forzata rappresenta I'evoluzione del sistema con la forzante u(t) applicata a
partire condizioni iniziali nulle (a partire dallo stato zero). L'evoluzione forzata & data
dallintegrale generale dal modello ingresso-uscita, particolareggiato con condizioni
iniziali nulle.
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Esempio 1.7-3: integrazione del modello ingresso-uscita di un sistema.

Si vuole integrare il modello ricavato per il sistema dellEsempio 1.7-1a cui si assegnano
lingresso:
v(t) = 200, (t) [2]
e le varie costanti:
by =2 []i b, =6 %] k=2 [%]; m=2[kg].

Sostituendo i valori dati nel modello ricavato in precedenza si ottiene:

\7m + 4\'/m + 4Vm = 205_1('[)
Date le condizioni iniziali:

v, =10[2] e £, (0) = O[N]
osservando il grafo lineare del sistema si ricava la relazione:

(= MVim(0) + b2Vm(0)
da cui si ottiene l'ulteriore condizione sull’uscita:
Vm(0) = —30[ms ?]
Gli autovalori dell’equazione sono coincidenti:

M= dp=-2
quindi 'integrale dellequazione omogenea & del tipo:

Vo, = Ate™ + Ae™
da cui, imponendo le condizioni iniziali, si ottiene la risposta libera del sistema:

Vo, =10(1-t)e™?d, (t)
lintegrale particolare del modello ha la stessa forma dellingresso assegnato, che in questo caso
& una funzione a gradino. posto vim=kJ_, (t) si ottiene 'integrale particolare:

VmP = 55—1 (t)
di conseguenza la risposta forzata ha la forma seguente:

— -2t -2t
Vinorp) = A€ + A +5
dove, per determinare le costanti arbitrarie, si devono imporre condizioni iniziali nulle. Cosi
facendo si ottiene;

Ve =[5-5(2t +1)e™ 3, (t)
I'evoluzione totale del sistema € la somma dell’evoluzione libera e dell’'evoluzione forzata:

V() =5[1- (4t -De ™ ]a, (t)
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Velocita[ m/ s ]
12 -

10

Vin(t)
6 Vire(t)

6
Tempo[ s ]

1.8 Ordine del sistema

L’ordine di derivazione massimo del modello ingresso-uscita € anche l'ordine del
sistema e, osservando gli esempi fatti, si pud dedurre che questo sia in qualche modo
legato al numero di componenti con memoria presenti nel sistema, ovvero quei
componenti in grado di immagazzinare energia come le induttanze e le capacita
generalizzate.

Figura 1-43: esempi

(a) (b) (c) vincoli topolagici: nel cas
4 1llc rappresentato in fig.af gli

i induttori immagazzinar

L L2 L 5 I—>L C energia  magnetica ¢
._,ESMS\_. I GHWZ_”_'B effetto della corrente .j
Cr C2 essendoi= i, si ha:
: di
dt
* il sistema e del primo ordi
n =2 n=1 Analogamente nel casd)(
dove i condensatori immagazzinano energia per effetto dellaastessione, il legan

differenziale tra tensione ai capi e corrente attraverpardllelo di condensatori € dl pril
ordine:

n =2 n=1 51 n =2 n=2 Vi = (L TLy)

ic =(c,+cy) d&/}ls

mentre nel caso (c) non essendoci nessacolo topologico l'induttore e condensatore ¢
indipendenti e il relativo modello & del secondo ordine:

= ﬁ-{-i'
T
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Pilu precisamente l'ordine n del sistema & uguale al numero di elementi reattivi
indipendenti, per i quali le grandezze che forniscono energia sono legate da una
relazione differenziale, anziché da una relazione algebrica. Due elementi sono
indipendenti se privi di vincoli topologici (vedi Figura 1-43.

In generale se n & lordine del sistema e n* & il numero dei componenti che
immagazzinano energia si ha che:

*

Nn<n (1.90

1.8-1 VINCOLI TOPOLOGICI

La riduzione dell'ordine del sistema a causa dei vincoli topologici passivi pud essere
valutata dallanalisi del grafo: si & visto come classici vincoli topologici nei sistemi elettrici
siano costituiti da maglie (o cicli) di soli componenti reattivi e da nodi (o tagli) su cui
convergono soli rami reattivi. il discorso si pud estendere a tutti i tipi di sistemi se si
considera il relativo grafo e i componenti generalizzati.

Si chiama “tie set” (T9 l'insieme dei rami di un grafo che formano una maglia chiusa e
‘cut set” (Cg) l'insieme dei rami di un grafo la cui rimozione porta ad un grafo sconnesso
(cioé un grafo in cui uno o piu nodi risultano isolati).

Figura 1-43: nel grafo a sinistra i rana, d, ¢c formano
un “cut set” (si isola il noda dal resto del grajomentre i
ramia, b, ¢ formano un “tie set” in quanto costituiscono
una maglia chiusa.

Se un insieme di sole capacita o sole induttanze formano un “tie set” allora le relative
capacita ed induttanze non sono indipendenti; infatti esse devono soddisfare la
condizione di congruenza :

DV =0 (1.91)
nel caso di sole induttanze generalizzate si ha:
df, _
D sk e 0 (1.92)

integrando la (1.92)si ottiene la relazione di vincolo:

D ki fi =0 (1.93)
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Un caso particolare di “tie set” & quello formato da capacita generalizzate in parallelo.
Se un insieme di sole capacita o sole induttanze generalizzate formano un “cut set” esse
non sono indipendenti, infatti esse devono soddisfare la condizione di continuita per le
variabili di flusso. Un caso particolare di “cut set” & costituito da induttanze generalizzate
in serie.

In generale l'ordine del sistema e:

n=n —[(T9), + (¢, +(C9, +(CY¢,] (1.94)

dove (Ts),, € il numero di “tie set’ di induttanze, (Ts)., € il numero di “tie set’ di
capacita, (Cs) , & il numero di “cut set” di induttanze e (Cs), € il numero di “Cut set’

di capacita, indipendenti tra loro.

Per individuare i “cut set” e i “tie set” indipendenti & necessario seguire una procedura
che si ricava da considerazioni di tipo topologico.

Asportando dal grafo i rami non capacitivi (non induttivi) si ottiene un grafo dove il
numero di finestre di sole capacita generalizzate (induttanze generalizzate) corrisponde
al numero di ‘tie set” indipendenti di sole capacita generalizzate (induttanze
generalizzate).

Se invece si cortocircuitano i rami non capacitivi (non induttivi) si ottiene un grafo in cui il
massimo numero di sottosistemi sconnessi di nodi e rami capacitivi (induttivi) meno uno
corrisponde al numero di “cut set” indipendenti di sole capacita generalizzate (induttanze
generalizzate). In generale da un sistema di n nodi & possibile ricavare n grafi
sconnessi.

Esempio 1.8-1: determinazione dell’'ordine di un sistema dato il suo grafo lineare.

Dato il seguente grafo lineare in assenza di sorgenti:

C3 3 C3
C
1 4 4
Taglio di sole
R~ capacita (a) 2 (b)

eliminando tutti i rami non capacitivi si ottiene il grafo (a) di sole capacita generalizzate, che perd
non contiene alcuna finestra per cui (TS)cqg = 0. Eliminando tutti i rami non induttivi si vede che
(T9g=0.

Cortocircuitando tutti i rami non capacitivi si ottiene il grafo (b) in cui & possibile individuare due
sottosistemi sconnessi (i due nodi) e quindi (C9)cg= 2 — 1 = 1Cortocircuitando tutti i rami non
induttivi si vede che (Csg) 4= 0.

L'ordine del sistemaé n=n — (C9cg=3-1=2

L’ordine del sistema si poteva subito dedurre osservando il grafo: la riduzione dell'ordine & paria
uno in quanto nel grafo & presente un solo taglio di capacita.
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La presenza di sorgenti pud introdurre ulteriori vincoli topologici nel sistema. Il primo
accorgimento per evitare la riduzione dellordine consiste nell'inserire i generatori di
flusso in serie e i generatori di posizione in parallelo, evitando le configurazioni come
quelle descritte in Figura 1-44

Per procedere alla determinazione dei “cut set” e dei “tie set” si deve prima rendere
passivo il grafo, cortocircuitando i generatori di variabile di posizione (che hanno
resistenza interna nulla) e aprendo i generatori di variabile di posizione (che hanno
resistenza interna infinita).

Esempio 1.8-2: riduzione dell’'ordine del sistema a causa di vincoli topologici.

Dato il circuito elettrico () e il relativo grafo passivato (b):

\ 2 L 3

1\ \ Rs
+ ! \
== I| —
ll‘ Cl Rl’ Rz C2
1
\ L
0

(d) (e)

dove compare un circuito di cole capacita, quindi si ha che (TS)cg= 1. Eliminando tutti i rami
non induttivi (d) si ottiene invece che (Ts) g = 0 perché non ci sono circuiti di sole induttanze.

Cortocircuitando i rami non capacitivi si ottiene il grafo (€), cortocircuitando i rami non induttivi si
ottiene lo stesso grafo (€) quindi non ci sono tagli di induttanze o capacita: (CS)cg= (C91g=0.
In conclusione I'ordine del sistema & n = 2. Se infatti si assume Vv come ingresso del sistema e

Vo come uscita, sviluppando la relazione V = Vg4 +V, + Vg, siottiene il modello ingresso-
uscita:

N L ) R, 1 -
LC,Ve, +(R3C2 +W2 c2 +(W2+W2 c2 =V

che & del secondo ordine. Se v & costante il parallelo R; C; ¢ ininfluente e infatti tali parametri
non compaiono nel modello.

In questo caso si pud affermare che la causa della riduzione dell'ordine del polinomio
caratteristico del sistema & data dalla presenza di elementi reattivi che non apportano variazioni
energetiche al sistema.
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Esempio 1.8-3: riduzione dell'ordine dovuta alla scelta dei segnali di ingresso e uscita.

L’ordine di un sistema & I'ordine del suo polinomio caratteristico che generalmente € paria n =
n* in assenza di vincoli topologici. puo vice-versa accadere che, pur non essendoci riduzione
dovuta a vincoli topologici, si osserva che la funzione di trasferimento ha ordine n < n* per
certe coppie di variabili ingresso-uscita: in questo caso la riduzione dell'ordine & dovuta alla
particolare scelta dei segnali di ingresso e di uscita nel sistema. Consideriamo per esempio il
sistema:

)

Dall'analisi topologica del grafo del sistema si deduce che n = n’in quanto non vi sono cicli e
tagli di soli elementi capacitivi o induttivi.

I cui grafo lineare & riportato a fianco.

1§Eg

(T9cg=(TYg=0 (CYcg=(CYg=0

Sviluppando la relazione F =Fy, + Fy, + Ry, considerando F come ingresso e V,, = Vag
come uscita del sistema si ottiene il modello ingresso-uscita:
F=mv, +b,v, +k,v,

a cui corrisponde la funzione di trasferimento:

G(s) = ——=—

( ) m52+b28+k2

che ¢ del secondo ordine, nonostante I'assenza di vincoli topologici nel sistema.
La riduzione dell'ordine in questo caso & accompagnata da una perdita di osservabilita del
sistema; infatti una volta fissato lingresso F se si osserva il sistema sulluscita vy, si perde
traccia di una parte della struttura, in particolare della parte (ki, bi) che non compare nella
funzione di trasferimento: & come se la forza F fosse applicata direttamente sulla massa.

Esempio 1.8-4: riduzione dell'ordine per degenerazione parametrica.

Un’altra causa di riduzione dell'ordine del modello del sistema in assenza di vincoli topologici
& la degenerazione parametrica, che consiste in una cancellazione zero-polo nella funzione
di trasferimento, a causa dei particolari valori dei parametri assegnati per il sistema.

Si consideri il sistema elettrico in figura:
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La funzione del trasferimento del sistema, se v & l'ingresso e i l'uscita,
€ la seguente:

G(s) = (RCSH)?
(RC,S+1) [RIRCS+)+R+R.]
il cui polinomio carafteristico € del secondo ordine.
Nel caso in cui R,C,=R,C, si ha degenerazione parametrica: a
causa della semplificazione la f.d.t. diventa del primo ordine;
G'(9) = (RC,SHY)
R(RCSH)+R+R,

anche in questo caso il sistema & carente di osservabilita.

In generale si pud affermare che l'ordine del sistema in assenza di vincoli topologici,
osservabile sull'uscita considerata, & pari al numero di componenti reattivi in grado di
modificare I'energia interna del sistema, ovvero di modificarne lo stato.

Figura 1-44: in entrambi
casi in figura ad ur
variazione della sorger
corrisponde la variaziol
dell'energia interna dey
elementi reattivi e ur
indipendente  variaziont
B dello stato del sistema:
entrambe le configurazic
(@ (b) (a) e ) si puod considera
la sorgente come applic
direttamente al sistema, ovvero ai ncAA’) e (BB’): la presenza dell'induttanza generaliz:
nel caso §) [e della capacita generalizzata nel cagp fon apporta variazioni energetiche al
sistema e quindi non contribuisce allincremento dell’ordine del polinararatteristico del
sistema. E questo un caso di riduzione dellordine dovuto allinserzionen generatore
(sorgente di flusso in serie con un’induttanza generalizzata e gepatgpoisizione in parallelo
ad una capacita generalizze

SISTEMA — i | SISTEMA

1.9 La funzione di trasferimento(*)

Si e visto come in generale per un sistema fisico il legame ingresso-uscita sia di tipo
differenziale. E tuttavia possibile esprimere lo stesso legame in maniera pit immediata
attraverso una funzione razionale data dal rapporto di polinomi, che si ottiene dalla
trasformata di Laplace del modello ingresso-uscita di un sistema.

Se si considera la relazione:

y(t)=k% con x(0) =X, (1.9


Toshiba
Rettangolo

Toshiba
Nota
sbagliato. mix con C_1=C_2 & R_1=R_2
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si ha che la sua trasformata di Laplace € data da:
{y)} =Y(s) = ksX(s) - kX, (1.99)

che & una relazione polinomiale dove X(S) :L{X(t)} .
Piu in generale si ha che:
L

dmx ™ S kv ndk
t) = 42X 1 Y(s)=s"X(s)- > sX" (0 1.9
YO =S (YO =IO TS X (197

In base a quanto detto & possibile trasformare con Laplace il modello ingresso-uscita di
un sistema, in cui si suppongono nulle le condizioni iniziali:

L

n d(')y m d(k)u /\ n ) m
—==>b 4 Y as =U(s)> bs (199
;a dt k; “dtt we ;a kZ:;) “

La funzione di trasferimento di un sistema (a singolo ingresso e singola uscita) € il
rapporto tra le trasformate di Laplace delluscita e dellingresso allo stato zero (con
condizioni iniziali nulle):

> sk
G(s) = —J ((2)) = —kgostk (1.99)
k=0

La funzione di trasferimento descrive completamente la dinamica del sistema: la risposta
forzata é data da:

y; (1) ={G(s)U ()} (1.100)
mentre la risposta libera é:
n vi-1
AUED DI (2.101)
1 0

dove pi sono i poli della funzione di trasferimento ottenuti colme soluzione del polinomio
caratteristico del sistema, considerati con la propria molteplicita v; . Le costanti A, si

ricavano imponendo le condizioni iniziali.
Se si considerano sistemi a ningressi e muscite la (1.99 si puo generalizzare:

Y], = [6(9)]malU ] (1.102)

La (1.102)e una espressione matriciale con G(s) la matrice di trasferimento del sistema

i cui elementi esprimono il legame tra gli n ingressi e ognuna delle uscite e hanno in
comune lo stesso polinomio caratteristico (in assenza di cancellazioni zero-polo che
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limitano l'osservabilita del sistema su una particolare uscita), che & anche il polinomio
caratteristico del sistema.
Sviluppando la relazione (1.102) si ha:

v,7 [6, G, - G,]u,
Y, | _ §21 G.zz Gan || U2 (1.102a)
Y.| |Gu Gum G LU
da cui si ottiene:
Y, =G U, +G U, +...+G, U,
.Yz =GU, + szU 2t T GU, (1.102b)

Y =G U, +G_ VU, +..+G_U

mn= n

Figura 1-44: il sistema lineare

Uy G figura, con due ingressi e c
— v uscite, pud essere rappreser

come la connessione di |
sistemi a singolo ingresso
—»Y2 singola uscita, mediante il
principio di sovrapposizione de

U2

<
=

FF

»y G )
21 v effetti. Le G; hanno lo stes:
(? 372 polinomio  caratteristico n
" G, diversi zeri, che indicano come

ingressi agiscono sulle uscite.

1.10 Equazioni del sistema

Nell Esempio 1.7-2 successivi si € visto come sia possibile scrivere il modello di un
sistema a partire dal suo grafo lineare, combinando le relazioni costitutive dei
componenti ideali puri secondo le condizioni di continuita e congruenza.

In questo paragrafo si andranno a formalizzare tali concetti.

I modello matematico di un sistema dinamico equivale alla descrizione delle relazioni
energetiche tra i vari componenti elementari del sistema considerato.

E possibile scrivere il modello matematico di un sistema in maniera sistematica con il
metodo dei grafi lineari. In tale modello compaiono le relazioni costitutive (o le relazioni
caratteristiche se il sistema € lineare) dei componenti del sistema, le equazioni di
continuita ai nodi per le variabili di flusso e le relazioni di congruenza per le variabili di
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posizione; queste ultime due relazioni sono diretta conseguenza del tracciamento del
grafo lineare e dipendono dalla struttura del sistema.

Dato un grafo lineare, se n & il numero di nodi del grafo e ry il numero dei rami
convergenti al nodo k-esima si possono scrivere le equazioni di continuita per ognuno
dei nodi nel seguente modo:

"k
Zifki =0 k=12....n (1.103)
1

le somme nella (1.103) sono algebriche: si assumono per convenzione positive le
grandezze entranti in un nodo, negative quelle uscenti.

L'interpretazione fisica della (1.103) dipende dal particolare tipo di sistema considerato:
nei sistemi meccanici si ricava dall’equilibro dinamico del sistema, per i sistemi elettrici
dal principio di conservazione della carica elettrica, dal principio di conservazione della
massa per i sistemi fluidi e dal principio di conservazione dell’energia nei sistemi termici.
Sia mil numero delle maglie del grafo e ry il numero dei rami della maglia p-esimasi
possono scrivere le equazioni di congruenza per ognuna delle maglie del grafo nel
seguente modo:

p
Zquq =0 P=12,...,m (1.104)
1

Linterpretazione fisica della (1.104) dipende dal particolare sistema che si considera:
nei sistemi meccanici si ricava da vincoli geometrici nel sistema, dalla seconda legge di
kirchhoff per i sistemi elettrici e dal principio di additivita di pressione e temperatura nei
sistemi fluidi e termici.

Si dimostra che se n & il numero di nodi del grafo, il numero di equazioni ai nodi
linearmente indipendenti & pari a n-1. Se b il numero dei rami del grafo, allora il numero
delle equazioni alle maglie linearmente indipendenti & b- (n-1). Infine se sé& il numero di
sorgenti del sistema, il numero di relazioni costitutive indipendenti & pari a b- s.

Per ogni ramo passivo del grafo si contano due incognite, una di posizione e una di
flusso, mentre nei rami attivi una grandezza € imposta e soltanto una incognita; per tutti
questi motivi il numero delle incognite del sistema € pari al doppio del numero di rami del
grafo meno il numero di rami attivi (sorgenti) ed e quindi pari a 2b- s che corrisponde
anche al numero di equazioni indipendenti del sistema:

ob-s=[n-1]+[b-(n-1)] +[b-] (1.105)

Il sistema di 2b—s equazioni nelle 2b—s incognite, se lineare, & risolubile in una
qualunque delle incognite, a differenza dei sistemi non lineari.

In ogni caso il numero di equazioni & sufficiente per determinare il comportamento
dinamico del sistema.

Se la scelta delle b—(n—1)incognite delle equazioni di congruenza dovesse essere

casuale, potrebbe non essere garantita la loro indipendenza: per evitare questo in un
grafo lineare piano si scelgono b—(n—1)finestre sulle quali impostare le equazioni

(1.104.
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Un grafo lineare si dice piano quando tutti i suoi rami giacciono in un piano senza
intersecarsi, ovvero quando le intersezioni dei rami sono solamente sui nodi.

2 Si definisce finestra (maglia) di un grafo lineare piano

un percorso chiuso la cui percorrenza permette di

. 3 raggiunge\rel ognuno dei r_ami _che lo compongono,

senza pero intersecare altri rami.

Se il sistema ¢ lineare & possibile assumere una

variabile come uscita per esprimere tutte le atre in

5 4 funzione di questa ed ottenere la variazione del

Figura 1-45: esempio di grafo no  sistema rispetto a tale uscita.
piano.

1.10-1 METODI DI RIDUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL SISTEMA

Esistono dei metodi che consentono la riduzione del numero di equazioni

rappresentative del sistema e sono il metodo delle variabili di nodo e il metodo delle
variabili di maglia.
Le equazioni ricavate sulla base di questi metodi possono essere scritte
indifferentemente nel dominio del tempo o nel dominio di s, purché il sistema sia lineare;
in caso contrario si lavora nel dominio del tempo e non & garantito che il sistema ricavato
sia risolubile.

METODO Al NODI

Se si utilizza il metodo ai nodi le incognite sono le variabili di posizione di ciascun nodo
rispetto al nodo di riferimento, che soddisfano identicamente le equazioni (1.103), scritte
in funzione delle variabili di posizione.

Nel caso in cui nel grafo vi siano sorgenti di variabile di posizione il numero di equazioni
del sistema si riduce ed ¢ pari a ( n-1) -s..

Esempio 1.10-1: scrittura delle equazioni di un sistema: il metodo su base nodi.

Dato il grafo in figura si scrivono le equazioni di continuita per ogni nodo: i versi delle variabili di
flusso nel grafo sono arbitrari e le variabili di flusso imposte (sorgenti) compaiono nei termini noti
delle equazioni.

I+, =1 nodd

iz—i3+i4:0 noda2

i4 = ivg n0d03

=j nodo4

Le equazioni scritte sopra devono essere espresse mediante le variabili di posizione (variabili di
nodo) quindi si ha :
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O1Vq +05(vy V) =—ig
92(V1 —V2) = 03Vp + g4 (V3 —V,y) =0 (gi =1/R)

(V3 =V2)d4 +V30s5 =V Js

dove la terza equazione & data dalla combinazione lineare delle equazioni ai nodi 3 e 4in cui &
stato inserito il vincolo v, =v; —v, dato dalla presenza del generatore di tensione.

Riscrivendo il sistema in maniera piu ordinata si ottiene:

(91 +92)v1 —09,v, =iy
=02Vs +(92 93+ 9g)Vo — 04V =0
=04V +(94 +9s)V3 =Vy 05

Secondo la (1.105), sono necessarie 12 equazioni indipendenti per descrivere completamente il
sistema mentre, col metodo ridotto ai nodi, & sufficiente scrivere un sistema di n-1-S, equazioni
(in questo caso n =5 e S, =1) in n-1-S, incognite, le variabili di flusso si determinano dalle
variabili di nodo per mezzo delle relazioni costitutive.

Il grafo a fianco & oftenuto dal precedente
sostituendo l'equivalente di Norton ai morsetti 3-

1R 2 R,
3 0 e permette di applicare il metodo in maniera
ig 0 sistematica: il sistema ricavato si puo scrivere in
Vg% forma matriciale:
35—
[F1=[YTIV]

dove [ f] & il vettore dei termini noti (sorgenti di variabile di flusso equivalenti), [Y] la matrice
delle ammettenze (generalizzate) e [v] il vettore delle variabili (incognite) di nodo:

—ig 0:%0; -0 0 Vi
0 |=] =92 09,+03+0s —9s4 |V
9s5Vyg —d4 0 94%0s5 | V3

si osserva che:

a) la matrice [y] & simmetrica;

b) i termini della diagonale y; sono dati dalla somma delle ammettenze connesse al nodo
i-esimo;

C) itermini y; (i # j) sono dati dalla somma cambiata di segno delle ammettenze connesse
trainodi iej;

d) f;>0se f; e entrante nel nodo j, negativo altrimenti.

La generalizzazione introdotta & valida per qualsiasi sistema, anche se questo contiene elementi
reattivi: per ogni elemento & possibile infatti definire una impedenza (ammettenza) generalizzata
nel dominio di s.
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METODO ALLE MAGLIE

Se si utilizza il metodo alle maglie le incognite sono le variabili di flusso fittizie definite
arbitrariamente per ciascuna maglia, che soddisfano identicamente le equazioni (1.104),
scritte in funzione delle variabili di maglia.
Nel caso in cui nel grafo vi siano sorgenti di variabile di flusso il numero di equazioni del
sistema si riduce ed ¢ pari a [b-( n-1)] —s.

Esempio 1.10-2: scrittura delle equazioni di un sistema: il metodo su base maglie.

Si consideri il grafo del’'esempio precedente:

V10 = ~Vig maglial
Vig +Vop +Voq =0 maglia2

Voo +Vgo +Vgs =V, maglia3

g

Le equazioni scritte sopra devono essere espresse mediante le variabili di flusso (variabili di
maglia) quindisiha (14 =14 ):

Ri(ly=1g)+Ryl; +Rs(l, = 1,) =0
Rs(lo = 11)+ Ryl +Rsl, =vy
riordinando le equazioni si ottiene:

(R + Ry +Rg)l; —Rsl, =Ryl
“Rgl; +(Rg + Ry +Rs)1, = vy

lequazione alla maglia 1 non & indipendente in quanto la corrente di maglia 1, € nota, quindi si

elimina dal sistema.

II sistema ottenuto & di due equazioni in due incognite, pari a [b-( n-1)] — .
Una volta note le variabili di maglia & possibile ricavare le variabili di posizione tramite le
equazioni costitutive.

Il grafo a fianco & ottenuto dal precedente
sostituendo I'equivalente di Thevenin ai morsetti
1-0 e permette di applicare il metodo in maniera
sistematica: il sistema ricavato si pud scrivere in
forma matriciale:

0 R 4 (vl =[Z]Df]
dove [v] & il vettore dei termini noti (sorgenti di variabile di posizione equivalenti), [Z] la
matrice delle impedenze (generalizzate) e [ f] il vettore delle variabili (incognite) di maglia:
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Rig]_[R+R, +Rs ~R, I
v -Rg Rz +R,+Rs | I,

si osserva che:

a) lamatrice [Z] & simmetrica;
b) itermini della diagonale z; sono dati dalla somma delle impedenze della maglia i-esima;

C) itermini z; (i # j) sono dati dalla somma delle impedenze comuni alle maglie i e j con
segno negativo, purché i versi delle variabili di maglia siano tutti concordi;

d) v;>0sela f; che attraversa la sorgente v; esce dal morsetto “+", negativo altrimenti.

Tra i due metodi e preferibile scegliere quello che porta a semplificazioni matematiche
maggiori: nel caso trattato negli esempi € preferibile il metodo alle maglie in quanto
fornisce un sistema di equazioni di piu immediata risoluzione.

1.10-2 IMPEDENZE E AMMETTENZE GENERALIZZATE

Nell Esempio 1.10-1 (Esempio 1.10-) stata ricavata la matrice delle ammettenze
(impedenze) per un sistema puramente dissipativo, ed & stato illustrato un procedimento
generalizzato per la scrittura sistematica delle equazioni del sistema.

Per sistemi lineari sede di fenomeni reattivi si possono adottare gli stessi metodi descritti
sopra, purché si utilizzino le impedenze (ammettenze) generalizzate definite mediante
P'uso della trasformata di Laplace.

Se per esempio si applica la (1.96)alla (1.52) con condizioni iniziali nulle, si ottiene:

F(s) = sCqenVio( S) (1.106)
che scritta nella forma:
Vio('S) =—1 Fis) (1.1060)
Sleen
consente di definire l'impedenza generalizzata per gli elementi capacitivi:
Z. =—31 (1.109
¢ SCGEN
ripetendo lo stesso procedimento per gli elementi induttivi si ottiene:
Z =slgen (1.108
e per gli elementi dissipativi:
Zr = Reen (1.209

le ammettenze generalizzate si definiscono in maniera analoga, inoltre vale:
Yo =257 (1.110
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le grandezze complesse cosi definite si possono interpretare come le funzioni di
trasferimento di un elemento ideale puro, definite tra variabile di posizione e variabile di
flusso. Applicando i metodi ai nodi e alle maglie ad un sistema generico, utilizzando le
ammettenze e le impedenze generalizzate, si ottengono delle equazioni algebriche e la
loro composizione permette di definire la funzione di trasferimento (1.99 tra due
grandezze qualsiasi del sistema lineare che si sta considerando, nonché la matrice di
trasferimento secondo le (1.102 per sistemi lineari a piu ingessi e piu uscite, che si pud
definire in termini di matrice delle ammettenze o delle impedenze a seconda dei vettori
ingresso uscita considerati. Si & visto che le matrici delle ammettenze e delle impedenze
sono simmetriche quindi vale la relazione:

NV ES AN
2=t = 10 -

una matrice quadrata A & invertibile se & non singolare, ovvero se det(A) #0.
La matrice aggiunta di A si ricava come:

e ~ T
A" =] (D™ det([A;])
dove det([,&ij ]) & il determinante del minore complementare dellelemento di posizione (i, | )
ed inoltre, la trasposta di una matrice & ottenuta scambiando righe e colonne:

B=AT = b =a

Esercizio 1.1: scrittura della matrice di trasferimento di un sistema.

Dato il sistema in figura, costituito da una elettrocalamita che agisce su una
massa ferrosa my a cui & sospesa una massa Im, mediante un cavo elastico di
rigidita k con smorzamento viscoso b, si valuti la sua matrice di trasferimento
considerando come ingresso la tensione Vy(t) applicata all'elettrocalamita e
come uscite le velocita delle masse.

Si ipotizzi che la forza esercitata sulla massa ferrosa dall’elettrocalamita sia
proporzionale alla corrente che la percorre, e che non si abbiano urti e contatti
I, tra le parti.

Il grafo lineare del sistema in figura & costituito da una parte elettrica e da una
parte meccanica, messe in relazione da un generatore di variabile di flusso (forza fornita
dallelettrocalamita, opposta alla forza gravitazionale) pilotato dalla corrente i che fluisce
nellavvolgimento (una situazione analoga € descritta nellEsempio 1.6-p
Il grafo del sistema & riportato sotto, dove vengono messe in evidenza le ammettenze
generalizzate degli elementi: per ricavare le equazioni del sistema € conveniente utilizzare il
metodo ai nodi (Esempio 1.10-1 in quanto nel grafo (parte meccanica) compaiono solo
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generatori di flusso e i nodi del grafo sono in numero minore rispetto alle finestre, La matrice
delle ammettenze ¢ riportata a fianco del grafo:

k +bs+ms? _k+bs
a Y = S S
2
_k+bs k+bs+m,s
(%) s s
0

Nel vettore dei termini noti 'elemento j-esimo & la somma algebrica delle correnti imposte al
nodo j (trasformate secondo Laplace), quindi le equazioni del sistema sono date da:

2
ktbstms® _k+bs Vi Al -T9
s s - s
k+bs  k+bs+m,s? _mg
- Vinz s
s s

le uscite del sistema sono le velocitd delle due masse mentre lingresso & la forza fornita
dall’elettrocalamita; la relazione:

[YIIV]I=[F]
pud deve essere invertita per ricavare I'uscita in funzione dellingresso:
VI=[Y [F]
Dove [Y 1= M :
det[Y]
detly] = K +2KDs* (0 +km +kmy)s + (my + mp)bs’ +mymy" —k® - 2kbs—b’s”
- 2
s
= (Mg + M)k + (Mg +my)bs+mymy,s®
quindi;
V]t = 1 {k +bs+m;s? k +bs
2
5{(”& +m,) k+(my +m,)bs+ mlmzsz} k +bs k +bs+mys

dal grafo della parte elettrica si ricava la relazione che lega la corrente che attraversa
lelettrocalamita e la tensione di alimentazione:

1 v,
R+sL
separando gli effetti della forza elettromagnetica e del peso si ottiene:

A Vs Mg
M-b0-b) u| R o= 3,

0 S
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dove sono indicati i vettori di ingresso [U] e di disturbo [D] (forza gravitazionale opposta
allingresso):
v=[Y]*(U+D)
Esercizio 1.2: scrittura della matrice di trasferimento di un sistema meccanico.

Dato il sistema meccanico sotto rappresentato si determini il suo grafo lineare e, assunte la
velocita Vs(t) come ingrasso, le velocita della massa e la forza attraverso la molla come uscite,
si ricavi la matrice di trasferimento del sistema col metodo simbolico.

b, 5 k 3 3 b,
e ——
Il sistema € lo stesso dellEsempiol.7-1ma in quel caso
era stato ricavato il modello ingrasso uscita tramite le
equazioni di continuita e congruenza nel dominio del tempo.
In questo caso si procedera nel dominio di S per ricavare il
modello del sistema con il metodo simbolico.
Il grafo del sistema riportato in figura permette di applicare il metodo delle maglie in maniera
diretta. Le equazioni V =[Z]F sono:

vigl [Les. 1 1T,

) _|b k ms ms '
B 1 1 1

0 - —+— | Fu
ms b, ms

la relazione sopra deve essere invertita, in quanto interessa ricavare le variabili di maglia
E=[Z]7'V.

(b, +b,)k +(km+b;b,)s +b;ms”
by, kTS

{Fu } _ 1 {blk(bz + ms)}v(s)
Fil (b, +by)k+(km+bb,)s+bms?|  bibyk

la forza attraverso la molla & F, = F, mentre la velocita della massa é data da:

detjz] =

1
Vim :FS(FI -Fy )

quindi in base alle grandezze scelte come ingresso e uscite la matrice di trasferimento del
sistema é:

b,k(b, +m9

G"(S)_i P (s) = (b1+b2)k+(km+b1b2)s+blmsz
= _V(S) Vm(S) blk

(b, +b,)k +(km+b;b,)s+b,ms?
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Esercizio 1. 3: calcolo dell’'evoluzione forzata di un sistema.

Calcolare 'evoluzione forzata Vin(t) del sistema descritto nell'eserciziol.2iato un ingrasso a
gradino v(t) = v 0d_, (t) . Si considerino i dati del'Esempiol.7-3.

La funzione di trasferimento tra V(t) e Vin(t) si ricava dalla matrice di trasferimento dell'esercizio
precedente:

b k
(b, +b, )k + (km+b,b,)s+b,ms?

g2(s) =

la risposta forzata e data dalla (1.100):

V(s) :V?S

b.k

Vo (t) =2 Vs

s |(by +b,)k + (km+ byby)s + by ms?

sostituendo dati del problema si ottiene:

Vg (1) = £ 20

S [4+4s+1sz]

scrivendo I'espressione da antitrasformare sotto forma di frazioni semplici si ha:

R R R
g.(s)V(9) :_1+_22+_3
s (s+2)? s+2
e i residui calcolati per ciascun polo sono:
R, =lim sg; = lim 20 =5
S-0 S-0(s+2)2

. .20
R, = lim (s+2)%g, = lim ===-10
2 Sﬁ—z( )01 aM,7S

. d » 1. 20_
= im gl ao]= n 2= s

quindi V., (t) =50, (t) 1023, (t) ~10te X I, (t) = [5-5(2t +De 2104 (1) .
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1.11 Stato del sistema

Si e visto come un elemento ideale puro reattivo (capacita o induttanza

generalizzata) sia in grado di immagazzinare energia nelle varie forme (energia
potenziale gravitazionale, elettrica etc.); tali elementi sono quindi caratterizzati dallavere
un certo stato in un certo istante di tempo t, che & strettamente legato allenergia
immagazzinata dallelemento dallistante to (eccitazione dellelemento) allistante t.
Solitamente si assume to = 0 (Paragrafa.s- 1).
Un sistema complesso che sia costituito da almeno un elemento reattivo é allora in
grado di immagazzinare energia, ed € quindi possibile definime lo stato, che corrisponde
allinsieme minimo di valori in grado di descrivere univocamente [evoluzione del
sistema: tale insieme di valori & detto vettore di stato, i cui elementi sono le variabili di
stato del sistema:

X (t)

X= Xz'(t)

(1.119
X (t)

il numero minimo di variabili di stato che si possono definire per un sistema & pari
allordine n del sistema (Paragrafo 1.8 La scelta delle variabili di stato cade piu
convenientemente su quelle grandezze grazie alle quali un componente reattivo
indipendente immagazzina energia (Esempiol.11-g in generale si possono definire
diversi vettori di stato per un sistema, purché legati da una relazione biunivoca.

Si definisce spazio di stato il n-spazio le cui coordinate sono le componenti del vettore di
stato (ogni base dello spazio di stato & un vettore di stato).

Esempiol.11-1: rappresentazione di un sistema in termini di variabili di stato.

II sistema meccanico in figura & composto da uno smorzatore, una massa e una molla connessi
in maniera tale da non introdurre vincoli topologici: gli elementi reattiviimmagazzinano energia
in maniera indipendente e l'ordine del sistema € pari a n* = 2.1

F 1 r k FS N b
_.. ()
77._-"77':.-'"7

d g
il grafo del sistema & espresso in termini di ammettenze generalizzate, si pud quindi ricavare la
funzione di trasferimento del sistema col metodo simbolico, essendo F l'ingresso e Vi, = Vig
l'uscita del sistema:

S

k - -
(ms+g+b)\/(s) =F(s) = G(s) = 2 1br k

il modello ingresso uscita del sistema si ricava dalla (1.98)ed eé:
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MV, + bV, + kv, = F
molla e massa sono elementi reattivi indipendenti, la massa immagazzina energia cinetica
grazie alla la velocita Vi € la molla energia potenziale elastica grazie alla forza Fy. Una volta

stabilito vettore di stato del sistema:
l( = =
Vm (t) X2

e possibile scrivere una relazione che lega lo stato attuale x(t) del sistema allingrasso u(t) e
allo stato passato x(t) :

x(t) = ht, u(t), x(t))

la funzione sopra & detta funzione di stato, che piu spesso viene espressa nella forma normale:

X() = gft. u®). x (1))
in questo caso si ha:
% Fo =V, - X =KX,
mv,, + v, +kv, =F - mX, +bX, + X =u
quindi 'equazione di stato del sistema, espressa in termini di variabili di stato é:

0 k 0
X=/_1 _bix+1W
m m m

alla trasformazione ingresso-stato si associa la trasformazione stato-uscita (funzione di uscita):

y() = £t x@),u(t))
in questo caso banalmente si ha:
y=lo 1 x
e il modello in termini di variabili di stato & completo.

1.11-1 MODELLO A VARIABILI DI STATO(")

Un modello a variabili di stato, a differenza di altri modelli, mette in evidenza la
trasformazione ingresso-stato e stato-uscita che avviene grazie al mediatore energetico
‘variabile di stato”.

La trasformazione ingresso-stato € una relazione del tipo:

() = g(t.u(t), x(1) (1.113
mentre la trasformazione stato-uscita ha la forma seguente:

y(t) = f(t,x(t), u(t)) (1119
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la (1.113 premette di determinare I'evoluzione del sistema nello stato, ovvero noto
lingresso u(t)d_,(t —t,) e lo stato pregresso del sistema x(t) risulta univocamente
determinato lo stato attuale x(t).

La (1.114 completa il modello in quanto fornisce l'uscita noto l'ingresso e lo stato del
sistema; il modello a variabili di stato e quindi dato dal sistema di equazioni seguente:

(1.119

x(t) = glt,u(), x(t)
y(t) = f(t.x(®),u())

Per sistemi lineari con p uscite, q ingressi e n stati la (1.114 assume la forma (1.119 e
valgono i vincoli:

gsn

in base ai quali la scelta di un numero di controlli (ingressi) o di misure (uscite) maggiore
dell’ordine del sistema risulta ridondante.

(Al nxn [Blnxg

Xl = A X T aX, oot aX; +b11u1 tee- +b1quq
Xp 5 8yX + 8%, t.. @ X, + Uy e +by0uy
Xn - anlxl + anZXZ ..t anan;=+ bnlul oot bnquq (1'113
Y1 7 CX FCLX, Fo G X X d11u1 teeet dlquq
Yo FCypX FCuX, +oo 6y X X ¥ d21u1 toeet d2quq
Yp FCuX +CX, +o e X Xi+d U+ +d U

[C] pxn (D] pxq

Nella (1.119 cui si possono individuare quattro blocchi distinti che ne permettono la
scrittura piu compatta in forma matriciale:

X = Ax+Bu
(1.116

y=Cx+Du

la matrice A dipende dalla struttura del sistema, infatti i suoi autovalori sono le radici
dellequazione caratteristica del sistema det(Al — A) = 0. Le altre matrici esprimono i
vari legami tra le variabili coinvolte, in particolare la matrice D esprime il legame
istantaneo tra ingresso uscita, quindi si ha che D = 0 per sistemi strettamente propri.
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1.11-2 STATO INIZIALE DEL SISTEMA

Il metodo delle impedenze generalizzate pud essere utilizzato solo nella ricerca
dellevoluzione forzata di un sistema.

E tuttavia possibile, se il sistema € in evoluzione libera, inserire nel suo grafo delle
sorgenti fittizie che tengono conto dello stato iniziale non nullo.

Si consideri per esempio l'induttanza generalizzata Lggy con f(0) 2 0.

f Leen .
70 Leen 12

12

Figura 1-46: induttanza stato iniziale non nullo: lo stato iniziale non nullo & rappresentato da
generatore di posizione in serie.

Trasformando con Laplace la prima delle (1.53) tramite la (1.96) si ottiene:
Vi2(8) = slgenF () = Laen f (0) =V, (8) -V, (1119

il secondo termine della (1.116 pu6 essere considerato come una sorgente fittizia di
posizione in serie al ramo passivo; la modifica del grafo € illustrata in Figura 1-46 Nel
dominio del tempo si puo scrivere:

Vio(t) = Vi, (£) = Vo (1) (1119

dove v, (t) =V,O(t) € un generatore impulsivo, ottenuto antitrasformando una costante.

Al fine dell'analisi dinamica la presenza di uno stato iniziale non nullo nellinduttanza
generalizzata equivale a considerare una sorgente di tipo impulsivo fittizia in serie con
I'elemento passivo.

L’effetto della sorgente € quello di far assumere alla variabile di flusso il valore iniziale e
di poter considerare il sistema come se fosse in evoluzione forzata, cosi da permettere
l'utilizzo del metodo simbolico nel calcolo dell’'evoluzione completa (Esempiol.11-2)
L'inserzione della sorgente in serie non € l'unica possibile, infatti trasformando con
Laplace la seconda delle (1.53) si ottiene:

1 f(0)

Vio(8) +

F(s) = AR
© Skeen S

(1.119

I—GEN

il secondo termine della (1.119 si puo

considerare come un generatore di flusso

fo(t) = f(0)0.,(t) ) g i TUSS

_ _ fittizio a gradino, questa volta inserito in
Figura 1-47: rappresentazione de parallelo al ramo passivo. La modifica del grafo

St""rto"'rl“z""‘l'f cor ge”“-i‘\';atore disko it jineare in sequito allinserzione della sorgente &
parallelo &l ramo passivo. illustrata in Figura 1-47
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Per la capacita generalizzata il problema € duale: a condizioni iniziali non nulle potra
essere associata una sorgente di flusso impulsiva in parallelo o, in maniera equivalente,
una sorgente di posizione a gradino serie (Figura 1-48.

CGEN 1 CGEN
1 z 2
L 2
fo(t) = Coenvi2(0)A(1) Vo () = V12(0)94 (1)
(@) (b)

Figura 1-48: condizioni iniziali per la capacita generalizzgt:configurazione con sorgente di
flusso impulsiva in parallelopf configurazione equivalente con sorgente di posizione a gradino
in serie.

Esempiol.11-2: calcolo dell’evoluzione di un sistema a partire da condizioni iniz@i nulle
col metodo simbolico.

Si consideri il sistema del’lEsempiol.7-1 Nell
Esempiol.7-3 stata calcolata I'evoluzione totale
del sistema a partire dalla condizioni iniziali assegnate
sulla velocita della massa.

In questo caso si vuole calcolare I'evoluzione della
stessa Vi(t) con il metodo simbolico; A tal proposito
si inserisce nel grafo del sistema una sorgente fittizia
di variabile di flusso di tipo impulsivo, connessa in
parallelo con la massa: questa operazione consente di
ricavare le equazioni del sistema nel dominio di s
mediante la scrittura della matrice di ammettenza.
(Alla sezione 2g & stato applicato il teorema di Norton). Le due sorgenti, trasformate con
Laplace, sono date dalle seguenti espressioni:

bV (s)

V(s) =2 V,(s) =10
applicando il metodo ai nodi si ottiene:

k k
b,V (s) F— - V
- e s s . ?
mV; () —; b2+ms+g Vi (9)

dal sistema scritto sopra si ricava I'espressione di V,,,(S) :

k +k
Vi =—— by V(s +— m(bs+k) Vo(9)
. Mbs® +(km+b;b,)s+k(b, +b,) _Mmhs” +(km+b,b,)s+k(b, +b,)
TRASFORMATA DELL’EVOLUZIONE FORZATA TRASFORMATA [ELL'EVOLUZIONE LIBERA
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levoluzione forzata € gia stata calcolata nel’Eserciziol-3per brevita si considera solo la
trasformata di Laplace dell'evoluzione libera.
Sostituendo i dati dell Esempiol.7-3i ottiene:

antitrasformando si ha:

Vi (1) = L_l{i*' Ry }

s+2 (s+2)?

dove:
R,= 1Os!im2(s+1) =-10

R, :1os|im2di(s+1) =10
~-2ds
quindi:
Vo (1) =10(L-t)e 2 J_, ()

i risultati coincidono con quelli dell Esempiol.7-3

Un alternativa al procedimento seguito é quella di scrivere il grafo in termini di impedenze
generalizzate, inserendo un generatore fittizio di tipo a gradino in serie alla massa per tener
conto delle condizioni iniziali non nulle.

Esercizio 1-4: determinare imodello a variabili di stato di un sistema.

Rappresentare la dinamica della rete elettrica in figura in termini di variabili di stato scegliendo
quelle che permettono di definire 'energia interna del sistema i maniera semplice ed intuitiva.

¢\

1 R j L 3 1) i, =Cy "
+ ) dv,
C1 —C Ro 2) i, =C, dcz
T "

di

. 3 v, =L—L

0 ) L dt

II circuito elettrico in figura non presenta vincoli topologici quindi gli elementi reattivi indipendenti
sono tre.

Le variabili di stato del sistema possono essere identificate nelle grandezze per mezzo delle
qualii singoli elementi reattiviimmagazzinano energia e sono le tensioni ai capi dei condensatori
e la corrente attraverso l'induttore.

Per determinare la funzione di transizione dello stato x = Ax+ Bu per il sistema & conveniente
sviluppare le equazioni costitutive degli elementi reattivi (riportate a fianco dello scema) in
maniera tale da esprimere la variabile dipendente in funzione delle sole variabili di stato v,

Veo, I e dellingresso v(t) .
Procedendo in questo modo si pud scrivere i, in funzione dive veg;:

VZVa _;
L

1



Partel

e sostituendo nella 1):

per la seconda delle equazioni:

lc2 =L~

Veo

per la seconda delle equazioni:

VL =Ve1 7 Ve

[ 1

R.C,
da cui: A= 0
1
| L
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Vep = L —ii +——V
¢ RC C, " RC,
sostituendo nella 2): Vg, = ‘Lch +iiL
2 R2C2 C2
. di
sostituendo nella 3): d_tL = %Vm —%VCZ
o X L
C R.C,
1 i B=
1
-= 0
L | L 0]




Analisi Dei Sistemi Il 62

Appendice
Tabella I:trasformate di Laplace delle funzioni elementari.
Dominio del tempo Dominio di s
y(t) = ko(t) Y(s) =k
y(t) = ko, (t) Y(s :E
y(t) = k™, (t) Y(s) = qu
y(t) = ke, (1) Y(9=—
(s-p)
yo =kiMePs, M) | Y(9)= (s—kp)’“

antitrasformata di Laplace.

Data una funzione della variabile G($S) da antitrasformare con Laplace, con | poli di molteplicita 4 :

1) Scrivere G(S) nella forma residui-poli:

| Vi-1 Rk
Gre(9) = Zi z kﬁ =

T o (s—p
— R, + R, " Rl(Vl‘l) + R L RZ(VZ‘l) + *)
(s=p)* (s-p)* S=p (s=p)” 5= P,
UL " (T
(s- p|)v| S Y

2) calcolare i residui dalla G(S):

— i _ \l
Ry = Jim (s=p)"G(s)

= tim 3 (s- p)iG(s) Lodf Vi
R‘lz_sﬂpldt Py R, :SIthW(s—pi) 1K G(s)

-1

. d
Rl(vl‘l) = SImeI_ dt\/]_—l (S_ pl)G(s)
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3) scrivere l'antitrasformata di ognuno egli addendi della (*) osservando la Tabella I:

vl

gt)=> 1 > (Rt e (1) (*)

1 0

se P, € un polo complesso, owero P, =¢ + jo :

RikeloJ = Ry eloriolt
nella () comparira anche un polo coniugato p; =0 = jo:

t * o

Ree”" =R, eI
dove Rt complesso coniugato di R, .
Nella (**) , ad ogni coppia di poli complessi coniugati corrisponde quindi 'espressione seguente:

RyeP +R, Pt =M, e cospot + )0, (1)

dove%é il modulo di R, e ¢, lasua fase.





