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1. Si consideri il modello matematico nonlineare per un serbatoio con geometria arbitraria

hi(®) = fi(t) = T (h ©) (ql(t) C; -/ hi(t) ) con i=123 (1)

dove C; rappresenta la resistenza di uscita del foro (supposta costante) e Ai(hi(t)) la sezione trasversale del
serbatoio. Riferendoci alla geometria dei serbatoi del sistema “3-Tank” riportato nella figura, si ha:

Aq = a-w
A,(h - b

2( z(t)) = w: C+@ “hy(t) )
As(hy(®) = w-JRZ—(R—h3(t))2

ed ipotizzando un flusso di portata costante (q;(t) = q;) tale da evitare traboccamenti si richiede di:

e Valutare le condizioni di equilibrio e le relative proprieta di stabilita utilizzando il Metodo Diretto di
Lyapunov per ciascuno dei tre serbatoi.

2. Con riferimento al modello nonlineare del sistema “3-Tank™ descritto nell’eq. (3) utilizzando come
variabili di stato i livelli dei serbatoi

h(t) = f(R(®),q) , h(®) = [h (1), ha (), hs(D]" €R®,  q() €R ©)
con
1
= (q®) = C;-h(t
£ (©,) o CORCRC0)
f@) = [fz (h1 (), h, (t))] 2(m©) (C1 “Jhi(t) = Cy-/hy (t)) 35
h,(t), hs(t w=1.5
R R GRCCRR0) -
— w5 *
Si richiede di: |
e Ipotizzando il flusso di portata costante e paria q(t) = ¢ = 2 - 10°mc/s
valutare le condizioni di equilibrio del sistema e le relative fommam35
proprieta di stabilita utilizzando il Metodo Indiretto di Lyapunov =3
e Argomentare sotto quali condizioni, e.g. flusso di portata g(t) e ”
coefficienti dissipativi delle valvole C;, i seguenti i punti dello spazio di . a4
b EJ

stato possano essere punti di equilibrio per il sistema “3-Tank™:
h, =[0.280.280.28] _—
h, =[0.16 0.18 0.16]"

e Ipotizzando al tempo t = t, il sistema sul punto di equilibrio h, = h,
a=0.25m; w=0.035m; b=0.345m;

e di interrompere bruscamente il flusso di portata (q(t) = 0,V t > t,), ¢=0.1m; Himax=H2max=0.35m;
R=0.364m; H3max=0.35m;

valutare quanto tempo dovra trascorrere affinché il primo serbatoio C1=C2=C3=be-5 m**/s;

risulti completamente vuoto;
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Traccia Soluzione
1. Sotto I’ipotesi di flusso a portata costante (g;(t) = q;) & possibile riscrivere il sistema (1) come
i = fi® = ——— (4= G-V ®) 3
A;i(h(®)

e trattarlo come se fosse un sistema autonomo in quanto un ingresso costante implica solo una
variazione del punto di equilibrio del sistema.

Dalla (4) si nota come il sistema “serbatoio” presenti un solo punto di equilibrio in

RO =f©=0 ~ k= (L) @

E facile notare come il punto di equilibrio dipenda esclusivamente da quanta portata entra e quanta
portata il serbatoio e in grado di espellere dal foro. | coefficienti C; rappresentano la “resistenza di
uscita del foro” e sono definiti come:

Ci=Ap-u-2g>0 (5
dove Ay rappresenta 1’area del foro di uscita, u il coefficiente di efflusso e g la costante gravitazionale.

Al fine di valutare la stabilita del punto di equilibrio eseguiamo una traslazione rigida dell’origine
dello spazio di stato sul punto di equilibrio trovato:

Shi(t) = hy(t) —h.; (6)

Poiché la stabilita di un punto di equilibrio puo essere studiata come la stabilita dell’origine a seguito
di una traslazione rigida, andremo semplicemente a valutare la stabilita dell’origine §h;(t) = 0 per il
seguente sistema:

. . . 1
Shi(t) = h(t) —he; = fi(£) -0 = m (qi = Ci - Jhei + 5hi(D) (7)

Al fine di valutare la stabilita di h,; con il criterio diretto di Lyapunov, si propone la seguente forma
quadratica come funzione di Lyapunov candidata:

1
Vi(6hi(t))=z-6hi(t)2 coni =123 (8)

dalla quale derivando rispetto al tempo si ottiene:

. . 5h;
Vi(t) = 6h; - 6hi(t) = 6h;(t) - fi(t) = A(T(t()t)) (Qi -G /he,i + 5hi(t)) 9

A questo punto per dimostrare la stabilita del punto di equilibrio dobbiamo dimostrare la definitezza
negativa della (9). A tal fine possiamo notare come per §h;(t) > 0 la V;(t) risulta definita negativa in

quanto dalla (4) risulta q; = C; - \/ h,; € di conseguenza si dimostra che V;(t) < 0

A0 PELLIC) B A A
i = Gy (e =G Jhes + 01 <0 (0)

alla stessa maniera si nota come per §h; < 0 la V;(t) risulta ancora definita negativa

)= MOl (e = sh,
0 = = oy (/e = G Jhes = 180@1) <0 (11

Abbiamo quindi dimostrato che il punto di equilibrio h,; per ciascuno dei serbatoi i =1,2,3 e
localmente asintoticamente stabile in quanto esiste una funzione di Lyapunov con derivata definita
negativa. Inoltre, essendo tale punto di equilibrio unico tale punto risulta globalmente asintoticamente
stabile. A conferma di ci0 possiamo notare come la Vi(dhi(t)) — oo per ||6h;(t)|| = o ovvero la
Vi(8h;(t)) ¢ “radially unbounded” (radialmente illimitata) e quindi a prescindere da quanto il livello
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del serbatoio possa essere lontano dal livello di equilibrio 6h;(t) — oo comunque il sistema si portera
sempre sul punto di equilibrio.

Facciamo notare perd come nella pratica se riempiamo un serbatoio, questo raggiungera il suo
equilibrio in tempo finito e non asintoticamente. Questo vuol dire probabilmente la nostra V;(t) potra
essere maggiorata da una funzione del tipo:

Vi) < —pu-Vi()* con a<leu>0 (12)

Dalla (8) possiamo notare che la V;(t) e una funzione di quadratica di §h;(t) (ordine 2), mentre dalla
(9) notiamo come la V;(t) sia una funzione di ordine 1.5 rispetto a 6h;(t), ovvero:

. _ (Shl(t) ) _ ) _ Zl(Shi(t) + ZZShi(t)l'S
Vi) = m (CI Ci /he,i |5hi(t)|)S e

con z;, z, costanti da definire ed x ordine della sezione del serbatoio Ai(cShi(t)) rispetto a 6h;(t) e
pari a 0 per il primo serbatoio ed 1 per il secondo ed il terzo. Per cui riscrivendo il tutto in funzione di
V(t) e considerando il caso peggiore (ovvero quello con x = 0) otteniamo che

Vi(t) < z,6h;(t) + 2,8 ()5 = 2,V ()5 + 2,V;(£)°7° < —pu - V()* con a > 0.75  (14)

Dalla quale immediatamente si dimostra la stabilita in tempo finito del punto di equilibrio per tutti e
tre i serbatoi senza alcun calcolo aggiuntivo.

Valutiamo ora la stabilita per i punti di equilibrio del sistema complesso “3-Tank”. Sotto 1’ipotesi di
flusso a portata costante (q(t) = q =5-107°) il punto di equilibrio del sistema (3) risulta essere
ancora unico e posizionato in:

T
T g\2 (C\* C,\?
flhe@) =0, ke =[horhozhos] = |(2) (&) hen (@) -her
) '\, 2

=[(Cil)2,(ciz)2,(ci3)2r=[o.16, 0.16 , 0.16]"

ovviamente anche in questo caso 1’equilibrio dipende esclusivamente dalla dimensione dell’orifizio di
scarico e dalla portata in ingresso di ciascun serbatoio.

Al fine di valutare la stabilita di tale punto di equilibrio applicando il criterio indiretto di Lyapunov,
ovvero linearizzando attorno al punto di equilibrio, si ottiene che

d(h, + Sh(t))

It = f(he + 5h(1))

Inoltre, ricordando che dd—hte = 0 si ottiene:
[ 6fi=fi(her +0m(®)
8fy = fo (hea + hy(8), hep + Sy (1))

8fs = fs (heg + 8hy(6), hes + Shs (1))

A questo punto sviluppando in serie di Taylor e otteniamo il seguente sistema di equazioni:

( . 0
8fi = fi(he1) + a—}]:ll + H.0.Term
he
. of of
{6f, = fz(he,l:he,z) + (')_i121 -0hqy(t) + a—hzz -8hy(t) + H.O.Term
h, he
. 0 d
8fs = f3(heo hes) + 9| Shy(t) + 9| Sh3(t) + H.0.Term
\ ohsl,,, ohsl,,
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Ma essendo f; (h,) = 0 e trascurando gli ordini superiori otteniamo il seguente sistema lineare:

0L 4 o]
DACII Shy (1)
S| = % % 0 | 8h, (1)
HOI dh, 0h, 8h2 .
5f3(t) ofs  Ofs 3(0)
| O Fh, o

he

Dove la seguente matrice sopra riportata & la cosi detta matrice Jacobiana di f(h(t)) calcolata nel

punto di equilibrio:

J(he) =

o, _
w0 0
o O,
oh, oh,

. 9
| " Oh, Ohsl,

A questo punto derivando le seguenti equazioni

f1(he(2), q)
f)=\r (hl (), hy (t))
f3(h2(®), k(1))

1
- Az(hz(t)) (

All- (¢- €1 V(@)
R (©) — € - /Ry (D) )
(Cz Vha(t) — Cs - Vhs(t)

1
A3(h3 (t))

rispetto ai livelli e sostituendo sia i valori numerici relativi alla geometria del sistema che il valore
esatto dei punti di equilibrio si ricavano i valori degli elementi dello Jacobiano come segue:

of 1o
oh, lhe = =5 e —0.0071
dafy 1 C1
— = = 0.0069
ah’l |he AZ(he,Z) Zﬂlhe,l
%l _ 1 ¢y _ 6A2(h2(t)) . (Cl “Jhe1—Cy he,z) _
Ohy "~ " Ay(hez) 2Jhe,  Oh(®) M A, (8h; (D))
=— ! 2 _ 00069
w - (C+% .h€,2) zwlhe,z
0fs3 1 G,
—_— = = 0.0059
ahZ |he A3(he'3) 21/he,2
%| __ 1 Cs _ 6A3(h3(t)) ' (Cz “Jhez—Cs - he,3) _
Ohs " " " Ay(hes) 2 hes  Ohs(® M A3 (8hy(D)
1 Cs
= — = —0.0059

w- [R? = (R —hys3)" 2Vhes
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Si ottiene quindi la seguente matrice:

—0.0071 0 0
J(he) =| 0.0069 —0.0069 0
0 0.0059 —0.0059

Dalla risoluzione del suo polinomio caratteristico si ottiene che tutti i suoi autovalori sono a parte reale
minore di zero e pari a:

A, = —0.0071 , A, = —0.0069 , A; = —0.0059

Si conclude quindi che, a seguito della linearizzazione, essendo tutti gli autovalori dello Jacobiano nel
semipiano stabile il punto di equilibrio h, risulta localmente asintoticamente stabile.

Ad ogni modo pero, essendo il sistema “3-Tank” costituito da tre sistemi in cascata accoppiati
unidirezionalmente, ovvero preso come riferimento un qualsiasi serbatoio, questo non presenta nella
sua dinamica f;(t) alcun contributo relativo ad un serbatoio a valle di esso, ed inoltre essendo come
mostrato in (14) tutti e tre i serbatoi globalmente stabili in tempo finito, allora possiamo asserire che
il sistema “3-Tank” presentera un unico punto di equilibrio con le medesime proprieta di stabilita
globale ed in tempo finito.

Con riferimento al secondo punto dell’esercizio, notiamo come essendo fissati i valori di C;, C, e C5 €

chiaro che h, potra essere un punto di equilibrio per il sistema “3-Tank” solo aumentando la portata

q al seguente valore:
q*=+028-5-10"5 = 2.6458 - 1075

Per quanto riguarda invece il secondo punto h; questo non potra mai essere un punto di equilibrio se
non, ipotizzando di poter modificare la dissipazione nel secondo serbatoio, ovvero modificando C, ad
esempio attraverso 1’inserimento di una valvola sullo scarico in grado di modularne I’efflusso.

Infine, ipotizzando il sistema sul punto di equilibrio h, = h, e che il flusso di portata sia interrotto
per t =ty (q(t) = 0), al fine di valutare quanto tempo dovra trascorrere affinché il primo serbatoio
risulti completamente scarico, possiamo ancora ricorrere al criterio diretto di Lyapunov.

In particolare, poiché il serbatoio risultera vuoto dopo un ben determinato intervallo di tempo AT =
t' —t,, & chiaro che dovremo cercare un funzione di Lypunov V(t) tale che la sua derivata assuma
una forma del tipo:

V()= —u- 7% con a<1

Per cui posta g = 0, il modello dinamico del primo serbatoio risultera essere il seguente:

. C
(D) = ——— [ (©®

Successivamente scelta come funzione di Lyapunov candidata per il singolo serbatoio la (8) (non
consideriamo gli altri serbatoi in quanto il primo serbatoio & fisicamente disaccoppiato dai restanti) o
alternativamente la seguente funzione:

V() =|h(t)] con hi(t)=0Vt

Derivando rispetto al tempo risulta:

- . . C _
V() = sign(hy(©) - ha (1) = by (6) = = —— 1 (O) = = V()"

da cui é possibile ricavare AT risolvendo la seguente equazione differenziale del primo ordine come
segue:
dv(t)

N . 0.5
It p- V(o)
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14Gh) ) ¢t
-dV = — dt
f 7(6)°% : f -
V(to) to
—V(t")
27| =t -t -
V(to)

2
v = < 7o) +5- (6o - t'))

Per cui, risultera che la V(t) sara pari a zero e quindi il serbatoio 1 completamente vuoto dopo
esattamente 185.21 secondi dall’interruzione della portata, come di seguito dimostrato.

_ , , V(to)
V(itg)) +2-u-(tg—t)=0-t"=>t,+ 2

, 2 [ 2-aw [- . 2:025-0.035
AT =t — ty = [_,l V(to) = C—l : V(to) = W v0.28 =~ 185.21 sec

A conferma, in Figura 1 ¢ riportata I’andamento del livello k4 (t) per lo scenario considerato.

Finite-time decay of Tank Level

0.35 ! ! ) ) ) ) ) ! )
M L
7] N S N S S NS U S S S
ST UURE NS NSRS SRR USROS ISR SN MO SO SO
E_ , , H H H H H , H
N N hbkllgaiiiii
1 [ gt SOy S N Sy IOt SOP N IS -
e S

X: 1855
W 1e-10

l_‘—‘——._l_._
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Time [sec]
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Di seguito sono infine riportati alcuni “screenshot” della modellazione Simulink del sistema “3-Tank”.

.
ESEFCitEZiUﬂEWUVE » Function Block Parameters: Tri-Tankl ﬂ
Clock Time [sec] Tri-Tank (mask) o
(D
Parameters
II'_. o Initial Conditions [ H10 H20 H30 1
oweln
H1
Te-10 [0.28 0.28 0.28]
[ciczc3]:
100 c1% [555]*1e-5
H2 [ Alfal Alfa2 Alfa3 1: 3
0.06124]
100 C2% H1HZ, H3] [050.50.5]
Upper Tank [ a w ]:
. [ 0.25 0.035]
100 C3%
0.2262 Middle Tank [ b ¢ H2max ]:
[ 0.348 0.1 0.35]
Lower Tank [ R H3max ]: B
[ 0.365 0.35] it
[ OK J [ Cancel l [ Help Apply
A
esercitazioneprova b Tri-Tankl 4
The Upper Tank
L1} g Contral  H1 —h' The Middle Tank
Flow-In H1
@_’ el 2l Q1 Hi2 4@ The Lower Tank
C1% H2
e SIS I e
C2% H3
c5 ca @ —n-
C2% Terminator
c3
esercwtazianeprova 4 Tri-Tankl 4 The Upper Tank Function Block Parameters: Integratorl ﬁ
Integrator |
' »le Continuous-time integration of the input signal.
Cantiol
w Farameters

Gain External reset: [none ']

c1
= »
— @ N
{uf1pAlfet ) Initial condition source: [mternal ']
Det Preduct! @l
Integrator1 Fent
1

Initial condition:
H1

m

HO(1)

Limit output

Upper saturation limit:
0.35

Lower saturation limit:

le-10

‘). [ 0K J[ Cancel H Help Apply
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[Pa] esercitazioneprova ¥ [Pa| Tri-Tankl P [Pa| The Middle Tank Function Block Parameters: Integrator2 I&‘
Integrator o
Continuous-time integration of the input signal.
Parameters
T N
? External reset: Inone ']
cz - -
= N Initial condition source: Imternal ']
7 Ho Initial condition:
- f —B  (u{1}AlfE2 ) Dot Froduct - u(1yuz)
h HO{2)
Integrator2 Fo2 Fond
%) Limit output
-—p-—pw'{ cHul1)bH2max )
_ Upper saturation limit:
Fon3
Ng»' 0.35
HZ.
Lower saturation limit:
le-10
(7] oK ] [ Cancel ] [ Help ] Apply
N = 4
7
"&| esercitazioneprova b [Ba| Tri-Tankl P [Pa| The Lower Tank Function Block Parameters: Integrator2 @
Integrator k-
ca [an’ > Continuous-time integration of the input signal.
&> Qz
Parameters
H2 * >
1 N
b | {U(1)"Alfa3 ) L -2 uf1hu(2) External reset: Inone '] =
Integrator2 Fond
e Fe2 o Initial condition source: Iintemal ']
e
Initial condition:
)
——(1) HO(3)
Ha
Limit output
Upper saturation limit:
0.35
Lower saturation limit:
le-10 -
9 oK ] [ Cancel ] [ Help Apply
\
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