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82 Capitolo 2

Un classico teorema di algebra lineare assicura che, essendo ¢ simmetrica, la (2.14) ha
sempre tre radici (o autovalori) reali s;, su € Sui, detti sforzi (o tensioni) principali, in
corrispondenza dei quali la (2.13) presenta soluzioni non banali. Se questi valori risul-
tano distinti, i tre corrispondenti autovettori ny, Ay, N identificano tre direzioni
mutuamente ortogonali, pure dette principali, che costituiscono un riferimento privile-
giato. In presenza di autovalori coincidenti, esiste una molteplicita di direzioni princi-
pali, al cui interno € comunque possibile scegliere una terna triortogonale. Qualora sia
8§ = Sy = S qualunque riferimento risulta principale.

I valori degli sforzi principali non dipendono dal sistema di riferimento originaria-
mente assunto; le radici della (2.14) saranno pertanto sempre le stesse e pure indipen-
denti dal riferimento dovranno risultare i coefficienti (2.15), cui ci si riferisce come agli
invarianti di sforzo (rispettivamente lineare, quadratico e cubico). Nel riferimento
principale le loro espressioni si semplificano ¢ divengono

Jy =81+ Sn + Swis J2 = 8§50 + SuSm + SinSi; J3 = sisusSm (2.16)
Ovviamente, qualunque combinazione delle (2.15) da luogo a quantita indipendenti dal

riferimento (le tensioni principali sono esse stesse degli invarianti). E tuttavia possibile
dimostrare che un tensore doppio possiede tre soli invarianti indipendenti.

2.1.4 COMPONENTI IDROSTATICA E DEVIATORICA DEGLI SFORZI1

Risulta a volte conveniente esprimere lo stato di sforzo come somma dei due seguenti
addendi

o3 = pby + Sy (2.17a)
p 00 o—P Tx  Ix
o=|0 p O|+]| 1y o,—-D 1n (2.17b)
0 0 p Txz Ty 0P
dove
Ji 1 1
p='—3—‘='§‘(0x+0y+az)=-§—(sl+sll+sl") (2.18)

& noto come pressione idrostatica. Nella (2.17a) il simbolo §; indica il tensore doppio
identita o di Kronecker, che vale, per definizione

50:[1 se i=j ®)

1l primo addendo della (2.17) costituisce la componente detta appunto idrostatica (o
sferica) di sforzo (la denominazione ¢ dettata dal fatto che lo stato di sforzo in un
elemento di materiale soggetto a pressione uniforme & costituito da questo solo termi-
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ne), mentre il secondo addendo & detto deviatore di tensione. In virtii della (2.18) la sua
espressione risulta

20,—a,— 0, ]
3 Tyx Tax
_ —ag;,+20,—0 )
S= Try _—‘3—‘—2‘ Ty (2.19)
. - -—ax—z;y + 20,

E facile verificare che i valori principali S, delle tensioni deviatoriche sono

S,=5.—p, a=I1I,1I (2.20)

mentre le direzioni principali coincidono con quelle di o. Gli invarianti del deviatore
risultano

Ji=Ji=3p=0 2.210)
,_ 1 5 "
Ji= 3 (Ji-3J) = 3 [(si—sn)* + Gu—sm) + Gwm—5)°] =
1
=5 (—af +(5-0) +(@-0)’+6(h +optr]  (221D)
’ l 3
Ji= 57 Q-9 N2+ 27 J3) =(si—p)(su—p)(Ssm—p) 2.21¢0)

ESEMPIO 2.1 Si consideri il tensore degli sforzi
l: 40 -20 10i|
c=|-20 60 O (MPa)
10 0 3
Gli invarianti (2.15) valgono
Jiy =103 Jz = 2200 Ja=0
L’equazione (2.14) si scrive quindi
s°-103s% + 22005 =0
e le sue radici risultano

5 = 72.766 sy = 30.234 su=0
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Le corrispondenti direzioni principali sono le soluzioni non banali detl sistema omoge-
neo (2.13b), in cui s & posto, di volta in volta, uguale a una delle tre tensioni principali.

Si ottiene
.536 794 .286
n = {-.840 m = <.533 mny 095
077 .292 ~.953

Tali vettori sono stati normalizzati imponendo la condizione n'n, =1, in modo che ie
loro componenti rappresentino i coseni direttori delle tre direzioni principali rispetto
agli assi del riferimento originario. E facile verificare che i tre vettori risultano mutua-
mente ortogonali. Si pud anche constatare come gli invarianti siano effettivamente tali
e che, in particolare, risulita Ji =8 + sy e Jr = si8n.

La pressione idrostatica e il deviatore valgono

5.667 -20 10
p = 103/3 = 34.333 S=| -20 25.667 0
10 0 —31.333

E possibite verificare che gli autovalori di § soddisfano la (2.20).

ESEMPIO 2.2 Si consideri lo stato di sforzo

75 20 0
c={20 45 O (MPa)
0 035

Gli sforzi principali valgono, come & facile verificare
s = 85; sy=5sn=235

La direzione principale m & univocamente definita; essa si ottiene come soluzione non
banale del sistema omogeneo

75—s; 20 0 Ny -10 20 0 ny 0
20 455 0 nyr= 20 -40 0 n, =<0
0 0 35-¢8; n; 0 0 -50 n; 0)
e risulta, normalizzando
1 2 .894
n=—=1<1}; =< .447
V5 0 Y

\
Gli autovettori corrispondenti ai due rimanenti valori principali (tra loro coincidenti)
sono invece le soluzioni non banali del sistema omogeneo

75-35 20 0 s 40 20 0 (s 0
20 45-35 O nyt=120 10 0| <nyp=+0
0 0 35-35|l\n, 0 0 0] \n, 0
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e risultano

1 —
M, = ———;—5a2 7 {2;}

Al variare di « e 8 si ottengono tutte le direzioni nel piano ortogonale a m. E ovviamente
sempre possibile scegliere in questo piano due direzioni tra loro ortogonali. Ad esem-

pio .
— 447 0)
ny = .894 gy = .0
.0 1.0

2.1.5 STATI DI SFORZO PIANI

2.1.5.1- Definizione

Si consideri (Figura 2.9) un tetraedro di Cauchy riferito alla terna principale. Il tensore
degli sforzi risulta allora diagonale, con sole tensioni normali pari ai valori principali.
Detti oy, oy € oy i coseni direttori di n, rispetto agli assi principali, dalla (2.6) si ottiene

Oql S| 0 0 (s 4]
Gy = Oall =0 sy O oy (2.22)
Oalll 0 0 s o

relazione che esprime il vettore tensione sulla generica giacitura n, in funzione degli
sforzi principali.

Si supponga adesso che una delle tensioni principali, ad esempio sy, sia nuila. La
(2.22) allora mostra che la componente g,u1 risultera nulla su qualunque giacitura, cioe
che il vettore g, sara sempre contenuto nel piano ortogonale a nyy; . In tal caso, lo stato
tensionale si dice piano.

Senza perdita di generalita, si pud identificare la direzione ny; con 'asse z; essendo

a,
Ng=q 0y
Ay

Figura 2.9



