Matricola: 5/02/2021

Esame di Calcolo delle Probabilita

(2 ore e 30 minuti)

Si prega di scrivere in maniera chiara, risposte non leggibili non saranno corrette.
In tutti gli esercizi si richiede di illustrare il proprio lavoro.

Esercizio 1 (15 punti). Livio ed Alessandra partecipano al sequente gioco. Esaminano il
primi due numeri estratti sulla ruota di Venezia (VE) del Lotto (due numeri distinti, scelti
uniformemente tra 1 e 90):

e se entrambi © numeri sono pari, vince Livio e il gioco si conclude;
e se uno dei numeri € pari e laltro dispari, vince Alessandra e il gioco si conclude.

Se invece entrambi i numeri sono dispari, Livio e Alessandra aspettano l’estrazione successiva
della ruota di VE e applicano le stesse regole per decidere se vince l'uno o laltra (e il gioco si
conclude) oppure se il gioco prosegue con l’estrazione successiva; e cosi via.

Per ogni n € N definiamo gli eventi

e B, = “i primi due numert dell'n—esima estrazione della ruota di VE sono entrambi pari”;

o C, =% primi due numeri dell'n—esima estrazione della ruota di VE sono entrambi
dispari”;

e D, =% primi due numeri dell’ n—esima estrazione della ruota di VE sono uno pari e uno
dispari”.

Sia T la variabile aleatoria (a valori in NU {oo}) che indica la durata del gioco, cioé {T = n}
e l'evento “il gioco si conclude all'n—esima estrazione della ruota di VE”. Sia infine

A = “l gioco si conclude con la vittoria di Alessandra”.

(a) Si calcolino le probabilita f = P(B,,), v = P(c,), e d = P(D,,). Si osservi che non dipendono
dan eN;

(b) pern € N si esprima l'evento {T = n} in funzione (di alcuni) degli eventi { By, Ck, Dy }ken
(mediante unioni, intersezioni, ecc.). Si identifichi la legge di T. Qual é la probabilita che
il gioco finisca in un numero finito di turni, i.e., quanto vale P(T € N)?

(¢) Simostri che la probabilita che il gioco si concluda al turno n con la vittoria di Alessandra é
pari a v 1. Si deduca la probabilita che il gioco si concluda con la vittoria di Alessandrdl.
St descriva un algoritmo in R per verificare questo risultato empiricamente.

E_ _1

'Suggerimento: Si ricordi che se |z| < 1 allora > 2, -
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Soluzione. (a) Dato che le estrazioni sono indipendenti

(b)

(c)

B=P(B,) =P(B), 7=PC,)=PC), e &=P(D,)=PD).

Iniziamo da B. Possiamo utilizzare l'ipergeometrica in cui nell’urna ci sono 90 palline di cui
45 rosse (corrispondenti ai numeri pari) e 45 bianche (corrispondenti ai numeri dispari),
da quest’urna estraiamo due palline e vogliamo calcolare la probabilita che siano entrambe
rosse oy as
6'_'P(£ﬁ)(2) .(O) __gg
- 90 -0
) 8
Similmente (45) (45) (45) (45)
: 22 : 45
;) % ) %
L’evento {T = n} si verifica se le prime n — 1 estrazioni hanno dato un numero pari e uno
dispari e [’estrazione n ha dato o due numeri pari o due numeri dispari da cui

{T =n} = ("MZiC) N (B,UD,) = (NZ1Cy) NCY.
Quindi dall’indipendenza degli eventi otteniamo che
BT = n) =" (1 =),

per cui T € una geometrica modificata di parametro (1 — 7).

Infine
P(TEN) =S P(T=m) = 37" (1= = (1=8) > = =2 =1
n=1 n=1 k=0

cioe quasi certamente il gioco terminerd in un numero finito di turni.
L’evento “Alessandra vince all'n—esimo turno” puo essere scritto come
n—1
AN{T =n} = (NZ{Cx) N Dy,

per cui
P(AN{T =n}) =~""14.

Si ha che
A= U, (AN {T = n}),

poiché 'unione e disgiunta abbiamo che

> = > ) 45/89
P(A) =) PAN{T=n})=> v 15:527’“:1_7:1_2/2/89:45/67.
n=1 n=1 k=0

Possiamo verificare questo risultato tramite il teorema dei grandi numer: e il software R
con il sequente codice
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n=1000000;
s=0;
for(i in c(1:n)){
estratti=c(1,1)
5|  while(estratts [1]///2==1 &6 estratti [2]//2==1){
estratti=sample(c(1:90),2,replace=FALSE)

N

.

2==0 &6 estratte [2]//2==1))1
s=s+1;
}
}

10
11

}

12| p_empirica=s/n

if ((estratti[1]})2==1 &6 estratts [2]))2==0)]] (estratti[1]})

dove operatore afnb restituisce il resto della divisione intera di a per b.

Esercizio 2 (10 punti). Siano {X,} variabili aleatorie indipendenti definite su uno spazio di
probabilita (2, A,P), con leggi marginali X,, ~ Esp(\,) dove A\, =3+ % + (=)™

(a) Si determinino due sottosuccessioni {X,, } e {Xm,} che convergano
verso due variabili aleatorie con leggi distinte;

(b) L’intera successione {X,} ammette limite in legge?

Soluzione. (a) Scegliamo ny = 2k e my = 2k + 1 per k = 1,2,....
Xn, ~ Esp (4+%) e X, ~ Esp (2+%).

Consideriamo la funzione di ripartizione di X,

P = 0 t <0,
nk( ) - 1 e—<4+%>t t > 0’
da cui
Y 0 t <0, |0 t <0,
nkgnoo 1— e_<4+%)t t> O’ o 1—e ™ ¢ >0,
cioe Xy, 5Y conY ~ Esp(4).
Consideriamo ora la funzione di ripartizione di X,,,
o) — 0 t <0,
m(0) =9 | () {0,
da cui
Y 0 t <0, |0 t <0,
nkgnoo 1— e_<2+%)t t > O’ o 1—e 2 ¢ >0,

cioé Xy, 5 7 con Z ~ Esp(2).

in legge per k — oo

Abbiamo quindi che
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(b) {X,} non ammette limite in legge in quanto se avessimo X, 5 W pern — oo ogni sua
sottosuccessione dovrebbe convergere in legge a W, ma nel punto precedente abbiamo trovato
due sottosuccessioni che convergono a due limiti differenti.

Esercizio 3 (15 punti). Sia X wuna variabile aleatoria assolutamente continua con densita

0 x <0,
fx(x) =321 y(z) = ¢ 32* 0<a <1,
0 x> 1.
Si consideri la variabile aleatoria
A = —log(X).

(a) Si calcoli la funzione di ripartizione della variabile aleatoria A e se ne identifichi la legge;

(b) Consideriamo la sequente equazione di secondo grado per lincognita x, con coefficienti
determinati dalla variabile aleatoria A:

2%+ 3Ar +2A* +4 =0.
Qual ¢ la probabilita che l’equazione non ammetta soluzioni reali?
Soluzione. (a)
Fa(t) =P(A<t) =P(—log(X) <t) =P(log(X) > —t) =P(X >e ).

Osserviamo che, set >0, allora e <1 e che, set <0, allora e™® > 1. Per cui, pert >0
abbiamo

o0 1
Fu(t) = / 3271 (2) = / 32%(z) = x?’};t =1—-e?.

Set <0 allora Fs(t) = 0. Riassumendo

0 t <0,
FA<t>:{ 1 — 3t tZO,

cioé A ~ Esp(3).
(b) L’equazione considerata non ammette soluzioni reali se e solo se
(3A)% —4(24% +4) < 0,

cioe se
A? < 16.

Poiché A > 0 quasi certamente abbiamo che
A2 <16 A< 4.
Per qui
P((3A)* —4(2A4% +4) < 0)=P(A<4)=P(A<4)=F 4)=1—-e "
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Esercizio 4 (10 punti). Siano X e Y due variabili aleatorie reali, definite sullo stesso spazio
di probabilita. Assumiamo che la variabile aleatoria (X,Y) sia assolutamente continua con
densita congiunta

fX,Y(‘Tv y) = Ze_x_ylA(xay)a
dove A= {(x,y) e R*: 0 < z < y}.

(a) Si determinino le densita marginali di X eY;
(b) Le variabili aleatorie X e Y sono indipendenti?

Soluzione. (a) Ricordiamo che, detta fy(y) la densita marginale di Y si ha che

fr(y) = /_°° fxy(z,y)dx

e similmente

fx(z) = /00 fxy(z,y)dy

—00

con fx(z) la densita marginale per X.

Iniziamo a calcolare fy(y). Se y <0 si ha che A =0 quindi fy(y) =0. Se invece y > 0 si
ha

fry) = /OO fxy(z,y)dx

- / 2e7 " V1 y(z,y)dx

y
@ / 2" Y
0

— 2677}
=2 Y(1—e),
dove (a) seque dal fatto che pery fissato x puo variare fra 0 e y.
Passiamo a fx(x). Se x <0 si ha che A =10 quindi fx(x) =0. Se invece x > 0 si ha

fx(z) = /OO fxy(z,y)dy

—00

= / 2"V 4(w, y)dy

— 00

® / 2e" " Vdy

=2 [~ V] =2 F(e") = 2,

dove (b) seque dal fatto che per x fissato y puo variare fra x e co. Osserviamo che X ~
Esp(2).

(b) Poiché fxy(x,y) # fx(x)fy(y) si ha che X eY non sono indipendenti.
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