Matricola: 18/01/2021

Esame di Calcolo delle Probabilita

(2 ore e 30 minuti)

Si prega di scrivere in maniera chiara, risposte non leggibili non saranno corrette.
In tutti gli esercizi si richiede di illustrare il proprio lavoro.

Esercizio 1 (15 punti). Consideriamo il sequente gioco: lanciamo prima un dado non truccato.
poi estraiamo una pallina da un’urna scelta in funzione del risultato del lancio del dado, piu
precisamente: 'urna A ¢ scelta se esce 1, 2 0 3; B se il dado da come risultato 4 0 5; C se il
risultato e 6. Le urne hanno la sequente composizione:

e nell’urna A ci sono 2 palline rosse e 2 gialle;
e nell’urna B, 3 gialle e 3 verdi,

e nell’urna C, 2 verdi e 1 rossa.

(a) Qual é la probabilita che la pallina estratta sia rossa?
(b) Supponiamo di estrarre una pallina verde. Qual e la probabilita che provenga dall’urna B?

(c) Se si ottiene una pallina gialla, qual é la probabilita che il dado abbia dato come risultato
37

(d) Qual & la probabilita di non ottenere una pallina verde sapendo che il dado ha dato come
risultato 3 0 67

(e) I due eventi estrarre dall’urna C' e ottenere pallina rossa sono indipendenti?

Soluzione. Definiamo 1 sequenti eventi
o A: sipesca dall’urna A (cioé il dado restituisce 1, 2 0 3);
e B: sipesca dall’urna B (cioé il dado restituisce 4 0 5);
e C': sipesca dall’'vrna C (cioe il dado restituisce 6);

D

;o il dado restituisce j, 3 =1,...,6;

R: si estrae una pallina rossa;

G': si estrae una pallina gialla;

V' si estrae una pallina verde.
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(a) Vogliamo sapere P(R). Sappiamo che
P(R) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) + P(R|C)P(C).

Inoltre abbiamo che

P(A) = 1/2
P(B) =1/3
P(C) =1/6
P(R|A) = 1/2
P(R|B) =0
P(R|C) =1/3,

quindi

P(R)=1/2-1/2+0-1/3+1/3-1/6 = 11/36.
(b) Vogliamo conoscere P(B|V). Usando il teorema di Bayes otteniamo

#(o) - PP

Sappiamo, banalmente, che P(V|B) = 1/2 e che P(B) = 1/3. Resta da calcolare P(V).
Procedendo come nel punto precedente otteniamo che

P(V)=P(V|A)PA)+P(V|B)P(B)+P(V|IC)P(C)=0-1/2+1/2-1/3+2/3-1/6 = 5/18.

Otteniamo quindi
1/2-1/3

PBIV) = 5/18

= 3/5.

(¢) Dobbiamo calcolare P(Ds|G). Procediamo ancora col teorema di Bayes

P(G|D3)P(Ds)

Ovviamente P(D3) = 1/6 e P(G|D3) = P(G|A) = 1/2, inoltre possiamo calcolare P(G) =
1— (P(V) +P(R)) = 1— (11/36 + 5/18) = 15/36. Allora

1/2-1/6

=1/5.

(d) La probabilita cercata ¢ P(VC|D3U Dg). Sappiamo che P(VE|D3UDg) = 1—P(V|D3U D).
Calcoliamo quindi P(V|D3 U Dg). Dalla definizione di probabilita condizionata abbiamo

P(V N (D3 U Dg))
P(D3 U Dg)

P(V|Ds U Dg) =
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Sappiamo che VN (D3UDg) = (VND3)U(VNDg). Per costruzione abbiamo che VN D3 = (),
quindi V N (D3 U Dg) = (V N Dg). Possiamo calcolare P(V N Dg) come seque

P(V N Dg) =P(V|Dgs)P(Dg) = P(V|C)P(Dg) =2/3-1/6 =2/18.
Quindi abbiamo che

P(VIC)P(Dg)  2/18
P(D3sUDg)  1/3 =2/6,

da cui
P(VC|DsUDg) =1—2/6 =4/6.
(e) Sappiamo che P(R|C) = 1/3 e abbiamo calcolato che P(R) = 11/36, quindi P(R|C') # P(R)

per cui R e C' non sono indipendenti.

Esercizio 2 (25 punti). Sia X una variabile aleatoria con distribuzione di Pareto di parametro
a >0, cioe con densita
0 r<l1
f(ﬂ?) - { # r>1
(a) Per quali valori di «v esiste il valore medio di X ? Calcolarlc@;
(b) Per quali valori di « esiste il secondo momento di X ? Calcolare Var(X);

(c) Determinare la funzione di ripartizione di X;

(d) Sia {X,}n una successione di variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione di Pareto di para-
metro o = 1 e sia Z, = min{ Xy, ..., X, }.Calcolare la P(Z,, > z), z > 1, e poi calcolare la
densita di Z;

(e) Mostrare che Z, converge in probabilita a 1 per n — oo

Soluzione. (a) Calcoliamo E(X)

+o00 +o00 +o00 00 OéSl <1
[t [t [T = :{ o o<
oo 1 ot 1 e al*a]1 a>1 = a>1

Poiché X > 0 quasi certamente abbiamo che X € L' per a > 1 e, in quel caso, B(X) = -2-.

(b) Calcoliamo E(X?)

+00 +00 +00 00 a—1<1
2 _ 2 O N «Q o o = _J oo a<?2
/OO xf(x)dx—/l xazo‘“dx_/l :caldx_{a—m;_ﬂ a—1>1 _{—Oﬁ a>2
1

Abbiamo che X € L? per a > 2 e, in quel caso, E(X?)

—=. Inoltre

= (6%
«Q « 2
Var(X) =E(X?) - E(X)* = - :
(X) = E(X?) ~ (X =~ — (2
1Suggerimento: Si ricorda che f;roo t%dt esiste finito se e solo se 8 > 1.

2Suggerimento: Osservando che Z, > 1 quasi certamente e utilizzando la definizione di convergenza in
probabilita si ottiene che. ..
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(c) Calcoliamo F(t) = P(X <t).

t 0 t<1 0 t=1 0 t<1
F(t):/oof(x)dx:{ff#dxt>l :{ :{1—i t>1

(d) Iniziamo calcolando P(Z,, > z) per z > 1

P(Z,>z2)=Pmin{X;...,X,} >2)=P(X; > z2,..., X,, > 2)
= _P(Xy > 2) =P(X; > 2)" = (1 -P(X; < 2))"

N

Osservando che Z,, e quasi certamente maggiore di 1 abbiamo che la funzione di ripartizione
F, di Z, ¢ data da

<
RO =Pz <0 =1-RZ>0={_, |5
t’n/

Differenziando otteniamo che la densita f, di Z, é

0 t<1
n(t) = n -
ro={% 1%
(e) Vogliamo mostrare che
lim P(|Z, — 1| > ) =0 ¥y > 0.
n—oo

Poiché Z, > 1 quasi certamente abbiamo che |Z, — 1| = Z, — 1, quindi

B(|Z, — 1] > n) = B(Zy = 1>0) = P(Z, >0+ 1) = g

in quanto n+ 1 > 1 e dove abbiamo utilizzato il risultato al punto precedente. Quindi

1
A P =t =) = i Gy =
Esercizio 3 (10 punti). Consideriamo un negozio aperto 365 giorni l’anno e denotiamo con
X, la variabile aleatoria che misura l'incasso ottenuto al j-esimo giorno dell’anno. Assumiamo
che le X; siano indipendenti e identicamente distribuite e abbiano distribuzione uniforme su
[0,50]. Si dia una stima della probabilita che il negozio incassi tra i 9.000 e i 10.000 euro in un
anno. Si descriva un algoritmo per verificare il risultato ottenuto su R.

Soluzione. Utilizziamo il teorema del limite centrale. Osserviamo innanzitutto che

1

E(X;)=25 e Var(X;) = D

(50)2.
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365 365
9000 — 365-25 _ > ;3 X; —365-25 10000 — 365 - 25
]P(gooogEijgm()OO):P( N < Nl < 565 3t
j=1 V12 V12 V12

~P(—0.45 < Z < 32)=P(Z < 3.2) — P(Z < —0.45)
=P(Z <3.2)— (1—-P(Z <0.45)) = 0.9993 — (1 — 0.6736) = 0.6729.

Possiamo usare il teorema dei grandi numeri per stimare empiricamente la probabilita. Per
esempio col sequente codice R.

n=100000

s=0

for (v in c(1:n)){
guadagno_annuo=sum(runif (365,min=0, maz=50))
if (guadagno_annuo<=10000 &6& guadagno_annuo>=9000){

s=s+1

}

}

p_empirica=s/n
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