Analisi Matematica I
prof. Antonio Greco
Limiti di successioni

Test

[101]

La tabella qui sotto riporta, nella prima colonna, alcu-

ne successioni.

Per ciascuna successione occorre indicare, contrasse-
gnando la casella corrispondente, se si tratta di una suc-
cessione convergente, divergente o indeterminata.

Scrivere nell’ultima colonna il limite della successione
considerata (se la successione ammette limite).

Succes- | conver- | diver- | indeter- | suo limite
sione gente | gente | minata | (se esiste)
2n O O O
—3n O a a
1
— O O O
n
2
O O (]
3n
(-1 O O O
(—1)% O O O
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Limiti di success. (2) PI‘Oblemi

)

Indichiamo con v/, come di consueto, la radice qua-
drata del numero reale t > 0. In altri termini, il sim-
bolo v/t rappresenta quell’unico numero reale non ne-
gativo il cui quadrato ¢ uguale a t. Determinare tutti
i numeri reali « tali che V22 = |z].

Verificare, applicando la definizione di limite, che

1
lim —— =0.
n——+oo n

Stabilire se la successione
(="
vn

ammette limite, e, in caso affermativo, calcolare il li-
mite

(=1
Jm N

[102]
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[103]

La tabella qui sotto riporta, nella prima colonna, alcu-

ne successioni.

Per ciascuna successione occorre indicare, contrasse-
gnando la casella corrispondente, se si tratta di una suc-
cessione convergente, divergente o indeterminata.

Scrivere nell’ultima colonna il limite della successione
considerata (se la successione ammette limite).

Successione | conver- | diver- | indeter- | suo limite
gente gente | minata | (se esiste)
2n O O O
(j%)” O O O
1
nt O O O
n
n
O O O
n+1
_]_ n
( ) O O O
N
V3 O O O
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Limiti di success. (4) PI‘Oblemi

1) Trovare il limite della successione (a,) appresso defi-
nita:
n? 4100 — V2
a, = :
V3 — Tn?

Suggerimento: dividere il numeratore e il denomina-
tore per n?.

2) Trovare il limite della successione (b,) data da
b, = Vn?+3n —n.

Suggerimento: sfruttare l'uguaglianza

vVn?2+3n +n
Vn24+3n —n=(vn2+3n —n
( )\/n2—|—3n+n

~ (Vn2+3n —n) (Vn?+3n +n)
B vn2+3n +n '

[104]
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Limiti di success. (5) TeSt

La tabella qui sotto riporta, nella prima colonna, alcu-
ne successioni.

Per ciascuna successione occorre indicare, contrasse-
gnando la casella corrispondente, se si tratta di una suc-
cessione convergente, divergente o indeterminata.

Scrivere nell’ultima colonna il limite della successione
considerata (se la successione ammette limite).

Analisi Matematica I
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Coeflicienti binomiali P I'Ob ].e mi

Successione conver- | diver- | indeter- | suo limite
gente | gente | minata | (se esiste)
1" O O O
n?—10"n O O O
(141" O O O
(1-2)" O O O
[n] (parte intera di n) O O 0
2 _
103’ n+—<\/g_):— n? . . -

Suggerimento: si indichi con la lettera e il limite della succes-
sione (1+2)", che esiste ed & finito (numero di Nepero). Posto

k:n—l,sinotichel—%: 1il per ogni k > 1.
k

I coefficienti binomiali si definiscono come segue:

n n!
k)T K (n—k)N L
() = = W

conne€Neke{0,...,n}.

)

5)

Usando la definizione (1), stabilire per quali numeri
naturali n e k sussiste I'uguaglianza

()= <2>

Introducendo l'indice di somma 7 = n — k, stabilire
per quali numeri naturali n sussiste I'uguaglianza

kzn: (Z) an—k bk — kzn: (Z) ak: bn—k‘
=0 =0

Semplificando la (1), stabilire per quali valori interi di
n>1ledike{l,...,n} sussiste 'uguaglianza

<Z):n....-(7;!—k+1)‘ )

Calcolare numericamente (1(2)0) servendosi della (3).

Usando la formula di Newton®), scrivere lo sviluppo
di (1+1)™

*) La formula era gia nota agli Arabi nel Duecento: v. Kline, Storia
del pensiero matematico, Einaudi, cap. XIII, par. 6, pag. 318.
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[107]

La tabella qui sotto riporta, nella prima colonna, alcu-

ne serie.

Per ciascuna serie occorre indicare, contrassegnando la
casella corrispondente, se si tratta di una serie convergente,
divergente o indeterminata.

Scrivere nell’ultima colonna la somma della serie con-
siderata (se la serie non ¢ indeterminata).

Serie conver- | diver- | indeter- | somma
gente gente | minata

+o00
>0 0 |
k=0
+oo 1

— O O
k=0 2
+oo &
> (=1) O O
k=0
+00
> 2k O O
k=0
+oo 1
kz_:()? O O
+oo ]

- O O
k; 10*
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Serie (2) Problema

Per ciascun valore del parametro x € R, stabilire il carat-
tere della serie

+
3

ZL‘k

o

i
I

[108]
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Parita e disparita TeSt

La tabella qui sotto riporta, nella prima colonna, alcu-
ne funzioni.

Per ciascuna funzione occorre indicare, contrassegnan-
do le caselle corrispondenti, se si tratta di una funzione
pari, dispari, oppure né pari né dispari.

Funzione pari | dispari | né pari,
né dispari

f(z) =1 (co- 0 O O
stante)

f@) =z 0| o | o
f(z) =2* O O O

flz)=¢€" 0 O O
f(z) = coshzx 0 O O
fw=kl | o | o | o

(parte intera)

f)=0(o| o | o | @O
stante)
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Limiti di funzioni Problemi

la) Indicato con € un numero reale positivo arbitrario,
stabilire se esiste un numero reale N tale che per ogni
x > N risulti

— € (—¢,€).

1
1b) Trovare il limite lim —.
r—+o0o I

2a) Trovare tutti i numeri reali x tali che 2? > .

2b) Trovare il limite lim 2.

T—r+00

3a) Indicata con [z] la parte intera del numero reale x
(cioe il piu grande intero z tale che z < z), stabilire
per quali numeri reali = sussiste la disuguaglianza

olrl < 97,

3b) Trovare il limite lim 2%.
T—>+00
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Funzioni razionali P I'Ob lemi

1) Trovare, separatamente, i limiti per x — +oo del nu-
meratore e del denominatore delle seguenti funzioni
razionali:

2z 2? — 423 x? — 423
z)=—F"7; g(v) = ———; h(2) = ———
f(2) = —ri gla) (0=

2) Trovare i limiti per x — +oo delle funzioni razionali

f, g e h come sopra definite.

3) Trovare un coefficiente m € R in modo tale che risulti

lim (\/xQ—i— 1 —mx) =0.

T—>+00
Suggerimento: vedere il problema n. 2 della serie [104].

4) Per ciascun xy € R, stabilire se la funzione f(z) = [z]
(parte intera di x) & continua da sinistra nel punto di
ascissa xg.

[203]
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Funzioni inverse P I'Ob ].e mi

1) Determinare il dominio e tracciare il grafico della fun-
zione f(x) = x + 1 — €82,

2) Determinare il dominio e tracciare il grafico della fun-
zione g(z) = 1 — log(e”).

3) Determinare la funzione inversa della funzione h(z) =
senh z, cioe ricavare la x dall’'uguaglianza

x —x

e —e€

> ¥

Suggerimento: passare all’incognita t = e”.
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La derivata PI’Oblemi

1) Poniamo f(z) = |z|z per ogni x € R.

a) Stabilire, applicando la definizione, se la funzione
f(z) ¢ derivabile nel punto z = 0.

b) Trovare I'equazione della retta tangente al grafi-
co della funzione f nel punto di ascissa xg = 0.

c¢) Tracciare il grafico della funzione f.

2) Fissato un parametro R € (0,400), poniamo y(x) =

VR — 22,

a) Determinare il dominio e tracciare il grafico del-
la funzione y(z). Suggerimento: elevare ambo i
membri al quadrato.

b) Scrivere I'equazione della retta tangente al grafi-
co della funzione y(z) nel punto di ascissa xy =
R/ V2. Suggerimento: si pud usare la geometria
analitica.

[301]
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Funzione gaussiana P I'Ob ].e Ima

Tracciare il grafico della funzione f(z) = e=*":

1

determinare il dominio;

\)

accertare la parita;

w

studiare la monotonia;

S N

trovare gli eventuali asintoti;

D

trovare le intersezioni con gli assi cartesiani;

)
)
)
) determinare il segno di f(z);
)
)
)

7) scrivere l'equazione della retta tangente nel punto di

ascissa xg = 0.

[302]
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Funz. circolari inverse PI’Oblemi

1) Indichiamo con f la funzione f(z) = senx per = €

=53]

a) Tracciare il grafico della funzione f(z) per z €

[—%,5]. Suggerimento: vedere la lezione del 16

dicembre 2020.

b) Trovare la derivata della funzione inversa f~!(y)
= arcseny (suggerimento: vedere la lezione di
venerdi 11/12/2020) e tracciare il grafico di f=*.

2) Indichiamo con g la funzione g(z) = cosx per = € |0,
7.

a) Tracciare il grafico della funzione g(z) per « € [0,
7.

b) Trovare la derivata della funzione inversa g~ (y)
= arccosy e tracciare il grafico di g .

3) Indichiamo con A la funzione h(x) = tgx per x €
(_%v %)
a) Tracciare il grafico della funzione h(z) per z €
(=3:3).

b) Trovare la derivata della funzione inversa h~!(y)
= arctgy e tracciare il grafico di h=?.

[303]
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La tabella qui sotto riporta, nella prima colonna, al-
cune funzioni. Per ciascuna f occorre indicare, contras-
segnando la casella corrispondente, se esiste una funzione
F:R — R tale che F'(z) = f(x) per ogni € R (in tal
caso, si dice che F' & una primitiva di f).

Scrivere nell’ultima colonna l'espressione di una tale
funzione F(x) (se la funzione f ammette primitiva).

Funzione Ammette Espressione di
f(x) primitiva F(z) (se esiste)
x 0Si/ NoO
x? OSi/ NoO
e’ O0Si/ NoO
e OSi/NoO
2 |x| 0Si/Noo|®
[x] (parte 0Si/ NoO
intera)®

1) Vedere il problema 1 della serie [301]
) Trovare F'(0) col teorema di Lagrange

[401]
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Calcolo integrale P I'Ob lemi

1) Calcolare i seguenti integrali:
™
/ senz dr (suggerimento: usare il teorema di valutazione)
0

2/3
V2 — 3z dx (suggerimento: sostituzione t = 2 — 3x)
—2/3

-3

1

/ dx (suggerimento: l'integrale ¢ ben definito?)
4 20+ 7

2) Calcolare I'area del semicerchio €2 individuato nel pia-
no zy dalle seguenti disuguaglianze:

e +y? <1,

y <0.

Suggerimento: non e necessario ricorrere al calcolo in-
tegrale.

3) Utilizzando la monotonia dell’integrale rispetto alla
funzione integranda, stabilire se sussiste la seguente
disuguaglianza:




