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LA CONTINUITa DELLE FUNZIONI

Ricordiamo innanzitutto che il limite

Qtf;o

prescinde completamente dal valore di

169

anzi, il punto 22 _ puo anche non ap-

partenere al dominio della funzione g&

Se pero tale punto appartiene al domi-
nio della funzione, possiamo confrontare

£(>’Co) con il limite (se esiste)

x_m, %zw

Consideriamo separatamente il limite
destro ed il limite sinistro.

CONgIDERIAMDO U NA aE:IXD) \p>_?

SE ES1STE FINITS \L LIMITE EST000

éWV J;‘vaj

e —> >t,

e se il limite destro coincide con il valore di
{Cxe)/ si dice che la funzione & CONTINUA

DA DESTRA nel punto > _

ESEMPIO: f(xj = [ xoek
S Treeuva, cHE Z{/vn, [z] [X"’

yc-a,z

IA/F’A‘:"F’\/QE >, € Z st Ha cue P
[74:] >t, [FER oOGar x e[ o, P+ «)
SE 1FVEC £ 2K ¢ Z ALLDQ sCcRIVIAM

[=] < > < Be]+ 1,
MA Allora, FER oM X—ELX"’J E(—_l+ 4>

7 HA l}ﬂ E%] ELATES| SecvE .

CONGID £z iAmo U NA aEi (Q,I YL} \

SE E51STE BT \L Lim T SINIS T 2o
éym/ —%va

L. SIVISTRO ) .
e se il limite destre coincide con il valore di

£(x°> si dice che la funzione & CONTINUA

SINI5TRA
DA BESTRAnel punto >_



Problemi [203]

1) Per quanto visto nelle scorse lezioni,
e immediato constatare che:

Méﬁ2+ 4) — 4+

H—> 4 O

> —= + 00

2) Per quanto visto la scorsa lezione,
si riconosce immediatamente che:
2K

% 2

=210l T+

=

A questo proposito ci si puo chiedere se

la funzione

2%
£(7> R

> + 1

assume valori positivi o0 negativi. Per ri-
spondere, studiamo la disequazione

> (O

2K

>¢2+ 1
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Siccome il denominatore
z
XY 4+ 1
soddisfa per ogni x reale la re-
lazione
2
x +~1 =1 = O/

la disuguaglianza

2 >

— ®

> <+
equivalea » >

Quindi la funzione f(x) ha il
segno di x, cioe e positiva per
x > 0, nulla per x = 0, e nega-
tiva per x < 0, e percio possia-
Mo scrivere

ﬂ/'m 2% B &i_

A>T 12-4- 1

Cerchiamo ora il limite

: oo ot
e 7

s —=>Foo A + 1

~

Per quanto visto la scorsa lezione,

si riconosce immediatamente che:

= 7 00,

Lo el
2
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2
Infine, si trova: o (rm X> (4 n >>L 4

2 > W+’rnx W max
b o :

=—4

> 420 253+ 4 Si vede fin dall'inizio che, se m e ne-
gativo o nullo, si ha
. . . fz
Infatti si ha che: ‘S X —mx X2t | P %5()
A - \
96_2——/%5 = —4 QUIN D\
= o /1 X — m X 2
X+ r 7N =
1 =
FER A/ > (D EPeraaam_mxﬁer
H—=>4+K
S/ E % :,; Pertanto prenderemo m positivo.
4 Ma allora
?
7 W—#’mx —> 400,
= )+ 3 — /1 X—> 4+
2L >+ X0 J
In conclusione, prendendom =1
) AT=41 Sse Jz=, si ha
?
W—'m)t — m—
ME 25 NOV 2020
3) Seguendo il suggerimento, scri- o ,2 x>t O
viamo: XA+ %

\g X% 44 — my = Ellérr]r?:e il valore m = 1 risolva il pro-
(E2p.

Osservazione: il procedimento

5 seqguito si basa sull'uguaglianza

m‘”‘" <m+ﬂmx> <m+ X<m,x):

2_/

= —Xz"‘/t-'—){—

/\ L SUIND|

?
{2 4 . 4
1244 — X
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Interpretazione grafica

le=\/>%1 ¢

~
UNA FUNZ loNe PARI PercHE

r)o T -
= ‘/X_ZT,,/z £C>c)/

e wortee [(0) = [ €

SUUA [ alq > [xZ _ |y

QUIN
Pl > x> >

per ooni x € K : 1L GRAFI-
co pi %(;Q GIACE AL DISOFPRA

X, xXxz0
Pl Querwo by Ill: / ~
— X, >L<0

Il grafico di f(x) € una curva
nota dall'antichita: € un ramo
di iperbole.

I
[

AN

4
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Il fatto che la differenza
f(x) - y(x), dove y(x) = x,
tenda a zero per Xx_, ;o0
si esprime dicendo che la
retta di equazione y = y(x)
e un ASINTOTO per la
funzione f(x) per x _, ..o

ASINTOTI ALL'INFINITO

DATA N4 {-{% +W>__>//€/ oV —

VERO UNA j; (JO/ E) — R

cl CHIED\WO se £51sTOAN ’)77J (7
TALI CHE RIsvLTI

Oim @(x)—qu)>: &

2= 40

Dove g(x)=4ux+7- SCRIVIA Mo 4~

LoRA

ey —mox—gq = x(f(") o _;)

o
E O05cpRViamMo Cvle &M —)(— — 0 QUIN —

> 40
N ;Eé‘)
DI E ANecE S5ARI0 cHe s RaPPorRTo —2—

ABBIA IMaE Fiudo: CoNPIZiode peces —

S4R\A AFPWerle” () A4 g 4 inv/roro
Per >—» 40 E CHE IL LImiTE DI _}%——

Pele >—> 40 ESISTA EiN TO. N T4L CASg,

Poram o s — %«w ;f(: |

X—> +Q
A QUESTo PUNTS, E NECESSARIO E SUF-
FiclenTE cHE (o) — M ABZIA (I~
MITE FIN 170, 4 ANCHE QuesTo AVILENE,

pomAM o o\: &/\M (;(1)— ’h1>'L> £

A +0

L4 ReTTA = ’mx+ﬂ £ L'dsiwro-

To b f(x) Per t—> 0.
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Esempio: nella lezione

del 25 novembre abbia- tsemMPlo: (A EuA 2 oo
mo verificato che la ret-
ta di equazione y = X ME @t> — ,/{_ HAa O A,
€ un asintoto per la 2L
funzione T — T —

%Pﬂ)zm S\WWTeTo VERTICALE D
e X —> 4 0O EQUAZIONE > = ()

/

Esempio: per parita, si pud ,r‘?’”‘—“""o Vere-
affermare che la retta y = -x Ate = »
e un asintoto per la stessa Ao ToTo ©RZZON TALE <
f(x) per x 5O —_ O Xf
ASINTOTI ORIZZONTALI \

L(AS(A/rgw St Dlce ORTCzoNTALE <6 4%:(9
covbDlzloNe NecessaR U & supFIC(ENTE

, Problema n. 4, serie [203]
AFFiNcHe {(u) ABBIA YN fSiwToTOo ORIZ -

ZONTALE PER X—> 40O E cHE L ti— Pé[z QUANTO VISTO I Q0 /(//
MiTe DI £LX)Es/sr4 FlvTo v 74, /

CASO ('AswoTo HA eQu 4 2lone y:ﬂ WJALLOQA E’L]
KV'M £K>- —{

CoON =
g‘ A ¥R

= X, —/] feER osNl >x

ESEMPIO: la retta di equazioney =0
(I'asse x) & un asintoto orizzontale per S )_20-4, Xo ) BUIND|
la funzione f(x) = 1/x per x _5 4 -

Etere X —s — o0 VepeEre CA ) _ ~
lez1 ONE DL Ao o\fé//lgfac—:) A, [ ]= =12 (=]

ASINTOTI VERTICALI

= 5T

QUIVD! LA Eu/SIoNE

Se RISULTA | cod WA QUA=  [2( € pigconmaua
LUN Que scelTA Del SesN|

U, 1) =00

X —=> 2,

P4 Swistiea (N %éZN

Sl DICE cHe (A RETTA X=X,
E UN AS(WToTo VERTICALE.
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KESTA DA STODIARE

L Aso e RN\ 7

N TAL CAso sl A
[xg]< Mo £ [X;]*ﬂ

MA ALLO RA, e O—

SN DCC’E[%] >{O>
R1SVCTA [;@: onj

fn [<1 = [x.]

IN co/ucwg/o/l/; LA
FON ZloNE g@;) = B{j
E CoANTINUA SA (N (-
STRA IN ON PuvTO >,

s £ Soro Se >(bgf Z_/
POVE L sMZoLo J vie-
NE DA TEDESCO ZAH L_E/\//
CHE \(Uel d>lre A/UMEQI/
ED € cTATo SCELTO DAL

GRoPPo RLOURRA K| Fen
DeNoTARE LIINS(EMe
Del NomelRl IvTe (21

(RELATI\/J >

In generale, le rappresenta-

zioni grafiche sono utili ed

efficaci, ma non costituisco-

no dimostrazione nel senso
moderno del termine.
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INSIEME AL CiMMBo-
Lo Z/ 51 DEVONY

AL 6RVFFO Kol)RRA K|
ANCHE | SWMiZo | /}\})

/Q) [/ @

CHE pgAfoT4U@/ =
§FETT1\/4M€/UTE/ e
S\eMeE D JuMERT AA-

TU QA(,(/ QAZ/O/UAL/)

REAL;) cw/z?w%(/
E LINgiEME \[UoT(
CHE e ("INGIEME CHE
NoA  UA ELEMEN T
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LA CONTINUITA' DELLE FUNZIONI
DI UNA VARIABILE REALE

Gli studi sulla continuita, e perfino
la definizione, sono stati sviluppati
nell'Ottocento, in particolare ad
opera di Karl Weierstrass. Si tenga
presente che, invece, il calcolo
differenziale fu inventato nel Sei-
cento.

PEFINISI s NE © UNA FuUA/-
=/ oMs £ (an) —> &

sl DICE CoNTIMNUA N UN
PUN T > &€ (GL, b) =&

W THE FomTO Tsed E

Co NMNTIAN/A =14 DA O —

STreA CHE DA SV s+ 24 )
OVVERCOD SE& [)sU/LTA

f@%>:f&mbégx>

o —> X _

Esempio.

Per quanto visto nella lezione del
20 novembre, la funzione f(x) = [X]
(parte intera di x) e discontinua in
tutti i punti di ascissa intera.

Le funzioni di uso corrente risultano
continue per effetto dei teoremi sui
limiti.

Esempio: la funzione f(x) = x & conti-
nua in ogni punto.

MA 24 NOV 2020

NV A= (@/u L4 Pef(—
N ISlotve D L/M;rE) :

TFlesATo pv PUAMTD

© )
=1 HA cHE
&VW A )Ca
e —=> >

rerent | feo — 1 | =

—_—
—_—

2, \c £ e

oo el b g )
coN DS — & g

-

~

Esempio: la funzione f(x) = x™~2 e con-
tinua perché possiamo scrivere:

@MVL X?:EAM >t -

> > 2, —> 2o

X

Per una ragione analoga, tutte le
funzioni potenza f(x) = x”n sono
continue per ogni n intero positivo:

@Wb an @WL Y. X

> 2l

— =2 = E@@

> > 2,
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Piu in generale, qualunque po-
linomio

P(DO :Z Q‘[{ ZK{

p—

e una funzione continua su tutto
['asse reale.

DEFINIZIONE: una funzione f(x)

si dice CONTINUA NELL'INTERVAL-
LO (a,b) se essa e continua in
ciascun punto di tale intervallo.

Se P(x) € un qualunque polinomio,
la funzione f(x) = 1/P(x) e continua
in tutti i punti del suo insieme di de-
finizione, cioe in tutti i punti x_0 tali
che P(X_0) 2 (O wEa77

S HA cHE

Vi — = 1
> ){_O PC)C-U P(}’a)

per la continuita del polinomio P(x)
e per il teorema sul limite del rap-
porto.

Per una ragione analoga, le funzio-
ni razionali Q(x)/P(x) risultano con-
tinue in ciascun punto che non sia
una radice di P(x).

GI 26 NOV 2020

Teorema: date due funzioni f(x)
e g(x), continue in un punto x 0,
la funzione somma f(x) + g(x),
la funzione differenza f(x) - g(x)
e la funzione prodotto f(x) g(x)
sono anch'esse continue in x_O.
Inoltre, se g(x_0) e diversa da O,
allora anche la funzione f(x)/g(x)
e continua in x_O.

Infine, se g(x_0) > 0, allora anche
la funzione

()"

\
E CONTINUA NeL PUNTO X,.

UeSTo Teoema DIs CEUDE i
TEOREM| sUI LIMITI ENUMN CLA-
TI 1L 12 NovemBRre VERIE)-

CHIAMO, AD E5eMPO, | 4 con-

TINOITA DELLA FulNzlonE

g(x) + ltx ).

Pe( lPoTee(/ S HUA CHE

W%@)— SG@ Z{C //2

x> Ay
o 807 0= Lol
@UNDL/ PER IL TEOREMA

SUL LwMiTe peliA §O/ULMA/

PoSCUUMO CcRIVERE

ﬂw (SL >+o@c> {“r f

A>Ao

“(}+3)6)
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LA PROPRIETAS DI cous—
TNUITA' DELLA TEUuUZio-

_ 1)
Nz (l@c) >J(} ) CON ?
3 Lc;omwwe e 9z W

/
CoNTICNE CoME  CASL PAR-
TICOLAR| MOLTE |mMPerz—

GI 26 NOV 2020

é[/WLMé/UTé// Sl RICAVA
LA CoVTINVITL DEWE FUN-
Z lo Nl 2x 40 Y

) ) /

GEA}E(ZAL.E/ b’” con UN

QuaLuwgve | > (.

TAVTU PRoPRIcTAN DI coAf—
TINOITA' VEDIAMONE A(—

,2> PoNENDO gg@c) =Lk

cunNc.
4> (A COUTINUITAS DeA
Funzio Ne estoey Z 1A -

LE : PoSTo 3x>: e

Sl HA CHE (A FUNZIONE

(&M)g = & £ cou

TINUA IV ©BbAI 2, & //Z

Yere /Molg()} St ANoT]
CHE LA ON TINUITA

NELLE FuN 210 Ml CoSTAN-
Tl 5(7(); L sE6UE M-
MEDIWTAMENMTE DAL FAT—

To CHE /&/M/\ ;@) = _C

X=>Xo
PeR OGNl o € //Z

(COSTA/UTE> c ;@c)—; X Sl

WA LA ColTINUITA Pe((E
Fuwzion| poTenzA 0%

CoMe AD eCemMPIlO >62 M4
_ —1 1 -
ANCHE € = — € >
L
/1
— bere N INTERDO Pog(—
A
TwWo € x > 0 LA con-—

TINOITA PeE X < (O 5

v

e
=

PUO VERIFICARE (oL CAM~
AMEANTO DI VAR ZiLE

-
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E5emPP19. CERCHIAMO L LIMITE

.
ﬁw —= ) N X <O

PosTO >cJ—LL e = —3 >0

L LimiTe Dl\/c_/\/'l/A

b 4

D o= — )
t>t, =3 t>t £ t,

= 2 RISOULTATO CHE

Ky )
S| PUS ANCUE RICANARE
OIRE TUMm e /TE DAL TEO—
ReEMA sur LimaTeE Decr
KA PPorTo.

NELA FAMIGLWU DELLE
FNZioM PoTel2A X
RIcN TRAND ANCHE

L N
X =/ % e, PO W
A M
GeNeame , ¥ = /_>C/7

PrROZLEMA @ > ol > o

E CoVTINVA IN x,=( 2

VE 27 NOV 2020

Possiamo rispondere affermati-
vamente applicando le cono-
scenze in nostro possesso. Pos-

siamo infatti verificare che, posto

VE 27 NOV 2020

Il primo membro si scrive im-
mediatamente:

aE(O):O"(:. (9/ PER ol > ()
Resta da verificare che

W+ % =)

X_?O

Usiamo la definizione di limite:
Preso = > () ceRcHIA-

Mo > > O Tace cue
LE DISUEVAGLIAU2E
—E < X< £
VALGANO FPER O &N|
xc (0 5).

LA PRimMA DISUGUVA S L | AM-
A E OVVIAmEATE S0D-
DISFATIA, PERCHE

e < X%

PeR o&Ml X > O
h\IOL_sz LA >15uguA«
Q,LIAMZA >C < &
EQUIVALE A > < CC/W
FER LA STRETTA Mon/p TO—
NIA DELLE Funziom! PoO-
TENCA coN ESPoENTE
Pos(TIVO (47 NO\/E//ZG/ZE)_

QUIADI RASTA PR DSE
5. 2
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Teoremi sulla continuita legati
alla completezza dell'insieme /2

1E£2: Teoemd deeel z£1R2)
E TEOREMA Del VALOR( /—
TERMED]

TEoREMA DESLI ZER! :
CONS DERIAMO UDNA UM -

Z (o E é 0[@2 b

fe C([=¢])
e ssewve ( ([@,b ) .
SIEME Dl TUTTE LE FJNV-
ZIoA| gi [Q,bj’—/? //€
CONTINUE N oGNI ;(QEL_Q,b]_

S5E | VAwrl DI [(x) A-

GLl E¢TREM| Sorn/O Dl —
Scoltbl, CloE <L

fe) f(b) < O
ALLORRA A FuNzIOAE
g FosciEDE ALMEAO
uAo Zereo, CloE £5(—
St ALMENO UV PUN-

TO X, € (&, b) TALE
CHE {;@D): 0

TACI PUVTL S( Dlco-
No ZzRU DellA FUA-

2o df-

VE 27 NOV 2020

TEOREMA DEI VALORI ANTESR -
ME D>

e (). = fors
), mvens ren oo c(f),

ﬁ(b>> LS\STe ALMEND UN X £ (@J}

L) TaLe cue f(x): /.
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osscfiNfzloye . L TeoRE - DimtosTrAzione Del T€oremA
MA DeccCt zerl € v cA- Degel zer| - prenDismo &
56 PARTCOARE DEL TEO-

REMA Pe| VALoR( mteRMmMg_ C [Q” ﬂ) £ SoPPoNlAmo cuE
[ INFATTL,  SE %g Co< ["“J %(Quj < ; L> bDCFI—
bj) SODDIgEA K}GL)- ;(U <O/ NIuMoO Pere R(COQQM/ZA Le SUC-
AltorA 1L VALoRre g:O £ cessten! (OL b > /&A)
UN JAlore NTERMEDIO FR/A M'> FOVENDO: @, = Q b

%@»> = ;Cﬂ ¢ @uwpl Pep G RN Mz O g - ;QLJ:Z,Q

IL TEoREMA pEl VALOQL IA/- a, st ;{/”«)2 O
T’EW’LED\) esisTe alMaEA/O VA Ao =

X, € (a,(o> TALE Cuc }{é@): /MM’ i ;MMJ(O

0 e UMD st peblce (A TES cosleche {Gl‘) < 0 Pere cert 72//'
Dl TCoReMd Decct 2er( /A, ce }QA)
VICeVSRSA, SI PUS RicAVARE IC P b s }[W j< O
TEOREMA DE[ VALeR( N TERME - "
Dl DAL TEORe MA decer 2! : CoStcCHE. RISOLTA %(E > = 0 It

PeesA ZEG CD<[a’b:S> coV }E(_‘q) OGNl M, PRoceb MeNTO PER R SE-
< ;(L> £ FIESATo;(E (%&)/ g(é))/ Z/oAfz-'_), Essenpo Q < Q,.. E

APPLICHIAMO TEOYZE/l;{/-\ DE 6L by < Em, Pere (A ComPle—

Zer( AUA Ful z/oNE >6> — gi TE22A ESigToNo | LimiTl

S A 5(@”»; < O b Q. = /4, [ éqc Z/;

M= 9 N —y +wo

—

2 £GD>~£ Z 0 QuAD| &~ MA SlcLome qu_a _ b-a

‘M

SsTE X, € (Q,b) TALE CHE 2

Ve DIRE CKHE ﬁ = /Z_ Ver | C H A~

;Q(Qfg = 0/ CloE ﬁf(%j :Oﬁ_ Mo cue PotTo >, = ﬂ, Sl Ha
]t(xo) =0

~
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EsscuDe afcs/uﬂ/uw&, Sl HA

f6e) = i )

DAL FATTe cde (O, —= >
)
M siccome | (0, ) & 0 pere

o6 | /rL) PeER IL TEoreEMA Det-
LA PermMANEN] 2A DEC SE EAO

fesciumo scriVeERE ;(%) O

M/AL.O SAME /UT_E

SEGUE ALLORA ;(@m

DA L —> X
;(xo) E Sic-
come ;(b ) =

;(L) = () @uiupl beve A-

VERS( ?ﬁ()ﬁo> = 0 come  Jo-
LEVAS(

S cue

H A

Dumosrrare ,

2. CON A STE SGA VECNLcA DI
sczZroNE St PUS DimMostTRARE

RemA DI WE /R STRA $&:  sE }[6
Cp([a,L)1> ALLORA ESISTOMO AL Me Mo

N PUNTo 7, € [0», E] ED AMENO VN

] TALL CcHE

Bl-
(L TEO.

Puve >, ¢ [
<

fi)<fe
[&,b] Sl SCRIVE : [:i]x {(7’) = /f(?lz)

b - Fore)

(%2) PR oM x ¢

ME 2 DIC 2020

OSePy4ZIONE LA FopMuLa
b.-a.- b=&
~ i "~
2

Sl DWMosTRA PER INDUZIONE. BA-
S pell' IMDUZIONE € 1. ¢4 S0

N=0: W TAL cASO SI UA

b-a

E QUESTO E VERD Per LA DerEINI—

zleve DL 4, =6 € ED: E

PASS0 |wDoTTI\OD!

RigucTe bm, A, =

SUPPONIAMYO CLIE

b-a
2"

PARTICOLARE 4LoRe Di 77'/

Pce v

£ OS¢EN-
VIAMO cHE FER CoSTRU2NE S HA

-0, = L8 4 boa
7 2 2

— _L_’i_

2/\44—4
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Applicazione: definizione della
funzione logaritmica.

Ricor>Amo INAV/ANZITUrTo CHE
. X 4 x
&AM/ e =z %/’M 2 = 40
x—=> +4 K= 10

((,EZ_IOA/Q DeL 12 A/O\/EMB/ZQ).

INOLTRE s/ HA

ZM e = l e—f:
X7 T~ +0
Al L= O
Lo €

(l/ED(—_'RC WU 2100E DEL 77/41)/ i
SAPPIAMO CHE (A Fua/zion/&
x N
g@‘) = & £ STRETTAMEANTE
CRESCENTE: LLe2loNE | mg/7—
N\
celLepl M NoVemMZRE.
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N
3 ex IL TEoRema e VdLo Rt INTER-
MEDC 4SS(CURA 'ESISTEN2A D

/Il ALMENO VN Do 6[‘2,5] TALE CHE

0 )c\f >
€ = .
SAPPI *s 0 g
0612/14;20 AVCHE CHE 6— P PeR (VANTE SONO (€ SoL UZIOA( Dl —
. Prese puwave g> o, STIMNTE D QUELTA EQUAZIO—
Cl CHIEDIAMO & E£SISTE UN >t & Ne ? UNA SolLA. Pud =s¢e/lee
2 tae cve &2 — g (\/e,— >4 72
= - . = £
Dere L4 (gz21oME DeL /(0/44)_ CoN >, < 2L, ? NO  PER-
LA RisPosTA € AFFEERMATIVA N cHE /C*f) E STRE TTAMENTE
\
VIRTU pelL TEOReMA DE| \JALO- CRE SCENTE

Rl INTEMED|. PRESO ) [
/

2
siccore o8 — 5 O o iUty
x> —-c0 /

'3 /\/ o’
@(g PER oenl > <1V, Flg— e = g

RePliLoco: Pt oGl UL{>O & -

siste uv YWico > clR Tdie cuc

RUINDI RESTA DEFINITA UNA FuUAa/ -

50 QUIUD| UM PUNTO g, (/\/ CO - .
ZioNeg g (0, +r/D> _ //@

1

7 [~ 92
SlccHE gﬁl): e < g( SICCO—
NEC RISPeTTO DELLA PeFIN (21 0MNE

ME g/x~—a+m 1S 0OCTA Dl FuNz(ONE. QUESTA FUNZ oNE
Xy 400 / S5 CHIAMA FulzZIoNE (064 R \T M/ -

€/x>g PzrR ocM( >¢>/\é E CA E s( INDICA co/l/j(g): %j

LS54 € CoN TWUA 1N VIRTO DE\ TEo0Re—
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