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Esame di Calcolo delle Probabilità
(Soluzioni)

Esercizio 1 (10 punti). Al gioco della roulette, in ogni giro esce un numero tra 0e 36, ciascuno
con la stessa probabilità p = 1

37
. Il numero 0 è “verde”, mentre i numeri da 1 a 36 sono divisi in

due gruppi: metà sono “rossi” e metà sono “neri”. Gaia e Moira giocano contemporaneamente,
per 10 giri consecutivi: a ogni giro, Gaia vince se esce un numero “rosso” mentre Moira vince
se esce un numero “nero”.Indichiamo con G e M rispettivamente il numero di giri in cui Gaia
e Moira vincono, e con N il numero di giri in cui esce il numero 0. Poniamo infine X := G+M
e Y := G+M +N = X +N .

(a) Si determinino le distribuzioni marginali delle variabili aleatorie G, M , e N .

(b) Si determinino le distribuzioni marginali delle variabili aleatorie X e Y . (Suggerimento:
Non è necessario fare calcoli.)

(c) Si spieghi perché V ar(Y ) = 0 e V ar(X) = V ar(N).

(d) Le variabili aleatorie G e M sono indipendenti? E le variabili aleatorie G, M , e N?

Soluzione. (a) Per costruzione si ha banalmente che

• G ∼ B
(

10, 18
37

)

;

• M ∼ B
(

10, 18
37

)

;

• N ∼ B
(

10, 1
37

)

.

(b) X è il numero di numeri diversi da 0 che escono in 10 giri, allora X ∼ B
(

10, 36
37

)

.
Ovviamente G+M +N = 10 sempre, allora P(Y = 10) = 1 e P(Y 6= 10) = 0.

(c) Y è la variabile aleatoria costante, quindi la sua varianza è nulla. Sappiamo che, per a ∈ R,
V ar(X + a) = V ar(X) e che V ar(−X) = V ar(X), allora

V ar(X) = V ar(Y −N) = V ar(10−N) = V ar(−N) = V ar(N).

(d) G ed M non sono indipendenti, 0 = P(G = 10,M = 10) 6= P(G = 10)P(M = 10). A
maggior ragione non sono indipendenti G, M , e N .

Esercizio 2 (15 punti). Isacco lancia freccette contro un bersaglio circolare di raggio pari a
24cm, diviso in tre regioni A, B, e C da due circonferenze di raggio pari a 8cm e 16cm, come
in figura.
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A ogni freccetta lanciata corrisponde un punteggio, determinato nel modo seguente:

• 15 punti se la freccetta colpisce la regione A;

• 5 punti se colpisce la regione B;

• 3 punti se colpisce la regione C;

• 0 punti se manca il bersaglio.

(a) Quando Isacco è riposato, le sue freccette non mancano mai il bersaglio e finiscono in un
punto scelto uniformemente dello stesso. Si determini la probabilità che una freccetta cada
in ciascuna delle regioni A, B, e C.

(b) Detto X il punteggio ottenuto in un lancio da Isacco quando è riposato, si determini la
distribuzione di X, mostrando che µ = E(X) = 5 e V ar(X) = 40

3
. (Suggerimento: Quali

valori può assumere X? Con quali probabilità?)

(c) Oggi Isacco è riposato e si appresta a eseguire 100 lanci (durante i quali non si stan-
cherà). Si stimi la probabilità che ottenga un punteggio totale maggiore di 573. Come si
può verificare empiricamente questo risultato tramite il software R?

Soluzione. (a) Visto che la probabilità è uniforme si ha che

• P(A) =
Area di A

Area totale
=

82π

242π
=

1

9
;

• P(B) =
Area di B

Area totale
=

(162 − 82)π

242π
=

1

3
;

• P(C) =
Area di C

Area totale
=

(242 − 162)π

242π
=

5

9
.

(b) X prende valori in {15, 5, 3} e si ha

P(X = 15) =
1

9
; P(X = 5) =

1

3
; P(X = 3) =

5

9
.
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Quindi

E(X) = 15
1

9
+ 5

1

3
+ 3

5

9
= 5,

inoltre

E(X2) = 152
1

9
+ 52

1

3
+ 32

5

9
= 115/3,

da cui

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 = 115/3− 52 =
40

3
.

(c) Chiamiamo Xj la variabile aleatoria che contiene il punteggio del lancio jesimo. Ovvia-
mente le Xj sono i.i.d. e sono distribuite come X del punto sopra. Chiamiamo Z ∼ N(0, 1)
e usiamo il teorema del limite centrale

P

(

100
∑

j=1

Xj ≥ 573

)

= P

(

∑100
j=1Xj − 100E(Xj)

10
√

V ar(Xj)
≥ 573− 100E(Xj)

10
√

V ar(Xj)

)

≈ P (Z ≥ 2) = 1− P(Z ≤ 2) ≈ 1− 0.98 = 2%.

Questo risultato si può verificare in R simulando molti gruppi di 100 realizzazioni di v.a.
con la stessa distribuzione di X e verificando quante volte in percentuale accade che la
somma dei risultati sia maggiore di 100. Per esempio si può usare il codice

n=1000000

s=0;

punteggio=c(15,5,3);

for (i in 1:n){

ris=sample(punteggio,size=100,replace=TRUE,prob=c(1/9,1/3,5/9));

if (sum(ris)>573){

s=s+1;

}

}

p=s/n

Esercizio 3 (10 punti). Si considerino due variabili aleatorie X e Y con densità congiunta

f(x, y) =

{

c(x2 + |y|) se 0 ≤ x, y ≤ 1
0 altrimenti

(a) Si determini c in modo che f sia una densità.

(b) Si determinino le densità marginali di X e Y . X e Y sono indipendenti?
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Soluzione. (a) Affinché f sia una densità serve che f ≥ 0 quasi ovunque e che
∫

R2 f(x, y)dxdy =
1. La prima condizione è soddisfatta per c ≥ 0. Passiamo alla seconda

1 =

∫

R2

f(x, y)dxdy = c

∫ 1

0

∫ 1

0

(x2 + |y|)dxdy (1)

= c

[
∫ 1

0

(
∫ 1

0

x2dx

)

dy +

∫ 1

0

(
∫ 1

0

|y|dy
)

dx

]

(2)

= c

[
∫ 1

0

1

3
dy +

∫ 1

0

1

2
dx

]

(3)

=
5

6
c (4)

quindi c = 6
5
.

(b) Iniziamo da fX

fX(x) =

∫ 1

0

6

5
(x2 + |y|)dy =

6

5
x2 +

3

5
.

Calcoliamo ora fY

fy(y) =

∫ 1

0

6

5
(x2 + |y|)dx =

2

5
+

6

5
|y|.

Ovviamente f(x, y) 6= fX(x)fY (y) quasi ovunque, quindi X e Y non sono indipendenti.

Esercizio 4 (10 punti). Siano (Xn)n variabili aleatorie i.i.d. con densità marginali

fXn
(x) =

1

2
√
x
1(0,1)(x).

(a) Si mostri che per ogni ε ∈ (0, 1) e n ∈ N si ha

P(Xn ≤ ε) =
√
ε.

(b) Per ogni n ∈ N, si calcoli la funzione di ripartizione FMn
(·) della variabile aleatoria

Mn = max{X1 . . . , Xn}.

(c) Si mostri che la successione di variabili aleatorie (Mn)n converge in legge verso una variabile
aleatoria costante.

(d) Definendo per n ∈ N

Zn = n(1−Mn),

si mostri che per n → ∞ si ha che Zn converge a Z ∼ Esp(1/2) in legge.

Soluzione. (a)

P(Xn ≤ ε) =

∫ ε

0

1

2
√
x
dx =

√
x
]ε

0
=

√
ε.
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(b) Sia 0 ≤ t ≤ 1, allora

FMn
(t) = P(max{X1, . . . , Xn} ≤ t)

= P(X1 ≤ t, . . . , Xn ≤ t)

= P(X1 ≤ t) · . . . · P(Xn ≤ t)

= P(X1 ≤ t)n

= tn/2.

Quindi

FMn
(t) =







0 t ≤ 0,
tn/2 0 < t < 1,
1 t ≤ 1.

(c) Calcoliamo il limite puntuale di FMn
(t) per n → ∞ e per ogni t.

Caso t ≤ 0. limn→∞ FMn
(t) = limn→∞ 0 = 0;

Caso 0 < t < 1. limn→∞ FMn
(t) = limn→∞ tn/2 = 0;

Caso t ≥ 1. limn→∞ FMn
(t) = limn→∞ 1 = 1.

Quindi FMn
converge puntualmente alla funzione di ripartizione di una variabile aleatoria

costante pari a 1, da cui

Mn
L→ 1.

(d) Calcoliamo la funzione di ripartizione di Zn.

FZn
(t) = P(Zn ≤ t)

= P(n(1−Mn) ≤ t)

= P(Mn ≥ 1− t/n)

= 1− P(Mn ≤ 1− t/n)

= 1− FMn
(1− t/n)

=







1 1− t/n ≤ 0
1− (1− t/n)n/2 0 < 1− t/n < 1
0 1− t/n ≥ 1

Quindi

FZn
(t) =







1 t ≥ n
1− (1− t/n)n/2 0 < t < n
0 t ≤ 0

Facendo il limite per n → ∞ otteniamo

lim
n→∞

FZn
(t) = lim

n→∞







1 t ≥ n
1− (1− t/n)n/2 0 < t < n
0 t ≤ 0

=

{

1− e−t/2 t > 0
0 t ≤ 0

Questa è la funzione di ripartizione di una variabile aleatoria Z ∼ Esp(1/2), quindi

Zn
L→ Z.
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Tabella 1:
1√
2π

∫ x

−∞

ex
2/2dx

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.508 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
0.1 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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Tabella 2: Legge, funzione di ripartizione, media, e varianza più importanti distribuzioni.

Densità F. di rip. Media Varianza

B(n, p) pk =

(

n

k

)

pk(1− p)n−k np np(1− p)

Ipergeometrica pk =

(

r
k

)(

b
n−k

)

(

b+r
n

)

nr

b+ r

nrb(b+ r − n)

(b+ r)2(b+ r − 1)

P (λ) pk = e−λλ
k

k!
λ λ

G(p) pk = p(1− p)k 1− (1− p)k+1 1− p

p

1− p

p2

Esp(λ) f(x) =

{

λe−λx x > 0
0 x ≤ 0

F (x) =

{

1− e−λx x > 0
0 x ≤ 0

1

λ

1

λ

2

N(µ, σ2) f(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/(2σ2) µ σ2

Γ(α, λ) f(x) =







λα

Γ(α)
xα−1e−λx x > 0

0 x ≤ 0

α

λ

α

λ2


