Soluzioni 20/01/2020

Esame di Calcolo delle Probabilita

(Soluzioni)

Esercizio 1 (8 punti). Considera un’urna contenente r palline rosse e b palline bianche. Si
estraggono senza reimmissione n < r + b palline. Definiamo 1 sequenti eventi

o R; =la j—esima pallina estratta ¢ rossa con 1 < j <mn;

o B; =la j—esima pallina estratta ¢ bianca con 1 < j < n;

e RY) =yengono estratte esattamente j palline rosse con 1 < j < n.
Calcola le probabilita dei sequenti eventi

(a) P(R;) per ogni 1 < j < n; (a) P(Ry|B1);

(b) P(RV); (b) P(RV|Ry).

Esercizio 2 (12 punti). La macchina My, costituita dagli apparecchi A, B, e C disposti in
serie, non e piu funzionante se almeno uno dei tre si guasta. La macchina My, costituita dagli
apparecchi A, B, e C' disposti in parallelo, smette di funzionare se tutti e tre si guastano. Gli
apparecchi sono uguali e indipendenti. Detta T' la variabile aleatoria che misura il tempo di
vita (in anni) di ciascun apparecchio si ha che T ~ Esp(0.3). Considerando le due macchine
indipendenti calcolino la sequenti probabilita

(a) Entrambe le macchine continuano a funzionare dopo un anno di vita;
(b) Almeno una delle macchine continua a funzionare dopo un anno di vita.

Esercizio 3 (10 punti). Sia (X,Y) una variabile aleatoria bidimensionale con densita

Losex? 4942 <1,

flay) = { 6 altrimentsi.

(a) Dimostra che f ¢ una densitd;

(b) Calcola la speranza matematica di XY ;

(¢) Calcola fxy(z,y).

Esercizio 4 (5 punti). (a) Si lancia una moneta non equilibrata 100 volte e si ottengono 82
teste. Si puo dare una stima della probabilita p di ottenere testa?

(b) Supponiamo ora di sapere che p = 0.75, si dia una stima della probabilita di ottenere un
numero di teste compreso tra 75 e 85. Descrivi come potresti verificare empiricamente
questo risultato utilizzando R (o un altro software a tua scelta).

Esercizio 5 (15 punti). Sia Q2 = R e sia A = B la o-algebra dei Borelliani su R. Definiamo
la funzione P : A — [0,1] come
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(a) Dimostra che (Q, A,P) é uno spazio di probabilita;

(b) Sian €N, perw € definiamo

1
Xp(w) =w — —.
W) =w-—

Assumi che X,, sia una variabile aleatoria. Qual é la sua densita?(Suggerimento: Considera
la funzione di ripartizione

ro-pnzor(fo-ted) o[ et

da questa puoi calcolare la densita come. .. );
(c) Sia X(w) =w perw € Q. Dimostra che X, 5 X (Suggerimento: Dimostra che X, &5 X );

(d) Esiste un p > 1 tale che X, BXxe
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Soluzione (Esercizio [l). Scegliamo Q@ = {ry,... 1, b1,...,bp}".
(a) Consideriamo Rj, questo evento é identificato con il sottoinsieme {(z1,...,x,) @ ; €
{r1,...,7m}}, questo é, per ogni j, ovviamente in corrispondenza biunivoca con { (1, ..., x,)

1 € {r,...,r.}}. Ne seque che P(R;) = P(Ry) e ovviamente si ha che P(R;) =
Quindi

_r_
r+b"

(b) La probabilita di questo evento si puo calcolare usando la distribuzione ipergeometrica.
r b

() G.2))
(b+r) :

(c) Se alla prima estrazione é uscita una bianca questo implica che alla seconda estrazione
abbiamo r palline rosse e r + (b — 1) palline in totale, quindi

P(R(j)) —

r

P(Ry|By) = b1

(d) Dalla definizione di probabilita condizionata abbiamo

‘ P(RY N Ry)

P(RD|R) = ——
S P(R,)

Dobbiamo calcolare P(RY) N Ry). Osserviamo che

(R} = {RY N R} U{RY) N R},

dove quest'unione ¢ disgiunta. L’ evento {RY N RS} descrive la situazione in cui estraggo j
palline rosse in n — 1 estrazioni senza reimmaissione da un’urna formata da r palline rosse

e (b— 1) bianche. Allora
() G55)

P(RY N RS) =

(")
Ne seque
r b T b—1
P(RY) N Ry) = P(RY) — P(RY) N RY) = (jzb(ff)j) ) (jzb(";f)j) |
n n—1
Quindi

(65 OGE) [ otr

P(RO|R) = |2t - 2
G A o
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Soluzione (Esercizio 2)). Chiamiamo T, Tg, e Te le variabili aleatorie che misurano i tempi
di vita di A, B, e C, rispettivamente. Inoltre siano T e Ty le variabili aleatorie che misurano
1 tempi di vita di My e M.

Calcoliamo la legge di Ty usandone la funzione di ripartizione.

1-— FTl (t) = P(Tl > t) = ]P’(min(TA, TB; TC) > t) = ]P(TA > t, TB > t, TC > t)
Dall’indipendenza dei componenti e dalle leggi di T, Ty, e T otteniamo
1 — Fr,(t) =P(Ta > )P(Tg > )P(Te > t) = (e M) = e,

con A =0.3. Ne deduciamo che T} ~ Esp(3\).
Calcoliamo ora la funzione di ripartizione di Ty

Fr,(t) = P(Ty < t) = P(max(Ta, Ty, Te) < t) = P(Ty < )P(Ty < )P(T < 1),

dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato indipendenza di Ty, Tg, e Te. Ricordando la
legge di Ty, T, e T abbiamo

Fr(t) = (1—e)".

(a) Poiché abbiamo assunto le macchine indipendenti abbiamo

P(Tl > ]_,TQ > ].) (Tl > 1)]P>(T2 > ].)
= (1= Fr(1)(1 - Fp(1))

)
—e P (1= (1-¢)") ~ 032

(b) Sappiamo che ({T1 > 1} U{Ty > 1}) = {T1 > 1}°N{Ty > 1} ={T1 < 1} n{T, < 1}.
Allora

—PH{Ty > 1}U{Ty, > 1}) =P({T1 > 1} U{Ty > 1})°) =P(T} < 1)P(T; < 1),
dove 'ultima uguaglianza seque dall’indipendenza di T e Ty. Quindi

PH{Ty > 1} U{lr>1}) =1—Fr,(1)Pr(1) =1—e* (1 —e ) = 0.92.

Soluzione (Esercizio ). (a) Dobbiamo verificare che f > 0 quasi ovungue e che [g, f(x,y)dxdy =
1. La prima ¢é ovvia, la seconda seque da

1 1
f(z,y)dxdy = —/ dxdy = —7 = 1.
R2 ™

{x*+y?<1} T

(b) Si ha banalmente E(XY) = 0, infatti

1
E(XY) = —/ rydxdy = 0,
{z?+y2<1}

per simmetria del dominio d’integrazione.
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(c¢) Per definizione si ha

5 ~ f(z,y)
P 9) =50

per fy(y) # 0, dove fy denota la densita di Y. Calcoliamo la densita di'Y .

Vit 2 -

fr(y) = —dx = —/1—-y>
I T T
Allora
P e,
x,Y) = -y
A 0, altrimenti.
Soluzione (Esercizio d). (a) Denotiamo con X;, j =1,...,100, le sequenti variabili aleatorie

Y. — 1 j-esimo lancio esce testa,
71 0, j-esimo lancio esce croce.

Allora X; ~ B(1,p), dove p é la probabilita di ottenere testa. Dunque E(X;) = p.

Denotiamo con X, la variabile aleatoria

dalla legge dei grandi numeri sappiamo che

Xn£>p.

Allora abbiamo che
100

1
100 ZXJ ~ P,
j=1

e quindi ne deduciamo che
p ~ 0.82.

(b) Supponiamo ora che p = 0.75, allora

100 100
P (Z X; e [75785]> =P <75 <) x;< 85)

Jj=1 j=1
100 100

P (ij < 85) —P (ZXJ. < 75)
j=1 j=1

SUY X, —100p 85— 100p SO X, —100p 75— 100p
J < _P J

10y/p(1=p) — 104/p(1 —p) 104/p(1 = p) - 104/p(1 - p)

I
=

85 — 100p 75— 100p
~Plz<- " L | -Plz< L
( 104/p(1 —p)> ( 10y/p(1 — p))
~P(Z <231)—P(Z <0)
~ 0.99 — 0.5 = 0.49,
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Dove abbiamo usato il teorema del limite centrale per giustificare la quarta uguaglianza.

Questo risultato si puo verificare in R simulando molti gruppi di 100 lanci e verificando
quante volte in percentuale accade che il numero di teste sia compreso tra 75 e 85. Per
esempio si puo usare il codice

n=1000000

s=0;

moneta=c(1,0)

for (i in 1:n){
ris=sample(moneta,size=100,replace=TRUE,prob=c(0.75,0.25))
if (sum(ris)<=85 && sum(ris)>=75){

s=s+1;

}

}

p=s/n

Soluzione (Esercizio Bl). (a) Dobbiamo dimostrare che P é una probabilita. Calcoliamo P(S2).

11,00y () | 17%°
P(Q)) = —— dx = —dx = | — =1.
(&) /Q 2 . /1 2 o T,

La subadditivita contabile seque immediatamente dalle proprieta degli integrali.

(b) Calcoliamo la funzione di ripartizione di X,,. siat > 1

F(t) = P(X, <)

o(fe- o)

Pert < 1 si ha F(t) = 0. Possiamo calcolare la densita come derivata della funzione di

ripartizione
1
f<t>={ e 12

0 altrimentsi.
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(c) Dimostriamo che X, 5 X. Sia N = {w : lim,_,c0 Xpn(w) = X (w)}, si ha

1
N=Aw: limw+—=w}=Q.

n—oo n

Allora P(N) = 1 e quindi X, 5 X. Di consequenza X, 5 X,

(d) Sia p > 1. Calcoliamo la densita di X partendo dalla funzione di ripartizione. Sia t > 1

Fx(t)

P(X < 1)
=P({w<t})

I
o
€

Quindi abbiamo che la densita di X e

Lot>1
— t2 - )
Jx(t) { 0 altriment.

Verifichiamo se X ha momento di ordine p finito.

0o D 0o
/|x|pfx(x)d:p:/ @dx:/ P2 dz,
Q 1 L 1

map—22>—1perognip>1 e quindi
/ |z|? fx (z)dz = 0o per ogni p > 1.
Q

D1 consequenza X, 7LZ> X per ognip > 1.
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Tabella 2: Legge, funzione di ripartizione, media, e varianza piu importanti distribuzioni.

Densita F. di rip. Media Varianza
n k n—=k
B(n,p) pr = (k)p (1-p) np np(1 —p)
r b )
, G)(,° b(b+r —n)
I t _ k) \n—k nr nr
Pergeometrica | pr (> b+r  (b+r)2b+r—1)
/\k
P(\) pr=e = A A
k!
! I l-p 1-p
G(p) pe =p(1—p) 1—(1—p)"* — 5
p p
Ae ™™ x>0 1—e ™ >0 1 12
Esp() =07 120 Fo={,"" 120 3 3
No?) | fla) = e P
2mo
A% at1 o
(07 xr 0
(e, A) f@)={ T"* ¢ *~ @ @
A 22
0 <0
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