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MOTIVAZIONI

TALVOLTA SI E COSTRETTI, PER LA
DIFFICOLTA DEL PROBLEMA CONSIDE-
RATO, A RIPIEGARE SU DI UNA SOLU-
ZIONE APPROSSIMATA. QUESTO CAPI-
TA, AD ESEMPIO, QUANDO SI DEVE CAL-
COLARE IL VALORE NUMERICO DI T.

LE SERIE CONSENTONO DI ESPRIME-
RE RIGOROSAMENTE CERTE APPROSSI-
MAZIONI.

I, CALCOLO DI T E DA SECOLI OG-
GETTO DI STUDI APPROFONDITI. IN
PARTICOLARE, SI ATTRIBUISCE A LEIB-
NIZ (1674) LA SCOPERTA CHE

g_f (—1)F
4 _k;:o 2%k +1°

NEL 1997, INVECE, E STATA SCOPERTA
LA SEGUENTE FORMULA:

+00
1 4 9
”_;% 16k<8k+1 T 8k+4
1
- 8k+5
9
8k+6 /)

ULTERIORI INFORMAZIONI SU QUESTA
ED ALTRE FORMULE SIMILI SI POSSONO
TROVARE SULLA RIVISTA “NOTICES OF
THE AMERICAN MATHEMATICAL SO-
CIETY” (www.ams.org/notices, AGOSTO
2013, PAG. 847).

INTUITIVAMENTE, LA SOMMA DI UNA
SERIE E LA SOMMA DI INFINITI TERMI-
NI.

I TERMINI DA SOMMARE SI POSSONO
INDICARE CON LA NOTAZIONE aj, DOVE
L’INDICE k£ VARIA NELL'INSIEME N DEI
NUMERI NATURALIL.

DEFINIZIONE

PER DEFINIRE LA SOMMA DELLA SE-

RIE
+00

> (1)

k=0
SI CONSIDERA LA SUCCESSIONE DEL-
LE SOMME PARZIALI S,,, DETTE ANCHE
“SOMME RIDOTTE”, DATE DA

n

Sn = Z Qg

k=0
E SI PROCEDE COME SEGUE. SE ESISTE
FINITO IL LIMITE

lim S, (2)

n—-+00

SI DICE CHE LA SERIE (1) E CONVER-
GENTE, E LA SUA SOMMA E IL VALORE
NUMERICO DEL SUDDETTO LIMITE.

SE, INVECE, IL LIMITE (2) E 400 O
—00, SI DICE CHE LA SERIE (1) E DI-
VERGENTE A 400 O A —00.

SE, INFINE, LA SUCCESSIONE DELLE
SOMME RIDOTTE S, NON AMMETTE LI-
MITE, SI DICE CHE LA SERIE (1) E IN-
DETERMINATA.

L’ERRORE TIPICO

L’ERRORE TIPICO DEL PRINCIPIAN-
TE E QUELLO DI CONFONDERE TRA
LORO LE DUE SUCCESSIONI IN GIOCO:
QUELLA DEI TERMINI DA SOMMARE ay,
E QUELLA DELLE SOMME RIDOTTE S,,.

UN’OSSERVAZIONE UTILE

[L. CARATTERE DI UNA SERIE (CIOE
IL FATTO DI ESSERE CONVERGENTE,
DIVERGENTE O INDETERMINATA) NON
MUTA SE SI CAMBIA IL VALORE NUME-
RICO DEI PRIMI ADDENDI!
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COME RICAVARE a, A PARTIRE
DA §,

PARTENDO DALL’UGUAGLIANZA
Sn:a0+"'+an

E SOTTRAENDO DA ESSA L’'UGUAGLIAN-
ZA SEGUENTE:

Sp—1=ag+ -+ a1
SI TROVA
Sn — Sn—l = Ap. (3)

DUNQUE E POSSIBILE RITROVARE GLI
ADDENDI a,, CONOSCENDO LE SOMME
PARZIALI S,,.

UNA CONDIZIONE NECESSARIA
PER LA CONVERGENZA

CONDIZIONE NECESSARIA AFFINCHE
LA SERIE (1) CONVERGA, E CHE
lim a, = 0. (4)

n—-+o0o

INFATTI, SE PER IPOTESI RISULTA

lim S,=5€R

n—-+0o00

ALLORA SI HA ANCHE

lim Sn—l =5

n—-+o0o

DI CONSEGUENZA, PASSANDO AL LIMI-
TE NELLA (3), SI OTTIENE LA (4), CO-
ME VOLEVASI DIMOSTRARE.

LA SUDDETTA CONDIZIONE NON E SUF-
FICIENTE AFFINCHE LA SERIE CONSIDE-
RATA CONVERGA.

PER DIMOSTRARLO, BASTA ESIBI-
RE UN CONTROESEMPIO, COME QUELLO
COSTITUITO DALLA COSIDDETTA SERIE
ARMONICA (VEDERE A LATO).

SERIE ARMONICA

SI CHIAMA SERIE ARMONICA LA SERIE
*f 1
k=1 k
LA SERIE ARMONICA E DIVERGENTE
PERCHE

“+00
1 1
o 14—
27 T3
k=1

=+ 1+1
3 4
+ 1+ +1
5 8
+ 1+ +1
9 16
+ 1+ +1
17 32
_|_
>1+1+1+1+
o 2 2 2
= 4 o0.

LA DISUGUAGLIANZA SI OTTIENE OS-
SERVANDO CHE

1 1. 1 1 1
3171 T

1 11 11

€+..._{_§>§+...+§_57

ECCETERA.

LA DIMOSTRAZIONE DEL FATTO CHE LA
SERIE ARMONICA E DIVERGENTE RIPOR-
TATA SOPRA E ATTRIBUITA AD ORESME
(ANNO 1360): VEDERE KLINE, STORIA
DEL PENSIERO MATEMATICO, EINAUDI,
VvOL. I, PAG. 509.
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SERIE GEOMETRICA

SI CHIAMA “GEOMETRICA” LA SE-
RIE IN CUI CIASCUN TERMINE (TRAN-
NE IL PRIMO) SI OTTIENE DAL TER-
MINE PRECEDENTE MOLTIPLICANDOLO
PER UN NUMERO FISSO DETTO “RAGIO-
NE” E INDICATO SOLITAMENTE CON LA
LETTERA q.

.’ESPRESSIONE GENERALE DELLA SERIE
GEOMETRICA E

+00

Z ao q" (5)

k=0

DOVE IL PRIMO TERMINE ag PUO AVERE
UN QUALUNQUE VALORE FISSATO.

IN PARTICOLARE, SE ag,q # 0, I TER-
MINI a;, = agq” SONO DIVERSI DA ZERO
E SI CONSTATA CHE IL RAPPORTO TRA
DUE TERMINI CONSECUTIVI VALE

k+1
ag+1 _ aoq i
ag ao qk

LA SCELTA DELLA LETTERA ¢ E DOVUTA
AL FATTO CHE ESSA E L’INIZIALE DEL-
LA PAROLA “QUOZIENTE”.

IL. TERMINE “RAGIONE” DERIVA IN-
VECE DAL LATINO “RATIO”, CIOE RAP-
PORTO.

SOMMA RIDOTTA DELLA SERIE
GEOMETRICA

LO STUDIO ESAURIENTE DELLA SE-
RIE GEOMETRICA E POSSIBILE GRAZIE
ALLA SEGUENTE ESPRESSIONE DELLA
SOMMA RIDOTTA, VALIDA PER ¢ # 1:

1—q
Zq g (6)

PER DIMOSTRARE LA (6) BASTA MOL-
TIPLICARE AMBO I MEMBRI PER 1 — q.
SVOLGENDO IL PRODOTTO

(1—q) ) ¢

CON LA PROPRIETA DISTRIBUTIVA, SI
TROVA

n n n
L=q)) ¢ = > ¢" =) ¢
k=0 k=0 k=0

— 1_qn+1

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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CARATTERE DELLA SERIE
GEOMETRICA

SE IL PRIMO TERMINE ay E NULLO,
LO SONO NULLI ANCHE TUTTI GLI ALTRI
TERMINI.

APPLICANDO LA DEFINIZIONE, SI TRO-
VA CHE LA SERIE GEOMETRICA (5) CON-
VERGE E LA SUA SOMMA E 0.

SE, INVECE, ag # 0, APPLICANDO LA
DEFINIZIONE SI TROVA CHE IL CARAT-
TERE DELLA SERIE GEOMETRICA (5) E
LO STESSO DELLA SERIE

> " (7)
k=0

CI CONCENTRIAMO QUINDI SU QUE-
ST’ULTIMA. SE ¢ = 1, TUTTI I TERMINI
VALGONO 1 E LA SERIE DIVERGE A +00.

SE, INVECE, q # 1, POSSIAMO USARE
LA (6) RICORDANDO CHE

n

, 0, SE g € (—1,1)
lim ¢" =
n—+00 400 SEqg>1

MENTRE IL LIMITE NON ESISTE SE ¢ <
—1. PERTANTO, SE ¢ € (—1,1), LA SE-
RIE (7) CONVERGE E SI HA

SE, INVECE ¢ > 1, LA SERIE (7) DIVER-
GE A 4+00. SE, INFINE ¢ < —1, LA SE-
RIE (7) E INDETERMINATA.

ACHILLE E LA TARTARUGA

ACHILLE CORRE CON VELOCITA vy
VERSO UNA TARTARUGA, POSTA AD UNA
DISTANZA dy DA LUI. LA TARTARUGA
FUGGE CON UNA VELOCITA vy. ESSEN-
DO vy < U4, IL RAPPORTO ¢ = vp/v4 B
MINORE DI 1.

ACHILLE PERCORRE LA DISTANZA d
IMPIEGANDO IL TEMPO ty = dy/v4. IN
TALE LASSO DI TEMPO, LA TARTARUGA
PERCORRE LA DISTANZA di = tpur, E
CIOE

dl = do q.

SUCCESSIVAMENTE ACHILLE PERCORRE
LA DISTANZA d; IMPIEGANDO IL TEMPO
t; = di/vs. IN TALE LASSO DI TEMPO,
LA TARTARUGA PERCORRE LA DISTAN-
ZA dy = t, vy, E CIOE

dy = dy q = do .

ACHILLE PERCORRE DUNQUE UNA
SUCCESSIONE DI DISTANZE dj LA CUI
ESPRESSIONE GENERALE E

di = do q".

LA SOMMA DI TUTTE LE DISTANZE E
—+00 —+00 d
ko k_ 0
S =3 oa =57
k=0 k=0

IL TEMPO NECESSARIO AD ACHILLE PER
PERCORRERE LA DISTANZA dj E

dp

k
ty = di/va = —¢",
VA
QUINDI LA SOMMA DI TUTTI I TEMPI E
+
ft dy 1 do

k p— p— .
vg 1 — Vg — U

0 A q A—Ur

QUESTO E, INFATTI, IL TEMPO NECES-
SARIO AD ACHILLE PER RAGGIUNGERE
LA TARTARUGA.
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SERIE A TERMINI POSITIVI

LE SERIE I CUI TERMINI SONO TUT-
TI POSITIVI, O ALMENO NON NEGATIVI,
NON SONO INDETERMINATE.

ESSE POSSONO ESSERE CONVERGEN-
TI O DIVERGERE A —+00.

INFATTI, SE a,, > 0 PER OGNI n, DAL-
LA (3) SI RICAVA S,, 11 > S,,, DUNQUE LA
SUCCESSIONE DELLE SOMME RIDOTTE E
MONOTONA NON DECRESCENTE.

LA TESI SEGUE DALLA PROPRIETA
PIU IMPORTANTE (SE PROPRIO DOBBIA-
MO SCEGLIERNE UNA) DELL'INSIEME DEI
NUMERI REALI, CHE E LA COMPLETEZ-
ZA: TUTTE LE SUCCESSIONI MONOTONE
AMMETTONO LIMITE (FINITO O INFINI-
TO).

ASSOLUTA CONVERGENZA

SI DICE CHE LA SERIE (1) E ASSOLU-
TAMENTE CONVERGENTE SE LA SERIE A
TERMINI NON NEGATIVI

+o0

> laxl

k=0

E CONVERGENTE.

USANDO IN MODO OPPORTUNO LA
PROPRIETA DI COMPLETEZZA RICHIA-
MATA SOPRA, SI DIMOSTRA CHE L’ASSO-
LUTA CONVERGENZA E UNA CONDIZIO-
NE SUFFICIENTE AFFINCHE LA SERIE (1)
CONVERGA.

PER VERIFICARE CHE L’ASSOLUTA CON-
VERGENZA NON E NECESSARIA PER LA
CONVERGENZA SEMPLICE BASTA ESIBI-
RE UN CONTROESEMPIO (VEDERE A PA-
GINA 9).

CRITERIO DEL CONFRONTO

SE RISULTA 0 < a; < b, PER OGNI k, E
SE LA SERIE

+00
> b
k=0
E CONVERGENTE, ALLORA LO E ANCHE

LA SERIE
+00

Zak.

k=0
L’ENUNCIATO DISCENDE DALLA DEFINI-
ZIONE DI SOMMA DI UNA SERIE, USAN-
DO IL TEOREMA DEL CONFRONTO PER I
LIMITI, E TENENDO CONTO DEL FATTO
CHE LE SERIE A TERMINI NON NEGATI-
VI NON SONO INDETERMINATE.

CRITERIO DEL CONFRONTO
ASINTOTICO

DUE SERIE I CUI TERMINI (POSITI-
VI) aj E b SONO TALI CHE IL RAPPOR-
TO a;/by AMMETTE LIMITE FINITO ¢ > (
HANNO LO STESSO CARATTERE.

CI10 SEGUE DAL CRITERIO DEL CON-
FRONTO ENUNCIATO SOPRA. INFATTI,
PER LA DEFINIZIONE DI LIMITE, RISUL-
TA

14
Ebk<ak<2€bk

DEFINITIVAMENTE, E PERCIO LE SERIE

+00 / +00
Z — by, Z 20 by,
k=0 k=0

HANNO LO STESSO CARATTERE DELLA
SERIE
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CRITERIO DEL RAPPORTO

CONSIDERIAMO UNA SERIE I CUI AD-
DENDI a; SIANO TUTTI POSITIVI. CON-
DIZIONE SUFFICIENTE AFFINCHE LA SE-
RIE CONVERGA E CHE IL LIMITE

lim At (9)

k—+oco Qg
ESISTA E SIA MINORE DI 1. CONDIZIO-
NE SUFFICIENTE AFFINCHE LA SERIE DI-
VERGA A 400 E CHE IL LIMITE (9) ESI-
STA E SIA MAGGIORE DI 1 (ANCHE +00).

CRITERIO DELLA RADICE

CONSIDERIAMO UNA SERIE I CUI AD-
DENDI aj; SIANO TUTTI NON NEGATIVI.
CONDIZIONE SUFFICIENTE AFFINCHE LA
SERIE CONVERGA E CHE IL LIMITE

] k
kl—l>r—11:100 @ (10)
ESISTA E SIA MINORE DI 1. CONDIZIO-
NE SUFFICIENTE AFFINCHE LA SERIE DI-
VERGA A 400 E CHE IL LIMITE (10) ESI-
STA E SIA MAGGIORE DI 1 (ANCHE +00).

COME DIMOSTRARE I CRITERI
DEL RAPPORTO E DELLA RADI-
CE

SI NOTI CHE, SE LA SERIE CONSI-
DERATA E UNA SERIE GEOMETRICA, E
CIOE SE ay = ap ", ALLORA I LIMITI (9)
E (10) VALGONO ENTRAMBI gq.

SE, INVECE, LA SERIE CONSIDERATA
NON E GEOMETRICA, LA SI CONFRONTA
CON LA SERIE GEOMETRICA LA CUI RA-
GIONE ¢ E IL LIMITE (9) o (10).

SE, INFINE, TALE LIMITE E MAGGIO-
RE DI 1, LA CONDIZIONE NECESSARIA
PER LA CONVERGENZA NON E SODDI-
SFATTA, E LA CONCLUSIONE SEGUE IM-
MEDIATAMENTE.

SERIE ESPONENZIALE

UNA DELLE SERIE PIU IMPORTANTI E LA
SERIE DI MACLAURIN DELLA FUNZIONE
ESPONENZIALE €%, E CIOE

+oo k

xTr
POETE (11)
k=0

PER OGNI 7 € R FISSATO, ESSA E UNA
SERIE NUMERICA IL CUI TERMINE GENE-
RALE a; E DATO DA

£L"k

T
PERTANTO IL RAPPORTO FRA DUE TER-

MINI CONSECUTIVI E

k+1 k! T

E+1°

adk+1 X

ag (k+1)! ok

POICHE IL LIMITE (9) E NULLO, LA SE-
RIE (11) CONVERGE QUALUNQUE SIA
x € R.

USANDO LA FORMULA DI TAYLOR
CON IL RESTO DI LAGRANGE, SI PUO
DIMOSTRARE CHE

PER OGNI z € R.
UN LIMITE NOTEVOLE

AVENDO DIMOSTRATO CHE LA SE-
RIE (11) CONVERGE PER OGNI x € R, E
RICORDANDO CHE LA CONDIZIONE (4)
E NECESSARIA PER LA CONVERGENZA,
CONCLUDIAMO CHE

ilfk

A =0

QUALUNQUE SIA z € R.
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SERIE A TERMINI DI SEGNO AL-
TERNO

SE 1 TERMINI ar SONO TUTTI NON
NEGATIVI, LA SERIE

> (D)'ay (12)
k=0

SI DICE SERIE A TERMINI DI SEGNO AL-
TERNO.

CRITERIO DI LEIBNIZ

CONDIZIONE SUFFICIENTE AFFINCHE
LA SERIE (12) SIA CONVERGENTE E CHE
I TERMINI a;; COSTITUISCANO UNA SUC-
CESSIONE MONOTONA CHE TENDE A 0.

LO SI DIMOSTRA USANDO LA COMPLE-
TEZZA DELL’INSIEME DEI NUMERI REA-
LI.

ESEMPIO: APPLICANDO IL CRITERIO
DI LEIBNIZ, SI TROVA CHE LA SERIE

f (="

k=1 k
E CONVERGENTE. LA STESSA SERIE
NON E ASSOLUTAMENTE CONVERGENTE
PERCHE LA SERIE ARMONICA NON CON-
VERGE.

APPLICANDO LA FORMULA DI TAY-
LOR CON IL RESTO DI LAGRANGE ALLA
FUNZIONE LOGARITMICA, SI PUO DIMO-
STRARE CHE

+00 k
—1
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FUNZIONE ZETA DI RIEMANN

LA FUNZIONE

k=1

SI PUO DEFINIRE ANCHE PER VALORI
COMPLESSI DELLA Z, ED E LEGATA AD
UNA FAMOSA CONGETTURA.

IN QUESTA SEDE CI LIMITIAMO A DI-
SCUTERE IL CASO z € R.

OSSERVIAMO, INNANZITUTTO, CHE
LA SERIE DIVERGE A 400 PER = < 1
PERCHE IN TAL CASO SI HA

1 1

>

k* — k
E LA SERIE ARMONICA E DIVERGENTE.
SE, INVECE, £ > 1, SI PUO DIMOSTRA-
RE CHE LA SERIE CONVERGE. SI HA,

INFATTI,

1 1
<
kr — t*

PER OGNI t € (k — 1, k). INTEGRANDO
AMBO I MEMBRI IN dt SU TALE INTER-

VALLO SI TROVA

1 /’f dt
< -
km - b1 tm

DA CUI, SOMMANDO SU k PER k = 2,3,
4,... SI RICAVA

+Oodt
ka—/ )

L’INTEGRALE AL SECONDO MEMBRO SI
CALCOLA IMMEDIATAMENTE, E VALE

+00 4 - +00 1
/1 t“f_l—xll -1
DUNQUE LA SERIE E CONVERGENTE,
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

PERCHE I CRITERI DEL RAP-
PORTO E DELLA RADICE NON
SI APPLICANO SE I LIMITI (9)
E (10) VALGONO 17

NON SI APPLICANO PERCHE SUSSI-
STONO DEI CONTROESEMPI. INFATTI LA
SERIE ARMONICA E DIVERGENTE, MEN-
TRE LA SERIE

E CONVERGENTE (VEDERE A LATO). IN
ENTRAMBI I CASI, I LIMITI (9) E (10)
VALGONO 1.

DUNQUE IL FATTO CHE TALI LIMI-
TI VALGANO 1 NON DICE NULLA SULLA
CONVERGENZA DELLA SERIE.

Antonio Greco — Serie numeriche — Pag. 10



