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1
Geometria euclidea

1.0 S
opi del 
apitolo

Se
ondo Galileo Galilei l'universo è un libro s
ritto in lingua matemati
a

e i 
aratteri sono triangoli, 
er
hi ed altre �gure geometri
he. Lo studio

dei pianeti in astronomia, ad esempio, presenta forme geometri
he ri
on-

du
ibili a 
er
hi, sfere ed ellissi. Le 
elle degli alveari hanno tipi
amente


arattere esagonale e o�rono un esempio di simmetria 
he, in natura, è

sinonimo di ordine e stabilità. L'importanza del linguaggio geometri
o

per 
apire il mondo reale era già nota nell'anti
o Egitto e poi in Gre
ia,

dove, intorno al 300 a.C., Eu
lide, nei suoi 
eleberrimi Elementi, riassun-

se il sapere matemati
o allora esistente ed elaborò una prima trattazione

sistemati
a delle proprietà fondamentali delle �gure geometri
he.

Gli Elementi di Eu
lide sono 
ostituiti da tredi
i libri: i primi sei riguar-

dano la geometria piana, dal settimo al nono vengono dis
usse al
une

questioni aritmeti
he, il de
imo a�ronta questioni geometri
he legate ai

numeri irrazionali e negli ultimi tre viene trattata la geometria solida.

In questo primo 
apitolo, 
onsiderata la notevole 
omplessità e vastità

dell'argomento, 
i limiteremo a lavorare essenzialmente nel 
ontesto del-

la geometria piana; per 
ompletezza, nel �1.5 ri
hiameremo però al
une

importanti formule di geometria solida.



2 Geometria eu
lidea

L'impostazione di Eu
lide, in seguito ripresa e formalizzata in senso mo-

derno da molti illustri matemati
i, quali ad esempio D. Hilbert intorno

al 1900, è basata sul 
osiddetto metodo assiomati
o-deduttivo, i 
ui pun-

ti 
aratterizzanti possono, almeno a questo livello di trattazione, essere

sintetizzati 
ome segue:

1. Si assumono al
uni 
osiddetti 
on
etti primitivi, 
ioè per i quali non si

fornis
e nessuna espli
ita de�nizione (ad esempio: punto, retta, piano).

2. Si assumono al
une proposizioni, dette assiomi o postulati

1

, 
he si

de
ide di a

ettare 
ome vere senza ulteriori giusti�
azioni.

3. Si de�nis
e ogni nuovo oggetto della teoria mediante pre
ise de�nizioni

(ad esempio: un poligono si di
e regolare quando ha tutti i lati e gli angoli


ongruenti). Si noti 
he, per poter dare questa de�nizione, bisogna prima

aver fatto il (non immediato!) lavoro di de�nire i 
on
etti di poligono,

angolo, lato e 
ongruenza.

4. Mediante un insieme di ragionamenti logi
o-deduttivi, 
hiamati di-

mostrazioni, si dedu
ono (usando assiomi, 
on
etti primitivi, eventuali

de�nizioni) altre proposizioni, dette teoremi (ad esempio: il Teorema di

Pitagora).

Detto questo, è bene sottolineare da subito 
he i più naturali e importan-

ti sviluppi di ogni teoria deduttiva sono, nella prati
a reale, stimolati da

ragionamenti di tipo induttivo, 
ioè mirati ad evin
ere proprietà di 
arat-

tere generale mediante l'osservazione di 
asi parti
olari (sinteti
amente,

di
iamo dal parti
olare al generale). In questo ordine di idee, osservando

la Figura 1.1 possiamo senz'altro 
ongetturare 
he, �ssati i due lati a, b
e l'angolo α, risulti individuato in modo univo
o un triangolo. Guidato

1

I 
inque postulati di Eu
lide:

I Tra due punti qualsiasi è possibile tra

iare una ed una sola retta.

II Si può prolungare un segmento oltre i due estremi inde�nitamente.

III Dato un punto e una lunghezza, è possibile des
rivere un 
er
hio.

IV Tutti gli angoli retti sono uguali.

V Se una retta taglia altre due rette determinando dallo stesso lato angoli interni

la 
ui somma è minore di quella di due angoli retti, prolungando le due rette

esse si in
ontreranno dalla parte dove la somma dei due angoli è minore di due

retti.
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α

a

b

Figura 1.1 � Due lati e l'angolo tra essi 
ompreso individuano un uni
o triangolo.

da questa intuizione il matemati
o, attraverso il metodo logi
o-deduttivo,

perviene a stabilire il seguente:

Teorema 1.1 (Primo 
riterio di 
ongruenza per i triangoli).

2

Due trian-

goli 
he hanno ordinatamente 
ongruenti due lati e l'angolo tra essi 
om-

preso sono 
ongruenti.

Con queste premesse, possiamo ora passare ad una prima des
rizione e

motivazione dei 
ontenuti di questo primo 
apitolo. Innanzitutto, ritenia-

mo di importanza fondamentale il fatto 
he ogni studente di una Fa
oltà

s
ienti�
a sia in grado di a�rontare, in modo autonomo e matemati
a-

mente 
orretto, naturali questioni relative a problemi di geometria eu
li-

dea 
lassi
a. Questa 
apa
ità si forma normalmente attraverso gli studi

e�ettuati nella s
uola superiore, ma, in questa sede, 
i proponiamo di

svilupparla ulteriormente mediante l'esame 
riti
o e dettagliato di al
une

spe
i�
he istanze, quali ad esempio l'analisi del legame tra angoli al 
en-

tro e angoli alla 
ir
onferenza, oppure la dimostrazione e le appli
azioni di

al
uni teoremi 
hiave (ad esempio, il Teorema di Pitagora o quello di Ta-

lete). Infatti, un trattamento 
ompleto e rigoroso della geometria eu
lidea


lassi
a sarebbe ovviamente sproporzionato rispetto agli s
opi di un'opera

di questo tipo (il lettore interessato ad approfondimenti potrà 
onsulta-

re le referenze indi
ate nel �1.7); inve
e, siamo 
onvinti 
he rileggere e

lavorare su al
uni esempi si
uramente già noti, ma fondamentali, possa

2

Gli altri due 
riteri di 
ongruenza per i triangoli sono:

2◦ due triangoli sono 
ongruenti se hanno 
ongruenti un lato e i due angoli ad esso

adia
enti;

3◦ due triangoli sono 
ongruenti se hanno tutti i lati ordinatamente 
ongruenti.
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essere di grosso giovamento per intraprendere nel modo migliore questo

per
orso di avviamento alla matemati
a universitaria. Ribadiamo, in�ne,


he questo 
apitolo è 
omunque s
ritto per un lettore 
he abbia già stu-

diato in pre
edenza gli argomenti fondamentali della geometria eu
lidea

e quindi, all'o

orrenza, sia in grado di 
ompletare la nostra esposizione


onsultando altri testi: in parti
olare, per ragioni di spazio, ma an
he per

non appesantire troppo la presentazione, abbiamo de
iso di non fornire

una de�nizione rigorosa di tutti i 
on
etti 
he useremo. Ad esempio, dare-

mo per s
ontato 
he il lettore sappia 
he 
os'è un poligono ed abbia an
he

familiarità 
on 
on
etti 
ome la 
ongruenza di segmenti, angoli o �gure

geometri
he.

Con
ludiamo questa introduzione 
on un 
ommento di 
arattere più ge-

nerale. Tradizionalmente, la geometria eu
lidea 
lassi
a è 
onsiderata,

insieme all'aritmeti
a elementare, il punto di partenza di tutto il sapere

matemati
o. Inoltre, ognuno di noi entra in 
ontatto 
on essa �n dalle

s
uole elementari e medie: questo ha 
ontribuito a di�ondere un atteg-

giamento, estremamente super�
iale, 
he porta a 
onsiderare questo ramo

della matemati
a 
ome elementare, o fa
ile. Riteniamo opportuno mettere

in guardia il lettore, pre
isando 
he si tratta inve
e di temi molto profondi

e 
omplessi. In parti
olare, an
he se in questo 
apitolo forniremo solo una

guida introduttiva e sempli�
ata all'argomento, non deve essere motivo di

s
oraggiamento, per il lettore, 
onstatare di in
ontrare qual
he di�
oltà

a 
omprendere 
erti passaggi o 
on
etti. Tutto 
iò è infatti normale e, in

ogni 
aso, non pregiudi
a la 
omprensione dei 
apitoli su

essivi.

1.1 Cir
onferenza e poligoni ins
ritti o 
ir
o-

s
ritti

Per poter 
onvenientemente trattare l'argomento 
he dà il titolo a questa

sezione è indispensabile ri
hiamare dapprima al
une proprietà fondamen-

tali degli angoli nei triangoli.

Iniziamo des
rivendo l'importante relazione 
he 
'è tra un angolo esterno

e gli angoli interni non adia
enti (si veda an
he la Figura 1.2).
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α

β

A

B C D

b

Figura 1.2 � ÂCD è un angolo esterno del triangolo △ABC.

Teorema 1.2 (Teorema dell'angolo esterno). Cias
un angolo esterno di

un triangolo è 
ongruente alla somma degli angoli interni ad esso non

adia
enti.

Dimostrazione. Con riferimento alla Figura 1.2, dobbiamo dimostrare 
he

ÂCD ∼= α + β , (1.1.1)

dove, qui ed in seguito, il simbolo

∼= esprime la relazione di 
ongruenza.

Tra

iamo da C la retta parallela al lato AB, indi
ando 
on α′
e β ′

gli

angoli in 
ui ÂCD resta diviso da tale retta (si veda la Figura 1.3).

α

β

α′

β′

A

B C D

E

b

b

Figura 1.3 � CE è parallelo a AB.

Abbiamo 
he, per 
ostruzione,

ÂCD ∼= α′ + β ′ . (1.1.2)
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Poi

α ∼= α′ , (1.1.3)

in quanto angoli alterni interni

3

rispetto alle rette parallele individuate da

AB e CE, tagliate dalla trasversale AC . In�ne,

β ∼= β ′ , (1.1.4)

in quanto angoli 
orrispondenti rispetto alle rette parallele individuate

da AB e CE, tagliate dalla trasversale BD. Ora la tesi (1.1.1) è una


onseguenza immediata di (1.1.2)�(1.1.4).

Dal pre
edente teorema dedu
iamo una fondamentale 
onseguenza relativa

alla somma degli angoli interni di un triangolo.

Corollario 1.1. La somma delle ampiezze degli angoli interni di un trian-

golo è pari all'ampiezza di un angolo piatto.

Introdu
iamo ora il 
on
etto di 
ir
onferenza.

De�nizione 1.1. Siano dati R > 0 e un punto O del piano. Si 
hiama


ir
onferenza di 
entro O e raggio R il luogo di punti del piano aventi

distanza dal punto O pari a R.

De�nizione 1.2. Si 
hiama 
orda di una 
ir
onferenza γ ogni segmento


he ha per estremi due qualsiasi punti di γ. Una 
orda passante per il


entro è detta diametro.

Una prima domanda naturale da porsi è la seguente: quali 
ondizioni

individuano una 
ir
onferenza?

Teorema 1.3. Siano A, B e C tre punti non allineati. Allora esiste

un'uni
a 
ir
onferenza γ 
he li 
ontiene.

Dimostrazione. Con riferimento alla Figura 1.4, tra

iamo gli assi dei seg-

menti AB e BC (ri
ordiamo 
he, per de�nizione, l'asse di un segmento

AB è il luogo di punti del piano equidistanti da A e B; esso 
oin
ide 
on

la retta perpendi
olare al segmento, passante per il suo punto medio).

Dato 
he i tre punti A, B e C non sono allineati, gli assi dei due segmenti

3

Si noti 
he la dimostrazione della proprietà degli angoli alterni interni fa uso in

modo espli
ito del V postulato di Eu
lide.
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non sono paralleli e quindi si in
ontrano in un punto 
he 
hiamiamo O.

Osserviamo 
he:

OA ∼= OB

in quanto O appartiene all'asse del segmento AB. Analogamente,

OB ∼= OC .

Dalla transitività

4

della relazione di 
ongruenza segue 
he

OA ∼= OB ∼= OC .

Dunque O è equidistante da A, B e C, per 
ui la 
ir
onferenza di 
entro

O e raggio pari alla lunghezza del segmento OA 
ontiene i tre punti dati,


ome ri
hiesto. L'uni
ità della 
ir
onferenza 
on questa proprietà segue

dal fatto 
he O è l'uni
o punto equidistante da A, B e C.

b

b

b

b
O

A

B

C

asse di AB

asse di BC

Figura 1.4 � Costruzione della 
ir
onferenza passante per tre punti non allineati.

De�nizione 1.3. Si 
hiama angolo al 
entro ogni angolo 
he ha il verti
e


oin
idente 
ol 
entro della 
ir
onferenza.

4

La relazione di 
ongruenza è una relazione di equivalenza, 
ioè soddisfa le seguenti

proprietà:

a ∼= a ri�essiva

se a ∼= b, allora b ∼= a simmetri
a

se a ∼= b e b ∼= c, allora a ∼= c transitiva .
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Con riferimento alla Figura 1.5, si di
e 
he l'angolo ÂOB insiste sull'ar
o

⌢

AB (pre
isiamo 
he la nostra notazione è riferita alla 
ir
onferenza per-


orsa in senso antiorario). Si di
e an
he 
he l'angolo ÂOB, la 
orda AB

e l'ar
o

⌢

AB si 
orrispondono, ovvero sono elementi 
orrispondenti.

b

b

b

O

A

B

ABÂOB
⌢

AB

Figura 1.5 � L'angolo al 
entro ÂOB insiste sull'ar
o

⌢

AB.

Vale il seguente teorema, intuitivamente evidente, di 
ui omettiamo la

dimostrazione:

Teorema 1.4. In una 
ir
onferenza, ad angoli al 
entro 
ongruenti 
or-

rispondono 
orde e ar
hi 
ongruenti. Vi
eversa, a 
orde o ad ar
hi 
on-

gruenti 
orrispondono angoli al 
entro 
ongruenti.

De�nizione 1.4. Si 
hiama angolo alla 
ir
onferenza ogni angolo 
onves-

so

5


he ha il verti
e sulla 
ir
onferenza e i due lati se
anti la 
ir
onferenza

stessa, oppure un lato se
ante e l'altro tangente (si veda la Figura 1.6).

L'intersezione tra un angolo alla 
ir
onferenza e la 
ir
onferenza è un ar
o.

Si di
e 
he l'angolo alla 
ir
onferenza insiste su tale ar
o o 
he tale angolo

è sotteso dall'ar
o. Ad esempio, l'angolo alla 
ir
onferenza ÂV B nella

Figura 1.6a insiste sull'ar
o

⌢

AB. Inve
e l'angolo ÂV B nella Figura 1.6b

insiste sull'ar
o

⌢

AV .

5

Un angolo si di
e 
onvesso quando, s
elti due punti qualunque interni all'angolo,

an
he il segmento 
he li unis
e è interno (in prati
a, gli angoli 
onvessi sono quelli

inferiori o uguali a 180◦).



1.1 Cir
onferenza e poligoni ins
ritti o 
ir
os
ritti 9

b

b b

V

A B

(a)

b b

b

V B

A

(b)

Figura 1.6 � Angoli alla 
ir
onferenza: (a) due lati se
anti; (b) un lato se
ante e

l'altro tangente.

De�nizione 1.5. Un angolo al 
entro e un angolo alla 
ir
onferenza si

di
ono 
orrispondenti quando insistono sullo stesso ar
o.

Osservazione 1.1. (i) Per ogni angolo alla 
ir
onferenza 
'è un uni
o

angolo al 
entro 
orrispondente.

(ii) Per ogni angolo al 
entro, vi sono in�niti angoli alla 
ir
onferenza


orrispondenti.

Queste osservazioni sono visualizzabili nella Figura 1.7: l'angolo al 
entro

ÂOB 
orrisponde agli angoli alla 
ir
onferenza ÂV B, ÂV ′B, ÂV ′′B, et
.

b
O

b
V

b
V
′′

b
V
′

b
B

b

A

Figura 1.7 � Angoli alla 
ir
onferenza 
orrispondenti allo stesso angolo al 
entro.
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Teorema 1.5. Ogni angolo alla 
ir
onferenza è la metà del 
orrispondente

angolo al 
entro.

Dimostrazione. Con riferimento alla Figura 1.8, dobbiamo veri�
are 
he

ÂV B ∼= 1

2
ÂOB (1.1.5)

b
O

b
V

b
B

b

A

Figura 1.8 � Un angolo alla 
ir
onferenza ed il 
orrispondente angolo al 
entro.

La dimostrazione si e�ettua distinguendo tre 
asi.

Caso 1: O appartiene ad uno dei due lati dell'angolo alla 
ir
onferenza

ÂV B.

A se
onda 
he i lati siano entrambi se
anti, oppure uno se
ante e uno

tangente, si possono presentare le due situazioni illustrate nella Figura 1.9.

Consideriamo il primo 
aso (due lati se
anti). Indi
hiamo 
on α l'ampiezza

degli angoli ÂV B e V̂ AO, 
he sono uguali per
hé △AV O è un triangolo

isos
ele sulla base AV 6

. Sia β l'ampiezza dell'angolo ÂOB. Per il Teorema

dell'angolo esterno (Teorema 1.2) possiamo 
on
ludere 
he

β = α + α = 2α ,

ovvero (1.1.5).

6

Per veri�
are 
he in un triangolo isos
ele △ABC gli angoli alla base AB sono

uguali si tra

i la bisettri
e di ÂCB, la quale in
ontra AB in un punto H . Adesso,

appli
ando il primo 
riterio di 
ongruenza ai triangoli ÂHC e B̂HC, si 
on
lude 
he

ĈAH ∼= ĈBH .
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α

α

β

b

b

b

b

A

V

B

O

(a)

b

b

b

b

V A

B

O

(b)

Figura 1.9 � Caso 1 del Teorema 1.5.

Nel se
ondo 
aso (un lato se
ante e uno tangente) la tesi è immediata, in

quanto l'angolo alla 
ir
onferenza è retto e quello al 
entro piatto.

Caso 2: O è interno all'angolo alla 
ir
onferenza ÂV B.

A se
onda 
he i lati siano entrambi se
anti, oppure uno se
ante e uno tan-

gente, si possono presentare le due situazioni illustrate nella Figura 1.10.

La dimostrazione può essere e�ettuata ri
ondu
endosi al Caso 1 sopra.

Più pre
isamente, 
on riferimento alla Figura 1.10a, in base a quanto

dimostrato nel Caso 1 possiamo s
rivere:

ÂOC = 2α e B̂OC = 2β .

Ma allora

ÂV B = α + β e ÂOB = 2α + 2β = 2(α + β) ,

da 
ui (1.1.5) segue.

Nel 
aso in 
ui un lato sia se
ante e uno tangente la (1.1.5) si evin
e im-

mediatamente osservando la Figura 1.10b (si noti però 
he, in questo 
aso,

la tesi è: ÂV B ∼= 1
2
B̂OV ).
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β
α

2α

2β

b

b

b b

b

O

A

V

C

B

(a)

α

2α
b

b

b

b

b

V

O

A

C

B

(b)

Figura 1.10 � Caso 2 del Teorema 1.5.

Caso 3: O è esterno all'angolo alla 
ir
onferenza ÂV B.

A se
onda 
he i lati siano entrambi se
anti, oppure uno se
ante e uno tan-

gente, si possono presentare le due situazioni illustrate nella Figura 1.11.

βα

2α 2β

b

b

b

b

b

O

A

V

C

B

(a)

α

2α b

b

b

b

b

V

O

A

C

B

(b)

Figura 1.11 � Caso 3 del Teorema 1.5.
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La dimostrazione è simile a quella del Caso 2, 
on la seguente variazione:


on riferimento alla Figura 1.11a abbiamo

ÂV B = α− β e ÂOB = 2α− 2β = 2(α− β) ,

da 
ui la (1.1.5) an
ora segue. Il Caso 3(b) è analogo al Caso 2(b).

Dal teorema pre
edente dis
endono immediatamente due importanti 
on-

seguenze:

Corollario 1.2. Tutti gli angoli alla 
ir
onferenza 
he insistono sullo stes-

so ar
o (o su ar
hi 
ongruenti) sono 
ongruenti tra loro (si riveda an
ora

la Figura 1.7).

Corollario 1.3. Ogni angolo alla 
ir
onferenza 
he insiste su una semi-


ir
onferenza è retto (si veda la Figura 1.12).

b

O

bb

b
V

BA

Figura 1.12 � Angolo alla 
ir
onferenza 
he insiste su una semi-
ir
onferenza.

Come appli
azione del Corollario 1.3 possiamo 
ostruire, 
on riga e 
om-

passo, le due rette tangenti ad una 
ir
onferenza e passanti per un punto

esterno P dato. Per prima 
osa, 
ostruiamo il punto medio M 
ome

indi
ato nella Figura 1.13a .

Poi, tra

iamo la 
ir
onferenza 
on 
entro M passante per O e P , e 
hia-
miamo A e B le sue intersezioni 
on la 
ir
onferenza originaria, 
ome in

Figura 1.13b. In�ne, tra

iamo le rette individuate da PA e PB, 
ome in

Figura 1.13
. Queste due rette sono tangenti alla 
ir
onferenza di parten-

za, in quanto gli angoli ÔAP e ÔBP sono retti grazie al Corollario 1.3.
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b bb

O

M

P

(a)

b bb

b
A

b

B

O

M

P

(b)

b
A

b

B

b bb

O

M

P

(
)

Figura 1.13 � Costruzione delle due tangenti passanti per un punto esterno.

In (a) l'asse del segmento OP passa per i punti di intersezione

di due 
ir
onferenze aventi lo stesso raggio, 
entrate in O e P
rispettivamente.

Dopo questo lavoro preliminare su triangoli e 
ir
onferenze possiamo in-

trodurre il 
on
etto di poligono 
ir
os
ritto o ins
ritto rispetto ad una


ir
onferenza.

De�nizione 1.6. Un poligono si di
e ins
ritto in una 
ir
onferenza se tutti

i suoi verti
i appartengono alla 
ir
onferenza. In tal 
aso la 
ir
onferenza

si di
e 
ir
os
ritta al poligono.

De�nizione 1.7. Un poligono si di
e 
ir
os
ritto ad una 
ir
onferenza se

tutti i suoi lati sono tangenti alla 
ir
onferenza. In tal 
aso la 
ir
onferenza

si di
e ins
ritta nel poligono.

Nella Figura 1.14a vediamo un pentagono ins
ritto in una 
ir
onferenza.

Nella Figura 1.14b abbiamo inve
e un quadrilatero 
ir
os
ritto ad una


ir
onferenza.

Una prima domanda 
he viene spontaneo porsi è la seguente: dato un

poligono, sotto quali 
ondizioni è possibile determinare una 
ir
onferenza

ins
ritta, o 
ir
os
ritta, rispetto al poligono?

Le Figure 1.15a e 1.15b mostrano 
he la risposta al quesito pre
edente non

sempre è a�ermativa. Possiamo però ragionare nel modo seguente: se un

poligono è ins
ritto in una 
ir
onferenza, i suoi lati sono 
orde di questa


ir
onferenza, per 
ui gli assi del segmento dei suoi lati passano tutti per

un uni
o punto, 
ioè il 
entro della 
ir
onferenza. Vi
eversa, se gli assi dei
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b

b
b

b

b

A

B
C

D

E

(a)

b
A

b
D

b

B

b

C

(b)

Figura 1.14 � (a) Pentagono ins
ritto. (b) Quadrilatero 
ir
os
ritto.

b b

b

b

A

B

C

D

(a)

b
A

b
D

b

B
b

C

(b)

Figura 1.15 � (a) Quadrilatero non ins
rivibile. (b) Quadrilatero non


ir
os
rivibile.

lati di un poligono hanno un punto in 
omune, esso risulta equidistante

dai verti
i del poligono. Quindi la 
ir
onferenza, 
he ha 
entro in questo

punto e passa per uno dei verti
i del poligono, ne
essariamente 
ontiene

an
he tutti gli altri verti
i, risultando 
osì 
ir
os
ritta al poligono (si veda

la Figura 1.16).

Riassumendo, possiamo enun
iare il seguente teorema.

Teorema 1.6 (Condizione di ins
rivibilità). Un poligono è ins
rivibile in

una 
ir
onferenza se e solo se gli assi dei suoi lati si in
ontrano in uno
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b

b

b

b

b

A

B
C

D

E

O

Figura 1.16 � Pentagono (non regolare) ins
rivibile.

stesso punto (
he è il 
entro della 
ir
onferenza 
ir
os
ritta).

Se un poligono è 
ir
os
ritto ad una 
ir
onferenza, ogni 
oppia di lati


onse
utivi 
ostituis
e la 
oppia di segmenti di tangente 
ondotti alla 
ir-


onferenza dal loro punto di intersezione, quindi le bisettri
i degli angoli

passano tutte nello stesso punto, il 
entro della 
ir
onferenza ins
ritta.

Vi
eversa, se le bisettri
i degli angoli di un poligono hanno un punto in


omune, esso risulta equidistante dai lati del poligono, per 
ui la 
ir
onfe-

renza 
he ha 
entro in questo punto e raggio pari a tale distanza è ins
ritta

nel poligono (si veda la Figura 1.17).

b
A

b
D

b

B

b

C

b
O

Figura 1.17 � Quadrilatero 
ir
os
rivibile.
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Tutto 
iò può essere riassunto nel seguente teorema.

Teorema 1.7 (Condizione di 
ir
os
rivibilità). Un poligono è 
ir
os
rivi-

bile ad una 
ir
onferenza se e solo le bisettri
i dei suoi angoli si in
ontrano

in uno stesso punto (
he è il 
entro della 
ir
onferenza ins
ritta).

Come già a

ennato nell'introduzione, abbiamo la seguente de�nizione.

De�nizione 1.8. Un poligono si di
e regolare quando ha tutti i lati e

tutti gli angoli 
ongruenti, ossia quando è equilatero ed equiangolo.

Nelle Figure 1.18 sono illustrati al
uni primi esempi di poligoni regolari:

il lettore può 
onstatare 
he, in ognuno dei quattro 
asi rappresentati,

e�ettivamente gli assi dei lati e le bisettri
i degli angoli hanno un punto

in 
omune. Infatti, per i poligoni regolari, vale il seguente teorema 
he

enun
iamo senza dimostrazione.

b

b b

(a)

bb

b b

(b)

b

b

b b

b

(
)

b

bb

b

b b

(d)

Figura 1.18 � Esempi di poligoni regolari: (a) triangolo equilatero, (b) quadrato,

(
) pentagono regolare, (d) esagono regolare.

Teorema 1.8. Un poligono regolare è sia ins
rivibile sia 
ir
os
rivibile ad

una 
ir
onferenza, ed il 
entro della 
ir
onferenza ins
ritta 
oin
ide 
on

quello della 
ir
onferenza 
ir
os
ritta.

Il 
entro della 
ir
onferenza 
ir
os
ritta (o della 
ir
onferenza ins
ritta)

ad un poligono regolare è detto 
entro del poligono. Il raggio della 
ir
on-

ferenza 
ir
os
ritta si di
e raggio del poligono; il raggio della 
ir
onferenza

ins
ritta si 
hiama inve
e apotema del poligono (si veda la Figura 1.19).

Un'altra importante 
lasse di poligoni, per i quali esistono sempre sia la


ir
onferenza ins
ritta sia quella 
ir
os
ritta, è 
ostituita dai triangoli. Si

può a�ermare 
iò in base al seguente 
lassi
o teorema, 
he 
i limitiamo ad

enun
iare.
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b

b

b

b b

b

a
r

O

Figura 1.19 � Apotema, 
entro e raggio di un poligono regolare.

Teorema 1.9 (Punti notevoli di un triangolo). In un triangolo:

(i) gli assi dei lati si in
ontrano in uno stesso punto, detto 
ir
o
entro

(Figura 1.20a);

(ii) le bisettri
i degli angoli si in
ontrano in uno stesso punto, detto

in
entro (Figura 1.20b);

(iii) le mediane si in
ontrano in uno stesso punto, detto bari
entro (Fi-

gura 1.21a);

(iv) le rette 
he 
ontengono le altezze dei lati si in
ontrano in uno stesso

punto, detto orto
entro (Figura 1.21b).

È importante fare al
uni 
ommenti al teorema pre
edente.

1. L'esistenza della 
ir
onferenza 
ir
os
ritta per ogni triangolo segue dal

punto (i) e dal Teorema 1.6. Il punto 
he hanno in 
omune gli assi dei

lati di un triangolo si 
hiama 
ir
o
entro proprio per
hé è il 
entro della


ir
onferenza 
ir
os
ritta al triangolo.

2. L'esistenza della 
ir
onferenza ins
ritta per ogni triangolo segue dal

punto (ii) e dal Teorema 1.7. Il punto 
he hanno in 
omune le bisettri
i

degli angoli di un triangolo si 
hiama in
entro proprio per
hé è il 
entro

della 
ir
onferenza ins
ritta al triangolo.

3. In generale, 
ir
o
entro, in
entro, orto
entro e bari
entro non 
oin
i-

dono tra loro. In parti
olare, il 
entro della 
ir
onferenza ins
ritta non

ne
essariamente 
oin
ide 
on quello della 
ir
onferenza 
ir
os
ritta.

4. L'in
entro e il bari
entro sono sempre interni al triangolo, per
hé tali

sono bisettri
i e mediane. Inve
e, il 
ir
o
entro e l'orto
entro possono
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b

b

b

b

A

B

C

(a)

b

b

b

b

A

B

C

(b)

Figura 1.20 � (a) Cir
o
entro. (b) In
entro.

b

b

b

b

A

B

C

(a)

b

b

b

b

A

B

C

(b)

Figura 1.21 � (a) Bari
entro. (b) Orto
entro.


adere sia internamente al triangolo, sia esternamente, sia sui lati stessi

del triangolo. Ad esempio, nella Figura 1.22b vediamo 
he il 
ir
o
entro O

si trova sul lato AB: ne
essariamente, O risulta essere il punto medio del

lato AB e tale lato è un diametro della 
ir
onferenza 
ir
os
ritta; inoltre,

l'altezza rispetto al lato AB deve essere 
ongruente alla metà di AB stesso.

Nella Figura 1.22a l'orto
entro O è esterno al triangolo.

5. Il bari
entro gode an
he della seguente sorprendente proprietà, 
he

enun
iamo senza dimostrazione nel seguente teorema.

Teorema 1.10. Il bari
entro divide 
ias
una mediana in due parti, di 
ui

quella 
he 
ontiene il verti
e è doppia dell'altra.
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b

b b

b
O

A

B C

(a)

b b

b

bA B

C

O

(b)

Figura 1.22 � (a) Orto
entro esterno. (b) Cir
o
entro su un lato.

1.2 Il Teorema di Pitagora

Il Teorema di Pitagora è da molti 
onsiderato 
ome il primo grande teo-

rema della matemati
a: la sua dimostrazione, dovuta appunto a Pitagora

o a qual
he allievo della sua s
uola, risale al VI se
olo a.C., ma pare 
he

l'enun
iato del teorema fosse già noto ai Babilonesi intorno al 1600 a.C.

Per inquadrare questo teorema in un 
ontesto opportuno, premettiamo

al
une 
onsiderazioni sul 
on
etto di area.

L'area A di un rettangolo, notoriamente, è data dalla formula

A = base× altezza ,

sulla quale vale la pena di ri�ettere un attimo 
on riferimento alla Figu-

ra 1.23. In parti
olare, supponendo 
he l'unità di misura delle lunghezze

sia, ad esempio, il 
entimetro, diventa evidente il signi�
ato di esprimere

A in 
entimetri al quadrato.

Da un punto di vista operativo, diventa importante ragionare sul 
on
et-

to di �gure equivalenti, dove per equivalenti intendiamo aventi la stessa

area. Un primo risultato elementare, ma fondamentale, è l'equivalenza tra

un qualunque triangolo ed un opportuno rettangolo: più pre
isamente,

abbiamo il seguente teorema.
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Figura 1.23 � Rettangolo 
on base e altezza misurate in 
entimetri.

Teorema 1.11. Ogni triangolo è equivalente ad un rettangolo avente per

base un lato qualunque del triangolo, e per altezza la metà dell'altezza

relativa a quel lato.

Dimostrazione. Dato un triangolo△ABC 
ome in Figura 1.24, tra

iamo

l'altezza CH relativa ad AB, indi
ando 
on M il suo punto medio. Poi


ostruiamo le proiezioni A′
e B′

di A e B sulla retta parallela ad AB e pas-

sante per M . Dobbiamo dimostrare 
he il triangolo △ABC è equivalente

al rettangolo ABB′A′
. Sempre riferendo
i alla Figura 1.24, analizziamo i

due triangoli rettangoli △AA′D e △DMC: abbiamo

AA′ ∼= CM ,

in quanto questi due segmenti sono 
ongruenti alla metà di CH. Inoltre,

Â′DA ∼= ĈDM ,

in quanto opposti al verti
e. Quindi, appli
ando il Corollario 1.1, 
on-


ludiamo 
he an
he Â′AD e D̂CM sono 
ongruenti. Riassumendo, i due

triangoli rettangoli △AA′D e △DMC hanno uguali gli angoli e un la-

to, e pertanto, per il se
ondo 
riterio di 
ongruenza per i triangoli, sono


ongruenti. In modo analogo, si veri�
a 
he an
he i 2 triangoli rettan-

goli △CME e △EB′B sono 
ongruenti, dalla qual 
osa la tesi dis
ende

fa
ilmente.

Ora possiamo senz'altro passare all'illustrazione del Teorema di Pitagora.

Teorema 1.12 (Teorema di Pitagora). L'area del quadrato 
ostruito sul-

l'ipotenusa di un triangolo rettangolo 
oin
ide 
on la somma delle aree dei

quadrati 
ostruiti sui 
ateti.
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b

A
b

B

b
C

b

H

b

M
b

A′

b
D

b
E

b
B′

Figura 1.24 � Equivalenza tra un triangolo ed un opportuno rettangolo.

Dimostrazione. Rappresentiamo il Teorema mediante la Figura 1.25, in


ui △ABC è un triangolo rettangolo, Qa e Qb sono i quadrati 
ostruiti sui


ateti, mentre Q è il quadrato 
ostruito sull'ipotenusa.

b

A
b

B

b
C

b

a

Qb

Qa

Q

Figura 1.25 � Teorema di Pitagora: Area(Q) = Area(Qa) + Area(Qb).

Per dimostrare il teorema 
ostruiamo il quadrato di lato a+ b e lo s
om-

poniamo in due modi diversi, 
ioè 
ome indi
ato rispettivamente nelle

Figure 1.26a e 1.26b.

Gli otto triangoli rettangoli 1�8 nelle Figure 1.26a e 1.26b sono tutti equi-

valenti per
hé, per 
ostruzione, hanno i 2 lati a, b, e l'angolo (retto) tra

essi 
ompreso 
ongruenti: quindi sono 
ongruenti per il Teorema 1.1. Inol-

tre, il quadrilatero equilatero Q è e�ettivamente un quadrato, in quanto

i suoi quattro angoli risultano retti per il Corollario 1.1. A questo punto

il lettore dovrebbe ri
onos
ere 
he la 
on
lusione della dimostrazione è

immediata.
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(b)

Figura 1.26 � 1�8 sono tutti triangoli rettangoli equivalenti.

Vediamo adesso al
une appli
azioni del Teorema di Pitagora.

⊲ Eser
izio 1.1. Due torri, alte rispettivamente 30 e 40 metri, distano

fra loro 50 metri. Tra le due torri si trova una fontana, verso la quale

dis
endono 
ontemporaneamente due u

elli, uno da ogni torre, alla stessa

velo
ità. Sapendo 
he i due u

elli raggiungono la fontana nello stesso

momento, determinare la distanza della fontana dalle due torri.

b

A

b

B

b

F

b
P

b
Q

4

0

m

e

t

r

i

3

0

m

e

t

r

i

x

50 metri

Figura 1.27 � Problema della fontana e delle torri.
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Soluzione. Il problema può essere s
hematizzato 
ome nella Figura 1.27, in 
ui

AP e QB rappresentano le due torri, mentre F indi
a la posizione (non nota)

della fontana. Inoltre, indi
hiamo 
on x la distanza di F dalla torre AP , per 
ui
la distanza di F dalla torre QB risulta essere pari a (50 − x). Visto 
he i due

u

elli si muovono alla stessa velo
ità, la 
ondizione da imporre per determinare

la posizione di F è

PF ∼= QF . (1.2.1)

Ora, appli
ando il Teorema di Pitagora ai triangoli rettangoli △PAF e △QBF ,
dedu
iamo 
he la (1.2.1) equivale a

√

x2 + 302 =
√

(50− x)2 + 402 . (1.2.2)

Elevando al quadrato si trova

x2 + 302 = 502 + x2 − 100x+ 402 ,

da 
ui

x =
50 · 50 + 40 · 40− 30 · 30

10 · 10 = 5 · 5 + 4 · 4− 3 · 3 = 25 + 16− 9 = 32 .

Il 
entro della fontana dista 32 metri dalla torre AP e 18 metri dall'altra. ⊳

⊲ Eser
izio 1.2. Consideriamo la Figura 1.28. Assumendo 
he la lun-

ghezza di AO sia pari a r, esprimere la lunghezza del raggio della 
ir
on-

ferenza 
on 
entro in O3 in funzione di r.

b

A
b

B
b

O1

b

O

b

O2

b O3

r/
2

x

r

Figura 1.28 � Illustrazione relativa all'Eser
izio 1.2.

Soluzione. Per prima 
osa impostiamo il problema 
ome in Figura 1.28, dove

x è il raggio in
ognito 
he dobbiamo determinare. Ora possiamo appli
are il

Teorema di Pitagora al triangolo rettangolo △O1OO3, ottenendo

(r

2

)2
+ (r − x)2 =

(r

2
+ x
)2

. (1.2.3)
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Sviluppando i 
al
oli in (1.2.3), si trova

r2 − 3xr = r(r − 3x) = 0

la 
ui uni
a soluzione è

x =
r

3
,


he è a

ettabile in quanto 
ompresa tra 0 e r/2.

⊳

1.3 Teorema di Talete e 
on
etto di similitu-

dine

Ingrandire o rimpi

iolire oggetti, mantenendo inalterate le proporzioni, è

alla base di molte attività diversissime fra loro. Gli ar
hitetti si servono

spesso di un plasti
o per riprodurre un modello in s
ala di un progetto.

I biologi utilizzano ingrandimenti per esplorare le 
ellule o per studiare

gli insetti. In questa sezione vedremo 
ome formalizzare, da un punto

di vista matemati
o e geometri
o, queste idee di 
ui abbiamo dato una

prima des
rizione: in parti
olare, arriveremo al 
on
etto di �gure simili,


ioè, a parole, �gure aventi la stessa forma, an
he se non ne
essariamente


ongruenti.

Il punto di partenza è il Teorema di Talete, si
uramente uno dei più

importanti della geometria eu
lidea piana.

Teorema 1.13 (Teorema di Talete). Dato un fas
io di rette parallele

tagliate da due trasversali, il rapporto tra le misure di due segmenti AB e

CD, individuati dal fas
io su una trasversale, è uguale al rapporto tra le

misure dei loro 
orrispondenti A′B′
e C ′D′

sull'altra trasversale.

Omettiamo la dimostrazione di questo teorema, ma riteniamo 
he sia mol-

to importante per il lettore 
apirne pienamente il signi�
ato osservando

la Figura 1.29. In parti
olare, identi�
ando i segmenti 
on la loro misu-

ra, possiamo s
rivere 
he la 
on
lusione del Teorema di Talete può essere

espressa mediante l'uguaglianza dei due seguenti rapporti:

AB

CD
=

A′B′

C ′D′
. (1.3.1)
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Figura 1.29 � Fas
io di rette parallele tagliate da due trasversali.

Per uso futuro, è an
he utile notare 
he la pre
edente equazione è equiva-

lente alla seguente proporzione:

AB : CD = A′B′ : C ′D′ . (1.3.2)

Ora possiamo introdurre il 
on
etto di similitudine tra triangoli.

De�nizione 1.9. Diremo 
he due triangoli sono simili se:

(a) hanno gli angoli ordinatamente 
ongruenti;

(b) il rapporto tra le misure dei lati opposti ad angoli 
ongruenti è


ostante.

b

A
b

B

b
C

b

A′

b

B′

b
C′

Figura 1.30 � Due triangoli simili.
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Con riferimento alla Figura 1.30, la de�nizione di similitudine fra triangoli

equivale alle 
ondizioni:

Â ∼= Â′ , B̂ ∼= B̂′ , Ĉ ∼= Ĉ ′ e
A′B′

AB
=

B′C ′

BC
=

A′C ′

AC
. (1.3.3)

Il numero reale

k =
A′B′

AB
(1.3.4)

in (1.3.3) viene 
hiamato rapporto di similitudine: in parti
olare, se k = 1,
i due triangoli sono 
ongruenti; se k < 1 il triangolo △A′B′C ′

risulta più

pi

olo rispetto a △ABC; in�ne, se k > 1, il triangolo △A′B′C ′
è allora

più grande rispetto a △ABC.
Per indi
are 
he due triangoli sono simili useremo la s
rittura seguente:

△ABC ∼ △A′B′C ′ .

Nelle appli
azioni risultano molto utili i seguenti 
osiddetti 
riteri di si-

militudine, per la 
ui dimostrazione lo strumento prin
ipale è il Teo-

rema di Talete. Per illustrare meglio questa a�ermazione forniremo la

dimostrazione del primo 
riterio.

Teorema 1.14 (Primo 
riterio di similitudine). Se due triangoli hanno

due angoli ordinatamente 
ongruenti, allora sono simili.

Dimostrazione. Con riferimento alla Figura 1.31, l'ipotesi è:

Â ∼= Â′ e B̂ ∼= B̂′ ,

mentre la tesi è △ABC ∼ △A′B′C ′
. Osserviamo preliminarmente 
he,

dalle ipotesi e dal Corollario 1.1, si ri
ava immediatamente 
he

Ĉ ∼= Ĉ ′ .

Sovrapponiamo i due triangoli in modo 
he abbiano un verti
e in 
omune,

di
iamo A = A′
, e i lati a 
oppie paralleli, 
ome illustrato mediante la

Figura 1.32: grazie al Teorema di Talete dedu
iamo 
he

AB : AC = A′B′ : A′C ′ .
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b

A
b

B

b
C

b

A′

b

B′

b
C′

Figura 1.31 � Due triangoli simili.

In modo simile (il lettore veri�
hi 
ome eser
izio questa a�ermazione) la

pre
edente proporzione può essere 
ompletata arrivando a

AB : AC = A′B′ : A′C ′ = BC : B′C ′ .

In 
on
lusione, abbiamo 
osì ottenuto tutte le 
ondizioni ri
hieste dalla

De�nizione 1.9, per 
ui la dimostrazione è 
ompleta.

b

A=A′

b

B

b
C

b

B′

b
C′

Figura 1.32 � Dimostrazione del primo 
riterio di similitudine.

Teorema 1.15 (Se
ondo 
riterio di similitudine). Se due triangoli hanno

due lati proporzionali e l'angolo 
ompreso 
ongruente, allora sono simili.

Teorema 1.16 (Terzo 
riterio di similitudine). Se due triangoli hanno i

lati proporzionali, allora sono simili.

Come prima importante 
onseguenza dei pre
edenti 
riteri possiamo illu-

strare due risultati molto utili, noti 
ol nome di Teoremi di Eu
lide.
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Teorema 1.17 (Primo Teorema di Eu
lide). In un triangolo rettangolo


ias
un 
ateto è medio proporzionale tra l'ipotenusa e la sua proiezione

sull'ipotenusa.

Dimostrazione. Con riferimento alla Figura 1.33, dobbiamo dimostrare le

seguenti proporzioni:

BC : AB = AB : BH (1.3.5)

BC : AC = AC : HC . (1.3.6)

A tal �ne, possiamo osservare 
he, 
ome 
onseguenza del primo 
riterio

di similitudine (Teorema 1.14) i due triangoli △BAC e △BHA sono si-

mili, da 
ui la (1.3.5) segue immediatamente. In modo analogo, dalla

similitudine di △BAC e △AHC si ri
ava la (1.3.6).

b

H

b
A

C
b

B
b

Figura 1.33 � AH è l'altezza relativa all'ipotenusa in un triangolo rettangolo.

Teorema 1.18 (Se
ondo Teorema di Eu
lide). In un triangolo rettangolo

l'altezza relativa all'ipotenusa è media proporzionale tra le proiezioni dei


ateti sull'ipotenusa.

Dimostrazione. Sempre 
on riferimento alla Figura 1.33, dobbiamo pro-

vare la seguente proporzione:

HC : AH = AH : BH .

La dimostrazione è molto simile a quella del teorema pre
edente, per 
ui

i dettagli vengono las
iati al lettore 
ome eser
izio.



30 Geometria eu
lidea

A bene�
io del lettore riassumiamo, attraverso la Figura 1.34, le prin
ipali

relazioni metri
he fra gli elementi di un triangolo rettangolo:

(i) a2 + b2 = c2 (Teorema di Pitagora);
(ii) a2 = p1 c e b2 = p2 c (Primo Teorema di Euclide);
(iii) h2 = p1 p2 (Secondo Teorema di Euclide).

b

H

b
A

C
b

B
b

a b

p1 p2
c

h

Figura 1.34 � Elementi fondamentali di un triangolo rettangolo.

Passiamo ora ad al
une appli
azioni di questi 
on
etti.

⊲ Eser
izio 1.3 (Teorema delle se
anti). Dimostrare la seguente a�er-

mazione: se da un punto esterno ad una 
ir
onferenza si 
ondu
ono due

semirette se
anti e si 
onsiderano i quattro segmenti 
he hanno un estremo

nel punto esterno e l'altro nei punti di intersezione delle se
anti 
on la 
ir-


onferenza, il prodotto delle misure dei due segmenti appartenenti a una

se
ante è uguale al prodotto delle misure dei due segmenti appartenenti

all'altra se
ante.

Soluzione. Come primo passo, il lettore è invitato a 
ostruire una rappre-

sentazione gra�
a del 
ontenuto di questo eser
izio; il risultato da ottenere è

illustrato nella Figura 1.35, attraverso la quale bisogna ri
onos
ere 
he la tesi

da veri�
are è sempli
emente:

PA · PB = PC · PD .

Ora, veri�
hiamo 
he i due triangoli △APD e △BPC sono simili: infatti,

ÂBC e ÂDC sono 
ongruenti in quanto angoli alla 
ir
onferenza 
he insistono
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sullo stesso ar
o; poi, l'angolo ÂPC è 
omune, quindi la nostra a�ermazione è

un'immediata 
onseguenza del primo 
riterio di similitudine. Ne dedu
iamo 
he

PD : PB = PA : PC ,

da 
ui la tesi è immediata.

⊳

b P

b A

b
C

b
B

b
D

Figura 1.35 � Illustrazione dell'Eser
izio 1.3.

⊲ Eser
izio 1.4 (Teorema della se
ante e della tangente). Dimostrare

la seguente a�ermazione: se da un punto esterno ad una 
ir
onferenza si

tra

iano una semiretta tangente ed una se
ante, il prodotto delle misure

dei due segmenti 
he hanno un estremo nel punto esterno e l'altro nei punti

di intersezione della se
ante 
on la 
ir
onferenza è uguale al quadrato della

misura del segmento di tangenza.

Soluzione. Come per l'eser
izio pre
edente, per prima 
osa 
ostruiamo un'ap-

propriata rappresentazione gra�
a (si veda la Figura 1.36). Ora, la tesi da

veri�
are è:

PT
2
= PA · PB .

Dato 
he i ragionamenti ri
hiesti sono analoghi a quelli dell'eser
izio pre
edente,

il lettore è invitato a 
ompletare autonomamente la dimostrazione, veri�
ando,

in parti
olare, la similitudine tra i due triangoli △APT e △TPB. (Suggerimen-

to: osservare 
he ÂTP e T̂BA sono 
ongruenti, in quanto entrambi sono angoli

alla 
ir
onferenza 
he insistono sull'ar
o

⌢
AT ).

⊳

Se
ondo i reso
onti di Plutar
o, Talete sbalordì i sapienti sa
erdoti egiziani

per il modo in 
ui rius
ì a determinare l'altezza della piramide di Cheope
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b P

b

A

b
T

b

B

Figura 1.36 � Illustrazione dell'Eser
izio 1.4.

mediante l'uso di un sempli
e bastone e la valutazione delle ombre (dati

di fa
ile misurazione): questa appli
azione del 
on
etto di similitudine è


ontenuta nell'eser
izio seguente.

⊲ Eser
izio 1.5. Si osservi la Figura 1.37: dedurre l'altezza della pira-

mide attraverso un uso opportuno del 
on
etto di similitudine.

b

b

b

b

b

b
b

240 m

6.2 m

10 m

b

Figura 1.37 � Illustrazione dell'Eser
izio 1.5: la piramide di Cheope ed il bastone

di Talete.

Soluzione. Il problema può essere s
hematizzato attraverso la rappresentazione

di una sezione della piramide, 
ome in Figura 1.38. In questa �gura, le rette


ontenenti CF e EG rappresentano raggi del sole, mentre EF rappresenta il

bastone. Data la lontananza del sole, si può supporre 
he i raggi siano paralleli

e quindi 
he CF sia parallelo a EG. Sempre 
on riferimento alla Figura 1.38, il

problema di partenza diventa quindi equivalente al seguente: note le misure di

HF , EF e FG, determinare la lunghezza di CH.

Osserviamo 
he i due triangoli rettangoli △CHF e △EFG sono simili grazie al

primo 
riterio, in quanto

ĈFH ∼= ÊGF
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per
hé 
orrispondenti rispetto a due rette parallele tagliate dalla trasversale AG.
Ne segue la validità della seguente proporzione:

CH : EF = HF : FG ,

da 
ui, usando i dati

HF = 240m. EF = 6, 2m. FG = 10m. ,

è fa
ile ri
avare 
he l'altezza CH misura 
ir
a 148,8 m.

⊳

b

H

b

A

b

B

b
C

b

F

b
E

b

G

Figura 1.38 � Sezione della piramide di Cheope.

1.4 Eser
izi di riepilogo

⊲ Eser
izio 1.6. In un triangolo △ABC si 
onsideri un punto D su AC

tale 
he AB = AD. Mostrare 
he 2ĈBD ∼= ÂBC − ÂCB.

Soluzione. Riferendo
i alla Figura 1.39a, si ha ĈBD ∼= ÂBC−ÂBD. Essendo

AB = AD segue 
he ÂBD ∼= ÂDB. Quindi

ĈBD ∼= ÂBC − ÂDB . (1.4.1)

Inoltre, ÂDB è un angolo esterno al triangolo △BCD, da 
ui segue, per il

Teorema 1.2,

ÂDB ∼= ĈBD + ÂCB . (1.4.2)

Sostituendo (1.4.2) in (1.4.1) si trova ĈBD ∼= ÂBC− ĈBD− ÂCB , da 
ui la

tesi. ⊳
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b

C

b
A

b

B

b
D

(a)

b

C

b
A

b

B

b

D
b

L
b
M

(b)

Figura 1.39 � (a) Illustrazione dell'Eser
izio 1.6. (b) Illustrazione dell'Eser
i-

zio 1.7.

⊲ Eser
izio 1.7. Sia △ABC un triangolo 
on AB > AC . La bisettri
e

dell'angolo ÂBC e la bisettri
e dell'angolo esterno in C si in
ontrano in un

punto D. Siano L e M i punti di intersezione della retta per D parallela

a CB 
on AC e AB rispettivamente. Mostrare 
he LM = MB − LC .

Soluzione. La rappresentazione del problema è illustrata in Figura 1.39b.

Per 
ostruzione si ha ÂBD ∼= D̂BC. Inoltre, D̂BC ∼= B̂DM essendo angoli

alterni interni rispetto alle rette parallele individuate da CB e DM tagliate

dalla trasversale DB. Per la transitività della relazione di 
ongruenza ÂBD ∼=
B̂DM , da 
ui △DMB è un triangolo isos
ele. Segue 
he

DM = MB . (1.4.3)

In modo analogo si dimostra 
he

DL = LC . (1.4.4)

Sostituendo (1.4.3) e (1.4.4) in DM = DL+ LM si perviene al risultato. ⊳

⊲ Eser
izio 1.8. Sia △ABC un triangolo rettangolo e siano D, E e F
rispettivamente il piede dell'altezza rispetto all'ipotenusa AB, l'interse-

zione dell'ipotenusa 
on la bisettri
e dell'angolo retto e il punto medio

dell'ipotenusa. Mostrare 
he D̂CE ∼= ÊCF .

Soluzione. Si 
onsideri il triangolo rettangolo △ABC ins
ritto in una semi-


ir
onferenza 
ome mostrato in Figura 1.40. Estendiamo CE sino ad in
ontrare

la 
ir
onferenza in G. Essendo, per 
ostruzione, ÂCG ∼= B̂CG, segue 
he i


orrispondenti angoli al 
entro sono 
ongruenti, ovvero:

ÂFG ∼= B̂FG .
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b
F

bb

b
C

b

G

b
D

b

E
BA

Figura 1.40 � Illustrazione dell'Eser
izio 1.8.

Quindi FG è perpendi
olare a AB e, 
onseguentemente, parallelo a CD. I

due angoli D̂CE e F̂GE sono quindi 
ongruenti (essendo angoli alterni interni

rispetto a rette parallele). Osservando, in�ne, 
he CF = FG si ha 
he il

triangolo △CFG è isos
ele, da 
ui ÊCF ∼= F̂GE ∼= D̂CE . ⊳

⊲ Eser
izio 1.9. In un triangolo△ABC si estenda l'altezza relativa a AC
sino ad un punto G tale 
he EG = CF , dove E ed F rappresentano i piedi

delle altezze relative a AC e AB rispettivamente. SiaH l'intersezione della

retta per G, perpendi
olare a BG, 
on il prolungamento di AB. Mostrare


he AH = AC.

b
C

b

A
b

B
b

F

b
G

b
E

b

H

Figura 1.41 � Illustrazione dell'Eser
izio 1.9.

Soluzione. Per 
ostruzione (si veda la Figura 1.41) il lettore dovrebbe dedurre


he ĜHA ∼= B̂AC. Adesso, B̂GH ∼= ÂFC in quanto entrambi angoli retti,

per 
ui segue dal Teorema 1.14 
he i due triangoli △AFC e △HGB sono simili.

Possiamo quindi s
rivere

AC

CF
=

BH

GB
. (1.4.5)
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In △BHG, AE è parallelo a HG, da 
ui, per il Teorema 1.13,

AH

EG
=

BH

GB
. (1.4.6)

Dalle (1.4.5) e (1.4.6), tenendo 
onto 
he EG = CF , si 
on
lude. ⊳

⊲ Eser
izio 1.10. Sia △ABC un triangolo qualunque e sia E un punto

sull'altezza relativa a CB. Mostrare 
he AC
2 − CE

2
= AB

2 − EB
2
.

b
A

b

C
b

B
b

D

b
E

(a)

b
A

b
D

b
B

b

C

b
G

b
E

b

P

(b)

Figura 1.42 � (a) Illustrazione dell'Eser
izio 1.10. (b) Illustrazione dell'Eser
i-

zio 1.11.

Soluzione. Sia D il piede dell'altezza relativa a AB (si veda la Figura 1.42a).

Appli
ando il Teorema di Pitagora ai triangoli △ADC e △EDC si trova:

CD
2
+AD

2
=AC

2
,

CD
2
+ ED

2
=EC

2
.

Sottraendo membro a membro queste due relazioni si trova

AD
2 − ED

2
= AC

2 − EC
2
. (1.4.7)

In modo analogo, 
onsiderando i triangoli △ADB e △EDB, si perviene a

AD
2 − ED

2
= AB

2 − EB
2
. (1.4.8)

In�ne, 
ombinando (1.4.7) e (1.4.8) si ha la tesi. ⊳
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⊲ Eser
izio 1.11. Due 
orde AC e DB di una 
ir
onferenza son tra

loro perpendi
olari e si interse
ano in un punto G. Si estenda l'altezza

relativa a AD del triangolo △ADG, sino ad in
ontrare BC in un punto

P . Mostrare 
he BP = CP .

Soluzione. Per prima 
osa rappresentiamo il problema 
ome mostrato in Fi-

gura 1.42b. Nel triangolo rettangolo △AEG l'angolo D̂AG è 
omplementare a

ÂGE, il quale è 
omplementare a ÊGD. Segue 
he D̂AG ∼= ÊGD. Inoltre,

osserviamo 
he ÊGD ∼= B̂GP . Gli angoli D̂AC e D̂BC sono angoli alla 
ir-


onferenza 
he insistono sullo stesso ar
o e quindi sono 
ongruenti. Segue 
he

ĈBG ∼= B̂GP , da 
ui BP = GP . In modo analogo si dimostra 
he CP = GP .

⊳

⊲ Eser
izio 1.12. Si 
onsideri un 
ubo di lato pari a

√
3 cm. Cal
olare

la misura delle diagonali (ovvero, i segmenti 
he 
ongiungono due verti
i

non appartenenti alla stessa fa

ia).

Soluzione. Indi
hiamo 
on ℓ la lunghezza del lato del 
ubo. Appli
ando il

Teorema di Pitagora, dedu
iamo 
he la diagonale Dfaccia di una fa

ia del 
ubo

misura:

Dfaccia =
√

ℓ2 + ℓ2 =
√
2 ℓ .

Adesso possiamo 
al
olare la misura della diagonale del 
ubo Dcubo appli
ando

an
ora il Teorema di Pitagora:

Dcubo =
√

D2
faccia + ℓ2 =

√

2 ℓ2 + ℓ2 =
√
3 ℓ .

Nella nostra situazione abbiamo ℓ =
√
3 cm , per 
ui:

Dcubo =
√
3 ·

√
3 cm = 3 cm .

⊳

⊲ Eser
izio 1.13. Cal
olare il rapporto tra la diagonale di un quadrato

e la lunghezza della 
ir
onferenza in esso ins
ritta.

Soluzione. Indi
hiamo 
on ℓ la lunghezza del lato del quadrato. Allora la

diagonale del quadrato, 
ome 
onseguenza del Teorema di Pitagora, misura:

Dquadrato =
√
2 ℓ .
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Poi
hé ℓ è an
he il diametro della 
ir
onferenza ins
ritta, il rapporto ri
hiesto

vale: √
2 ℓ

π ℓ
=

√
2

π
.

⊳

1.5 Elementi di geometria solida

In questo paragrafo presentiamo le formule per il 
al
olo dell'area e del

volume di al
uni solidi notevoli. Prima di far questo ri
ordiamo le formule

per il 
al
olo dell'area di un poligono regolare e del 
er
hio.

Con riferimento alla Figura 1.43 si ri
ava immediatamente 
he l'area di un

poligono regolare 
on n lati (in �gura un pentagono) è pari a n volte (nel


aso del pentagono 5 volte) l'area del triangolo avente base di lunghezza

ℓ ed altezza l'apotema a. Quindi, denotato 
on Pn un poligono regolare


on n lati, la sua area è:

A(Pn) = n
ℓ · a
2

=
p · a
2

, (1.5.1)

dove 
on p = n ℓ abbiamo indi
ato il perimetro del poligono.

b

b

b

b b

b

ℓ

a
r

Figura 1.43 � Pentagono regolare.

Sempre 
on riferimento alla Figura 1.43, il lettore non dovrebbe aver dif-

�
oltà a 
omprendere 
he, man mano 
he il numero n dei lati aumenta,

il poligono regolare tende ad approssimare il 
er
hio 
ir
os
ritto. Il peri-

metro del poligono tenderà quindi alla lunghezza della 
ir
onferenza, 
ioè
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2 π r, mentre l'apotema si avvi
inerà al raggio r. Usando la (1.5.1) si in-

tuis
e 
he l'area di un 
er
hio di raggio r vale π r2.

Ri
ordiamo adesso le de�nizioni di al
uni solidi notevoli.

1. Si 
hiama prisma un poliedro avente 
ome basi due poligoni 
ongruenti

posti su piani paralleli, e 
ome fa

e laterali dei parallelogrammi. Un pri-

sma 
he ha gli spigoli laterali perpendi
olari alle basi si di
e retto. In�ne,

un prisma retto si di
e regolare quando le basi sono dei poligoni regolari.

Un prisma 
on base rettangolare si 
hiama parallelepipedo.

2. Si 
hiama piramide un poliedro i 
ui verti
i, tranne uno, appartengono

ad uno stesso piano 
hiamato piano della base. Il verti
e esterno alla base

è detto verti
e della piramide. Una piramide si di
e regolare se i verti
i

appartenenti alla base des
rivono un poligono regolare e il verti
e della pi-

ramide si trova sulla retta perpendi
olare alla base passante per il 
entro

del poligono.

3. Si 
hiama 
ono 
ir
olare retto il solido ottenuto dalla rotazione di un

segmento attorno ad una retta passante per uno, ed uno solo, dei suoi

estremi.

4. Si 
hiama 
ilindro 
ir
olare retto il solido ottenuto dalla rotazione di

un segmento attorno ad una retta ad esso parallela.

Siamo ora pronti per ri
hiamare le prin
ipali formule per il 
al
olo dell'area

e del volume dei solidi appena de�niti.

Prisma regolare


on base un n-gono re-

golare

ℓ

a

h

Area laterale

Aℓ = n(ℓ · h)

Area totale

At = Aℓ+2Ab = n(ℓ·h)+n(ℓ·a) = n ℓ(h+a)

Volume

V = Ab · h = n
l · a · h

2
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Parallelepipedo

a

b

h

Area laterale

Aℓ = 2(a · h) + 2(b · h) = 2(a+ b) · h

Area totale

At = Aℓ + 2Ab = 2(a+ b) · h+ 2(a · b)

Volume

V = Ab · h = a · b · h

Piramide regolare


on base un n-gono re-

golare

ℓ

a

h
d

Area laterale

Aℓ = n
ℓ · d
2

Area totale

At = Aℓ+Ab = n
ℓ · d
2

+n
ℓ · a
2

=
n ℓ

2
(d+a)

Volume

V =
Ab · h
3

= n
ℓ · a · h

6

Tron
o di piramide

regolare


on base un n-gono re-

golare

ℓ

a

a′
ℓ′

h
d

Area laterale

Aℓ = n
(ℓ+ ℓ′) · d

2

Area totale

At = Aℓ +Ab +Ab′

Volume

V =
(Ab +Ab′ +

√
Ab · Ab′) · h

3
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Cono 
ir
olare ret-

to

r

d h

Area laterale

Aℓ = π r · d

Area totale

At = Aℓ +Ab = π r · d+ π r2

Volume

V =
Ab · h
3

=
π r2 · h

3

Cilindro 
ir
olare

retto

r

h

Area laterale

Aℓ = 2 π r · h

Area totale

At = Aℓ + 2Ab = 2 π r · h + 2π r2

Volume

V = Ab · h = π r2 · h

Sfera

b
r

Area

A = 4 π r2

Volume

V =
4

3
π r3
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Al
une di queste formule hanno una spiegazione piuttosto sempli
e ed in-

tuitiva. Per esempio, è fa
ile 
onvin
ersi 
he il volume di un parallelepipe-

do sia pari all'area della base moltipli
ata per l'altezza. Con
ettualmente

molto più profonde sono inve
e le formule ne
essarie a 
al
olare il volu-

me di una piramide o di una sfera. Nei prossimi due eser
izi, rivolti a

Studenti 
he abbiano un minimo di familiarità 
on il 
on
etto di limite

e 
on il prin
ipio di induzione, ne daremo una dimostrazione intuitiva e

sostanzialmente 
ompleta.

⊲ Eser
izio 1.14. Dimostrare 
he il volume di una piramide regolare è

V =
A · h
3

,

dove 
on A abbiamo indi
ato l'area di base e 
on h l'altezza.

Soluzione. Consideriamo, per sempli
ità espositiva, il 
aso di una piramide

regolare 
on base quadrata. L'idea è di approssimare la piramide 
on una pila

di parallelepipedi 
ome mostrato nella Figura 1.44, dove riportiamo una sezione

piana della suddivisione. Sia n il numero di parti in 
ui abbiamo suddiviso

la piramide e siano (n − 1) i parallelepipedi 
ostruiti 
ome in Figura 1.44. Si

noti 
he la parte più alta della piramide non 
ontiene al
un parallelepipedo.

La somma dei volume dei parallelepipedi non sarà il volume della piramide ma,

man mano 
he aumenta il numero n delle suddivisioni, questa tenderà al volume

della piramide

7

.

Le aree A1, . . . ,An−1 delle basi dei parallelepipedi P1, . . . , Pn−1 sono propor-

zionali all'area A della base della piramide se
ondo le proporzioni seguenti (si

osservi la Figura 1.44):

A1 :

(

h

n

)2

= A : h2

A2 :

(

2h

n

)2

= A : h2

.

.

.

An−1 :

(

(n− 1)h

n

)2

= A : h2 .

7

Questo argomento è esattamente quello utilizzato da Eudosso di Cnido nel quarto

se
olo a.C.
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Pn−1

Pn−2

.

.

.

P2

P1

h
n

2h
n

(n−1)h
n

h

Figura 1.44 � Approssimazione della piramide 
on i parallelepipedi P1, . . . , Pn−1.

Da 
iò si dedu
e 
he:

Ak = A k2

n2
, k = 1, 2, . . . , n− 1 .

Detti V1, . . . ,Vn−1 i volumi dei parallelepipedi P1, . . . , Pn−1 si trova

V1 + · · · + Vn−1 = A1 ·
h

n
+ · · ·+An−1 ·

h

n

=
A · h
n3

(12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2) .

Adesso, utilizzando il prin
ipio di induzione, si può veri�
are 
he

12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2 =
2n3 − 3n2 + n

6
.

Segue 
he

V1 + · · ·+ Vn−1 = A · h 2n3 − 3n2 + n

6n3

= A · h
(

2n3

6n3
− n2

2n3
+

n

6n3

)

= A · h
(

1

3
− 1

2n
+

1

6n2

)

.
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Per �nire il lettore deve 
onvin
ersi (provando a valutare queste espressioni

numeri
he) 
he per valori di n molto grandi si trova:

1

2n
≈ 0 ,

1

6n2
≈ 0 .

Matemati
amente, queste approssimazioni possono essere rese rigorose mediante

il 
on
etto di limite (
he non tratteremo però in questo libro). ⊳

Osservazione 1.2. Con un pro
edimento analogo a quello visto nell'Eser-


izio 1.14, approssimando un 
ono 
on una pila di 
ilindri si perviene alla

formula per il 
al
olo del volume di un 
ono.

⊲ Eser
izio 1.15. Dimostrare 
he il volume di un tron
o di piramide

regolare è

V =
(Ab +Ab′ +

√
Ab · Ab′) · h

3
,

dove 
on Ab e Ab′ abbiamo indi
ato rispettivamente l'area della base

inferiore e superiore del tron
o di piramide, mentre 
on h l'altezza.

Soluzione. Con riferimento alla Figura 1.45 il volume del tron
o di piramide è

dato dalla di�erenza tra i volumi di due piramidi. Indi
ando 
on h+x l'altezza

della piramide 
ompleta, si ha 
he il volume del tron
o di piramide è

V =
Ab · (x+ h)

3
− Ab′ · x

3
=

1

3
[x(Ab −Ab′) + hAb] . (1.5.2)

h

x

b

b

Figura 1.45 � Il volume di un tron
o di piramide è la di�erenza tra i volumi di

due piramidi.
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Adesso, le aree Ab e Ab′ sono proporzionali se
ondo la proporzione

Ab : (x+ h)2 = Ab′ : x2 .

Segue 
he x è soluzione dell'equazione

(Ab −Ab′)x
2 − 2hAb′ x− h2Ab′ = 0


he ammette la soluzione positiva

x = h
Ab′ +

√
AbAb′

Ab −Ab′
.

Sostituendo, nella (1.5.2), il valore di x trovato si ha immediatamente la tesi.

⊳

⊲ Eser
izio 1.16. Dimostrare 
he il volume di una sfera di raggio r è

V =
4

3
π r3 .

Soluzione. Si 
onsideri una semi-sfera S di raggio r e la si 
ir
os
riva 
on un


ilindro 
on altezza pari al raggio della sfera. Si 
onsideri poi un 
ono 
ir
olare

retto 
on il verti
e nel 
entro della sfera e base il 
er
hio superiore del 
ilindro.

Nella Figura 1.46 mostriamo una sezione verti
ale della 
ostruzione des
ritta

sopra.

Figura 1.46 � Illustrazione dell'Eser
izio 1.16.

Adesso dimostriamo la seguente a�ermazione:

In ogni piano orizzontale 
he interse
a la 
on�gurazione dei tre solidi, l'area

della sezione di semi-sfera è pari all'area della sezione del 
ilindro meno l'area

della sezione del 
ono.



46 Geometria eu
lidea

Dimostrazione. Supponiamo 
he il piano orizzontale sia ad una 
erta quota h.
Il raggio della sezione Sh di semi-sfera sarà, usando il Teorema di Pitagora,

rSh
=

√
r2 − h2. Quindi l'area di Sh diventa A(Sh) = π · (r2 − h2). L'area della

sezione di 
ilindro non dipende da h ed è sempre pari all'area della base, 
ioè

π · r2. Il piano orizzontale interse
a il 
ono in una 
ir
onferenza di raggio h
(si 
ostruis
a un opportuno triangolo isos
ele per veri�
are questa proprietà).

Segue 
he l'area della sezione di 
ono è π ·h2. Cal
olando ora l'area della sezione

di 
ilindro meno l'area della sezione di 
ono si ottiene:

π · r2 − π · h2 = π · (r2 − h2) = A(Sh) .

Per 
on
ludere utilizziamo il seguente prin
ipio del volume:

Se due solidi hanno tutte le sezioni orizzontali di pari area, allora i solidi hanno

lo stesso volume.

Usando questo 
riterio dedu
iamo 
he il volume della semi-sfera è la di�erenza

del volume del 
ilindro meno il volume del 
ono:

V(S) = π · r2 · r − π · r2 · r
3

=
2

3
π · r3.

Il volume della sfera, essendo due volte quello della semisfera, è proprio dato

dalla formula 
er
ata. ⊳

1.6 Eser
izi proposti

⊲ Eser
izio 1.17. In un quadrato ABCD, sia M il punto medio di AB.

Una retta per M , perpendi
olare a MC , in
ontra AD in un punto K.

Mostrare 
he B̂CM ∼= K̂CM .

⊲ Eser
izio 1.18. Dato un quadrato ABCD sia E un punto interno tale


he ÊDC ∼= ÊCD = 15◦, mostrare 
he △ABE è equilatero.

⊲ Eser
izio 1.19. Sia △ABC un triangolo rettangolo retto in C. Siano
D e E due punti su AB tali 
he BD = BC e AE = AC. Indi
ata 
on

G la proiezione ortogonale di D su AC e 
on F la proiezione ortogonale

di E su BC, mostrare 
he DE = EF +DG.

⊲ Eser
izio 1.20. La misura della base maggiore DC di un trapezio

A,B,C,D è 97. La misura del segmento 
he unis
e i punti medi E e F
delle diagonali misura 3. Determinare la misura della base minore AB.
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⊲ Eser
izio 1.21. Due pali di una linea elettri
a sono alti 40 e 60 me-

tri rispettivamente. Dei 
avi di supporto sono tirati dalla 
ima di ogni

palo alla base dell'altro. A 
he altezza h dal suolo si trova il punto di

intersezione dei due 
avi?

⊲ Eser
izio 1.22. Una 
ir
onferenza è ins
ritta in un triangolo isos
ele

di base 12 e altezza 8. Una se
onda 
ir
onferenza è ins
ritta in modo da

risultare tangente alla prima 
ir
onferenza e ai lati uguali del triangolo.

Determinare il raggio r della se
onda 
ir
onferenza.

⊲ Eser
izio 1.23. Una piramide retta a base quadrata ha l'area della

super�
ie totale di 800 
m

2
. Sapendo 
he l'area della super�
ie di base è

8/17 dell'area della super�
ie laterale, 
al
olare il volume del solido.

⊲ Eser
izio 1.24. La misura del perimetro di un trapezio rettangolo è di

42 
m; il lato obliquo è 10 
m e la di�erenza delle basi è 6 
m. Cal
olare

l'area totale ed il volume del solido ottenuto dalla rotazione 
ompleta del

trapezio attorno alla base maggiore.

1.7 Commenti

Il notissimo V postulato della geometria eu
lidea 
lassi
a, nella sua for-

mulazione più moderna, risulta equivalente alla seguente asserzione:

Per un punto passa una ed una sola parallela ad una retta data.

Nel 
orso dei se
oli, numerosi matemati
i tentarono di dimostrare 
he il V

postulato era 
onseguenza dei primi quattro (Pro
lo, Posidonio, Tolomeo,

e inoltre al
uni matemati
i arabi). Nel 1733, il matemati
o Giovanni Ge-

rolamo Sa

heri 
redette di aver dimostrato il V postulato, ragionando nel

seguente ordine di idee: se si assumono solo i primi quattro postulati, la

geometria (alternativa a quella eu
lidea) 
he ne deriva è 
ontraddittoria.

In realtà, nei ragionamenti di Sa

heri non era presente al
una 
ontraddi-

zione e il suo lavoro altro non fe
e 
he spianare la strada allo sviluppo delle


osiddette geometrie non eu
lidee: in parti
olare, in geometria iperboli
a

le parallele sono in�nite (modello del dis
o di Poin
aré), mentre nella geo-

metria ellitti
a (modello della sfera di Riemann) due rette distinte hanno
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sempre due punti in 
omune. Le geometrie non eu
lidee hanno importan-

ti appli
azioni in vari 
ampi, 
ome ad esempio l'ar
hitettura (geometria

proiettiva e des
rittiva).

Forse non sorprende 
he la formula per il 
al
olo del volume di una pi-

ramide o di una piramide tron
a fosse già nota agli anti
hi egizi. Però

meraviglia 
he nel famoso papiro di Rhind (an
he noto 
ome papiro di Ah-

mes dal nome dello s
riba 
he lo tras
risse verso il 1650 a.C) sia indi
ata

una dimostrazione rigorosa di queste formule.

Non è molto noto nei paesi o

identali 
he nel se
olo III il grande matema-

ti
o 
inese Liu Hui arrivò, utilizzando il metodo 
ostruttivo (algoritmi
o),

a molti dei risultati della geometria elleni
a, quali il Teorema di Pitagora

o il 
al
olo del volume di una piramide.



2
Elementi di
trigonometria

2.0 S
opi del 
apitolo

La trigonometria rappresenta uno degli strumenti più utili all'interno del


osiddetto 
al
ulus, termine di origine latina impiegato nella lingua in-

glese per indi
are l'insieme delle aree fondamentali intorno alle quali si

sviluppa la matemati
a moderna: analisi matemati
a, geometria analiti
a

e algebra lineare. In questo 
apitolo verranno esposti i 
on
etti introdut-

tivi relativi alle prin
ipali funzioni trigonometri
he: sin x, cosx e tan x.
Vedremo poi al
une appli
azioni di questi 
on
etti allo studio di problemi

di natura geometri
a. In un 
ontesto avanzato, l'a
quisizione di matu-

rità s
ienti�
a a

res
e la 
onsapevolezza della sostanziale unità dei vari

rami della matemati
a e, più generalmente, delle s
ienze matemati
he,

�si
he e dell'area 
himi
o-biologi
a. In questo ordine di idee, attraverso

lo studio di questo 
apitolo, il lettore inizierà a per
epire direttamente il


ollegamento diretto tra i 
on
etti di base della geometria eu
lidea 
lassi
a

(Capitolo 1), la nozione di funzione 
lassi
a dell'analisi matemati
a e la

geometria analiti
a.
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2.1 Le funzioni trigonometri
he fondamentali

x

y

b

bb b

b

O

P

H A

Q

α

γ

cosα

sinα

tanα

Figura 2.1 � La 
ir
onferenza trigonometri
a (di raggio unitario).

Fa

iamo riferimento alla Figura 2.1: A è il punto di 
oordinate [1, 0].
Dunque la 
ir
onferenza in Figura 2.1, 
he 
hiamiamo γ, ha 
entro O e

raggio 1. Tutti gli angoli saranno misurati in radianti : in parti
olare,

ri
ordiamo 
he la misura in radianti dell'angolo α è data dalla lunghezza

del 
orrispondente ar
o di 
ir
onferenza, 
ioè

⌢

AP , divisa per la lunghezza

del raggio OA. Sinteti
amente, 
iò equivale a dire

α =

⌢

AP

OA
.

Da questa s
rittura dedu
iamo 
he la misura in radianti di α, essendo il

rapporto tra due lunghezze, è adimensionale o, in termini equivalenti, è

sempli
emente un numero reale.

Supponiamo ora di far variare il punto P su γ, per
orrendola a partire

da A in senso antiorario. Quando P avrà per
orso un intero giro, il 
or-

rispondente angolo α sarà 
res
iuto da 0 a 2π: 
iò 
ondu
e a de�nire le

prime due funzioni trigonometri
he fondamentali, 
ioè il seno e il 
oseno

di α, 
he denoteremo rispettivamente sinα e cosα.
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De�nizione 2.1. Dato un angolo α ∈ [0, 2π], de�niamo

sinα = ordinata di P , ∀α ∈ [0, 2π] (2.1.1)

cosα = as
issa di P , ∀α ∈ [0, 2π] . (2.1.2)

Ragioniamo sulla funzione seno guardando la Figura 2.1. Possiamo osser-

vare 
he, quando α 
res
e da 0 a π/2, sinα 
res
e dal valore 0 al valore

1. Se poi α passa da π/2 a π, sinα de
res
e da 1 a 0. In modo simile,

quando α 
res
e da π a 3π/2, sinα de
res
e da 0 a −1, per poi 
res
ere da
−1 a 0 quando α passa da 3π/2 a 2π. Una volta 
apito 
iò, non dovrebbe

sorprendere 
he la funzione seno, sull'intervallo [0, 2π], abbia l'andamento

della Figura 2.2.

x

y

π

2

π 3π

2

2π−
π

2
−π−

3π

2

0

1

−1

Figura 2.2 � Il gra�
o di sinx.

Si noti 
he, per uniformità di trattazione, in questa �gura abbiamo 
hia-

mato x l'argomento della funzione seno (
ioè abbiamo s
ritto sin x inve
e

di sinα). Inoltre, pensando 
he P 
ompia un numero in�nito di giri lungo

γ, abbiamo esteso la de�nizione di sin x a ogni x ∈ R. La funzione risulta

quindi essere una funzione periodi
a su R di periodo T = 2π, 
ioè, in
formule,

sin(x) = sin(x+ T ) , ∀ x ∈ R . (2.1.3)

Sottolineiamo 
he è molto importante, a questo punto, aver 
apito bene

il legame tra la Figura 2.1, la de�nizione (2.1.1) e il gra�
o di sin x della

Figura 2.2. Si dovrebbero poi ri
onos
ere, ragionando sulla Figura 2.3, le

ulteriori seguenti proprietà, valide ∀ x ∈ R:
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x

y

b

b

b b

bb

b

b

bb b

π

2
−α

α

π

2
+α

π−α

π+α −α

O

Figura 2.3 � Angoli 
omplementari e supplementari.

(i) sin(−x) = − sin x

(ii) sin(x+ π) = − sin x

(iii) sin(π − x) = sin x .

(2.1.4)

La (i) evidenzia 
he sin x è una funzione dispari.

⊲ Eser
izio 2.1. Veri�
are 
he:

(i) sin2 x+ cos2 x = 1

(ii) sin (
π

4
) =

√
2

2

(iii) sin (
π

6
) =

1

2
.

(2.1.5)

Nota: sin2 x signi�
a (sin x)2 e non sin(x2).

Soluzione. La (i) segue dall'appli
azione del Teorema di Pitagora al triangolo

rettangolo △OH P in Figura 2.1.

Per veri�
are la (ii), si può osservare 
he sin (π/4) = cos (π/4). Sostituendo

questa relazione nella (i), si ottiene 2 sin2 (π/4) = 1, da 
ui la 
on
lusione è

immediatamente dedu
ibile.
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Per quanto riguarda la (iii), il lettore deve ri
onos
ere 
he △OH P , quando

α = π/6, è la metà di un opportuno triangolo equilatero 
on lato di lunghezza

1. ⊳

Ragionando in modo analogo a quanto fatto per sin x, si arriva alle seguenti
proprietà di cosx, valide ∀ x ∈ R:

(i) cosx = cos(x+ 2π)

(ii) cosx = cos(−x)

(iii) cos(x+ π) = − cos x

(iv) cos(π − x) = − cosx .

(2.1.6)

La (ii) mostra 
he cosx è una funzione pari. Inoltre, sempre ragionan-

do sulla Figura 2.3, è utile rendersi 
onto 
he valgono an
he le seguenti

relazioni:

(i) sin(x+
π

2
) = cos x

(ii) cos(x+
π

2
) = − sin x

(iii) sin(
π

2
− x) = cosx

(iv) cos(
π

2
− x) = sin x .

(2.1.7)

Il gra�
o di cos x è illustrato nella Figura 2.4. A questo punto, riteniamo

opportuno un 
hiarimento sul metodo di studio: ragionare sulla Figu-

ra 2.1 (ampliandone, all'o

orrenza, i dettagli) in relazione alle formule

e ai gra�
i �no a Figura 2.4 è un eser
izio molto formativo e utile. Al


ontrario, riteniamo 
he sia po
o produttivo memorizzare le varie identità

trigonometri
he: 
onviene piuttosto 
onsultare un formulario ed imparare

ad utilizzarlo.

In genere, 
on il termine risoluzione dei triangoli si indi
a il pro
esso


he 
ondu
e alla determinazione 
ompleta del valore dei tre angoli e delle

lunghezze dei tre lati di un dato triangolo. Il prossimo eser
izio 
onsente di
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x

y

π

2

π 3π

2
2π−

π

2
−π−

3π

2

0

1

−1

Figura 2.4 � Il gra�
o di cosx .


on
ludere 
he la risoluzione di un triangolo rettangolo è possibile quando

si 
onos
ano un lato ed un angolo α (α 6= π/2).

⊲ Eser
izio 2.2. Si 
onsideri il triangolo rettangolo in Figura 2.5a. Le

lettere a, b, c indi
ano le lunghezze dei lati, mentre α e β sono i due angoli

opposti rispettivamente ai lati a e b. Dimostrare 
he valgono le seguenti

α

β

O′ H′

P ′

b

ac

(a)

x

y

r=1

b

bb

H

P

O

α

(b)

Figura 2.5 � Relazioni fra angoli e lati in un triangolo rettangolo.

relazioni:

(i) b = c cosα (ii) a = c sinα (iii)

a

b
=

sinα

cosα
. (2.1.8)
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Soluzione. Dal 
onfronto di (a) e (b) in Figura 2.5 dedu
iamo 
he i due

triangoli rettangoli △OH P e △O′H ′ P ′
sono simili. Dunque possiamo s
rivere

la seguente proporzione:

O′H ′ : OH = O′ P ′ : OP ,


he equivale a:

b : cosα = c : 1 ,

da 
ui si ri
ava immediatamente la (2.1.8)(i). La (2.1.8)(ii) è simile, mentre

la (2.1.8) (iii) è diretta 
onseguenza di (2.1.8)(i)�(ii). ⊳

L'eser
izio pre
edente 
i o�re an
he lo spunto per un'osservazione gene-

rale: l'origine gre
a della parola trigono-metria (triangolo-misura) ri
hia-

ma, nello spirito già evidenziato nel �2.0, il fatto 
he l'essenza di questa

bran
a della matemati
a 
onsiste nel fornire uno strumento di misurazio-

ne e 
al
olo 
he nas
e direttamente dall'appli
azione di 
on
etti, quali la

similitudine tra opportuni triangoli, nati nell'ambito della geometria eu-


lidea 
lassi
a (dopo queste 
onsiderazioni il lettore riprovi eventualmente

la veri�
a delle formule (2.1.7)).

Ora possiamo passare all'altra funzione trigonometri
a fondamentale, 
ioè

la funzione tangente di α, denotata tanα. Più pre
isamente, la (2.1.8)(iii)

suggeris
e di de�nire:

tanα =
sinα

cosα
, (2.1.9)

∀α ∈ R tale 
he cosα 6= 0, 
ioè ∀α ∈ R, α 6= π/2 + kπ, k ∈ Z.

Dalla similitudine dei triangoli rettangoli△OH P e △OAQ in Figura 2.1

dedu
iamo 
he tanα 
oin
ide 
on l'ordinata del punto Q: in parti
olare,

quando l'angolo α varia da −π/2 a π/2, la funzione tanα 
res
e da −∞ a

+∞. Quindi, estendendo a tutti gli x ∈ R, x 6= π/2 + kπ, k ∈ Z, abbiamo

il gra�
o della funzione tanx riportato nella Figura 2.6.

Osservazione 2.1. La tangente dell'angolo θ, 
ompreso tra una retta r
e l'asse x (parte positiva), 
oin
ide 
on il 
oe�
iente angolare m della

retta stessa. Per veri�
are questa proprietà si 
onsideri la Figura 2.7.

Appli
ando (2.1.8)(iii) al triangolo △OQP si trova

tan θ =
y

x
= m .
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x

y

π

2

π 3π

2
−

π

2
−π−

3π

2

0

Figura 2.6 � Il gra�
o di tanx, x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ .

x

y

b
P

O

y

Q=[x,0]

r

θ

Figura 2.7 � Interpretazione del 
oe�
iente angolare di una retta.

An
he se in questo libro non ne faremo uso segnaliamo, per 
ompletezza, la

de�nizione delle seguenti funzioni, 
hiamate rispettivamente 
otangente,
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se
ante e 
ose
ante:

(i) cot x =
cos x

sin x
, x ∈ R , x 6= kπ, k ∈ Z

(ii) sec x =
1

cos x
, x ∈ R , x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

(iii) csc x =
1

sin x
, x ∈ R , x 6= kπ, k ∈ Z .

(2.1.10)

2.2 Ulteriori esempi di identità trigonometri-


he

Nelle sezioni pre
edenti abbiamo preso 
on�denza 
on le prin
ipali fun-

zioni trigonometri
he ed abbiamo veri�
ato una prima serie di identità di

notevole importanza, quali le (2.1.4)�(2.1.8). Fornire un quadro 
ompleto

di tutte le identità trigonometri
he 
he trovano impiego in matemati
a,

�si
a e ingegneria è, 
omprensibilmente, un obiettivo ben al di là dei no-

stri s
opi. In questa e nella su

essiva sezione 
i proponiamo piuttosto di

dis
utere solo al
une importanti identità, introdu
endo però an
he quei

ragionamenti geometri
i 
he stanno alla base della loro dimostrazione:

questo dovrebbe 
ontribuire a 
onsolidare, nel lettore, la per
ezione dello

strettissimo legame tra trigonometria e geometria eu
lidea 
lassi
a.

Iniziamo 
on le 
osiddette formule di addizione e sottrazione 
he, appa-

rentemente, sembra 
he fossero già note a Tolomeo nel 150 d.C.:

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β (2.2.1)

cos(α+ β) = cosα cos β − sinα sin β (2.2.2)

sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β (2.2.3)

sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β , (2.2.4)

dove α e β sono angoli qualsiasi. Spieghiamo ora, per prima 
osa, da quale

argomentazione geometri
a derivi la (2.2.1): osserviamo la Figura 2.8.

Dato 
he A = [1, 0], segue direttamente dalla de�nizione delle funzioni

seno e 
oseno 
he le 
oordinate dei punti P , Q e R sono rispettivamente:
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x

y

P

R

Q

α−β

A=[1,0]
α

β
b

b

b

b

Figura 2.8 � Dimostrazione della (2.2.1).

(i) P = [cosα, sinα]
(ii) Q = [cos(α− β), sin(α− β)]
(iii) R = [cos β, sinβ] .

(2.2.5)

Ora osserviamo 
he i segmenti PR e QA hanno la stessa lunghezza, in

quanto si tratta di due 
orde sottese ad angoli uguali, in quanto entrambi

di ampiezza pari a (α− β). Pertanto, utilizzando le 
oordinate (2.2.5) dei
vari punti, è fa
ile veri�
are, appli
ando la formula della distanza tra due

punti, 
he la relazione di uguaglianza

[

dist(P,R)
]2

=
[

dist(Q,A)
]2

equivale a

(cosα−cos β)2+(sinα−sin β)2 = [cos(α−β) −1]2+sin2(α−β) . (2.2.6)

Svolgendo i 
al
oli in (2.2.6) e tenendo 
onto della relazione fondamenta-

le (2.1.5)(i) si perviene a

2− 2 cosα cos β − 2 sinα sin β = 2− 2 cos(α− β) (2.2.7)


he, e�ettuate le ovvie sempli�
azioni, dà proprio (2.2.1). ⊳
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⊲ Eser
izio 2.3. Usando la (2.2.1), veri�
are le relazioni (2.2.2), (2.2.3)

e (2.2.4).

Soluzione. La (2.2.2) segue dalla (2.2.1) sostituendo β 
on −β e usando le

simmetrie seguenti:

cos β = cos(−β) ; sin(−β) = − sin β .

In modo simile, si ottiene la (2.2.4) dalla (2.2.3). Per veri�
are la (2.2.3)

osserviamo 
he, usando (2.1.7)(ii), si ha:

sin(α+ β) = − cos
(

(α+ β) +
π

2

)

= − cos
(

α+
(

β +
π

2

)

)

. (2.2.8)

Usando ora la (2.2.2) in (2.2.8) dedu
iamo 
he

sin(α+ β) = −
[

cosα cos
(

β +
π

2

)

− sinα sin
(

β +
π

2

)

]

. (2.2.9)

Appli
ando an
ora (2.1.7) arriviamo a

sin(α+ β) = − [cosα (− sin β)− sinα cos β] , (2.2.10)


he equivale a (2.2.3). ⊳

⊲ Eser
izio 2.4 (Formule di dupli
azione). Veri�
are 
he

(i) cos 2α = cos2 α − sin2 α
(ii) sin 2α = 2 sinα cosα .

(2.2.11)

Soluzione. La (i) segue immediatamente da (2.2.2), 
on α = β, mentre (ii)

dis
ende da (2.2.3), sempre 
on α = β. ⊳

⊲ Eser
izio 2.5. Veri�
are 
he

(i) cos2 α = 1
2
(1 + cos 2α)

(ii) sin2 α = 1
2
(1− cos 2α) .

(2.2.12)

Soluzione. Per la (i) usiamo la (2.2.11)(i). Otteniamo

1
2 (1 + cos 2α) = 1

2

[

1 + cos2 α − sin2 α
]

= 1
2

[

(1 − sin2 α) + cos2 α
]

= 1
2

[

2 cos2 α
]

= cos2 α .

La veri�
a della (ii) è analoga e pertanto las
iata al lettore. ⊳
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2.3 Eser
izi di riepilogo

⊲ Eser
izio 2.6. Veri�
are i valori della seguente tabella

x cosx sin x

0 1 0

π/6
√
3/2 1/2

π/4
√
2/2

√
2/2

π/3 1/2
√
3/2

π/2 0 1

Soluzione. I valori del seno sono stati 
al
olati nell'Eser
izio 2.1 tranne sin(π/3).
Si osservi 
he, essendo sin(π/6) = 1/2, si ottiene dalla (2.1.5)(i) 
he cos(π/6) =√
3/2. Da quest'ultima, utilizzando la (2.1.7)(iii) si trova sin(π/3) = sin(π/2 −

π/6) = cos(π/6) =
√
3/2. In modo analogo si trovano i rimanenti valori del


oseno.

⊳

⊲ Eser
izio 2.7. Veri�
are la validità della seguente disuguaglianza:

sinα < α < tanα , ∀α ∈
(

0,
π

2

)

(2.3.1)

Suggerimento: 
on riferimento alla Figura 2.9, ri
ondurre la (2.3.1) alla

seguente, geometri
amente ovvia, disuguaglianza di aree:

Area (△OAP ) < Area

(

⌢

OAP

)

< Area (△OAQ) , (2.3.2)

dove

⌢

OAP denota il settore 
ir
olare individuato da O, A e P .

Soluzione. Sempre 
on riferimento alla Figura 2.9,

P = [cosα, sinα] e Q = [1, tan α] .

Le altezze dei due triangoli △OAP e △OAQ, relative alla base OA, valgono
rispettivamente sinα e tanα, per 
ui

Area (△OAP ) =
1

2
·OA · PH =

1

2
· 1 · sinα =

1

2
sinα ; (2.3.3)



2.3 Eser
izi di riepilogo 61

x

y

α

A=[1,0]
b

b

b

O

P

Q

H

γ

Figura 2.9 � Illustrazione relativa all'Eser
izio 2.7.

Area (△OAQ) =
1

2
· OA · AQ =

1

2
· 1 · tanα =

1

2
tanα . (2.3.4)

Per quanto riguarda l'area del settore 
ir
olare

⌢

OAP possiamo s
rivere la se-

guente proporzione, in 
ui usiamo il fatto 
he l'area del dis
o delimitato da γ
vale π, mentre la lunghezza totale della 
ir
onferenza γ misura 2π:

π : Area

(

⌢

OAP

)

= 2π : α . (2.3.5)

Dalla (2.3.5) si ri
ava

Area

(

⌢

OAP

)

=
α

2
. (2.3.6)

Ora, sostituendo le espressioni (2.3.3), (2.3.4) e (2.3.6) in (2.3.2) si ottiene im-

mediatamente la (2.3.1). ⊳

Osservazione 2.2. Le tre funzioni 
oinvolte in (2.3.1) sono dispari, ovvero

soddisfano la relazione

f(α) = − f(−α)

Quindi possiamo 
on
ludere 
he vale la seguente generalizzazione di (2.3.1):

| sinα| < |α| < | tanα| , ∀ α t.c. 0 < |α| < π

2
. (2.3.7)
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⊲ Eser
izio 2.8. Assumendo la notazione �ssata nella Figura 2.10a,

veri�
are le seguenti identità di validità generale:

(i) a2 = b2 + c2 − 2bc cosα

(ii) A = 1
2
b c sinα

(iii)
a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
,

(2.3.8)

dove A denota l'area del triangolo.

Suggerimento: 
onsiderare il triangolo di partenza 
ome l'unione di due

triangoli rettangoli, 
ome in Figura 2.10b.

α

γ β

a

cb

(a)

α

h

m

a

c−m

b

(b)

Figura 2.10 � (a) Triangolo generi
o (per l'Eser
izio 2.8). (b) h è l'altezza

rispetto al lato c.

Soluzione. (i) Usando il risultato dell'Eser
izio 2.2, possiamo s
rivere

m = b cosα ; h = b sinα .

D'altra parte, per il Teorema di Pitagora,

a2 = h2 + (c−m)2 .

Ne segue 
he:

a2 = (b sinα)2 + (c− b cosα)2 = b2 sin2 α + c2 − 2bc cosα + b2 cos2 α
= b2 + c2 − 2bc cosα .
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(ii) Si trova immediatamente

A =
1

2
c h =

1

2
c b sinα .

(iii) Moltipli
ando per a la (2.3.8)(ii) si trova

aA =
1

2
a b c sinα

da 
ui

a

sinα
=

a b c

2A .

In analogia 
on il punto (ii) si trovano le seguenti espressioni per l'area del

triangolo

A =
1

2
a c sin β =

1

2
a b sin γ ,

le quali impli
ano 
he

b

sin β
=

abc

2A e

c

sin γ
=

abc

2A ,

da 
ui segue la tesi. ⊳

Osservazione 2.3. La formula (2.3.8)(i) è nota 
ome Teorema del 
oseno

o Teorema di Carnot. Nel 
aso parti
olare in 
ui α = (π/2), la relazio-

ne (2.3.8) 
oin
ide 
on il risultato del Teorema di Pitagora. La formula

(2.3.8)(iii) è nota 
ome Teorema dei seni.

⊲ Eser
izio 2.9. Con riferimento alla Figura 2.11, 
ome può un osserva-

tore posto in A 
al
olare la distanza tra A e P senza attraversare il lago,

ma 
on l'ausilio di un goniometro azimutale?

Soluzione. S
elto un se
ondo punto B dalla stessa sponda del lago (dal quale

il punto P sia visibile), si 
al
olano la distanza c tra A e B e gli angoli α e β
utilizzando il goniometro azimutale. In�ne, appli
ando il Teorema dei seni al

triangolo △AB P , si trova

PA

sin β
=

c

sin(π − α− β)
,

da 
ui

PA =
c sin β

sin(π − α− β)
.
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b

b

b

α

β

A

B

P

c

lago

Figura 2.11 � Illustrazione dell'Eser
izio 2.9.

⊳

L'Eser
izio 2.8 suggeris
e una 
onsiderazione di 
arattere generale: spes-

so, durante lo studio di proprietà di oggetti geometri
i, risulta 
onveniente

suddividere la �gura in un'unione di triangoli, eventualmente rettangoli.

In questo ordine di idee, vediamo ora un'importante appli
azione allo stu-

dio dei poligoni regolari. Come già illustrato nel Capitolo 1, ri
ordiamo


he un poligono regolare è un poligono avente lati ed angoli uguali. Ri-


ordiamo 
he per raggio del poligono si intende il raggio r del 
er
hio


ir
os
ritto, mentre l'apotema a è la lunghezza del segmento 
he unis
e il


entro 
on il punto medio di un lato. Ad illustrazione di quanto detto,

nella Figura 2.12 abbiamo un poligono regolare 
on n = 5 lati (pentagono

regolare).

b

b

b

b b

b

α

β

H

a
r

O

A

Figura 2.12 � Pentagono regolare.
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⊲ Eser
izio 2.10. (i) S
rivere la formula 
he esprime l'apotema a in

funzione di r e del numero n di lati di un poligono regolare.

(ii) S
rivere le formule 
he esprimono il lato ℓ e l'area A del poligono

regolare in funzione di r e n.

Soluzione. (i) La Figura 2.12 rappresenta il 
aso parti
olare n = 5, ma il

lettore non dovrebbe avere di�
oltà a generalizzarne l'idea, arrivando 
osì a

dedurne la seguente 
onsiderazione generale: i raggi 
he 
ongiungono il 
entro

O 
on i verti
i del poligono regolare lo suddividono in n triangoli 
ongruenti,


ias
uno dei quali risulta unione di due triangoli rettangoli del tipo △AOH in

Figura 2.12. In parti
olare, possiamo dire 
he, in funzione di n,

(i) β =
1

2

(

2π

n

)

=
π

n

(ii) α = π − π

2
− β = π

(

n− 2

2n

)

.

(2.3.9)

Usando le (2.1.8) ora dedu
iamo 
he

a = r cos
(π

n

)

. (2.3.10)

(ii) Il lato ℓ, 
ome dedu
ibile dalla Figura 2.12, misura il doppio di AH. Pertanto

ℓ = 2r sin
(π

n

)

. (2.3.11)

L'area A risulta dunque espressa da

A = 2 · n ·Area (△AOH) = 2 · n · 1
2
· ℓ
2
· a . (2.3.12)

Sostituendo ora (2.3.10) e (2.3.11) in (2.3.12) si 
on
lude:

A =
n

2
2r sin

(π

n

)

r cos
(π

n

)

=
n r2

2
sin

(

2π

n

)

. (2.3.13)

⊳

Osservazione 2.4. Il lettore attento dovrebbe aver notato 
he la (2.3.12)

equivale alla ben nota formula: area uguale perimetro per apotema diviso

due.
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Osservazione 2.5. Al 
res
ere di n, l'area A tenderà a 
oin
idere 
on l'area

del 
er
hio 
ir
os
ritto, 
he vale π r2 (si 
onfronti 
on il �1.5). A bene�
io

dei lettori 
he già hanno familiarità 
on il 
on
etto di limite e la relativa

terminologia, ris
riviamo 
iò nel modo seguente:

lim
n→+∞

n r2

2
sin

(

2π

n

)

= π r2 ,

fatto 
he, analiti
amente, equivale in prati
a al noto limite fondamentale

lim
x→0

sin x

x
= 1 .

⊲ Eser
izio 2.11. Risolvere la seguente disequazione pro
edendo gra�-


amente:

| sinx| ≥ 1

2
. (2.3.14)

Soluzione. Nella Figura 2.13 vediamo il gra�
o della funzione (periodi
a di

periodo T = π) f(x) = | sinx| e quello della funzione f : R → R de�nita da

f(x) = 1/2, ∀x ∈ R (
ioè la funzione 
ostante identi
amente uguale a (1/2) ).

x

y

π

2

π 3π

2

2π−
π

2
−π−

3π

2

π

6
5π

6

0

1

1

2
b

Figura 2.13 � I gra�
i di f(x) = | sinx| e di g(x) ≡ (1/2) .

Ne dedu
iamo 
he, limitatamente all'intervallo 0 ≤ x ≤ π, le soluzioni del-

la (2.3.14) sono x1 ≤ x ≤ x2, dove x1 = (π/6) e x2 = (5π/6) . Ora, tenendo


onto del fatto 
he f(x) = | sinx| ha periodo T = π, 
on
ludiamo 
he le soluzioni

della (2.3.14), in R, sono date da:

A =

{

x ∈ R :
(π

6
+ kπ

)

≤ x ≤
(

5π

6
+ kπ

)

, k ∈ Z

}

. (2.3.15)

In prati
a, A è un'unione di in�niti intervalli. Utilizzando maggior formalismo,

si può ris
rivere la (2.3.15) nel modo seguente:

A =
⋃

k∈Z

Ik ,
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dove

Ik =

{

x ∈ R :
(π

6
+ kπ

)

≤ x ≤
(

5π

6
+ kπ

)}

.

⊳

2.4 Le funzioni trigonometri
he inverse

Per 
ompletezza, in questa sezione des
riviamo brevemente le funzioni

inverse delle funzioni trigonometri
he fondamentali. Si tratta di un argo-

mento molto importante, 
he presuppone però 
he il lettore abbia fami-

liarità 
on il 
on
etto generale di funzione inversa. Iniziamo 
on lo studio

dell'inversa del seno. Per poter invertire una data funzione è ne
essario

poter pre
isare dominio e 
odominio in modo 
he la funzione 
onsiderata

risulti bigettiva. Più pre
isamente, nel nostro 
aso prendiamo

f :
[

−π

2
,
π

2

]

→ [−1, 1] , f(x) = sin x , ∀ x ∈
[

−π

2
,
π

2

]

. (2.4.1)

Questa funzione è bigettiva e la sua inversa, 
hiamata funzione ar
oseno,

si denota

arcsin x , x ∈ [−1, 1] .

Il gra�
o dell'ar
oseno è in Figura 2.14b.

Si noti 
he arcsin(−1) = −π

2
, arcsin(1) =

π

2
, arcsin(0) = 0. L'ar
oseno è

una funzione dispari, strettamente 
res
ente.

⊲ Eser
izio 2.12. Quanto valgono arcsin

(√
2

2

)

e arcsin

(

1

2

)

?

Soluzione.

arcsin

(√
2

2

)

=
π

4
, arcsin

(

1

2

)

=
π

6
.

⊳

L'inversa della funzione tangente si ottiene 
onsiderando la funzione bi-

gettiva:

f :
(

−π

2
,
π

2

)

→ R , f(x) = tan x , ∀ x ∈
(

−π

2
,
π

2

)

. (2.4.2)
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x

y

π

2
−

π

2

0

1

−1

(a)

x

y

1−1 0

π

2

−
π

2

(b)

Figura 2.14 � (a) Gra�
o della funzione sinx. (b) Gra�
o della funzione arcsinx.

La sua inversa, detta ar
otangente, si denota 
ol simbolo arctan x, x ∈
R. È una funzione dispari, strettamente 
res
ente, 
on gra�
o 
ome in

Figura 2.15b.

Per quanto riguarda l'inversa del 
oseno, 
hiamata ar
o
oseno, si pro
ede


onsiderando la funzione bigettiva:

f : [0, π] → [−1, 1] , f(x) = cos x , ∀ x ∈ [0, π] . (2.4.3)

La funzione inversa, arccosx, x ∈ [−1, 1] , è strettamente de
res
ente e ha

gra�
o 
ome in Figura 2.16b.

Il lettore è invitato a 
onstatare, osservando i gra�
i delle funzioni seno,


oseno, tangente e quelli delle rispettive inverse, 
he il gra�
o di f(x) e
quello di f−1(x) risultano essere uno il simmetri
o dell'altro rispetto alla

bisettri
e y = x: questo è un fatto di validità generale, generalmente

illustrato nei 
orsi di analisi matemati
a 1.

⊲ Eser
izio 2.13. Sia f : R →
(

−π

2
,
π

2

)

la funzione bigettiva de�nita

da

f(x) = arctan(x3 + 1) , x ∈ R .

Determinare l'espressione di f−1 :
(

−π

2
,
π

2

)

→ R .
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x

y

π

2
−

π

2

0

(a)

x

y

π

2

−
π

2

0

(b)

Figura 2.15 � (a) Gra�
o della funzione tangente. (b) Gra�
o della funzione

ar
otangente.

x

y

π

2

π0

1

−1

(a)

x

y

1−1 0

π

(b)

Figura 2.16 � (a) Gra�
o della funzione cosx. (b) Gra�
o della funzione arccosx.
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Soluzione. S
rivendo y = arctan(x3 + 1), ri
aviamo tan y = x3 + 1 e poi

x = 3

√

(tan y)− 1. Da questo dedu
iamo 
he

f−1(x) = 3

√

(tan x)− 1 , x ∈
(

−π

2
,
π

2

)

.

⊳

⊲ Eser
izio 2.14. Si 
onsideri la funzione f : R → R de�nita da:

f(x) = 1− sin(4x) , ∀ x ∈ R .

(i) Stabilire se f è periodi
a e, in 
aso a�ermativo, determinarne il

periodo T .

(ii) Disegnare il gra�
o di f relativamente all'intervallo 0 ≤ x ≤ π .

Soluzione. (i) Sia g(x) una funzione de�nita su R, periodi
a di periodo T .
Allora, se c > 0 è una 
ostante �ssata, la funzione

hc(x) = g(cx) , ∀ x ∈ R ,

sarà a sua volta periodi
a, di periodo Tc = (T/c). Infatti,

hc(x+ Tc) = g(c(x + Tc)) = g(cx+ c Tc) = g(cx + T ) = g(cx) = hc(x) ,

dove la penultima uguaglianza è 
onseguenza della periodi
ità di g(x) (inoltre,
questa stessa periodi
ità assi
ura an
he 
he Tc sia il più pi

olo numero reale per


ui vale la pre
edente 
atena di uguaglianze). Poi
hé sappiamo 
he la funzione

sinx è periodi
a di periodo T = 2π, da quanto detto segue fa
ilmente 
he la

funzione f(x) dell'eser
izio è periodi
a 
on periodo T ′
dato da:

T ′ =
T

4
=

2π

4
=

π

2
.

(ii) Il lettore è ora invitato a ragionare autonomamente al �ne di arrivare ad

una realizzazione qualitativamente a

ettabile del gra�
o di f(x): il risultato è

riassunto in Figura 2.17.

⊳

⊲ Eser
izio 2.15. Determinare le soluzioni della seguente disequazione:

4 cos2 x+ 2 sin2 x+ sin x− 3 ≥ 0 . (2.4.4)
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x

y

π

2
−

π

2

0

1

2

Figura 2.17 � Gra�
o della funzione 1− sin 4x .

Soluzione. Usando la relazione cos2 x = 1−sin2 x troviamo 
he la disequazione

(2.4.4) è equivalente a:

2 sin2 x− sinx− 1 ≤ 0 . (2.4.5)

Ora, per 
omodità poniamo y = sinx. In termini di y, la (2.4.5) diventa:

2 y2 − y − 1 ≤ 0 . (2.4.6)

Studiando questa disequazione di se
ondo grado si perviene alla 
ondizione

− 1

2
≤ y ≤ 1 ,

ovvero:

− 1

2
≤ sinx ≤ 1 . (2.4.7)

In�ne, la (2.4.7) è soddisfatta in tutti i seguenti intervalli Ik, 
on k ∈ Z

arbitrario:

Ik =

{

x ∈ R : − π

6
+ 2kπ ≤ x ≤ 7π

6
+ 2kπ

}

.

⊳

2.5 Eser
izi proposti

⊲ Eser
izio 2.16. Cal
olare la misura in radianti di un angolo di 20o .

⊲ Eser
izio 2.17. Determinare le soluzioni in R di

sin x−
√
3 cosx+ 2− sin2 x = cos2 x .
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⊲ Eser
izio 2.18. Determinare le soluzioni in R di

1− sin2 x+ cosx > 0 .

⊲ Eser
izio 2.19. Determinare le soluzioni in R di

sin x

sin x+ cosx
≥ 0 .

⊲ Eser
izio 2.20. Sia f : R → (−π
2
, π
2
) de�nita da:

f(x) = arctan
(

3
√
x5 + 1

)

.

Determinare l'espressione 
he de�nis
e l'inversa di f .

2.6 Commenti

La origini della trigonometria si perdono nella notte dei tempi. Già in

epo
a molto anti
a gli egiziani misuravano l'in
linazione di un piano ri-

spetto ad un altro attraverso 
al
oli trigonometri
i. An
ora una volta

questi 
al
oli sono 
ontenuti nel papiro di Rhind del quale abbiamo par-

lato nel Capitolo 1.

Si
uramente lo sviluppo della trigonometria è legato alle sue appli
azioni

in astronomia, 
ome si evin
e dai lavori di Tolomeo, Ippar
o e, più vi
ini

a noi, Coperni
o.

Una sorprendente appli
azione del 
al
olo trigonometri
o permise ad Era-

tostene di misurare il meridiano terreste.



Soluzioni degli esercizi
proposti

Capitolo 1

Eser
izio 1.17

Si estenda KM sino ad in
ontrare il prolungamento di CB in un punto G. Se-
gue 
he △AMK è 
ongruente a △BMG. Quindi KM = MG. Segue in�ne


he △KMC è 
ongruente a △GMC, da 
ui B̂CM ∼= K̂CM .

Eser
izio 1.18

Si 
ostruis
a un triangolo equilatero △DCF esterno al quadrato A,B,C,D

on base CD. Mostrare 
he △ADE è 
ongruente a △FDE. Dedurre 
he

D̂AE = 30, da 
ui B̂AE = 60. Allo stesso modo si mostra 
he ÂBE = 60 da


ui la tesi.

Eser
izio 1.19

Sia P la proiezione ortogonale di C su AB. Si mostri dapprima 
he △CPE è


ongruente a △CFE, da 
ui segue 
he PE = EF . In modo analogo si mo-

stri 
he △CPD è 
ongruente a △CGD, da 
ui DP = DG. In�ne, essendo

DE = DP + PE si 
on
lude.

Eser
izio 1.20

Si prolunghi FE sino ad in
ontrare AD in H. Si dedu
a, usando la similitudine

dei triangoli △ACD e △AFH, 
he 2HF = DC. Allo stesso modo, 
onside-

rando i due triangoli simili △ADB e △HDE, si trova 
he 2HE = AB. Segue


he AB = 91.
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Eser
izio 1.21

h = 24m

Eser
izio 1.22

r =
3

4

Eser
izio 1.23

L'area di base e l'area laterale soddisfano il sistema

{

Ab =
18
17 Aℓ

Ab +Aℓ = 800 .

Segue 
he Aℓ = 544 e Ab = 256. Se a è la lunghezza del lato del quadrato di

base, dalle formule viste a pag. 40, si trova:

a =
√
256 = 16 , d =

Aℓ

2 a
=

544

32
= 17 .

Segue dal Teorema di Pitagora 
he

h =

√

d2 − (
a

2
)2 =

√

172 − 82 = 15 .

Il volume ri
hiesto è quindi

V =
256 · 15

3
= 1280 cm3 .

Eser
izio 1.24

Siano a e b rispettivamente la base maggiore e minore del trapezio. Dal Teorema

di Pitagora l'altezza del trapezio è pari a h =
√
100− 36 = 8. Dalla 2b+h+6+

10 = 42 segue 
he b = 9 e a = b+6 = 15. Il solido 
he si ottiene dalla rotazione

del trapezio è un 
ilindro 
ir
olare retto, di raggio r = h = 8 e altezza b = 9,

on sopra un 
ono 
ir
olare retto avente lo stesso raggio e altezza 6. Il volume

del solido, essendo la somma dei due volumi, diventa

V = π · 64 · 9 +
π · 64 · 6

3
= 704π cm3 .



75

L'area totale è data da: area laterale del 
ono, più area laterale e area di base

del 
ilindro:

At = π · 8 · 10 + 2π · 8 · 9 + π · 64 = 288π cm2 .

Capitolo 2

Eser
izio 2.16

Un angolo di 20o misura in radianti π/9.

Eser
izio 2.17

x =
π

6
+ 2k π , con k ∈ Z ; x = − π

2
+ 2k π , con k ∈ Z .

Eser
izio 2.18

Ik =
{

x ∈ R : − π

2
+ 2kπ ≤ x ≤ π

2
+ 2kπ

}

, con k ∈ Z arbitrario.

Eser
izio 2.19

Ik =

{

x ∈ R : kπ ≤ x ≤ 3π

4
+ kπ

}

, con k ∈ Z arbitrario.

Eser
izio 2.20

f−1(x) = 5
√

(tan x)3 − 1 , ∀ x ∈
(

−π

2
,
π

2

)

.
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