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Resumo

dos Santos Freire, E. M. Representacio de Weierstrass em varieda-
des Riemannianas e Lorentzianas. 2017. 99p. Dissertacdo (Mestrado —
Programa de P6s-Graduacdo em Matematica) — Instituto de Ciéncias Ma-
temdticas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP,

2017.

O Teorema de Representacdo de Weierstrass cldssico, que faz uso da
andlise complexa para descrever uma superficie minima imersa no espago
Euclidiano em termos de dados holomorfos, tem sido extremamente ttil seja
para construir novos exemplos de superficies minimas, seja para o estudo das

propriedades destas superficies.

Em [24], usando a equacdo harmonica, os autores determinam uma for-
mula de representacio para superficies minimas, simplesmente conexas, imer-
sas em uma variedade Riemanniana qualquer. Neste caso, a condi¢io de
holomorficidade dos dados de Weierstrass consiste em um sistema de equa-
¢oOes diferenciais parciais com coeficientes ndo constantes. Logo, em geral, é
complicado determinar solucdes explicitas. No entanto, escolhendo adequa-
damente o espaco ambiente, tais equacdes se simplificam e a férmula pode

ser usada para produzir novos exemplos de imersdes minimas conformes.
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No espago de Lorentz-Minkowski tridimensional uma férmula de repre-
sentacdo tipo-Weierstrass foi provada por Kobayashi, para o caso das imer-
sdes minimas de tipo espaco (ver [18]), e por Konderak no caso das imersdes
minimas de tipo tempo (ver [20]). Na demonstracio destas férmulas se uti-
lizam as ferramentas da andlise complexa e paracomplexa, respectivamente.
Recentemente, em [22] os resultados de Kobayashi e Konderak foram gene-
ralizados para o caso de superficies minimas (de tipo espago e de tipo tempo)

imersas em 3-variedades Lorentzianas.

Nesta dissertacdo estudaremos as formulas de representacdo de Weiers-
trass para superficies minimas imersas em variedades Riemannianas e Lo-

rentzianas, que foram obtidas nos artigos [18], [20], [22] e [24].

Palavras-chave: Superficies Minimas, Representacdo de Weierstrass,

Variedades Riemannianas, Variedades Lorentzianas.



Abstract

dos Santos Freire, E. M. Weierstrass representation in Riemannian
and Lorentzian manifolds. 2017. 99p. Dissertacdo (Mestrado — Programa
de P6s-Graduagdo em Matematica) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de

Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2017.

The classic Weierstrass Representation Theorem, which makes use of
complex analysis to describe a minimal surface immersed in the Euclidean
space in terms of holomorphic data, has been extremely useful either to cons-
truct new examples of minimal surfaces, rather than to study structural pro-

perties of these surfaces.

In [24], using the standard harmonic equation, the authors determine
a representation formula for simply connected immersed minimal surfaces
in a Riemannian manifold. In this case, the holomorphicity condition of
the Weierstrass data is a system of partial differential equations with non-
constant coefficients. Therefore, in geral, it is very difficult to determine
explicit solutions. However, for particular ambient spaces, these equations
become simpler and the formula can be used to produce new examples of

conformal minimal immersions.

In the three-dimensional Lorentz-Minkowski space a Weierstrass-type

representation formula was proved by Kobayashi for spacelike minimal im-



viii

mersions (see [18]), and by Konderak for the case of timelike minimal im-
mersions (see [20]). In the demonstration of these formulas are used the
tools of complex and paracomplex analysis, respectively. Recently, in [22]
the results of Kobayashi and Konderak were generalized to the case of (spa-

celike and timelike) minimal surfaces immersed in 3-Lorentzian manifolds.

In this dissertation, we will study the Weierstrass representation formula
for immersed minimal surfaces in Riemannian and Lorentzian manifolds,

that was obtained in the articles [18], [20], [22] and [24].

Keywords: Minimal surfaces, Weierstrass Representation, Riemannian

manifolds, Lorentzian manifolds.
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Introducao

Esta dissertacdo de mestrado apresenta alguns resultados relevantes sobre a constru¢do de uma
férmula de representacdo como a de Weierstrass para superficies minimas imersas em variedades
Riemannianas e Lorentzianas. O Teorema de Representacdo de Weierstrass cldssico, que constitui
uma ligacdo importante entre a Geometria Diferencial e a Andlise Complexa, permite a construgao

de superficies minimas no espaco Euclidiano a partir de fun¢des complexas holomorfas.

Mais especificamente, dada uma terna de fungdes holomorfas ® = (¢y, ¢o, ¢3), definidas em
um aberto ) C C simplesmente conexo, com ¢? + ¢35 + ¢3 = 0, podemos determinar uma

parametrizacdo minima isotérmica considerando

X(2) :2726/ P dz,

20

em que 2o € um ponto fixado em 2.

Portanto, conseguimos obter exemplos de superficies minimas determinando uma terna de fun-
¢des holomorfas. Uma maneira eficaz de fazer isto é tomar um par de fungdes (F, ), definidas
em um aberto 2 C C simplesmente conexo, em que a fungdo F' é holomorfa (e ndo identicamente
nula), a fung¢do G' é meromorfa e cada p6lo de ordem m de G €, também, zero de ordem maior ou

igual a 2m de F'. Entao, as func¢des definidas por:

1 .
b=5F(1=G)  h=sF(1+G),  6=FG.



2 INDICE

s30 holomorfas em (2 e satisfazem a condigio ¢? + ¢ + ¢2 = 0. Logo, fixado um ponto 2z, € 2, a
aplicacdo

X(z):Re(/ZF(l—GQ)dz,/ZiF(l+G2)dz,/Z2FGdz)

20 Z20 20

€ bem definida (i.e. a integral ndo depende do caminho em €2 que liga z; a z) e define uma imersao

minima isotérmica em R3.

Reciprocamente, se X : Q@ C C — R3 é uma imersdo minima conforme e consideramos o

vetor tangente complexo
X S~ 0
o= = = .

entdo as funcdes ¢;, ¢ = 1,2, 3, sdo holomorfas e ndo possuem periodos reais. Além disso, se
¢1 — i ¢y # 0, entdo pode-se definir uma fungdo holomorfa /' e uma meromorfa G da seguinte

maneira:

®3
O1 — 1 Qo

e o par (F, G) determina a representagdo de Weierstrass de X.

F:¢l_i¢27 G=

A importancia do Teorema de Weierstrass na teoria das superficies minimas é ddplice: por
um lado constitui uma ferramenta poderosa para a producdo de exemplos, por outro lado permite
usar a teoria das fungdes holomorfas na investigacdo das propriedades das superficies minimas.
De fato, os invariantes geométricos locais de uma superficie minima podem serem expressos em
termos dos dados de Weierstrass (F, G). Por exemplo, a primeira forma fundamental da superficie
minima € dada por:

ds® = 2|0 |dz|* = [F* (1 +|G[*)* |dz/?,
enquanto a sua curvatura de Gauss se escreve como

4|G/|2

K=— .
P2 (1 +|G?)*

Além disso, a aplicagdo normal de Gauss da imersdo X, que € data por

dAD

N=—

@
pode ser identificada com a fun¢éo G.

Em [24] foi descrito um método para derivar uma férmula de representacdo de Weierstrass para

superficies minimas, simplesmente conexas, imersas em uma variedade Riemanniana qualquer
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(M™, g). Neste caso, a condi¢do de harmonicidade de X : Q C C — M™, que no espago
R™ coincide com a holomorficidade do vetor tangente complexo ® (ou seja, com as equacdes de
Cauchy-Riemann), € dada pelo seguinte sistema de equagdes

Oor,

ot Thdié; =0, k=1...n

ij=1
em que Ffj sdo os simbolos de Christoffel de M. Como este sistema € formado por equacdes dife-

renciais as derivadas parciais com coeficientes ndo constantes, em geral € complicado determinar

solugdes explicitas.

No entanto, no caso em que a variedade ambiente € um grupo de Lie munido de uma métrica in-
variante a esquerda, as equacdes se simplificam e podem ser usadas na determinacdes de exemplos
de superficies minimas. Isto foi feito em [24] para o caso do grupo de Heisenberg tridimensional
H; e do espaco dado pelo produto do plano hiperbélico H? com a reta real. Além disso, em [25]
a formula de Weierstrass foi usada para demonstrar que o Problema de Bjorling em grupos de Lie

tridimensionais admite uma dnica solugao.
No espago de Lorentz-Minkowski L®, dado por R? munido da métrica Lorentziana
g = da? + das — da3,

um teorema de representacdo tipo Weierstrass foi provado por O. Kobayashi para as imersoes
minimas de tipo espaco (veja [18]) e por J. Konderak para o caso das imersdes de tipo tempo (veja
[20]). No caso das superficies minimas de tipo tempo em I3, sdo usadas as ferramentas da Analise
Paracomplexa, que investiga as fun¢des IL-holomorfas, isto €, as funcdes que estdo definidas em

algum dominio do plano paracomplexo
L={u+7tv|u,veER e 7°=1},
que tomam valores em L e sdo diferencidveis como fungdes paracomplexas.

Recentemente, estes resultados foram estendidos para as superficies minimas imersas em 3-
variedades Lorentzianas por J.H. Lira, M. Melo e F. Mercuri (veja [22]). Cabe aqui ressaltar
que em [9] foi usada a férmula de representacdo de Weierstrass para o caso dos grupos de Lie
Lorentzianos tridimensionais, dada em [22], para provar a existéncia e unicidade da solucio do

Problema de Bjorling neste ambientes.
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A dissertagdo € organizada como segue. No Capitulo 1 apresentamos os resultados do artigo
[24] e, em seguida, discutimos como a representacdo de Weierstrass pode ser usada para construir
exemplos de superficies minimas nos grupos de Lie dados por Hs, H? x R e no espago hiperbélico

tridimensional H?3.

O Capitulo 2 ¢ dedicado ao estudo dos resultados obtido por Kobayashi em [18] sobre uma
férmula de representacgdo tipo a de Weierstrass para superficies minimas de tipo espago no espago
de Lorentz-Minkowski tridimensional 3. Para este fim, seguindo as referéncias [2] e [23], apre-
sentamos o espaco L? e, também, recordando alguns conceitos e resultados referentes a geometria

diferencial das curvas e das superficies nesta variedade.

No terceiro capitulo expomos os resultados do artigo [20], no qual Konderak usa as ferramentas
da Anélise Paracomplexa para produzir uma representacdo para as superficies minimas de tipo
tempo imersas em L%, Para isto, foi necessario primeiramente recordar alguns conceitos de base
do célculo Lorentziano, que desempenha o mesmo papel do célculo complexo no caso classico. A

principal referéncia utilizada para esta parte foi [5].

No Capitulo 4 tratamos da generalizacio dos resultados de Kobayashi e Konderak ao caso de
superficies minimas imersas em uma 3-variedade Lorentziana qualquer, que foi dada em [22]. O
resultado principal que provamos € o Teorema 4.1.1 e a sua versao simplificada no caso de grupos
de Lie Lorentziano tridimensionais, dada pelo Teorema 4.2.1. Este ultimo, por sua vez, pode
ser reescrito usando duas fungdes (para)complexas oportunamente definidas para as superficies
de tipo espago (de tipo tempo, respectivamente) imersas no grupo de Heisenberg Lorentziano
tridimensional. Com isto, em [10], foi possivel determinar novos exemplos de superficies minimas

neste grupo de Lie, os quais foram descritos nas Secdo 4.3.



CAPITULO

1

Formula de representacao de

Weierstrass em variedades
Riemannianas

A férmula de representagio de Weierstrass cldssica no espaco Euclidiano R, e sua generaliza-
¢do em R"”, faz uso da andlise complexa para descrever uma superficie minima em termos de dados
holomorfos. Tal ferramenta mostrou-se ser extremamente ttil para construir novos exemplos de

superficies minimas e no estudo das propriedades destas superficies (ver, por exemplo, [4] e [17]).

Em [24], os autores descrevem uma férmula de representacdo de Weierstrass para superficies
minimas, simplesmente conexas, imersas em uma variedade Riemanniana arbitraria. As equagdes
diferenciais parciais que tal férmula utiliza sdo, em geral, bastante complicadas para conseguir
determinar solucdes explicitas. No entanto, escolhendo adequadamente o espaco ambiente, tais
equagdes se simplificam e a férmula pode ser usada para produzir novos exemplos de imersdes

minimas conformes (ver [19] e [24]).
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Neste capitulo apresentaremos os resultados do artigo [24]. Em particular, derivaremos uma
férmula tipo Weierstrass para o caso de grupos de Lie tridimensionais munidos de uma métrica Ri-
emanniana invariante a esquerda. Em seguida, discutiremos como esta férmula pode ser usada para
construir exemplos de superficies minimas no grupo Heisenberg tridimensional H, no produto do

plano hiperbélico H? com a reta real e no espago hiperbolico H?.

1.1 Preliminares

Seja (M™,g) uma variedade Riemanianna n-dimensional, ¥ uma superficie de Riemann e

f ¥ — M"™ uma aplicagdo suave. O fibrado pull-back f*(7'M) dado por:
fA(TM)={(e,v) e ExTM : n(v) = f(e), v eTpeM},

possui uma métrica e uma conexao compativel, a conexdo pull-back, induzidas pela métrica Rie-

manniana € a conexao de Levi-Civita da variedade M.

Se consideramos a complexifica¢do do fibrado E = f*(T'M) ® C, entdo a métrica g pode ser

estendida a [E em duas maneiras:

e como uma forma bilinear complexa (+,-) : E x E — C,

e como uma métrica Hermitiana < -,- >: E x E — C.

Estas duas extensdes sao relacionadas por:

<V, W >= (V,W).

Sejam (u, v) coordenadas locais em ¥ e z = u+iv o parAmetro local complexo. Consideramos
os operadores complexos usuais:
g 1,0 .0 o 1,0 .0
im0 miatin)
A conexio pull-back se estende a uma conexdo complexa em [E, Hermitiana com respeito a métrica
< -,- >, e se sabe (ver [21]) que E possui uma unica estrutura holomorfa tal que uma secao

W . ¥ — E é holomorfa se, e somente se,

VoW =0, (1.1)

9
oz
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onde V é a conexdo pull-back.

Proposicao 1.1.1. Seja ® : ¥ — E a secdo do fibrado E dada por:
of Of
20) = L= (5w -2 ).

onde

g;]: » = f*p(i’p)a

Entdo, valem as seguintes propriedades:

)

vy

1. a aplicagdo f é uma imersdo se, e somente se, K ¢, ® > # 0;

2. se f é uma imersdo, entdo f é conforme se, e somente se, (P, P) = 0.

Demonstracdo. A primeira afirmago é consequéncia imediata do fato que:

<ovs-ie (222

[g(?i §£)+g(§£ iiﬂ

.

1
!
1
T4
1
T4

Quanto a segunda, note que

@0 =3((5 -5 G~ 50)
( <af 8f> . (af 6f) : (&f af)

(G 1))

f(’?u ou ou’ a@;} o5 ov’ du
=il =[5l 205 50)]
Portanto, (®, ®) = 0 se, e somente, se,
‘af’ _‘ (gi g}i) 0
ou seja se, e somente, se f é conforme. O

Seja, agora, f : ¥ — M uma imersdo conforme e z = u + 7 v um parametro local conforme.

Entdo, a métrica induzida é dada por:

ds® = \? (du® + dv?) = \* |dz|?,



8 Capitulo 1 — Férmula de representaciio de Weierstrass em variedades Riemannianas

onde A = ]gf | = \ ] O operador de Beltrami-Laplace' em X, com respeito 2 métrica induzida, é
dado por:
0 0 0 0 4 0 0
A=X? (b ) =S o
doou " ovov) T N 920z

Lembramos a seguinte:

Definicao 1.1.2. Uma aplicacdo [ : ¥ — M é harmoénica se, e somente se,

7(f) = (v df) = 0,

onde 7(f) é dito campo de tensdo de f .

(1.3)

A equacdo (1.3) é conhecida como equacdo harménica e, no que segue, serd til escrevé-la

em coordenadas locais. Seja, portanto, {xy,--- ,z,} um sistema de coordenadas locais em uma

vizinhanga U de M tal que U N f(X) # (). Entdo, em um aberto 2 C ¥ podemos escrever

¢ = Z % o, 33:]

para certas fungdes complexas ¢; definidas em 2. Com respeito a decomposic¢do local de @, o

campo de tensdo tem a seguinte expressao (ver [14]):

- af; 0 0
=2 <Aﬁ+4A > 1 af a£k> oz,

=1 7,k=1

4 0¢;
—AQZ< ’ +Zrlk¢mk> o

i=1 7.k=1

10 operador de Beltrami-Laplace referente 4 métrica Riemanniana g = (gij) € dado por

1 8( ou
tu=Y o (yIDile 55 ).
= i (Ve

onde D, = det(g;;).

(1.2)
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onde F;k sdo os simbolos de Christoffel de M. De acordo com a equagdo (1.1), a secdo & é

holomorfa se, e somente se,

=1 7,k=1
Assim, ® € holomorfa se, e somente se,
i | N~ i, r :
o T > Tidrd; =0, i=12.n. (1.4)

Jk=1
De (1.4) e pela expressdao do campo de tensdo, temos que:

4NHV o @) = 7(f)

9
oz

e, entdo, f : X — M & harmdnica se, e somente se, $ € uma se¢do holomorfa de [E.

Agora, como uma aplicagdo de uma superficie em uma variedade Riemanniana é harmonica se,
e somente se, esta € uma imersdao minima (ver, por exemplo, [13] ), concluimos que uma imersao

conforme é minima se, e somente se, ¢ € uma secio holomorfa de [E.
Estamos, agora, nas condi¢des de provar o seguinte resultado:

Teorema 1.1.3 (Representacdo de Weierstrass em variedades Riemannianas). Sejam (M", g) uma
variedade Riemanniana n-dimensional e {x1, ..., x,} coordenadas locais em M. Sejam ¢;, i =
1,...,n, fungdes a valores complexos definidas em um aberto simplesmente conexo ) C C, que
sdo solucoes de (1.4). Entdo, a aplicacdo f com fungoes coordenadas dadas por:

fi(u,v):27€e</z¢)idz>, i=1,...,n,

20

onde zy € Q, estd bem definida e define uma imersdo minima conforme se, e somente se, as

seguintes condigoes sdo satisfeitas:
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LY g dn #0;

7,k=1

2. Z 9ijk @5 o = 0.

k=1

Demonstracdo. Devemos mostrar que a funcéo f estd bem definida. Para isso mostraremos que
as 1-formas ¢; dz ndo t€m periodos reais, ou seja, que a integral de ¢; sobre uma qualquer curva
fechada v = 0D, com D C 2 aberto, € igual a zero. De fato, como estamos nas hipéteses do

Teorema de Green, temos que:

Re /qﬁl dz = /Re (¢;) du — Im(¢;) dv

] (PRl )Y

Além disso, a equacio (1.4) se escreve como:

8@%

+ka¢k¢j— +Z<m S TGP =0, i=1,..n.
j=1

Ji:k=1 Jj#k

Portanto, de ¢; ¢y, + ¢r, ¢; = 2Re (¢;¢x), segue que

3@

+2Zr Re (o1 0;) +EF ;=0 i=1,...,n,

i>k j=1
onde os I'’s sdo calculados em f(u,v). Logo, concluimos que 84” € R, e sendo

9gi 1 <8¢i . .8@)

0z du ' A
1 (0Re(¢)) 0Tm(gs)\ | i (ORe(¢s) | 0Zm(¢)
_2( ou O >+2< oo ou >’

resulta que
JRe (¢i) + 8Im(¢i) -
v ow

Consequentemente, Re ( f7 ¢;dz) = 0 e a 1-forma ¢; dz ndo tem periodos reais.

Por fim, observe que a prova do que f € uma imersdo minima conforme segue direto da Pro-

posicdo 1.1.1. OJ
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1.2 Representacao de Weierstrass em grupos de Lie

Nesta secdo discutiremos o caso de aplicagdes f : ¥ — G, onde G € um grupo de Lie n-

dimensional dotado de uma métrica Riemanniana ¢ invariante a esquerda. Tomemos {E;}, i =

1,...,n, como sendo um referencial de campos vetoriais ortonormais invariantes a esquerda, e
sejam %, i1 =1,...,n,os campos vetoriais coordenados numa carta local U de G.

Entéo, em um aberto {2 C 3, a se¢do

_of "
<I>_$GF(f (TG) ® C)

pode ser expressa seja com respeito aos campos vetoriais coordenados, que com respeito aos cam-

pos invariantes a esquerda:

¢ = i = i B, i, i 2 = C.
; ® 5 2_; W i,
Além disso, existe uma matriz invertivel A = (A4;;), cujas entradas
A”f(Q)ﬂU—ﬂR, i,jzl,...,n,

satisfazem a relagdo:

¢ = Aiji, i=1,...,n. (1.5)
j=1

Sejam, agora, C’fj as constantes de estrutura da dlgebra de Lie de G, definidas por:

[Ei, Ej) = Ck Ey.
k=1

Observe que a férmula de Koszul para a conexao de Levi-Civita resulta em

29(Vg,Ey, Ey) = CL, — Ch + Ck =L, (1.6)
nok
De fato, como Vg, E; = Z % E,., entdo:
k=1
"Lk
29(Vi, By, Ey) = 29(; - By, Ey)

= L} (B, Ex).
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Por outro lado, como os campos E; sdo ortonormais, resulta que:

29(VeEj, Ey) = E; g(Es, Ey) + E; g(Ey, E;) — Ev g(Ej, E;) — g([E;, Ei, E)
- g([Eiv Ek]a Ej) - g([Ej7 Ei]ﬂ Ek)

= —g( Y LB E) — o( Y ChBy B +9( D CLE, By
p=1 p=1 p=1
= —CJ, — Ciy + C}.
Consequentemente, obtemos a equagéo (1.6).

Utilizando a expressdo de ¢ com respeito aos campos vetoriais invariantes a esquerda, temos:

o (S um) =3 (2 b+ 0,V E)
i=1 )

=1

:Z (%%E +¢zz¢]VEE>
_f: (CM LS L )

jkl

Portanto,

a

1ot JZ(WW > uiit ) :

Isto significa que a secdo ® é holomorfa se, e somente se,

L :
= T3 d by =0, i=1,..n (1.7)

j,k=1

Com isto, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. Sejam 1), 7 = 1,...,n, fungdes a valores complexos definidas em um aberto

simplesmente conexo () C C, que satisfazem as seguintes condicoes:

1Y it #0;
i=1

2. zn:@z;f =0.
=1
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Entdo, a aplicacao f : Q) C C — G com fungdes coordenadas dadas por:

z N

fi(u,v):2Re(/ ZAij@Zdez), i=1,...,n,

20 j:1

com zy € §, é uma imersdo minima conforme.

Demonstracdo. A demonstracio segue direto do Teorema 1.1.3. ]

1.2.1 O caso tridimensional

No caso em que G é um grupo de Lie tridimensional, como no caso das superficies minimas

em R?, podemos dar uma descri¢io geométrica simples de quase todas as solu¢des da equagio

Y3+ 5 + 93 = 0. (1.8)

De fato, de (1.8) temos que
(1 — i o) (1 +ih2) = 3.

Isto sugere a defini¢do de duas novas fungdes complexas:

G = %(1?1 — i), H = _71(% + i), (1.9)

as quais satisfazem as equacoes:

Q/)l = G2 - H27
Py =i (G* + H?), (1.10)
Vs = 2G H.

Além disso, em termos de G e H, a métrica induzida na superficie se escreve da seguinte forma:
ds® = N* (du® + dv®)
= 2(f., f5) (du® + dv?)
= 4(|G]* + |H[*)? (du® + dv?).

No que segue, determinaremos a expressao da aplicacdo normal de Gauss /N, em termos dos dados

de Weierstrass G ¢ H. Como
20 = fu - Z'fva

26:fu+lfv>
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Temos que:
@AD) = fun b,
Consequentemente,
E, E, Ej
NP = 1 e s
U1y s
= (a3 — Va2 h3) By + (Y301 — 11 3) Eo + (Y1 g — by o) E
e, portanto,

Ju N fo = 4(Im(Ps o) By + Im(y1s) By + Im (g ) Es).
De (1.10), podemos escrever
Va3 =2iG H (G* + H?),
s =2GH(G — 1),
Uy = —i (G + H') (G2 — H?).

Portanto, resulta que:

Im(avhs) = (|GI* + [H]*)(GH + HG),
Im(s ) =i (|G +|HI)(GH - HG),
Im(r o) = —(|GI* + [H?) (IG]* — H]?).

Dessa maneira, obtemos que
fuhfo=4(GP+HP)(GH+HG)E, —i(HG - GH) Ey — (|G|* — |H|?) Es].

Por fim, como || f, A fo|| = 4 (|G|* + |H|?)?, temos que a aplica¢do normal de Gauss é dada por:

_|GP H H |H> — |G)?
= 6P +1EF 2Re (5> E1+21m<5) E2+7|G‘2 By

Seja S%(1) = {v =30 wE o Y v = 1} a esfera unitdria na dlgebra de Lie do grupo
deLieGe
m:$*(1)\ {(0,0,1)} — R?
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a projecdo estereogréfica do pélo norte (v, vg, v3) = (v1,v2)/(1 — v3). Entdo, a composta de 7

com NN ¢é dada por:
moN = (Re (g),lm<g>>

Se identificarmos R? com o plano complexo C e estendemos 7 a uma aplicagdo 7 : S*(1) —

CU {0}, com 7(0,0,1) = oo, entdo

moN =

Ql =

Isto significa que a aplicagdo g = H/G pode ser identificada com a aplicagdo normal de Gauss da

imersdo f.

Observacao 1.2.2. A equagdo (1.7) tem a vantagem, com respeito a equagdo (1.4), de ser uma
equacdo diferencial parcial com coeficientes constantes. Porém, ainda temos dificuldade em en-
contrar solugoes explicitas de (1.7), enquanto temos que calcular os ¢;’s e, para isto, temos que
calcular as fungoes A;; ao longo de f. Na proxima seg¢do veremos como podemos superar estas

dificuldades no caso de alguns espacos ambientes especificos.

1.3 Superficies minimas no grupo de Heisenberg H

Vamos considerar o grupo de Heisenberg 3-dimensional Hj, representado em G L3(R) pelas

matrizes da forma:

1 =1 23+ %33'1372
0 1 To ’
0 0 1

com x1,Z2,x3 € R. Muniremos Hs com a métrica Riemanniana invariante a esquerda definida

por:

2
g =dx} +das + (dxg—l—%dxl—'%ldm) .
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Uma base ortonormal de campos vetoriais invariantes a esquerda, pode ser expressa com respeito

aos campos vetoriais coordenados por:

( 0 0
By=— -2,
8$1 8x3 2
8 8 I
Ey=—+—— 1.11
2 85[)2 * 81’3 2 ’ ( )
0
Ey = —.
\ 3 8:133
Observe que os colchetes de Lie sdo dados por:
[ElaEQ] :E37 [ElaE?)] :O: [E27E3]'
Com isto, obtemos que as dnicas constantes de estrutura ndo nulas sio C3, = —C3, = 1. Logo, os

k> = = ~ .
L7;’s que ndo sdo nulos sdo dados por:
L?QZLé&;:Léz: L Lgl :L%3:L§1 =—-L
Seja f : 2 C C — Hs3 uma imersdo suave e considere
Of <~ 0 <
0z 2_1: ¢ ox; ;w

Das expressdes dos campos invariantes dados em (1.11), encontramos que

3
¢ =Y Aijib,
j=1

onde A = (A,;;) é a matriz dada por:

1 0 O
A= 0 1 0
—mow

2 2

Desenvolvendo a equagao (1.7) podemos concluir que a secdo ¢ € holomorfa se, e somente se, as

seguintes equacdes se verificam

I

E +R6 (¢2%> = 0,

V2 Re(4r ) =0, (1.12)
o _
gig — 1 Zm(11pe) = 0.

Portanto, neste contexto o Teorema 1.2.1 assume a seguinte forma:
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Teorema 1.3.1 (Representagdo de Weierstrass no grupo de Heisenberg). Sejam 1;, j = 1,2, 3, fun-
coes complexas definidas em um aberto simplesmente conexo §2 C C, que satisfazem as seguintes

condicoes:
3 —
1. Z Vi # 0;
i=1
3
2.3 Wi =0
i=1
3. 1 sdo solugées do sistema (1.12).

Entdo, a aplicacdo f : Q) — Hs, cujas funcdes coordenadas sdo dadas por:
fi(u, U) =2Re (/ Z Aij w]' dZ),
20 ]
é uma imersdo minima conforme.

Observamos que o sistema (1.12) podem ser escrito em termos das fun¢des G ¢ H definidas

em (1.9), da seguinte forma:

oG oH yii 2 2
Gor = Ho =Im(GH)(G — |H),
‘ oG OHY +F 2 2
i <G82+H52> =Re(GH)(|G]* — [H|?),
oG OH  —i 4 4
\ HE—I—GE— 9 (’G‘ ‘H‘ )

Note que, a terceira equacao deste sistema é uma combinacdo das duas primeiras. De fato, multi-

plicando por ¢ a primeira equacio e somando a segunda, obtemos

0G
2 5= = (|G = |H[") H. (1.13)

Por outro lado, subtraindo ¢ vezes a primeira equacdo da segunda, temos que

.OH _ 2 2\ A
2 5= = (1G] = |HP) G, (1.14)

Agora, de um célculo direto segue-se que a terceira equagdo € dada pela equacdo (1.13) multipli-

cada por H mais a equacdo (1.14) multiplicada por GG. Logo, o Teorema 1.3.1 se escreve como:
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Teorema 1.3.2. Sejam G e H funcdes complexas holomorfas definidas num dominio aberto sim-

plesmente conexo 2 C C, tais que:

1. G e H ndo sdo identicamente nulas;

2. G e H sdo solucdes de (1.13) e (1.14).

Entdo, a aplicacdo f : ) — H definida por:

fi=2Re </Z(G2 - Hz)dz> ,
fo=2Re <z /Z(G2+H2)dz>, (1.15)
fs =27Re </Z:(2GH—‘];Q(GZ—HZ)Jrz’J;l(GQJrHQ))dz)7

€ uma imersdo minima conforme em His.

Exemplo 1.3.3 (Planos verticais). Sejam G e H duas solucées holomorfas ndo nulas das equa-

coes (1.13) e (1.14), ou seja

oG 0H 0
oz 0z
Entdo, resulta que |G| = |H|. Logo, as fungdes G e H diferem por um niimero complexo unitdrio,

ou seja
H=¢"¢@, 6 € R.
Substituindo nas equacdes (1.15), encontramos que a correspondente imersdo minima f : C — Hjs

tem funcgdes coordenadas dadas por:

fi=2Re((1 - GQM) é),
fo=2Re(i(1+e¥)Q),
fs =27Re (/Z(Qe”’Gz — J;m — G2 +i‘];1(1 - eQiG)GQ)dz> 7

20

ondeé—/ G2 dz.

20

Nas condicoes anteriores, ¢ fdcil ver que fi cos€ + fo sinf = 0 e, portanto, a imagem da

imersdo estd contida num plano paralelo ao eixo xs que forma um dngulo 6 com o plano 1 = 0.
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Neste exemplo a aplicagdo normal de Gauss § = H/G = ¢'% tem posto zero e estas sdo as
tinicas superficies minimas de Hs que possuem aplicagcdo normal de Gauss de posto zero (ver, por

exemplo, [16]).

Exemplo 1.3.4 (Superficie tipo sela). Neste exemplo discutiremos o caso em que as fungcoes com-
plexas G e H sdo imagindrias puras e dependem sé de uma varidvel, i.e. G(u,v) = il(v) e
H(u,v) = ih(v), onde l e h sao duas fungées diferencidveis a valores reais definidas num inter-

valo aberto de R.

Observe que podemos supor |H| # |G|, pois do contrdrio estariamos no caso do exemplo
anterior. Entdo, multiplicando a equacdo (1.13) por i G, a equagdo (1.14) por i H e comparando
os resultados obtemos:

—G=—H. (1.16)

onde’ denota a derivada com relagdo a v. Logo, existe uma constante a € R tal que
*(v) — h*(v) = 2a.

Considere, entdo, a fungdo dada por q(v) = I*(v) — a = h*(v) + a. Temos que ¢’ = 21(v)l'(v) e,
sendo que as fungdes G e H satisfazem (1.13) e (1.14), resulta que I'(v) = h(v) (I*(v) — h?*(v)) e

q =4ar/q* —a®. (1.17)

Logo,
o1 = —2a, P = —2iq

e, integrando, obtemos:
fi=-2Re /2adz = —4dau,

fo=—-2Re /2iqdz =4Q(v),
onde Q)(v) € uma primitiva de q(v).

Para determinar fs, primeiro notemos que por integracdo da (1.17) obtemos que

V@2 —a2=4aQ
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e, portanto,

2GH—%(G2—H2) fl(G2+H2)

=-2vV¢@—-a>+4aQ(v)+4iaugq

=—4aQ(v) +4iaqu. (1.18)

3

Integrando (1.18), segue que f3 = —8au Q(v).

Note que, neste caso, a imagem da imersdo [ estd contida no grdfico da fun¢do x3 = (x1 x5)/2,
ou seja é uma superficie regrada tipo sela. Além disso, o posto da sua aplicacdo de Gauss é 1,
pois
h(v)

§=H/G =75

depende somente de um parametro. Este exemplo de superficie minima pode ser encontrado em

[16].

Exemplo 1.3.5 (Helicéides). Considere as funcoes G e H dadas por:

v v

G(u,v) =l(u)e "2, H(u,v) =ih(u)e'z,

onde l e h sdo fungées diferencidveis definidas num conjunto aberto de R. Observe que

G —

— —fll' fl2
82G 4
OH 1
—H—fhh’—th
0z 2

Assim, da equagdo (1.16), temos que
P+ (1% = —h* + (h?). (1.19)

Entdo, existe uma fungdo p(u) tal que as fungées

P—p VPP

2o 2 7

sdo solucoes de (1.19). Usando (1.13) e (1.14) obtemos que p é uma solucdo da seguinte equagdo

diferencial:

a qual é equivalente a
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A imersdo minima correspondente f : C\ {0} — Hjs possui fun¢des coordenadas dadas por:

fi(u,v) = p(u) cos(v),
fQ(u7 1)) = p(u) Sin(v)v (1~20)
—cv+b, b e R.

P
£
<
S~—
I

De fato, sendo

— 2 sin(w) —i L
¢g = 5 (v) i3 cos(v),

integrando obtemos as expressoes de f e fs dadas em (1.20). Consequentemente,

f2 1

¢3:2GH—5(G2—H2)—2?(G2+H2):2

N o

Observe que se ¢ # 0, entdo (1.20) representa a parametrizagdo de um helicoide, enquanto

quando ¢ = 0, o sistema (1.20) nos dd wma parametrizacdo do plano horizontal x5 = b.

Exemplo 1.3.6 (Superficie tipo catendide). Neste exemplo daremos as funcdes de Weierstrass G e

H para a superficie tipo catendide descrita em [16]. Considere

[g +4
h= 524:4, 9 >4,

onde g = g(u) é uma fungdo a valores reais que é uma solucdo da equagdo diferencial ordindria

(91)2: 92(94_16)_4
g -4

Entdo, as funcées dadas por:

. ;
H:%e““*%) \/g’+29 (1+¢§),

Gzle—i(v-i-%) \/g’—Qg <1—|—iﬁ>
2 2/’

em que | = l(u) é uma fung¢do a valores reais, sdo solugdoes de (1.13) e (1.14) se
. 2h
g +4

Como

61 =G~ H* =

| =

(29' cos(2v + 1)+ 4igsin(2v + 1) — 2g 1’ sin(2v + l)),

1
¢y =i (G*+ H?) = 5(9’ sin(2v + 1) — 2igcos(2v + 1) + g’ cos(2v + l)),
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resulta que
f1 =g cos(2v +1),
fo =g sin(2v +1).
Consequentemente,

6 =261~ 20,101,

_2h(w) 1, 2h 1 gh
B Al SR Sy
_hd+g*\ R
_5(4+g2>_§'

Portanto, fs = h, onde h é uma primitiva de h. Note que f, depois uma mudanga de para-
metros, representa a parametrizacdo do catendide de revolucdo ao redor do eixo x3 descrito em

[16].

1.4 Superficies minimas no espaco H> x R

Considere o modelo do semi-plano superior do plano hiperbdlico
H? = {(xl,xg) ER? : x5 > 0},

munido da métrica Riemanniana de curvatura Gaussiana constante —1 dada por:

dz? + da}

gmz = 2
L3

O elemento (71, z2) € H? pode ser identificado com a fungdo afim i : R — R, dada por h(t) =

ot + x1, com x5 > 0. Assim, o plano hiperbdlico H? admite uma estrutura de grupo
(21, 29) * (27, 75) = (¥) T2 + 71, T2 73),

que deriva da composicdo de aplicacdes préprias afins. Com esta estrutura, H? torna-se um grupo
de Lie e a métrica gy definida acima € invariante a esquerda. Portanto, o espaco produto H? x R

€ também um grupo de Lie com a estrutura produto dada por:
(71, 9, 23) * (2, Th, 24) = (2] T9 + T1, T2 XY, T3 + ), (1.21)

e a métrica g = g2 + dx? é invariante A esquerda.
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Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda em (H? x R, g) é dada por:

( 0

E, =19—

1 I28x17
Ey = xz—a , (1.22)
(91’2
0

FEy=—.

\ 3 ax3

Neste caso, a matriz definida em (1.5) assume a forma

) 0 0
A= 0 i) 0
0 0 1
Além disso, é facil verificar que
[Ev, Eo] = — By, [Ev, B3] =0 e [Ep B3] =0.

Deste modo, as tnicas constantes de estrutura da 4lgebra de Lie de H? x R, que ndo sio nulas, sdo

dadas por:
0112 = 0122 = 05)2 = _0211 = _0221 = _031 =—L

Logo, de L, = 1(Cj, — €%, + Ck), obtemos L}, = 1, L}, = —1 e os outros L¥; sio todos nulos.

Consequentemente, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1 (Representacio de Weierstrass no grupo H? x R). Seja Q C C um dominio simples-

mente conexo, zy € e ;1 Q) — C, j = 1,2, 3, fungdes que verificam as seguintes condigoes:

3
1Y i #0;
=1

3. 3 € holomorfa e V1,109 sdo solugdes do sistema:

o _

i =0,

azpz (1.23)
—= vl =0.

0z



24 Capitulo 1 — Férmula de representaciio de Weierstrass em variedades Riemannianas

Entdo, a aplicagdo f : Q0 — H? x R, cujas funcbes coordenadas sdo definidas por:

filu,v) =2Re ( Zi:Aij Y, dz),

Z0 j:1

define uma imersdo minima conforme.

Demonstracdo. De acordo com (1.7), a secdo & = iy Ey + 9 Es + 13 E3 é holomorfa se, e s se,

o —
- -0
0z 1 ¢2 )
3% 2
e =0
I3
— =0.
0z
Entdo, o resultado segue direto do Teorema 1.2.1. OJ

Observe que, pondo

A ::2736(/:%612),

podemos €screver

flu,v) = <2Re/ ef;wldz, efz,ZRe/ wgdz).
20

Z0

No que segue, iremos considerar alguns exemplos de superficies minimas em H? x R.

Exemplo 1.4.2. Se vy é uma funcdo holomorfa, entdo do sistema (1.23) temos que 1 € identi-
camente nula e a correspondente imersdo é uma parametrizacdo minima do plano vertical x1 =

constante.

Agora, se 1 e 1y ndo sdo holomorfas, entdo de (1.23) resulta que 13 + 3 é holomorfa. A
iltima condicdo é certamente satisfeita se 1? + 12 = a, para alguma constante a € R. Examina-

remos oS casos que seguem.

e Sea =0, de )} + 3 + 2 = 0, temos que 13 = 0 e a imersdo minima correspondente

representa o plano horizontal x5 = constante.

e Suponha a = —1. Neste caso, decompondo 1, s nas suas partes reais e imagindrias:

¢1<U,U) = al(“?”) +Z.(12(u7 U)? %(U:U) = (Lg(u, U) + Z.(14(167 U),
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a condicdo 1V} + 13 = —1 equivale ao seguinte sistema:

2 2 2 2 _
ay —a;+az —a; =—1,

(1.24)
ayas +aszay = 0.

Escolhendo como solucdo da segunda equacdo de (1.24)
aj(u,v) = sin(2v) ag(u, v),
az(u,v) = —sin(2v) ag(u, v)

e usando (1.23), temos que as funcdes ay e as sdo solugoes de:

A solucdo da equagdo acima é dada por:

2 (cos(2u) + sin(2v)) tan(2v) B 2 sin(2u)

- sin(2 (u —v)) + sin(2 (u + v))’ R sin(2 (u —v)) —sin(2 (u 4 v))

Portanto, integrando, encontramos que

2 sin(2u) tanwv

Silw,v) = sin?(2u) tan?v + (1 + cos(2u) tanv)?’
1 — tan?v
, V) = " )
Jalu.v) 2 sin®(2u) tan? v + (1 + cos(2u) tan v)?
f3(u,v) =2u.

Por fim, seja & : 1 — H? a isometria usual do disco hiperbélicol = {(x,y) € R? : 22 +y?> < 1}

em H?, definida por:

—2b 62+(1—a)(—a—1)>

ala,b) = ((a+1)2+b2’ (a+1)2+02

Definindo o : I x R — H? x R por a(x,y,2) = (a(z,y), 2), entdo a imersdo f é dada pela

composi¢cdo o o f, onde

f(u,v) = (tanwv cos(2u), tan v sin(2u), 2 u)

¢ a imersdo minima de um helicoide em 1 x R descrita em [27].
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1.5 O espaco hiperbdlico H*

O espaco hiperbélico tridimensional H? pode ser modelado pelo semi-espago:
Ri = {(xl,xg,xg) eR3: 3 > O},

dotado da métrica:

1
9="1 (daz% + das + dx%), (1.25)
3

A métrica de curvatura constante (1.25) € invariante a esquerda com respeito a estrutura de grupo
de Lie. Além disso, uma base de campos ortonormais invariantes a esquerda com respeito a métrica
(1.25) é dada por:

0

0
By = 23 — E =15 —.
1 €3 €3 O7s

2 = T3 5 Es
8.%’1’ 81‘2’

Ao computarmos os colchetes de Lie, obtemos que as tinicas constantes de estruturas distintas de
Zero sao:

0113 - C223 =-1, O?h - C??Q =1L

Neste caso, desenvolvendo o sistema obtido em (1.7), obtemos:

aaqil_w3%_07
8(311/;2_77/)3%:0’
%"‘(%%‘FM%) =0.

E facil ver que
Palu,v) = 239 (u, v), a=1,23.
Em particular, como .
fi=2Re [ favads
obtemos que: K

fa=exp (2R6 /:d)gdz>.

Entéo, a imersdo f, expressada em termos das componentes ,, a = 1,2, 3, é dada por:

1) = (2Re [ pronds2Re [ frunds. p).



CAPITULO

2

Representacao de Weierstrass no

espaco de Lorentz-Minkowski L°

Este capitulo € dedicado ao estudo de uma representacio de tipo-Weierstrass para superficies
minimas de tipo espaco e de tipo tempo no espago de Lorentz-Minkowski L, que é dado por R3

munido da métrica pseudo-Riemanniana g = dz? + dz3 — dx3.

No espaco LL? uma férmula de representacdo tipo-Weierstrass foi provada por O. Kobayashi
em [18], no caso das imersdes minimas de tipo espago, e por J. Konderak (ver [20]) no caso das
imersdes minimas de tipo tempo. Na demonstracido destas férmulas se utilizam as ferramentas
da andlise complexa e paracomplexa, respectivamente. Recentemente, estes resultados tém sido
generalizados por J.H. Lira et al. em [22], para o caso de superficies minimas imersas em 3-

variedades Lorentzianas.

Antes da exposic¢ao dos resultados obtidos por Kobayashi e Konderak, serd preciso fazer uma
introdugdo ao espago de Lorentz-Minkowski e, também, lembrar de alguns conceitos e resultados

referentes a geometria diferencial de curvas e superficies neste ambiente (ver [2] e [23]).
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2.1 O espaco de Lorentz-Minkowski

O espaco de Lorentz-Minkowski tridimensional IL? é o espaco R? equipado com a seguinte
métrica Lorentziana:

g = dx} + da3 — dz.
Um vetor v € I3 é dito
1. de tipo tempo, se (v,v) < 0,
2. de tipo espago, se (v,v) > 0ouv =0,

3. de tipo luz, se (v,v) = 0ev # 0.

Portanto, podemos considerar o conjunto dos vetores de tipo tempo, o conjunto dos vetores de
tipo luz (também conhecido como cone de luz) e o dos vetores de tipo espaco que sdo dados,

respectivamente, por:

T ={(w1,22,73) € L7 : 2¥ + 25 — x5 < 0};
C= {(I17$2,$3) €L3 : $%+$§—I§:0}—{(07070)}’
E = {(v1,72,73) € L* : 22 + 25 — 23 > 0} U {(0,0,0)}.

O comprimento de um vetor v € IL? é dado por |v| = /|(v, v)| e v € dito unitdrio se |v| = 1.

A proposicdo a seguir relaciona a dimensio de um subespago ndo degenerado de I3 com as

dimensdes de seu complemento ortogonal e do espaco ambiente.

Proposicao 2.1.1. Seja U um subespaco de 1L.3. Entdo, temos que:
(i) dim(UL) = dim(IL3) — dim(U);
(ii) (U+) =U;
(iii) se U é ndo degenerado, U+ é também ndo degenerado.

Demonstracdo. Ver [23]. OJ



2.1 O espago de Lorentz-Minkowski 29

Definicao 2.1.2. Seja U um subespago vetorial de R®. Entdo, U é chamado de tipo espaco (respec-
tivamente, de tipo tempo ou de tipo luz), se a métrica induzida pela métrica de Minkowski neste

subespago é definida positiva (respectivamente, ndo degenerada; degenerada e U # {0}).

Daremos, agora, caracterizacdes dos subespacos de IL? dependendo de seu cardter causal.

Proposi¢ao 2.1.3. Seja v € 3. Entdo, v é de tipo tempo se, e somente, se (v)* é de tipo espago e,
assim, 2 = (v) @ (v)1. Além disso, para vetores de tipo espago, temos que v é de tipo espago se,

e 56 se, (v)* é de tipo tempo.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que os vetores que compdem a base de (v)* sdo vetores de tipo
espago. Pela defini¢do temos que U = (v) é um subespaco ndo degenerado, entdo da Propo-
sicdo 2.1.1 temos que U+ também €é ndo degenerado. Logo U~ ndo é de tipo luz. Suponha
por contradi¢dio, que existe u € U~ de tipo tempo, tal que (u,v) = 0. Considere os vetores
er = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1) e seja B = {ey, €2, e3} uma base ortonormal de 3.
Escrevendo u e v nesta base:

U = aj e1 + ag ey + azes,

v =>bye; +byes + bses,

por u e v serem vetores de tipo tempo e ainda serem ortogonais, obtemos:

a% +ag < ag,
2 2 2
by + b3 < b3,
ay b1 + a9 b2 = CL3b3.

Com isto, resulta que

(a1 b2 — Qo b1)2 < 0,

o que é um absurdo. Logo, u é um vetor de tipo espaco. Entdo, ao considerarmos {u, us} como
base ortonormal de U~ e v, obtemos trés vetores ortogonais, linearmente independentes e, assim,
formam uma base de 1.3, portanto > = (v) & (v)*. Reciprocamente, se (v)* é um subespago de
. ~ . 3 . . . .
tipo espaco, entdo v seria o complemento da base de IL° e obrigatoriamente seria um vetor de tipo

tempo, pois do contrdrio teriamos trés vetores linearmente independentes de tipo espaco.

De maneira andloga pode se mostrar que v é um vetor de tipo espago se, e somente se, (v)* é

um subespago de tipo tempo. OJ
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Na seguinte proposi¢do daremos uma relagio entre o carater causal de um subespaco de L?

com o de seu espago ortogonal.

Proposicio 2.1.4. Considere um subespago U C 1L3. Entdo, temos que:

(i) U é de tipo espaco se, e s6 se, U é de tipo tempo;

(ii) U é de tipo luz se, e so se, Ut éde tipo luz.

Demonstracdo. Se U € de tipo espago, entdo existe u € U que € de tipo espaco e, pela Proposi-
¢d0 2.1.3, (u)* € um subespaco de tipo tempo. Como U+ estd contido em ()=, temos que U~ é
de tipo tempo. Reciprocamente, se U+ é de tipo tempo, entdio existe v € U+ que é de tipo tempo,
assim (v)* é um subespaco de tipo espago e, como U esté contido em (v)*, temos que U € de tipo

espaco.

Para provar o segundo item, suponha que U~ seja um subespaco de tipo tempo. Entdo, do
primeiro item, temos que U € de tipo espaco, o que é uma contradi¢do. Se supormos que U~ seja
um subespaco de tipo espaco, também obteremos uma contradi¢do. A reciproca é andloga, basta

usar que (U+) =U. O

O resultado que segue caracteriza dois vetores de tipo luz que sdo linearmente dependentes.

Proposicao 2.1.5. Se u e v sdo dois vetores de tipo luz, entdo eles sdo linearmente dependentes

se, e somente, se (u,v) = 0.

Demonstracdo. Suponha que v e v sdo linearmente dependentes, entdo u = av, com o € R.
Logo,

(u,v) = (v, v) = a(v,v) = 0.

Reciprocamente, sejam u e v vetores de tipo luz ortogonais, isto é, (u,v) = 0. Considere a

decomposigdo de IL? dada por:

L7 = (e3)" @ (es),

onde e3 = (0,0, 1). Escrevendo u = x + a ez e v = y + bes, pelas condi¢des sobre u e v obtemos:

a = *+|z|, b= =%lyl, (z,y) = |z |y]. (2.1)



2.1 O espago de Lorentz-Minkowski 31

Observe que (e3)* é de tipo espago. Logo, g]<e3>L € positiva definida e, portanto, vale a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz a qual, aplicada a (2.1), nos diz que z e y sdo linearmente dependentes,

ou seja
=M\, A eR. (2.2)
Consequentemente,
u=aes+x==x|r|es+x==%|N|yles+ Ay =|Nbes+ Ay. (2.3)

Note que A > 0. De fato, pelas equagdes (2.1) e (2.2) e do fato de x e y serem de tipo espaco,

temos que
(z,y) _ |zl ly|
.y  (Wv)

Portanto |A\| = A. Substituindo em (2.3), resulta que u e v sdo linearmente dependentes.

A= > 0.

Se, porém, a e b t&€m sinais contrarios, concluimos que

—(z,y) = |2[ |yl

Como |z| = | — yl, segue que
—(=,y) = [ =]yl

Sendo —x de tipo espaco, ao aplicarmos Cauchy-Schwarz (assim como foi feito antes), tem-se que

—x e y sdo linearmente dependentes, de onde segue que u e v sdo linearmente dependentes. O

Iremos, agora, caracterizar os subespagos de tipo tempo.

Proposicao 2.1.6. Seja U C 1L? um subespaco bidimensional. As seguintes afirmacées sdo equi-

valentes:

1. U é um subespaco de tipo tempo,
2. U contém dois vetores linearmente independentes de tipo luz,

3. U contém um vetor de tipo tempo.
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Demonstracdo. Provemos que o primeiro item implica o segundo. Sendo U de tipo tempo, existe
uma base ortonormal {es, e3} de U tal que e, € de tipo espaco e e3 um vetor de tipo tempo. Entdo,

eo+e3 e ea—es sdo vetores de tipo luz que sdo linearmente independentes pois (es+e3, ea—ez) # 0.

Agora vamos mostrar que o segundo item implica o terceiro. Se u e v sdo dois vetores linear-

mente independentes de tipo luz, entdo u + v (ou u — v) € de tipo tempo, ja que
(u+v,u+v) =2(u,v), (u—v,u—v)=-2(u,v)

e, pela Proposicdo 2.1.5, temos que (u, v) # 0.

Por fim, provaremos que o terceiro item implica o primeiro. Seja v € U um vetor de tipo
tempo. Entdo, U+ C (v)! que é um subespago de tipo espago. Logo, U é um subespago de tipo

tempo. L]

A proposicao acima nos diz que, se existe um vetor de tipo tempo u € um vetor de tipo luz v
em um subespaco bidimensional U C L3, necessariamente existe um outro vetor de tipo luz w de
forma que v e w sdo linearmente independentes. Portanto, U é um subespacgo de tipo tempo. O
caso em que U C L3 possui apenas um vetor de tipo luz e ndo existe nenhum vetor de tipo tempo

€ abordado a seguir:

Proposicio 2.1.7. Seja U um subespaco de 1.3, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. U é um subespaco de tipo luz,
2. U contém um vetor de tipo luz, mas nenhum vetor de tipo tempo,

3. UNC=L—{(0,0,0)} e dim(L) = 1.

Demonstragdo. Para provar que o primeiro item implica o segundo, basta observar que se U é um
subespaco de tipo luz, entdo contém um vetor de tipo luz. Assim, pela Proposicao 2.1.6 ndo existe

nenhum vetor de tipo tempo em U.

Agora, provaremos que o segundo item implica o primeiro. Como existe um vetor de tipo luz
em U, entdo U N C' € um conjunto ndo vazio. Se U contém dois vetores de tipo luz linearmente
independentes, pela Proposi¢do 2.1.6, existe um vetor de tipo tempo, o que nos resulta numa

contradi¢do. Portanto UNC' = L — {(0,0,0)} e dim(L) = 1.
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Por fim, para mostrarmos que o terceiro item implica o primeiro, basta observar que se UNC' =
L—{(0,0,0)} edim(L) = 1, da Proposi¢do 2.1.6 temos que U ndo é um subespaco de tipo tempo.
Também U ndo pode ser um subespaco de tipo espaco, pois existe um vetor de tipo luz em U.

Portanto U € um subespaco de tipo luz. ]

Proposicao 2.1.8. Seja P um plano de 1L3. Denotemos por n um vetor ortogonal com relacdo a
métrica Euclidiana. Entdo, P é de tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo ou de tipo luz) se,

e somente se, n é um vetor de tipo tempo (respectivamente, de tipo espaco ou de tipo luz).

Demonstragdo. Supondo que P = {(x,y,2) € R® : az+by+ cz = 0}, entdo n € proporcional

ao vetor (a, b, ¢). Podemos também escrever P da seguinte forma:
P={(z,y,2) €R® : ax+by+cz=ax+by— (—cz) =0} = {(a,b,—c))".

Observe, que o cardter causal de (a, b, —c) € o mesmo que o do vetor n. Portanto, segue o resultado.
O

L com (v,v) = —1, temos que:

Proposicao 2.1.9. Se P é um plano de tipo espago e P = (v)
[vle > 1,

onde o sub-indice e indica que os cdlculos sdo feitos com rela¢do a métrica Euclidiana de R?,

Demonstragdo. Escrevendo P = {(x,y,2) € R® : ax +by+cz =0}, comn = (a,b,c) e

a? +b? + ¢ = 1, resulta que P = (v)*, onde

o (a,b,—c)
/2 _ b2 — a2
e satisfaz (v, v) = —1. Calculando a norma Euclidiana de v, tem-se:
2 L 242 1
’U‘e = @t e = > 1.

2 — b2 — a2 2 —bh2—qag2 —

Agora, iremos definir o produto vetorial no espago de Lorentz-Minkowski.
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Defini¢iio 2.1.10. Sejam u e v vetores de 1.3, definimos o produto vetorial de u e v como sendo o

tinico vetor, denotado por u N\ v, que satisfaz:

(u ANv,w) = det(u,v, w) (2.4)
ou, equivalentemente,
i j —k
UNV = up up ug
v V2 U3

Proposicio 2.1.11. O produto vetorial em 1L? satisfaz as seguintes propriedades:

1. uNv=—vAu;
2. u A v € ortogonal aos vetores u e v;
3. uAv =0 se, e somente se, u e v saGo proporcionais;

4. u ANv # 0 pertence ao plano P = (u,v) se, e somente se, o plano P é de tipo luz.

Demonstracdo. As primeiras trés afirmacdes seguem direto das propriedades do determinante. O

dltimo item segue das Proposicoes 2.1.5¢e 2.1.7. ]

2.2 Curvas no espaco de Minkowski

Nesta se¢do iremos desenvolver a teoria do triedro de Frenet para curvas em LL3. Iniciamos

com a seguinte:

Defini¢do 2.2.1. Uma curva parametrizada em 1.3 é uma aplicagdo diferencidvel o : I C R — 13,

onde I é um intervalo aberto da reta real. Além disso, o é chamada:

(i) de tipo espago, se o/ (t) é de tipo espago, para todo t € I;
(ii) de tipo tempo, se o (t) € de tipo tempo, para todo t € I;

(iii) de tipo luz, se o/(t) € de tipo luz, para todo t € 1.
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Observacdo 2.2.2. Em geral, uma curva em 1> ndo é de nenhum dos tipos acima. Considere,
por exemplo, a curva parametrizada por o(t) = (cosht, t?,sinht), t € R. Como (/(t),/(t)) =
4t? — 1, entdo a curva é de tipo espaco no intervalo (—oo, —1/2) U (1/2,00), é de tipo luz para

t = +1/2 e de tipo tempo no intervalo (—1/2,1/2).

Claramente se a curva « € de tipo espacgo (respectivamente, de tipo tempo) no ponto ¢y € I,
entdo existe um intervalo (¢, — d,%y + ) em que « € de tipo espago (respectivamente, de tipo

tempo).

No espago de Minkowski a defini¢do de curva regular é a mesma de R? pois a regularidade nio

depende da métrica.
Definicdo 2.2.3. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I C R — L3 é chamada regular se
a/(t) #0, paratodot € 1.

Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.4. Toda curva de tipo luz ou de tipo tempo é regular.

Demonstragdo. Seja o uma curva em L3 parametrizada por o(t) = (z1(t), zo(t), 3(t)), t € 1.
Se a € de tipo luz, temos que z(¢)* + x4(t)* — 24(t)> = 0. Entdo x4(t) # 0, do contrdrio
2y (t) = ab(t) = 0, o que implica que o/(t) = 0, o que significa que « € de tipo espaco para todo

t € I. Portanto, x%(t) # 0 e, assim, « € regular.
No caso em que « € de tipo tempo, resulta que ' (¢)% + 25 (t)? — 25(¢)? < 0, logo x5(t) # Oce,

entdo, o é uma curva regular. [

No espago Euclidiano, toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco,
ie. (o/,a’) = 1. Veremos que o mesmo resultado vale para curvas de tipo espago e de tipo tempo

em I3,

Proposi¢io 2.2.5. Toda curva regular o : I C R — 1.3, de tipo tempo ou de tipo espago, pode ser

reparametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstracdo. Considere a fungdo comprimento de arco com origem em ty € I, definida por:

¢
s(t) = / & (u)] du, tel.
to
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Note que,
s'(t) =] (t)| > 0,

para todo ¢t € I, pois o é uma curva regular de tipo tempo ou de tipo espaco. Assim, s é um
difeomorfismo sobre J := s(I). Sejah := s™' e 8 := «a o h. Temos que |5'(s)| = 1, para todo

s € J, o que termina a prova. L]

Para uma curva « de tipo luz, como o vetor '(t) é de tipo luz, ndo faz sentido reparametrizar
por comprimento de arco. Entretanto, derivando (o/(t), o/(t)) = 0, temos que (' (t), o/ (t)) = 0.
Supondo que o (t) # 0, entdo () ndo é proporcional a o(t). Logo, pela Proposi¢do 2.1.5 temos
que o(t) ndo é de tipo luz. Além disto, como {o/(t))* € de tipo luz, a Proposigdo 2.1.7 afirma

que {a/(t))* ndo possui nenhum vetor de tipo tempo. Portanto, segue que o (t) é de tipo espago.
Para curvas de tipo luz podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposi¢io 2.2.6. Seja o : I — L3 uma curva de tipo luz em 1L3. Entdo, existe uma reparame-
trizagdo da curva «, dada por 3(s) = a(¢(s)), de maneira que |5"(s)| = 1. Neste caso, diremos

que a curva é pseudo-parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstragdo. Vamos escrever 3(s) = a(¢(s)), onde ¢ é a funcdo a ser determinada. Por dife-

renciagdo, temos que

B"(s) = ¢"(s) o/(¢(5)) + [¢/(s)]* a"(6(s)).
Assim,
(8" (5), B"(s))] = [&()]* " (6(s)) >
Entdo, para ter |3”(s)| = 1 definimos ¢ como a solugdo da seguinte equacao diferencial:

'(s :; = 1.
"= e MO

2.2.1 As equacoes de Frenet

No que segue, construiremos em todo ponto de uma curva regular de > uma base ortonormal

que descreve a geometria da curva e constitui o triedro de Frenet. A varia¢ao desta base ao longo



2.2 Curvas no espago de Minkowski 37

da curva nos fornece informagdes de como a curva se deforma no espaco ambiente. Ressaltamos
que iremos considerar apenas curvas que sao parametrizadas pelo comprimento de arco ou pelo

pseudo-comprimento de arco.

Seja, entdo, o : I — L3 uma curva nestas condi¢des. Definimos ¢(s) := o/(s) como sendo o
vetor tangente em s € 1. Observe que (t(s),t'(s)) = 0, s € I. Vamos supor que '(s) # 0 e que

t'(s) ndo seja proporcional a t(s), paratodo s € I.

Curvas de tipo tempo

Se « é uma curva de tipo tempo (i.e. (t(s),t(s)) = —1), entdo ¢'(s) # 0 € um vetor de tipo

espaco linearmente independente com ¢(s). Assim, definimos a curvatura de o em s € I como

k(s) :=|t'(s)|, enquanto o vetor normal n(s) é definido por:
/ "

n(s) = £(s) = &,,(S) .

k(s)  la”(s)]

Além disso, b(s) = t(s) A n(s) é dito vetor binormal no ponto s. Observe que este Gltimo é um
vetor unitério de tipo espago, jd que b(s) € (t(s))* e este é um subespaco de tipo espago. Portanto,
paracada s € I, {t(s),n(s),b(s)} é uma base ortonormal de L? que é chamada de triedro de Frenet

de a no ponto s. Além disso, definimos a for¢do de a em s como sendo:

Diferenciando as funcdes vetoriais do triedro de Frenet, obtemos que as equacdes Frenet para uma

curva o de tipo tempo em IL? sdo dadas por:

Curvas de tipo espaco

Suponha, agora, que a curva « seja de tipo espago e parametrizada pelo comprimento de arco,
ou seja (t(s),t(s)) = 1, s € I. Como t'(s) é ortogonal ao vetor ¢(s) onde este é de tipo espago,

devemos considerar os trés casos abaixo.
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1) O vetor #'(s) é de tipo tempo. Definimos a curvatura de o no ponto s € I como sendo

k(s) = [t'(s)| = —+/(t'(s),t'(s)), o vetor normal por:
_ t'(s)
")

e o vetor binormal por b(s) = t(s) A n(s). Assim, n é um vetor de tipo tempo e b é um vetor de

tipo espaco. Por célculos simples, obtemos que as equagdes de Frenet para este caso sdo dada por:

2) Se o vetor t'(s) € de tipo espago, definimos a curvatura de « em s € I como k(s) = [t/(s)

B

o vetor normal por

e o vetor binormal por b(s) := t(s) A n(s). Consequentemente, n € um vetor de tipo espago e b é

de tipo tempo. Logo, as equacdes de Frenet para este caso sdo dadas por:

t'(s) = k(s)n(s),

n'(s) = 7(s) b(s) — K(s) t(s),

V(s)=7(s)n(s), sel,
eatorciode cems € I é1(s) = —(n'(s),b(s))

3) O vetor t'(s) # 0 é de tipo luz. Neste caso, definimos o vetor normal n(s) := t'(s), que
é linearmente independente com ¢(s). Como « € uma curva de tipo espago, temos (f(s))* é um
subespaco de tipo tempo e, pela Proposicdo 2.1.6, admite dois vetores de tipo luz, linearmente
independentes, que nao sdo ortogonais. Como n(s) € de tipo luz, defina o vetor binormal b(s) €
(t(s))* como o tnico vetor de tipo luz tal que (n(s), b(s)) = 1. Além disso, defina a pseudo-torgdo
de o como sendo 7(s) := (n'(s),b(s)). Neste caso ndo temos uma defini¢cdo para a curvatura e as

equagdes de Frenet sdo dadas por:
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Curvas de tipo luz

Seja, agora, « : I — IL? uma curva de tipo luz parametrizada pelo pseudo-comprimento de
arco, ou seja, ”(s) € um vetor unitdrio de tipo espago, para todo s € I. Definimos n(s) := t(s)
como sendo o vetor normal a « em s € I, e o vetor binormal b(s) como o tnico vetor de tipo
luz, ortogonal a n(s), de forma que (¢(s),b(s)) = 1. Analogamente ao caso em que « € de tipo

espago com t/(s) de tipo luz, ndo definimos a curvatura de «. Ja a tor¢do de a« em s € I é dada por
7(s) = (n'(s),b(s)).
Vamos, agora, encontrar as equagdes de Frenet. Sendo (¢(s),b(s)) = 1, s € I, resulta que:

0= (#'(s),b(s)) + (t(s),U'(s)) = (n(s), b(s)) + (t(s),'(s)) = (t(s), '(s)), se€l.

Como b(s) é de tipo luz , resulta que (b(s), b'(s)) = 0 e podemos escrever b'(s) = an(s) + ct(s).

Logo, a = —7 e ¢ = 0, ou ainda,
b(s) = —71(s)n(s), sel. (2.5)
De (n(s),b(s)) =0, (b(s),b(s)) = 0 e da equagdo (2.5), obtemos:

7(s) {n(s),n(s)) + (b(s),b(s))
(7(s)t(s),b(s)) + (b(s), b(s))
T(s)t(s) + b(s),b(s)), sel.

I
—~
3\
—~
V)
~—
—~
V)
~
~

0 = (n'(5),b(s)) + (n(s), V'(s))

I
—~
3\
—
»
SN—
|

Logo, n'(s) = 7(s) t(s) — b(s), s € 1. Consequentemente, as equagdes de Frenet para uma curva

de tipo luz em I.* sdo dadas por:

2.3 Superficies em L?

Seja M uma superficie suave e conexa e f : M — L3 uma imersdo, isto é, uma aplicagio

diferencidvel tal que a diferencial df, : T,M — R® ¢ injetiva. Pelo Teorema da Funcdo Inversa,
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f é localmente um homeomorfismo sobre f(M). Se f é um homeomorfismo global, dizemos que
f é um mergulho e que M é mergulhada (via f) em IL3. Caso M seja compacta, esta condi¢io é

equivalente ao fato de f(M) ndo possuir auto-intersecgoes.

Identificamos o plano tangente 7,M com (df),(7,M). Consideremos a métrica pull-back
ds* = f*((, )p), isto &,

ds2(u,0) = (dfp (), dfy(0)) s w0 € TM.
No ambiente euclidiano (7,,M, (,),) é um espago Riemanniano, isto é, a métrica é positiva defi-
nida. Entretanto, no caso do ambiente ser IL?, esta métrica pode ser de trés tipos, a saber:
1. T, M € um plano de tipo espaco, isto &, dsf, € positiva definida.
2. T, M € um plano de tipo tempo, isto €&, alsf7 ¢ uma métrica com indice 1.
3. T, M € um plano de tipo luz, isto €, dsf, € uma métrica degenerada.
Definicao 2.3.1. Uma imersdo é chamada de tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo ou de

tipo luz) se todo plano tangente é de tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo ou de tipo luz).

No caso em que a imersdo € de tipo espago ou de tipo tempo, decompomos o espaco ambiente na
forma L® = T,,M & (T,,M)*, onde o segundo subespago, que € unidimensional, serd de tipo tempo

(respectivamente, de tipo espaco) se a imersdo € de tipo espago (respectivamente, de tipo tempo).
Proposicao 2.3.2. Uma superficie de tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo) é localmente

um grdfico de uma fungdo definida no plano de equacdo z = 0 (respectivamente, t = 0 ouy = 0).

Demonstra¢do. Consideramos uma parametrizacio local da superficie

P, v) = (2(u,v), y(u, v), 2(u, v)).

Como o vetor ¢, A v, € ortogonal a 9, e 1, entdo € de tipo tempo (respectivamente, de tipo
espaco). Assim a sua terceira coordenada nao se anula (respectivamente, a primeira ou a segunda
coordenada). Esta coordenada é dada por:

x u yu . yu z u € u Zu
— respectivamente, , ou .

Ty Yo Yo 2y Ty 2y
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O Teorema da Fungdo Implicita garante que ao redor de um ponto da superficie, a aplicagdo

U, v) = (2(u,v),y(u,v))

(respectivamente, 1(u,v) = (y(u,v), z(u,v)) ou ¥(u,v) = (x(u,v), z(u,v))) é um difeomor-

fismo. Reparametrizando a imersdo por ¢ o 1)L, entdo a superficie € o gréfico da fungfio z o 1)1

(respectivamente, z o ¢! ou y o 1) 1). ]

2.3.1 Curvatura média de superficies nao-degeneradas

Encontraremos uma férmula geral que englobe os casos em que a imersdo seja de tipo espagco

e de tipo tempo.

Teorema 2.3.3 (ver, [2], por exemplo). Seja (M, h) uma superficie pseudo-Riemanniana. Entdo,

em uma vizinhanga de qualquer ponto existem coordenadas (u,v) que sdo isotérmicas, ou seja

0 0 0 0 o 0
e o) =" Geae) "awa0) =0

com € = 1 se a métrica é positiva definida e ¢ = —1 no caso seja indefinida.

Demonstracdo. A métrica h € positiva definida.

Seja r uma fun¢do suave definida em um subconjunto aberto U de M e introduzimos a métrica

ho := €?" h. A curvatura Gaussiana com respeito a métrica hg é dada por:
Kho = 2"(K" — Apr).

Sendo que a equagio eliptica K" = A, admite solugdes locais, entdo podemos escolher a fungio
r de forma tal que a métrica hy seja “flat”. Como h € positiva definida, também h, € positiva
definida. Entdo, por um resultado cléssico (ver [6] ), a superficie plana € localmente isométrica a
um aberto do plano Euclidiano, portanto existe coordenadas (u, v) tal que ho = du? + dv?. Logo,

h = e 2"(du® + dv?), i.e. (u,v) sdo coordenadas isotérmicas para a métrica h.
A métrica h é indefinida.

Em qualquer ponto de p € M existem dois vetores nulos independentes e, sendo a métrica

suave, isto implica a existéncia de dois campos vetoriais nulos X e Y em uma vizinhanca de p.
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Afirmamos que existem campos de vetores X e Y colineares a X e Y, respectivamente, tais que

[X,Y] = 0. De fato, consideremos X = f X e Y = gV e calculamos

[fX,gY] = VfXgY — ngfX
= [lgVxY + X(9)Y) +9(f Vy X + Y (f)X)
= [9lX, Y]+ X(9)Y =Y ()X
Do anulamento de [f X, g Y] na base { X, Y}, obtemos
Afg+Y(f)

nfag+X(g)

no qual A, u sdo os coeficientes de [X, Y] na base {X,Y}, i.e. [X,Y] = AX + uY. O sistema de

=0,
=0,

equagdes diferenciais parciais do primeira ordem nas fun¢des incognitas A e i, admite solugoes
locais (ver [29]). A condicdo [)? ) }7] = ( significa que os fluxos de X e Y comutam, ou seja
existe um sistema de coordenadas locais (s, t) tal que J; = Xed, =Y. Una vez que obtemos
estas coordenadas para conseguirmos as coordenadas isotérmicas basta tomarmos Z := X+Y
e W := X — Y, de modo que [Z, W] = 2[Y,X] = 0 e ainda teremos que os fluxos comutam.

Denotando por (u, v) este sistema de coordenadas, temos que:

90, 0.) = 9(2,2) = 29(X,Y),
9(0,,8,) = g(W, W) = —2¢(X,Y),
e
9(0u, 0s) = g(Z,W) = 0,
0 que completa a demonstragio. L]

Denotaremos por N a normal unitéria a superficie M, que € de tipo tempo (respectivamente,

de tipo espago) no caso em que M € de tipo espago (respectivamente, de tipo tempo).

Seja f : M? — ILL? uma imersdo de uma superficie M no espago de Lorentz-Minkowski.
Vimos que f € chamada de tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo) se a métrica induzida
na superficie ¢ uma métrica Riemanniana (respectivamente, Lorentziana). Denotaremos por N a
normal unitdria a superficie M, que € de tipo tempo (respectivamente, de tipo espaco) no caso em
que M ¢ do tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo). Ou seja, g(N,N) = —e, come = 1

(respectivamente, ¢ = —1).
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Indicando por V a conexdo de Levi-Civita de .3 e V a conexio de Levi-Civita induzida em

M, a formula de Gauss é dada por:
VxY = VxY +a(X,Y),

em que o(X,Y) = (VxY)! é chamada segunda forma fundamental e X,Y sdo campos vetores

tangentes a M. Quanto a formula de Weingarten, temos que:
VxN = —Ax(X),

onde Ay é o operador de forma de M em LL>. Portanto, a segunda forma fundamental pode ser

escrita da seguinte maneira:
a(X,)Y)=—cg(a(X,Y),N)N = —cg(Y, An(X)) N. (2.6)
Seja, agora, {e;, e2} base local ortonormal de vetores tangentes a M, com
gler,er) =1, gleg,e9) = €.

Entdo, o vetor curvatura média da superficie M é dado por:

ﬁ _ aler, e1) +ealeq, es)
2

— [g(e1, An(e1)) + e glea, An(e2))] N

=-3 tr(A) N.

[QN )

Portanto, a fungéo curvatura média de uma superficie M de tipo espaco (respectivamente, de tipo
tempo) de I.? é dada por:
H == g(H,N) = = tr(A).
No que segue, determinaremos a expressdo da curvatura média de uma superficie M de tipo
espaco (respectivamente, de tipo tempo) de > em termos de uma parametrizaco local ¢ : U C
R? — L%, ¢ = 9¥(u,v). Sejam E, F e G sido os coeficientes da primeira forma fundamental da

superficie e
Uy A 1y
e (EG - F?)
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0 campo unitdrio normal a ¢). A matriz do operador de forma Ay na base {t,, 1, } é dada por:
~1

EF F I m
Ay =
F G m n
1 Gl—Fm Gm—-—Fn

EG-F*\ Em-Fl En—Fm |’
onde [, m,n representam os coeficientes da segunda forma fundamental. Portanto, calculando o

traco da matriz Ay obtemos a seguinte formula para a curvatura média:

—lG-2mF+nkFE
= — . 2.7
i 2 EG— F? 2.7)

2.4 Representacao de Enneper-Weierstrass para super-
ficies minimas de tipo espaco

Nesta secdo apresentaremos os resultados obtidos por O. Kobayashi em [18], sobre a represen-
tacdo de Weierstrass para superficies minimas de tipo espaco em IL? e a sua utilizagfio na constru-
¢do de exemplos. Em particular, determinaremos as superficies minimas de tipo espaco que sao
de rotacdo ou que sdo regradas. Considere uma superficie M de tipo espaco imersa no espaco de
Lorentz-Minkowski L3 ¢ IV a sua normal unitaria que, como vimos, é de tipo tempo. Entdo, a

imagem de N pode ser considerada como contida na superficie de tipo espaco dada por:
H? = {(x1, 29, 23) € L3 . x% +:p§ - x% = —1},

que representa o hiperboldide de duas folhas e possui curvatura constante negativa igual a —1 com

respeito a métrica induzida.

Considere a aplicagdo estereografica hiperbélica m com respeito ao p6lo sul (0,0, —1), dada

por:
m:H? — C\ {|z| = 1}
Ty Ty (2.8)
T, o2, 75) = <x3 +17 23+ 1)7

e m(0,0,—1) = oo. Ou seja, 7(x1,xe,x3) € a intersecgdo do plano x3 = 0 com a reta ligando
(21,2, x3) ao ponto (0,0, —1). Observe que a inversa da aplicagéo 7 é

_1 —2Rez —2IZmz 1+ |z
™ (Z): < 2 27 2)‘
e e e el K
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Em seguida obteremos a férmula de Weierstrass.

Teorema 2.4.1 (Férmula de Enneper-Weierstrass do primeiro tipo). Toda superficie minima M?
de tipo espago em 1.2 pode ser representada por

f(z) = Re /Z(F (1+G»,iF(1-G*,-2FG)dz, z€Q, (2.9)

20

onde ) é um dominio em C e zy é um ponto fixado deste dominio. Além disso, F' é uma fungdo
holomorfa e G uma funcdo meromorfa em ), tais que F G* é uma fun¢do holomorfa em ) e

|G(2)| # 1, para todo = € Q. Além disso,

1. a aplicacdo de Gauss N da superficie é dada por N = —n~1 o G, onde 7 é a aplicagdo

estereogrdfica hiperbdlica definida em (2.8);
2. a métrica induzida é dada por ds* = (|F|||1 — |G[*|)? |dz|?
3. a curvatura de Gauss da superficie M é dada por

K= —%A(ln(E)).

Demonstracdo. Suponha que a imersdo minima de tipo espaco f : M — 1?2 seja dada por
f(2) = (fi(2), fa(2), fs(2)), onde z = u + iv representa um parametro (local) conforme. Sendo
a superficie M minima, a mesma nio pode ser compacta. De fato, caso contrario, f seria uma
funcdo harmonica sobre uma superficie Riemanniana, logo constante. Portanto, pelo Teorema de
Uniformizagdo de Koebe (ver [1]), temos que seu espago de recobrimento €2 ou € o plano complexo

C, ou o disco complexo unitario aberto.

Seja m : Q — M o recobrimento universal de M e f : Q — L3 o levantamento de 1,
ie. f = f o 7. Observamos que como f ¢ harmoénica e m conforme, resulta que f é também

harmonica. Se consideramos o vetor tangente complexo

3

=) o
fz) =1

_of

O(z) = 3,

(%‘i ’

como f uma imersdo minima conforme, resulta que

¢+ 5 — ¢35 = 0. (2.10)
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Além disso, de A f = 0 segue que as fungdes (¢;)., i = 1,2, 3, sdo holomorfas. Fixado um ponto

zg € €2, podemos escrever

f(z) =2Re /Zcbdz. (2.11)

20

Sendo €2 um dominio simplesmente conexo e as fungdes integrandas holomorfas, as integrais acima

nao dependem do caminho em €2 que liga z; a z. Considerando, agora, as fun¢des definidas por:

= . ~ ¢3 o1+ 1
F =0, — , G=—-—%=-"—"=
D1 — 1o I b3
temos que
F(1+G? i F(1—G? o
@—(ZZX @—2(2), by = —F G

e, portanto, vale a féormula (2.9). Além disso, sendo f uma imersao, resulta que:

|p1]* + |pa|” — |#3]> # 0 em €.

Ou seja,
2
2
Portanto, |G/(z)| # 1, para todo z € Q.

PR epe 2o

Note que ¢ — i ¢ = 0 corresponde ao plano xy em L3, o qual pode ser obtido tomando G=0

e =1em (2.9).

Para determinar o vetor normal a superficie M, observe que um calculo direto nos da que

0, NouT =2 (£ L),

i

Como -
. ‘FP ~|2 ~ ~ ~|2
fon fo = =it 51— G (2Re G 2Tm G, —(1+ (G,
entao, ~ ~ ~
_ (—2ReG —2ImG 1+]G\2)
1—|GP 1 |G 1 |G/
Portanto,

To N = —-(.

Sendo f conforme, segue que:

ds* = 2B |d=I? = (|F|| |1 — |GPI)? [d=P
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Por fim, pela férmula de Brioschi (ver [28]) temos que a curvatura Gaussiana de M € dada por:
-1

#|05). (5),
-#{(5). ()

200

~E 9:95 1 E)

= —5 A(ln E),

K =

M\»—A

onde estamos supondo que £ = (9, d,) = (0,, d,,) > 0. ]

Observacio 2.4.2. Contrariamente ao caso das superficies minimas em R3, observamos que uma

superficie minima em 1> que é de tipo espago tem curvatura Gaussiana ndo negativa.

De imediato temos o seguinte coroldrio.

Corolario 2.4.3 (Férmula de Enneper-Weierstrass do segundo tipo). Qualquer superficie minima

de tipo espaco em 13 pode ser representada como

f@):Re/?F«P+1)mFGJNGQnﬁw (2.12)

20

Além disso, a aplicacdo normal de Gauss N satisfaz

woN_g
G+1

Demonstracdo. Para provar a férmula (2.12) basta substituir FeG por:

F(1+G)? . (1-G)
2 1+G

respectivamente, na equacao (2.9). L]

No que segue iremos construir alguns exemplos de superficies minimas de tipo espaco em L3

através das formulas de representacido dadas em (2.9) e (2.12).

Exemplo 2.4.4 (Superficie de Enneper do primeiro tipo). Tomando F=1G=ze

D=C\{: =1}
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na equacdo (2.9), obtemos a seguinte parametrizacdo:

f(z)=Re</(1+z2)dz,/i(1—z2)dz,/—2zdz>

u? v3
= (u—qu—F?,—v—FuQv—3,02—u2).

a

Figura 2.1: Superficie de Enneper do primeiro tipo em L3,

A primeira vista, podemos achar que esta superficie é muito semelhante a superficie minima
cldssica de Enneper. Entretanto, como se observa na Figura 2.1, esta superficie é bem mais

complicada.
Para determinar a sua curvatura Gaussiana, usaremos que:
E=2(f., f2) = [FP(1L =GP = (1 - u? = v?)".

Logo, pelo item (3) do Teorema 2.4.1, resulta que:

4
(—1+u? + 02t

Exemplo 2.4.5 (Superficie de Enneper do segundo tipo). Neste exemplo vamos escolher F = a e

G = z em (2.12), onde a é um niimero real ndo nulo. Seque que a imersdo minima correspondente

f(z)=Re(/a(l+z2)dz,/2iazdz,/a(22—l)dz)

u? u?
:a<u—u02+§,—2uv,—u—uv2+§>, u # 0.

é dada por:
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Trata-se de uma superficie de rotagdo com eixo de tipo luz (1,0,1) (ver [7]), que pode ser

obtida da seguinte maneira:

v v
1—5 vy au+ $u
f(z) = —v 1 v 0 ) u # 0.
v? v? a,3
- 14 — —au+3u
5 v 1+ 5 3

Sendo E = 4a*u? entdo a curvatura Gaussiana desta superficie é dada por K = 1/u®. A

superficie é representada na Figura 2.2.

Figura 2.2: Superficie de Enneper do segundo tipo em IL3.

Exemplo 2.4.6 (Conjugada da superficie de Enneper do segundo tipo). De forma andloga a defi-
nicdo de superficie conjugada de uma superficie minima no espaco Euclidiano, definimos a super-
ficie conjugada da superficie de Enneper do segundo tipo em 1> considerando F=aieG=2z

no Coroldrio 2.4.3. Consequentemente, a imersdo minima se torna:

f(z) :Re(/ai(l+22)dz,/—2azdz,/a@'(z2—1)dz>

3 3

2 LA 2 2 U)
= - v +77 - U™ + =
a( vowot 5 vt —uh v -
v3 v3
:a<—v+§,v2,v+§> —au?(v,1,v), u # 0.

Observe que esta é uma superficie regrada (ver Figura 2.3) e a sua curvatura Gaussiana é igual a

da superficie do Exemplo 2.4.5.
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Figura 2.3: Superficie conjugada da superficie de Enneper do segundo tipo em L.

Exemplo 2.4.7 (Catenéide de tipo espago do primeiro tipo). Neste exemplo vamos considerar a
superficie de rotagdo (ver a Figura 2.4) definida por:
2% 4+ y? — a® sinh? <E) =0, z # 0,
a

onde a é um nimero real ndo nulo.

Em vista da féormula de Enneper-Weierstrass obtemos esta superficie escolhendo na equa-
cdo (2.9)
F=_— G =z,

0 que resulta na seguinte imersdo:

f(z):Re(/z;(1+z2)dz,/2a;(1—z2)dz,/—3dz)

1 /1
=g Re( =5 +am5(C+e) - mlel).
Usando as coordenadas polares z = r e resulta que

a (—0059

f(z)== +r cos@,—w—i—r sinH,—lnr), r# 1.
r

r

Neste caso, de
a? (1 —u? —v?)?)
4(uz+02)2 7
do terceiro item do Teorema 2.4.1, concluimos que:
16 (ur +0?)?
Coa? (u 42 — )4

E =

Exemplo 2.4.8 (Helicéide). A superficie conjugada do catendide do primeiro tipo, isto é, a super-

ficie definida tomando
1a ~

Foie
2227
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Figura 2.4: Catendide do tipo espaco do primeiro tipo em L3.

em (2.9), é dada por:

£(2) :Re</2";(1+z2)dz,/—2‘;(1—zQ)dz,/—“; dz)

—ia taz a a
=R <7 5 o, Py 7_- 1 )
¢ 2z 2 2z 22 ramE

Passando para coordenadas polares = = r =%, resulta que

(2) (—a sinf rasind acos@+ra cos )
z) = — a
or 2 7 9 2 7

= (0,0,a6) + a cosh(logr) (—siné, cos6,0).

Observe que a imagem desta imersdo (ver Figura 2.5) é um subconjunto aberto do helicéide usual

z . (%
zcos|—)+ysin{—)=0.
a a
Entdo, esta superficie também é uma superficie minima com respeito a métrica dx?* + dy? + dz>.
Reciprocamente, pode-se provar que esta propriedade caracteriza o helicoide (ver [8]).
Quanto a curvatura de Gauss do helicoide, é fdcil verificar que é a mesma da superficie do

Exemplo 2.4.7.

Exemplo 2.4.9 (Catenéide do tipo espago do segundo tipo). Para obter o catendide do segundo

tipo, representado na Figura 2.6, tomaremos

F=_— G =z,
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o

Figura 2.5: Helic6ide de tipo espago em I3,

na formula de representacdo de Weierstrass dada no Coroldrio 2.4.3. Com isto, resulta a seguinte

f(z):Re(/;;(l—i-z?)dz,/i:dz,/222(22—1)dz>

imersdo:

az a a
— et —— 3 1 R 7)
Re(2 2Z,za nz, 5 +2z
B (ar cos acosf 0 ar c059+acosﬁ>
A or T 27

= a cosf (sinhlogr, 0, cosh(logr)) + (0, —a 6,0).

Portanto, pode-se escrever

cosh(logr) 0 sinh(logr) 0
f(z) = 0 1 0 —af |, cosf # 0.
sinh(logr) 0 cosh(logr) a cosf

Neste caso, como E = a*u?/(u® + v?*)?, segue que a curvatura de Gauss é dada por K = 1/u>.

Figura 2.6: Catendide de tipo espaco do segundo tipo em 3.
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Exemplo 2.4.10 (Helicéide de tipo espago do segundo tipo). Considere a superficie regrada cuja

equagdo cartesiana é dada por:

z 4+ x tanh (Q) =0, 2% < a* cosh? (y)
a

a
Esta superficie é obtida tomando F= % e G = z no Coroldrio 2.4.3, 0 que implica na parame-
z
trizagdo:
av av a av av
=, I+, - — + | .
/) < 2 2wr+0?)" 2 n(u” +07) 2 2(u?+0v?)

Observe que a curvatura Gaussiana desta superficie, que é representada na Figura 2.7, coin-

.

cide com a do Exemplo 2.4.9.

Figura 2.7: Helic6ide de tipo espago do segundo tipo em L3,

Exemplo 2.4.11 (Superficie de Scherk do primeiro tipo). Consideramos a superficie minima (ver
a Figura 2.8) definida pela equacdo:

z = log(cosh y) — log(cosh z), cosh™?(x) + cosh2(y) > 1.

Podemos encontrar uma parametrizacéo ao substituir [ = 2(1—2Y)"1e G = 2 na equagio (2.9).

De fato, neste caso, obtemos a imersdo:

f(z):Re</1_2Z4(1—|—22)dz,/1324(1—22)(1@/1__4; dz).

Observe que, sendo

4(1 —u?—v?)?

E =
(—4uP v+ duv?)? 4+ (1 — u* + 6u2v? — v4)?’

a curvatura gaussiana da superficie de Scherk do primeiro tipo se expressa como:

2(u?+ (v = 1)) [(u—= 1) + 0’ [(1 + u)* + %] (u® + (1 +v)?)

K pr—
(W2 + 02 — 1)
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Figura 2.8: Superficie de Scherk do primeiro tipo.

2.4.1 Superficies minimas de rotacdo em L3

O propésito desta se¢do € classificar as superficies minimas de rotacdo de tipo espago em IL3.
Lembramos que uma superficie > é chamada superficie de rotacdo ao redor do eixo | se é in-
variante pela acdo de um grupo de isometrias de IL? que fixa os pontos do eixo /. Em particular,
em contraste com o caso Euclidiano, onde toda superficie minima de rotacio é localmente congru-
ente a um aberto de um plano ou de um catenéide, veremos que em L3 existem vdrias superficies

minimas de rotagdo.
Teorema 2.4.12. Toda superficie minima rotagdo de tipo espago em IL.® é congruente a um aberto
de uma das seguintes superficies:
(i) plano xy;

(ii) catendide de tipo espago do primeiro tipo;

(iii) catendide de tipo espaco do segundo tipo;

(iv) superficie de Enneper de tipo espaco do segundo tipo.
Demonstra¢do. O plano xy € obviamente uma superficie de rotacdo com eixo de tipo tempo, e

todo plano de tipo espago é congruente ao plano zy. Entdo, no que segue, iremos supor que a

superficie minima de rotacdo de tipo espaco nio seja um plano.

Se o eixo [ € de tipo tempo (respectivamente, de tipo espaco), podemos supor que ele seja o

eixo z (respectivamente, o e€ixo ¥), pois todo vetor unitario de tipo tempo (respectivamente, de tipo
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espago) pode ser transformado em (0, 0, 1) (respectivamente, (0, 1,0)) por uma transformacao de

Lorentz. Entdo, a superficie se parametriza como segue:
(s, t) = (f(t) coss, f(t) sins,t), seoeixoé do tipo tempo; (2.13)
(s,t) = (g(t) sinhs,t,g(t) coshs), seoeixo é do tipo espaco. (2.14)

Se consideramos o caso da parametrizagao (2.13), entdo

det(d}sa ¢t>¢58) = _f(t)27 det(¢sa¢ta stt) =0 e det(ws,wta @Z)tt) = f(t)f”(t)'
Além disso,
E = f(t)? F =0, G=f(t)7?-1
Portanto, pela equagdo (2.7), como a curvatura média da superficie € dada por:

_ —fAW = D+ FOA0)L(1))
2(f(12(f/(t) — 1))2

)

da condi¢@o de minimalidade, temos que
F1(6)? = 1= f(t) f"(t).
No caso da parametrizacdo descrita em (2.14), resulta que
det(vs, s, ¥ss) = g(t)%,  det(is, ¥, ¥st) = 0, det(vs, ¥i, Yu) = g(t) 9" (t)
e os coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por:
E = g(t)? F =0, G=1-4@)>*

Portanto, ao calcularmos a curvatura média da superficie através da equagdo (2.7), obtemos
9 (=g'®)* + 1) + 9(8)*(9(t)g" (1))
2(g(t)2(—g/(£)? + 1))

Logo, para que seja uma superficie minima, devemos ter

gt —=1=yg(t)g"(t).
Deste modo, temos:

f@?=1=f®) "),  f?-1>0,  para (2.13),
gt —1=g(t)g"(1t), g*—1<0, para (2.14).
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Portanto, segue que f(t) = a~! sinh(at + b) e g(t) = a=' cos(at + b), onde a e b sdo constantes
de integracdo. Entio, a superficie € localmente congruente ao catendide de tipo espago do primeiro

ou do segundo tipo, de acordo com o fato do eixo [ ser de tipo tempo ou de tipo espago.

No caso em que o eixo de rotagdo é de tipo luz podemos supor que este seja dado por {t (1,0, 1)|t €
R}. Note que o subgrupo de isometrias de IL? que fixa (1,0, 1) € dado por:

2 2

8 5
-2 s
2 2
-5 1 S seR
2 82
S 14+ =
> 7T
Consequentemente, a superficie pode ser parametrizada como:
1 s? s
-5 5 h(t)+t
Y(s,t) = —s 1 S 0 , (2.15)
2 2
_2 142 h(t) —t
2 ¥ T3

jaque
Ty(z,y,2) = (x+0 — 50,y — 250,z — 0 — 05?),

¢ a rotacdo em torno do eixo (1,0, 1). Como,
det (s, 1y, ss) = =82, det(ths, Yy, 1hsy) = 0, det (s, 1y, ) = 4t " (t)
e B =4t?, G = 4K'(t), F = 0, para que a imersdo seja minima é necessério que:
th'(t) —2h'(t) =0, t#0, HK(t)>0.

Entdo, temos a solugdo h(t) = at® + b, a > 0, o que resulta na superficie de Enneper do segundo

tipo. O

2.4.2 Superficies minimas regradas em L3

O proposito desta se¢do € classificar as superficies minimas de tipo espago em L3 que sdo re-
gradas. Ao contrdrio do caso de H?, onde toda superficie minima regrada é localmente congruente
a um plano ou a um helicéide, em IL? existem vdrias superficies minimas regradas. Iremos provar

o seguinte resultado:
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Teorema 2.4.13. Toda superficie minima de tipo espago que é regrada em 1.3 é congruente a um

aberto de uma das seguintes superficies:

(i) plano xy;
(ii) helicoide de tipo espaco;
(iii) helicoide de tipo espago do segundo tipo;
(iv) superficie conjugada da superficie de Enneper do segundo tipo.

Demonstragdo. Qualquer superficie de tipo espago que é regrada em L3 pode ser parametrizada

como
(s, t) = c(t) + sn(t), (2.16)
onde
(n(t),n(t)) = (1), ¢(t)) =1, (é(t),n(t)) = 0.
Aqui, c(t) é uma curva de tipo espago em L3, denominada curva base, que estamos supondo
parametrizada pelo comprimento de arco. Além disso, n(¢) é um campo vetorial normal unitdrio
ao longo de ¢(t) dito campo diretor e representa a dire¢do das retas s — c(t) + sn(t) (ditas

geratrizes). Note que n(t) é um campo vetorial assintético na superficie, ou seja a curvatura

normal ao longo n(t) é nula.

No que segue, vamos provar que a minimalidade da superficie implica que o campo vetorial

d(t) + sn'(t), que é claramente ortogonal a n(t), ¢ uma dire¢do assintdtica. De fato, como:

ws = n(t), wss =0, wst = Tl(t), wt = C(t) + Sn(t)7 wtt = C(t) + Sn(t)a

resulta que (¢, ¥y) = 0, (Y5, 105) = 1 e (s, N) = 0, onde N denota o campo normal a superficie.

Logo, pela féormula (2.7), temos que a curvatura média € nula se, e somente se,
(€(t) +sii(t), N) = (¢u, N) = 0.

Consequentemente, ¢(t) + sn(t) é uma diregdo assintética da superficie.

Em particular, pondo s = 0, deduzimos que n(t) é o vetor normal principal de ¢(t). Entéo,

para obter a superficie (2.16), necessitamos somente determinar a curva c(t).
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Denotando por b(t) o vetor binormal de ¢(t), temos que valem as férmulas de Frenet:
b(t) = 7(t)n(t), (2.17)

onde k e 7 denotam a curvatura e a tor¢do de ¢(t), respectivamente. Entdo, obtemos que
Uy =¢(t) +sn(t) = (1 — sk(t)) é(t) + s7(t)b(t),
Uy = E(t) + si(t) = (k(t) — sr(t)® + sT(t)*) n(t) + s (—i(t) &(t) + 7(t) b(t)).

Como n(t) = 15 e Uy sdo tangentes a superficie, pois provamos que 1; é uma dire¢ao assintética,

da segunda equagdo resulta que o vetor
s (=k(t) et) +7(1) b(1))

também € tangente a superficie. Além disso, ¢(t) + sn(t) também € tangente a superficie e é
ortogonal a n(t). Logo, o vetor s (—k(t) ¢(t) + 7(t) b(t)) € necessariamente paralelo a 1);, em todo
ponto (s, t). Disto, temos que a curvatura e a tor¢ao devem ser constantes e, portanto, a curva c(t)

(que € de tipo espago) é congruente a (ver Teorema 2.4.3 da referéncia [23], por exemplo):

L. c(t) = (7“ cos(#),r sin( ! ) ht ), r? > h? > 0;

V2 —h? V2 =h2) 7 \r2 = h2
t ht , t s
2. c(t) = (r cosh (\/h2 —7”2)’ N _rz,r sinh (m)), h*>rs>0.

No primeiro caso, ao calcularmos a curvatura encontramos que x = r/(r? — h?). Sendo,
t

n(t) = (—C(;Ls (m>,—sin (\/742%7}%»0),
. t - t -r
b(t) - (msm (\/rQ _ h2>’ V2 — h2 cos <\/T2 _ h2>’ V2 — h2)’

den' = —k + 7b obtemos:

T K
h:_,iz 2 =l
Consequentemente,
K K . -7t
t) = (g cos(ViZ = 72), o sin(Vi? = 771), ), (2.18)
K2 —T K2 —T K? — T2
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com |k| > |7| > 0.

No segundo caso, por cdlculos andlogos aos do primeiro, resulta que:

c(t) = (L cosh(V72 — K2 t), Tt N 5 sinh(vV/72 — k2 t)), (2.19)

72 2 2 _ g2 12— g
com 7| > |k| > 0.

Observe que nas equagdes (2.18) e (2.19), a superficie definida por (2.16) é congruente a um

aberto do helicéide de tipo espago ou do helicéide de tipo espaco do segundo tipo, respectivamente.

Se |7| = || # 0, pelo sistema de equacdes (2.17) temos que 7, = 0 e, entdo, c™) = 0. Ou
seja, ¢(t) é um polindmio de grau 3 e, portanto, obtemos a superficie conjugada da superficie de

Enneper de tipo espago do segundo tipo. O

Teorema 2.4.14. Exceto para o plano, somente o helicdide é uma superficie minima de tipo espaco

em I3 que, também, é minima com respeito a métrica Riemanniana dz? + dy* + dz>.

Demonstracdo. Localmente, uma superficie de tipo espago é um grifico do tipo z = f(z,y).

Neste caso, a matriz da métrica induzida € dada por:

1- fg? _fxfy
—fufy 1= 12
cuja inversa é
11— f; fxfy
N N
fmfy 1— sz

(RN A

Considerando a parametrizagio ¢ (x,y) = (x,y, f(x,y)), temos que

det(Vz, ¥y, Vaz) = fra
det(wm,¢y,¢my) = fryv
det(%,%,%y) = foy-

Logo, a condi¢do de minimalidade da superficie z = f(z,y) resulta em

(L= f2) foa+ 2fuy fo fy + (L= f2) fyy = 0. (2.20)
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Por outro lado, lembramos que a equagio dos graficos minimos em R? é dada por
(L £3) foo = 2fay fo fy + (L4 £2) fuy = 0. (2.21)
Supondo que f satisfaz ambas as equagdes (2.20) e (2.21), encontramos que
— fy fox + 2oy fo fy = 12 fuy = 0. (2.22)

Vamos, agora, considerar X := (—f,, f;), que € um campo vetorial tangente a { f = constante}

no plano xy. Sendo que os simbolos de Christoffel da superficie sdo:

1"1 — _f:vfzy 1—\2 _ _fyfacy 1—q _ _fzfm;v
12 1_](5_][37 12 1_f5—f3’ 11 1_fy2_fx27
_fﬁf _f fmc _f f
ri—_ J=Jvww 2 _ Y 2 — yJyy
22 1_](3_][37 11 1—f3—f§’ 22 1— yg_fagv
entdo, resulta que
2 2
det(Vx X, X) = fy J Jof o = J fyy. (2.23)

A
Portanto, usando a equagio (2.22), concluimos que as curvas integrais de X em R? sdo retas. De
fato, se ¢(t) e uma curva integral de X, de
de d?*c
det (2. 25 ) =0,
segue que ¢ € uma reta. Portanto, como f é constante em cada uma destas curvas integrais, resulta
que a superficie z = f(x,y) é regrada. Sendo que uma superficie minima regrada em R ou € o

plano ou o helicéide (ver [4], por exemplo) temos a tese do teorema. L]



CAPITULO

3

Representacao de Enneper-Weierstrass

para superficies minimas de tipo tempo

Neste capitulo apresentaremos de forma detalhada os resultados que foram obtidos por J. Kon-
derak em [20], sobre uma representacdo de Weierstrass para superficies de tipo tempo que sdo

imersas no espago 2.

No caso das superficies de tipo tempo em L3 é necessdrio que parimetros locais pertencam a
uma estrutura de Lorentz nessas superficies, a qual € modelada através da dlgebra dos niimeros de

Lorentz (ou niimeros paracomplexos), denotada por L.

Portanto, na se¢do que segue iremos introduzir a dlgebra IL e, também, trataremos do conceito
de diferenciabilidade para as fun¢des paracomplexas (i.e. fungdes cujo dominio € um subconjunto
de IL e com valores em IL). Maiores detalhes sobre as propriedades das func¢des IL-diferencidveis

podem ser encontrados em [12] e [5].

61
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3.1 A algebra dos numeros de Lorentz

A algebra dos niimeros de Lorentz (ou niimeros paracomplexos) é dada por:
L={u+7v|u, veR}

onde a unidade imagindria T possui a propriedade de que 72 = 1. No conjunto L. temos as duas
operagdes internas de soma e produto definidas da maneira natural:
(ur + 7v1) + (ug + 702) = (u1 + ug) + 7 (v1 + v2);
(ur +7v1) - (ug + 703) = (ug ug + v1v2) + 7 (g V2 + Uz v1).
Com estas operacdes, o conjunto L se torna uma algebra sobre R que € associativa, comutativa

e com unidade. A dlgebra I possui propriedade similares ao corpo dos complexos C, mas tem a

desvantagem de admitir divisores de zero, que sdo os nimeros do tipo
K={u+7u:u#0}.
Denotaremos por A := K U {0}. Se z ¢ A, entdo admite inverso que é dado por:

z7h=

|
) e

Além disso, quanto a conjugacio em L, temos:
U+tTU=UuU—TUV

e a L-norma é definida por:
lu+ Tl = V/|u? —v?|.

Para simplificar a notacdo, de agora em diante, omitiremos o indice L. da L-norma. A 4lgebra LL é

isomorfa a dlgebra R & R via a aplicacdo @ : . — R & R definida por:
P(u+7v)=(u+v, u—0),
cuja inversa € dada por:
1
d(a,b) = 5 (a+0b)+7(a—0)|.

Observamos que na literatura sdo usadas vdrias nomenclaturas para os nimeros de Lorentz como,
por exemplo, nimeros duplos, nimeros hiperbdlicos, nimeros hiper-complexos, nimeros perple-

XOS.
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3.2 Funcoes diferenciaveis sobre os numeros de Lorentz

Nesta secdo trataremos de alguns conceitos de andlise paracomplexa, ou seja investigaremos
as funcdes LL-holomorfas, isto &, as fungdes que estdo definidas em algum aberto de L, que tomam

valores paracomplexos e sdo diferenciaveis como fungdes paracomplexas.

Definiciio 3.2.1. Seja Q C L um conjunto aberto' e zy € €. A aplicacdo f : Q — L é dita ser
LL-diferenciavel em z se o seguinte limite existe:

PR OB/

Z—>20 —
2—2g€L\KU{0} 2%

; (3.1)

Neste caso, o limite f'(z) é chamado de L-derivada de f em z,. A fungdo f é dita LL-holomorfa

em §Q se for L-diferencidvel em cada ponto de ().

Em geral, a condi¢do de IL-diferenciabilidade € menos restritiva da diferenciabilidade com-
plexa. De fato, por exemplo, a L-diferenciabilidade em um ponto 2, ndo implica a continuidade

em zj.
Exemplo 3.2.2. Seja f : L — 1L dada por:

0, se zelL\K,
1, se ze€eK.

f(z) =

Assim,

f(0) = lim 12 = 1(0) =0, z¢ KU{0}.

z—0 z
Isto é, [ ¢ LL-derivdavel em 0. Note, no entanto, que f ndo é continua em 0 e, portanto, ndo é

diferencidvel nesse ponto no sentido usual.

Observacao 3.2.3. No entanto, em relacdo ao exemplo anterior, note que se [ é LL-diferencidvel
em um aberto (), entdo f é diferencidvel no sentido ordindrio em ). Além disso, observamos que

existem aplicagcées L-diferencidveis de qualquer classe de diferenciabilidade usual (ver [5]).

E imediato provar que vale o seguinte resultado:

10 conjunto L possui uma estrutura de espago vetorial real bidimensional e, portanto, tem uma topologia natural.
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Teorema 3.2.4. Sejam f,g : Q2 C L — L fungbes L-diferencidveis em zy € ), a,b € L e
g(z0) € L'\ A. Entdo, as fungdes (a f +bg), fg, f/g também sdo L-diferencidveis em z, e vale
que:
(af+bg)(z0)=af(z0)+bg ()
(f 9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g'(20);
_ f'(20)9(20) — f(zo)g’(zo).

<§>/ 9%(20)

A composicdo de funcdes [L-diferenciaveis nao é, necessariamente, uma fungao IL-diferencidvel.

De fato, vejamos o exemplo a seguir.
Exemplo 3.2.5. Sejam f(z) = (1+7)ze

0, se ze€L\A,

z, se z €A,

Entdo, temos que [ é LL-diferencidvel em todos os pontos de L e g é L-diferencidvel em L \ K.

Contudo, (g o f)(z) = (1 — 7) Z e ndo possui derivada paracomplexa em nenhum ponto.

Analogamente ao caso complexo, podemos definir os operadores paracomplexos:
9 _ 1@“2) 9 _ 1(24%
0z 2\0u v/’ 0z 2\ou v/’
onde z = u + 7v. Com isto, podemos dar uma condicdo necessdria para que uma funcio seja

LL-holomorfa em um conjunto aberto de L.

Teorema 3.2.6. Seja 2 C L um aberto e f : Q0 — L dada por f(u,v) = a(u,v) + 7b(u,v),
com a e b fungdes de classe C* em ). Se f é LL-holomorfa em ), entdo valem as equagdes de

para-Cauchy-Riemann:
&L(u v) = 8b(u v)
5u ’ 8?} ’ ’ (32)

em todo ponto (u,v) € S

Demonstracdo. Suponha que f seja L-holomorfa em 2. Fixado 2, € €2, temos que existe o limite

dado em (3.1), ou seja:
lim f(zo+h)— f(Zo).
h—0 h

heL\Ku{0}
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Portanto, para h € R, resulta que:

lim f(ZO + h) — f(ZO) _ f/(ZO) — lim )

h—0 h h—0 Th

Assim,

lim f(zo+h) — f(z0) a(ug + h,vo) + 7b(ug + h,vo) — a(ug, vo) — 7b(ug, vo)

= lim

h—0 h h—0 h
= lim a(uo + h, vo) — a(uo, vo) + Tb(uo + h,vo) — b(uo, vo)
h—0 h h
Jda
Por outro lado,
i L G0+ 7h) = f(z0) . afug,vo + h) + 7b(ug, vo + h) — a(ug, vo) — Tb(uo, Vo)
lim = lim
h—0 Th ho0 h
= lim Ta(um vo +h) — auo, %) 42 b(ug, vo + h) — b(ug, vo)
h—0 h n

da ob
= T%(uowo) + %(uo, o).

Isto termina a prova. O

Observacao 3.2.7. A condic¢do (3.2) é equivalente a

of _

95 0. (3.3)

Além disso, se f é uma fungdo LL-diferencidvel, das equagdes de para-Cauchy-Riemann temos que:

f:=2(Ref).=27(Imf),.

Observamos que, contrariamente ao caso complexo, a condic¢ao (3.2) juntamente com a dife-

renciabilidade usual ndo garantem L-diferenciabilidade. Considere o seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.8. Seja f : L — L a fungdo dada por f(z) = 2°. Assim, f(u+ 7v) = u® + 0% +
T (2uv). As componentes de [ sdo infinitamente diferencidveis e satisfazem as equagdes de para-
Cauchy-Riemann em todos os pontos de L. No entanto, f ndo é L-diferencidvel em nenhum ponto

de L. Vamos verificar esse fato em z = 0. Sejam h(t) = t\/1+ (t/¢) e k(t) = t, € > 0. Entdo,
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limy_,o(h(t) + 7 k(t)) = 0. Além disso, para todo t > 0, temos que h(t) + 7 k(t) € L\ K. Assim,

f(h(t) + k(1) = £(0) = lim (()+Tk(t))

M TR 7 k(D) W TR + 7 k)
_ MO O
112 )
 lim t3(\/1+t/e—T1)3
t—0 t3/e
=e(l—-1)%

Como o limite depende de €, segue-se que f ndo é LL-diferencidvel em z = Q.

Proposicao 3.2.9. Seja ) C L um conjunto aberto simplesmente conexo e h : 2 — R uma funcdo

LL-diferencidvel. Entdo,

h(z) — h(zp) = 2Re /z h.(z)dz, (3.4)

20

onde zy € ).

Demonstracdo. Como h é uma fungfo a valores reais, temos que

/ hgdz_/ h,dz.
20 20

h(z)—h(zo)—/z ha(2) dz+/z he dz

Z0 20

Portanto,

—2Re/ h,(z) dz.

20

3.3 Funcoes elementares sobre os humeros de Lorentz

Nesta secdo definiremos algumas fung¢des elementares cujo dominio estd contido em L e que
possuem valores paracomplexos. Ressaltamos que as func¢des da varidvel de Lorentz z = u + 7 v

serdo escritas no “estilo sans serif” para distingui-las das respectivas fun¢des complexas clédssicas.

Em [11], os autores definem a fun¢ao exponencial sobre os nimeros de Lorentz como:

exp(z) = €" (coshv + 7 sinhwv), zeL.
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Ao colocarmos u = 0, obtemos
exp(7v) = coshv + 7 sinhv, exp(—7v) = coshv — 7 sinh v,

e, portanto,

cosh(r) = ) +2exp(m, sinh(v) = ZPT) ;Xp(T v)

Estas expressdes podem ser usadas para definir o cosseno hiperbdlico e o seno hiperbélico como

funcdes LL-holomorfas em todo o conjunto I, da seguinte maneira:

cosh(z)i= AT HOT) gy o0lr) (1)

para todo z € L. De imediato obtemos as seguintes férmulas:

cosh(z) = cosh(u) cosh(v) + 7 sinh(u) sinh(v),
sinh(z) = sinh(u) cosh(v) + 7 cosh(u) sinh(v).

Observamos que,

exp(7 z) = cosh(z) + 7 sinh(z),

sinh’(2) = cosh(z), cosh’(z) = sinh/(z),

para todo z € L. Além disso,
cosh(7 z) = cosh(z), sinh(7z) = 7sinh(z), 2z € L. (3.5)

Estendendo as equacdes (3.5) para as funcdes trigonométricas e aplicando as férmulas usuais de
adi¢do de angulos, definimos:

sin(z) : = sin(u) cos(v) + 7 cos(u) sin(v),

cos(z) : = cos(u) cos(v) — 7 sin(u) sin(v), =z € L.

Estas funcdes s@o [L-diferencidveis em L e satisfazem as mesmas férmulas de diferenciacao validas

no caso complexo e real.
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3.4 Teorema de representacao de Weierstrass para su-

perficies de tipo tempo

Seja (3, ds®) uma superficie Lorentziana e f : ¥ — LL? uma imersdo suave. Entdo, f € cha-
mada de imersdo isométrica se a métrica ds®> = f*g. Localmente, a superficie ¥ pode ser munida
com coordenadas isotérmica paracomplexas (u, v), com respeito as quais a métrica Lorentziana é
dada por:

ds* = \?* (du® — dv?).

Temos o seguinte resultado:

Proposicio 3.4.1. Dada a aplicagdo suave f : (3,ds*) — LL?, considere o vetor tangente para-

/
conmpiexo af 1 a a 5 a
9=, =53t 5) "2

Entdo, resulta que:

1. f é conforme se, e somente se, $? + 3 — 3 = 0;

2. se [ é conforme, entdo a aplicacdo f é uma imersdo se, e somente se, (¢, P) # 0.

Demonstra¢do. Quanto ao primeiro item, basta observar que:

O O (O (O 08

¢%+¢§_¢§:i[(%+75)2+(8u T@v ou T(%

[0f1 0fr | 0f20f O0fs0fs  O0f1 0fr  0f20fr Ofs ﬁfs]

1
41 0u du  Ou du  Ou du A dv v dv v v
ﬂ%%BMﬁ%%]

2" 0w v " ou dv ou v
CA[0f of  of of] 1_,0f of
=1 _<%»%> <8v’8v>] §T<%7%>' (3.6)

A prova do item 2 segue da seguinte equacao:
- Of of
_Lof | o of o,
" 190 T ou o
_L{.of of, _of of
_4{<8u’8u> <8v’8v>]' 7
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O

Observe que, da férmula (1.2), o Laplaciano com respeito a métrica ds* tem a seguinte expres-

ALl (00 990
X \Qudu  Ovdv

Sao:

3.8
400 o
CA20z202
e, usando a férmula de Brioschi (ver [28]), obtemos que a curvatura de Gauss da superficie ¥ é
dada por:
—20 0
K=-—2>=""1In(\?).
3 9295 ")

Além disso, sendo o campo normal unitdrio /N de tipo espaco, da equagao (2.7), temos que

2?—2HN—(1;2”)N—f““;f“”—Af. 3.9)

Disto segue o seguinte resultado:

Proposi¢io 3.4.2. Sejam [ : (3, ds?) — L uma imersdo isométrica conforme. Entdo, as seguin-

tes condicoes sdo equivalentes:

1. aaplicacdo f é harménica (i.e. Af = 0),
2. aaplicagdo f é minima (i.e. a curvatura média H = 0),

3. afuncdo ® é L-diferencidvel.

Demonstracdo. A equivaléncia entre os itens segue direto das equacdes (3.8) e (3.9). [

Lema 3.4.3. Suponha que f : (X, ds*) — L seja uma imersdo minima conforme e U um aberto
coordenado em X.. Entdo, a formula:

of

aly = =—dz

0z

define uma 1-forma global 1L-diferencidvel em ..

Demonstracdo. Sendo f uma imersdo minima, pela Proposi¢do 3.4.2 temos que 0f/0z é L-

diferencidvel. Seja (V1)) uma outra carta local em X, com UNV # (e (0f/0z") dz" a forma local
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LL-diferencidvel definida por esta carta. Entdo, como ¢ o ¢! e 9 o ¢! sdo LL-diferencidveis, pois

estamos considerando um atlas L.-holomorfo em X (ver [29]), usando a regra da cadeia obtemos:

Of Of d(poy) ,_ OWop™)
92— 0: or o BT %
Portanto, , )
of ., _0f O(pod™!) A(op™) ~_ Of
0z' dz = 0z 0z 0z dz = 0z dz.

Iremos agora provar o resultado principal deste capitulo:

Teorema 3.4.4 (Teorema de Representacdo de Weierstrass para superficies de tipo tempo em L?).
Sejam (32, ds*) uma superficie Lorentziana conexa e o« = (v, v, av3) uma 1-forma L-diferencidvel
em Y, que tem a seguinte expressdo o; = ¢;dz, j = 1,2,3, em uma carta local. Entdo, resulta

que:

2. ¢101+ d2 o — P33 > 0.

Além disso, se assumirmos que:

3. as integrais

Re/ o, 7 =1,2,3,

20

ndo dependem da escolha da curva suave por partes conectando um ponto fixo zy de ¥ a um

ponto qualquer z de Y.,

entdo, a aplicacdo f : (X, ds*) — L3 definida por:

f(2) :—2Re</za1,/za2,/za3>, (3.10)

é uma imersdo minima conforme.

Demonstracdo. Note que a condicdo 3 do Teorema 3.4.4 garante que a aplicagdo f estd bem defi-
nida e que 0f/0z = (¢1, ¢o, ¢3). Como as ¢;’s satisfazem as condi¢des (1), (2) do Teorema 3.4.4

para todo i = 1,2, 3, entdo, do Teorema 3.4.1 segue que f é uma imersdo conforme. Além disso,
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sendo que as 1-formas ¢;, i = 1, 2, 3, sdo [L-diferenciaveis, do Teorema 3.4.2 temos que f € minima

pois 0f /0z é L-diferencidvel.

O

As formas diferencidveis oy, aip, g que satisfazem as pimeiras duas condi¢des do Teorema 3.4.4
podem ser caracterizadas de forma semelhante ao do caso complexo. Suponha que paracadax € ¥
a 1-forma L-diferencidvel (ay + «3), pode ser escrita (localmente) como o produto de dz e um
elemento de L\ A. Tal propriedade ndo depende de uma carta local. Tomando:

a1
)
Qg + a3

B = s+ as, g= (3.11)

observe que [ € uma 1-forma L-diferencidvel e g € uma funcdo [L-diferencidvel em (). Agora

podemos escrever oy, as € ag em fungdo de 5 e g. De fato, temos que:

a1 = gﬁ?
1 2

Qp = 5(1 —4g )@
1

Q3 = 5(1 + %) B.

Entdo, o item 2. do Teorema 3.4.4 ¢é equivalente a
1 oS
—5(9—9) pgB>0.

Consequentemente, para que o, &, € a3 satisfagcam as hipéteses do Teorema 3.4.4 devemos ter:

BB <0, Img#0.
Entdo, como conclusdo temos o seguinte teorema:

Teorema 3.4.5. Seja (X, ds?) uma superficie conexa, 3 uma 1-forma L-diferencidvel em . e g
uma aplicacdo L-diferencidvel, tais que B3 < 0 e ITm g # 0. Suponha também que as 1-formas:
1

gﬁ7 %(1_92)ﬁ7 5(1+92)ﬁ7

ndo possuam periodos reais. Se fixamos um ponto zy € 3, entdo a aplicagdo f : (3, ds?) — L?

definida por: . . .
fe=2me( [ an [ S0-d8 [ F0+470) G.12)

é uma imersdo minima e conforme.
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Demonstracdo. Segue de imediato do Teorema 3.4.4. OJ

As formas diferenciais oy, s, g que satisfazem o primeiro item do Teorema 3.4.4 podem ser
descritas de forma diferente daquela dada em (3.11). Suponha que para cada x € ¥ a 1-forma
(g — a3),, que é L-diferencidvel, pode ser escrita (localmente) como o produto de dz e um

elemento de L\ A. Considere

(631

6:a2_a3) g:Oé CY.
2 — &3

Entdo, resulta que

1 1
ap =gpf, 04225(1—92)57 a3:—§(1+92)5-

Estas formas satisfazem o item 2. do Teorema 3.4.4 se novamente

BB <0,  Imlg)#0.

Entéo, € possivel escrever uma formula semelhante a (3.12), para a escolha atual de g e 3 se, além

disso, a condicdo sobre os periodos ¢ satisfeita.

Uma outra maneira para descrever as 1-formas a;, oy e a3 € a seguinte: suponha que para todo
x € ¥ a l-forma (ay + Tag), possa ser escrita, numa carta local, como o produto de dz e um

elemento de L\ A. Entdo, denotando

(631

8 =09 & Tas, g= , (3.13)
OéQZlZOég
segue:
1 2 T 2
ap =gp, 04225(1—9)57 @3=i§(1+9)5~

Alem disso, podemos verificar que o item 2. do Teorema 3.4.4 equivale a
L.~ 2
588 (1+99)°>0.

Ou seja,
BBE>0,  (1+gg)?°#0.

Isto nos d4 a seguinte versdo do teorema de representacio:
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Teorema 3.4.6. Sejam (3, ds*) uma superficie de Lorentz conexa, 3 uma I-forma L-diferencidvel
em Y e g uma aplicagéo LL-diferencidvel, tais que 3 3 > 0 e (1+ gg)? # 0. Suponha, também, que

as 1-formas
1

98, SU-g)8 (448,

ndo possuam periodos reais. Entdo, fixado um ponto zy € ¥, a aplicagdo f : ¥ — 1.2 definida

por:
fer=2me( [ a8 [ S0-gsx [ Tares). (.14

e uma imersdo minima e conforme.

Demonstracdo. Segue de imediato pelo Teorema 3.4.4. O

Observacao 3.4.7. Se as + a3 = 0 ou ay £ 73 = 0, entdo oy = 0 e a imersdo definida pela

formula (3.10) tem seus valores em um plano paralelo ao plano f; = 0.

Observacao 3.4.8. No caso em que

T

rer=2me( o [ 0o [ Taea).

a fungdo g pode ser obtida geometricamente como a projecdo estereogrdfica da aplicagdo normal

de Gauss da imersdo f definida por g e (5. De fato, considere
St ={(z,y,2) €L : 2} + a5 — a3 = 1}.
Definimos a aplicacdo estereogrdfica m, a partir do polo norte, da seguinte forma:

7:SI\{r, =1} — L

T2 T3 )

7T<.7}1,5U2,$3) L= <1 _xlv 1 —

Para determinar o vetor normal N a superficie, observe que:
2
T

JuN fo = (fz/\ff)

Com isto,
fonfe= (58B(1 = g7, —BB7 (1 +99) Reg,~B BT (1+97) Img).

Logo,

—14+99 2Reg 2Img)

A f,= (14 ¢gg)? 7( = = =
JuNfo=(1+g9)" B 1597 1495 1397
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Consequentemente,

N_(—1+g§ 2Reyg 2Img)
1+gg '1+g9gg 1+gg
e, portanto,

ToN =g.

Observacao 3.4.9. Se considerarmos
z z 1 9 z T 5
fr=2Re( [ 98 | S0-998 [ Z1+g98),
20 20 2 20 2

N — (1—g§ —27Reyg 2Img>
" \l+4g9g 1495 1+gg/

entdo, resulta que:

Assim,

mo N = —7.

3.4.1 Construcao de exemplos

No que segue, iremos construir alguns exemplos de superficies minimas de tipo tempo em IL3,

através da férmula de representacdo dada no Teorema 3.4.6.

Exemplo 3.4.10 (Helicéide de tipo tempo). No conjunto ¥ = {z € L : Re z # 0}, tome

g(z) =rexp(=2),  Blz) = exp(2)/2dz.

Desta maneira, como

2u

exp(z) exp(z) = ™ > 0,

resulta que 3 3 > 0. Por outro lado,

14+g(2)g(z) =1—71e" #0.

Assim,

T sinh z cosh z
a1:§dz, Qg = 5 dz, a3 =T

Consequentemente, a imersdo minima correspondente é dada por:

f(z) :Re(/sz,/sinhzdz,/Tcoshzdz)

= (v, coshu coshv, coshu sinhv)
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e representa um helicdide de tipo tempo (ver a Figura 3.1). Observamos que sendo
E=2(f., f:)=(BB)(1+gg)* =sinh’v,

a curvatura de Gauss desta superficie é dada por

_
(sinh u)*’

K =~ A(n(E)) =

Figura 3.1: Helicéide de tipo tempo em L3.

Exemplo 3.4.11 (Catendide de tipo tempo). Para obtermos o catendide de tipo tempo que é repre-

sentado na Figura 3.2, vamos considerar:

g(z) = exp(2), B(z) = exp(—2)/2dz, z e L.

Entdo, temos que
exp(—z) exp(—=2)
2 2

e, portanto, 53 > 0. Também, resulta que

—e 2>

1+g(2)g(z) =14e* #0.

Observe que as 1-formas dadas por:

1 —sinh z cosh z
ap = = dz, azszz, Qa3 =T 5

dz,

sdo L-diferencidveis em LL e, portanto, ndo tém periodos reais. Por integracdo, segue que:

£(2) = Re (/ dz,/—sinhzdz,/T coshzdz)

= (u, — coshu coshv, coshu sinhv).
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Figura 3.2: Catendide de tipo tempo em 3.

Neste caso, como E = cosh® u, a curvatura Gaussiana da superficie é dada por:

1 1
K=—A(lnfF)) = ———.
2 (In(E) cosh* u

Exemplo 3.4.12 (Superficie de Enneper de tipo tempo). No conjunto > = {z € L : 14+2zz # 0},

vamos considerar g(z) = z e } = 1/2dz. Temos que:

BB >0, 1+g(2) g(2) # 0.

Além disso, como as 1-formas

z 1 T
a1=§dz, a2=1(1—2’2)d2> 04321(1+22)d27

sdo L diferencidveis em todo 1., ndo possuem periodos reais. Logo, usando o Teorema 3.4.4,

obtemos a seguinte imersdo minima

f() (u2+v2 U ud wv? v+v3+u2v>
z) = - — -4+ — 4+ —
2 2 6 22 6 2 )’

que representa a superficie de Enneper de tipo tempo, representada na Figura 3.3.

Figura 3.3: Superficie de Enneper de tipo tempo em 3.

Para este exemplo E = (1 + u® — v?)?/4 e, deste modo, a curvatura de Gauss é dada por

16

1
K = _EA(IH(E)) = Ao



CAPITULO

4

Superficies minimas em 3-variedades

Lorentzianas

O presente capitulo tem como objetivo apresentar os resultados obtidos no artigo [22] sobre
a generalizacdo dos teoremas de representagdo de Weierstrass vistos nos Capitulos 1, 2 e 3, para
o caso das superficies minimas imersas em variedades Riemannianas e Lorentzianas de dimensao
trés. Como o caso Riemanniano ja foi estudado no primeiro capitulo, nos ocuparemos apenas do
caso Lorentziano e trataremos os casos das superficies minimas de tipo espacgo e de tipo tempo
ao mesmo tempo, em uma abordagem unificada. Para isto, no que segue, denotaremos por K
os nimeros complexos C, ou os nimeros de Lorentz .. Além disto, nas Secdes 4.3.1 e 4.3.2
apresentaremos alguns resultados que foram obtidos no artigo [10], que s@o inerentes a construgao
de superficies minimas, de tipo espaco e de tipo tempo, no grupo de Heisenberg Lorentziano de

dimensao trés.

77
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4.1 Introducao

Seja M uma variedade Lorentziana 3-dimensional, {2 C K um conjunto abertoe f : Q@ — M
uma imersdo conforme. Consideremos o fibrado tangente (para)complexo T'M ® K e o fibrado
pull-back E = f*(T'M) ® K. Entdo, a métrica em M induz no fibrado tangente (para)complexo e

em K as seguintes duas estruturas:

e uma forma K-bilinear simétrica, denotada por (-,-) : E x E — K,

e uma métrica (para)Hermitiana, que denotaremos por (-, ) : E x E — K.

Munindo o conjunto §2 da métrica induzida, a aplica¢do f se torna uma imersdo isométrica.
Indicaremos por V e V as conexdes de Levi-Civita em €2 e M, respectivamente. Portanto, V induz

uma conexdo em E, que é compativel com as duas formas acima, que serd denotada por V.

Como j4 foi visto, as superficies Lorentzianas podem ser dotadas de coordenadas isotérmicas
paracomplexas e, como no caso Riemanniano, estas sao localmente descritas por cartas isotérmicas
complexas. Portanto, seja z = u + ¢ v (respectivamente, z = « + 7 v) uma coordenada isotérmica

complexa (respectivamente, paracomplexa) em ().

Seja, também, N um campo vetorial unitario normal ao longo de f. Se f € uma imerséo
tipo tempo, isto significa que (N, N) = 1. Quanto a notacdo da primeira e da segunda forma

fundamental de f, respectivamente, temos:

ds? = (df, df),

I := —(dN,df).

Pela escolha dos pardmetros isotérmicos (ver Teorema 2.3.3), temos que existe uma funcio positiva
A Q — Rtal que:
I =X\ (du® £ dv®). (4.1

No que segue provaremos o resultados principal deste capitulo:

Teorema 4.1.1 (Representagio de Weierstrass em variedades Lorentzianas). Seja f : 0 — M uma

imersdo minima conforme de tipo espaco (respectivamente, de tipo tempo), em que ) C K é um
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conjunto aberto. Dada uma coordenada isotérmica (para)complexa z, definimos o vetor tangente
(para)complexo ® € I'(f*T'M ® K) por

O(z) := g

0zl

Entdo, ® satisfaz as seguintes condicoes:

1. (®,®) £ 0,

2. (®,9) =0,

3. Vad=0.
oz

Reciprocamente, se ) é um aberto simplesmente conexo e ® € U'(f*TM ® K) satisfaz as trés
condi¢cdes acima, entdo a imersdo f é representada pela integral de linha:

f—QRe/ Pdz,

20

na qual a integracdo é realizada ao longo de caminhos contidos em ), ligando um ponto fixo

20 € Qazell

Demonstracdo. Provaremos somente o caso das imersdes de tipo tempo, pois a prova do caso
de imersdes de tipo espago € similar. Para provarmos que ® satisfaz o item 3, vamos escrever

® =1/2(X; + 7 X»), para certas se¢des X1, Xo de f*(T'M). Entdo, resulta que:

Lo - _ -
Vb= [(leXl — Vi, Xo) +7(Vx, Xo — Vx, X1)

K3
0z
1/~ ~
== 1<VX1X1 - VX2X2>.
Note que, indicando por h;; as componentes locais da segunda forma fundamental /1 e por Ffj 0s
simbolos de Christoffel associados a conexdo V induzida em {2, temos que:
~ 1
Vo= [(vxl X1 — Vi, Xa) + (i1 — hap) N}
1
=1 [(Fh — D) X1 + (T — T3) Xo + (hay — han) N}
1
=3 (A = a2 ) N,

Sendo que a métrica induzida em (2 € dada por ds* = \?(du® — dv?), obtemos que:

A Ay

Fil - F%2 - Tua F%Q - Fi - 7
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Portanto, f € minima se, e somente se,

V ¢

0.
oz

(o2 3 o2
_ﬂi+;zi_;g
1
=il
1

d =0.

Agora, como of of
< 0z’ 0z >

0 ov’ Ou ov
G i) —o(r-50)]

ou’ Ou ov’ Ov
B (8]" 8f) A2
ou’ Ou DX

entdo, f é uma imersdo se, € somente se, a primeira condi¢do € satisfeita. Além disto,
(0f of of 8f>
du ' ov’ ou v

=l G 5) oG an) + oG )] 0

(©,®) =

se, e somente, se
of of of of of of
<8u 8u> - g(av 81}) g(au 81}) 0.
Ou seja, f é conforme se, e somente se, (P, P) = 0.

Reciprocamente, seja & um campo vetorial ao longo de f, i.e. uma secdo ® de E, escrita em

coordenadas locais na forma: ,
0
b = . —.
az_; ¢ oz,

Suponha que ¢ satisfaca os itens 1, 2 e 3. Entao,

Além disso, note que:

3 3 3
Y Tohbat = Toabadat > Tty

a,b=1 a=1 a<b=1

_ZF2a¢a¢a+2 Z T;bRe ¢a¢b)

a<b=1
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3
Como V 2 ® = 0 e a expressio Z fgb bq ¢y é real, da igualdade acima segue que:
a,b=1

94
0z €R,

a=1,23.

Logo,

I (8%) 1(81m¢a 8Re¢>a> 0

m == — = 0.
0z 2 ou v

Isto implica que as formas Re (¢,) dz, a = 1,2, 3, sdo fechadas e, portanto, exatas em €2. Assim, as

integrais de linha Re f; ¢, dz estdo bem definidas, para a = 1, 2, 3, onde o ponto fixo 2, pertence

a (). Por ultimo, observe que segue diretamente da constru¢do que f = 2Re f;o b dz. 0

4.2 O caso dos grupos de Lie Lorentzianos

O terceiro item do Teorema 4.1.1 é uma equacdo integro-diferencial ndo linear bastante com-
plicada, entdo ndo é razodvel esperar de encontrar solucdes explicitas dela e, portanto, exemplos de
imersdes minimas conformes. No entanto, esta equacgdo se torna mais simples no caso dos grupos
de Lie. De fato, como a conexdo de Levi-Civita dos grupos de Lie pode ser expressa em termos
das constantes da estrutura, entdo podemos expressar os simbolos de Christoffel em (3) mesmo

sem conhecer explicitamente as coordenadas da imersdo.

Suponha, a partir de agora, que M seja um grupo de Lie tridimensional dotado de uma métrica
Lorentziana invariante a esquerda. Como antes, 2 C K denota um conjunto abertoe f : ) C K —

M uma imersdo minima conforme.

Seja { E1, E5, E'3} uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda, com Ey, Es de tipo
espaco e F3 de tipo tempo. Fixado um parametro isotérmico z € {2, podemos escrever o campo
tangente (para)complexo df/0z ao longo de f em termos de coordenadas locais x4, o, x3 em M

e, também, usando a base de campos invariantes a esquerda. Temos que:
of < 0 i
5. =2 bagm =D W E, (4.2)
a=1 ¢ =1
em que as fungdes ¢, € Y, com a,b = 1,2, 3, sdo relacionados por:

3
Ga =Y Awth, a=123

b=1
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e A:Q — GL(3,R). Em termos das componentes v,, a = 1,2, 3, o item (3) do Teorema 4.1.1

pode ser escrito como:

e
0z

3
D Lytathy =0, ¢=1,2,3, (4.3)

a,b=1

onde os simbolos L¢, sdo definidos por:
_ 3
Ve By =Y LyEe, a,b=123. (4.4)

c=1

Facilmente se verifica que estes simbolos s@o constantes dadas em termos da constante de estrutura

¢, = E*([E,, Eb]) de uma dlgebra de Lie por:

1
Loy = 5(Ca = Ciecace = Cacevee), (4.5)

com ¢, = (F,, E,), a = 1,2,3. Consequentemente, o Teorema 4.1.1 pode ser reformulado no

caso de grupos de Lie tridimensionais como segue:

Teorema 4.2.1. Sejam M um grupo de Lie tridimensional dotado de uma métrica Lorentziana
invariante a esquerda e {E,}3_, uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda. Se-
jam Q C K um conjunto aberto e f : Q) — M uma imersdo minima conforme de tipo espaco

(respectivamente, tipo tempo). Denotamos por ® o vetor tangente (para)complexo:

_of

@fg.

Entdo, as componentes v, a = 1,2, 3, de ® definidas por:

satisfazem as seguintes condicoes:
Loy + 42y — P393 # 0,
2. YT+ 45— =0,

3.

L A —
52+ O Luban =0, =123

a,b=1



4.3 O grupo de Heisenberg Lorentziano 83

Reciprocamente, se () é um conjunto simplesmente conexode K e v, : Q — K, a = 1,2, 3, sd@o
fungoes satisfazendo as condicoes dadas nos itens 1,2 e 3, entdo existe uma aplicacdo f : Q0 — M

que satisfaz a equagdo:

a=1

As componentes de f em termos das coordenadas x, xo, x3 sdo dadas por:

3
fa = 2Re /ZAab @Zjb dZ, a = 1,2,3, (46)
b=1

em que a matriz A € definida por:

4.7)

: )
E ‘ =S A2
"l ; " Oz,

Além disso, a aplicacdo f define uma imersdo minima conforme de tipo espago (respectivamente,

fz)

tipo tempo).

4.3 O grupo de Heisenberg Lorentziano

Considere o grupo de Heisenberg de dimensao trés que, como vimos no Capitulo 1, € dado por:
1 x 23+ %xlz@

H; = 01 T . (z1, 29, 13) €R?
0 0 1

)

munido da métrica Lorentziana invariante a esquerda
9 9 1 1 2
h =dx* +dy” — (dz+ iydx — 53:dy> .

Com relagdo a h, os campos invariantes a esquerda sdo dados por:

0 T9 O 0 1 O 0
! 8x1 2 (9373’ 2 8.732 * 2 83737 3 8153’
com (FE3, F5) = —1. Das expressdes dos colchetes de Lie em Hj, temos que o sistema de equagdes

do item (3) do Teorema 4.2.1 se escreve como:

5(;#_1 ; (7/)2 U3+ 1y 7/)3> =0,
aaw; B (% V3 + Uy ¢3) =0, (4.8)
O (1T~ n) =0
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Entéo, a aplicagdo f : {2 — H, com coordenadas:

flzzne/ o dz,

0
f2 = 2R6 / Q/JQdZ,
20

: f2 fi
f=2Re [ (vn-Dois Pua)a
L - 2 2
define uma imersao minima em H3. Estas expressoes integrais sdo obtidas considerando que:

o1 = Y, P2 = o, ®3 =¢3—‘];2¢1+J;11/12- 4.9)

No que segue, veremos alguns exemplos que seguem da aplicacdo do Teorema 4.2.1, que foram

obtidos em [10].

Exemplo 4.3.1 (Superficies tipo sela de tipo tempo). Dada uma constante 0 € R, consideramos

as fungdes paracomplexas definidas por:
1
1 (u,v) = §<COS0 +7 sin@sinhv),

1/ :
o (u,v) = §<sm€ -7 cos@smhv),

cosh v

r(/}3(’“7 U) - - 2 )

com v > 0. E fdcil verificar que estas funcdes satisfazem as condi¢coes do Teorema 4.2.1 e inte-

grando, obtemos:
fi(u,v) = ucos@ + sinf cosh v,
fa(u,v) = usin @ — cos 6 cosh v.
Portanto, substituindo em (4.9), temos que:

o3(u,v) = —

coshv + 7u sinhv
4

Logo, por integragdo, encontramos que f3(u,v) = —(ucoshv)/2. A imagem da imersdo f per-

tence ao grdfico da fungdo:
cos(20) sin(20)
2 Ty

Logo, obtemos uma superficie minima Lorentziana do tipo sela.

Z =

Seguindo o artigo [10], escreveremos o Teorema 4.2.1 usando duas novas func¢des (para)complexas

G e H, que descrevem quase todas as solu¢des da equagao:

V3 —v5 = 0. (4.10)
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4.3.1 Imersoes de tipo espaco

Se f: Q C C — Hs é uma imersdo de tipo espaco, a equagdo (4.10) sugere considerar as

funcdes complexas:

1 . 1 .
5(% — i), H:= §(¢1+2¢2)a (4.11)
as quais satisfazem as relagdes:
U = G? + H?, Yy =i (G* — H?), s = 2G H.

Em termos das fungdes G e H, o sistema (4.8) pode ser escrito como:

oG 8H

oG oy .
i(652 —Ha—) — —Re(HG)(IGP + [HP),
0G | GOH _ i
#9% a0l = Lqar - ),

Agora, multiplicando a primeira equagdo por ¢ e adicionando a segunda obtemos:

aG
2% 2 H 4.12
1 . —(IGP? +|H|*)H ( )

Enquanto que subtraindo a segunda da primeira, multiplicada por 7, produzimos:

OH _
2im = (|G]* + |H|*) G. (4.13)

Consequentemente, a terceira equacdo do sistema que encontramos é dada pela equacdo (4.12)
multiplicada por H, a qual adicionada a equagéo (4.13) multiplicada por GG. Além disto, o item 1

¢ equivalente a | H| # |G|. Portanto, conseguimos o seguinte resultado.

Corolario 4.3.2. Sejam G e H fungées a valores complexos definidas em um dominio simplesmente

conexo ) C C, tais que:

2. G e H sdo solugoes das equagoes (4.12) e (4.13).
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Entdo, a aplicagdo f : Q) — Hs definida por:

fi= 2Re/ (G + H?) dz,

Ja= 2R6/ i (G* — H?)dz,

20
fo
2

fy=2Re / (QGH— (Guyz)ﬂ-f;l(GQ_Hg)) i

20

€ uma imersdo minima conforme de tipo espaco.
Demonstracdo. Segue direto do Teorema 4.2.1. L]

Observe que, no caso que estamos considerando, a métrica induzida é dada por:
ds® = \? (du® + dv?), N =4(|G]? - |H*)?

e, usando a férmula de Brioschi (ver [28]), obtemos que a curvatura Gaussiana da superficie mi-
nima de tipo espaco é
2 0 A(ln A\?)

_ _ = 2y . _ =T\
K =155 () o (4.14)

em que A é o operador de Beltrami-Laplace com respeito 2 métrica ds?. Além disso, como
2 _ _ _ _
fu N fo= JoAe= AIm (Yo b3 By + P31 o + ot B),

a aplicagdo normal de Gauss de f, que tem valores no hiperboldide

3
H? = {Zlel : vf—i—v%—v%:—l}
i=1

da 4lgebra de Lie de Hs, assume a seguinte forma:

N 2Re(H/G)Ey +2Zm(H/G) Ey + (|H/G|> — 1) Fs
N |H/G|2 + 1 '

Ao considerarmos a proje¢io estereogréfica do pélo sul 7 : H? — C \ {v} + v3 = 1}, que € dada

por:
3 .
U1+ 1V
iEi> =7,
F(;U 1""03
resulta que
moN =Re(H/G)+iIm(H/G).
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Isto significa que a aplicagdo ¢ = H/G pode ser identificada como a aplicagdo normal de Gauss

da imersdo f.

Usaremos, agora, o Coroldrio 4.3.2 para construir alguns exemplos novos de superficies mini-

mas tipo espago no grupo de Heisenberg Lorentziano.

Exemplo 4.3.3 (Helicéides de tipo espago). Neste exemplo, escolhemos

G(u,v) == e l(u), H(u,v) :=ie'? h(u),
onde | e h sdo duas fungées diferencidveis definidas em um conjunto aberto de R, com |l| # |h|.

Pelas equacoes (4.12) e (4.13), temos que:

0G -~ OH —
LG+ IH =0, (4.15)

Entdo, resulta
l2 + (ZQ)/ — h2 _ (hZ)/.
Logo, existe uma fungdo p(u), tal que

V&
L2

; h =

Além disso, usando as equagoes (4.12) e (4.13) obtemos que p é uma solugdo da seguinte equacdo

diferencial:

a qual é equivalente a

1
pVPr— ()= 5]72 +ca, c€eR

Neste caso, a correspondente imersdo minima de tipo espaco em Hs é dada por:
f(u,v) = (=p(u) cosv, —p(u) sinv, —c; v + ¢9), ¢y € R.

Como g = H/G = ie'” h(u)/l(u), o posto da aplicagdo normal de Gauss desta superficie é dois.

12

Além disso, usando a equagdo (4.14), a curvatura Gaussiana da superficie é K = (p"*—p' p*)/p™.

Exemplo 4.3.4 (Superficies tipo sela de tipo espaco). Dada uma constante § € R, vamos definir
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em que | e h sdo duas fungdes a valores reais definidas em um conjunto aberto de R, tais que

|l| # |h|. Pela equagdo (4.15), segue que
1"+ hh' =0.
Logo, podemos tomar h(v) = cosv, [(v) = sinv, comv € (—n/2,7/2). Entdo,
¢1 = cosf + i sin 6 cos(2v), ¢o = sinf — i cos @ cos(2v). (4.16)

Consequentemente, integrando, obtemos:

f1(u,v) = 2u cos — sin O sin(2v),

fo(u,v) = 2u sin @ + cos 6 sin(2v).

Portanto,
sin(2v) — 2iu cos(2v)
b3 = :
e, consequentemente, resulta que f3 = usin(2v). Entdo, a imagem da imersdo pertence ao grdfico
da funcdo:
cos(26 sin(26
<z = é )$y+ El )(yQ—ZQ),

que é uma superficie minima tipo sela de tipo espaco, cuja curvatura Gaussiana é dada por
K = sec*(2v).

Também, note que a aplicacdo normal de Gauss g = €'’h(v)/l(v) depende somente de um pard-

metro e, entdo, possui posto 1.

4.3.2 Imersoes de tipo tempo

No caso das imersdes minimas de tipo tempo, definindo as seguintes fun¢des paracomplexas:
1 1
G .= §(w2 —ng,), H = —§(¢2 +T'l/13), (417)

¥ = 2G H, Wy = G* — H?, Vg = —7 (G* + H?).

resulta que:
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Em termos das fungdes G e H, o sistema (4.8) pode ser escrito como:

oG OH 92

oG oOH — —

T n e —Im(GH —H
Gor—H S =Im(GH)(GG ),

oG OH — =

Observe que, somando a segunda equacdo e a terceira temos:

oG —

Enquanto que, subtraindo a segunda equacgdo da terceira produzimos:

OH

(4.18)

(4.19)

Consequentemente, a terceira equagdo do sistema acima € obtida adicionando a equagdo (4.18)

multiplicada por H, a equagdo (4.19) multiplicada por G. Além disto, a condi¢do 1 do Teo-

rema (4.2.1) é equivalente a H H + G G # 0. Portanto, conseguimos o seguinte resultado.

Corolario 4.3.5. Sejam G e H funcoes a valores paracomplexos, definidas em um dominio sim-

plesmente conexo ) C L, tais que:

I. HH+ GG #0;

2. G e H sdo solugoes das equagoes (4.18) e (4.19).

Entdo, a aplicagdo f : Q) — Hjs definida por:

4 z
f1—47€e/ G H dz,

20

fo :2Re/ (G* — H?) dz,

20

2

20

é uma imersdo minima conforme de tipo tempo.

Demonstracdo. A demonstracio segue do Teorema 4.2.1.

f3—2Re/z(—f2GH+fl(G2_H2)_T(G2+H2))d%
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Neste caso, temos que a métrica induzida é dada por:
ds® = N\ (du® — dv?), M =4(GG—-HH)?

e a curvatura Gaussiana da superficie minima de tipo tempo é

2 0 9 A(ln A\?)
k= _ﬁazaz(lm )= 2

(4.20)

em que A é o operador de Beltrami-Laplace com respeito 2 métrica ds?. Determinaremos, agora,
a aplicacdo normal de Gauss de uma superficie de tipo tempo em Hs. Por uma verificacdo direta

encontramos:

Fu fo= =2 @ NB = —ATm(y s By + s B+ 01 Fy).

Consequentemente, a aplicacdo normal de Gauss de f, que tem valores na pseudoesfera

3
S? = {ZviEi:vf—ng—v% = 1}
i=1
da édlgebra de Lie de H, assume a seguinte forma:

(% _ 1) By +2Re(H/G) Ey +2Im(H/G) Es

N =

‘m
|

+1

Ql

G

Sew:S?\ {v; = 1} — L € a proje¢io com respeito ao pélo (1,0, 0), que é dada por:

3 Vo + TV
iﬂ‘)zu,
W(;U 1—1)1

temos que

noN =Re(H/G)+1Im(H/G).
Portanto, a aplicacdo g = H/G representa a aplicacdo normal de Gauss da imersdo f.

Usaremos o Coroldrio 4.3.5 para construir alguns exemplos interessantes de superficies mini-

mas de tipo tempo em H.

Exemplo 4.3.6 (Superficies Lorentzianas tipo sela). Considere

G(u,v) :=l(u), H(u,v) :== 7 h(u),
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onde | e h sdo duas funcdes suaves a valores reais definidas em um conjunto aberto de R, com

lh#0el?— h?#0. Pelas equacdes (4.18) e (4.19), obtemos:

0G — O0H —
— H=— 4.21
0z 0z ( )
e, portanto,
hl! = —LH.

Logo, h(u)l(u) = ¢, para alguma constante ¢ € R — {0}. Da equagdo (4.18), resulta que

I'(u) = —2cl(u) e, entdo,

l(u) =ae ¢  h(u) = , a#0.

Consequentemente, escolhendo ¢ > 0 e a = +/c, temos:
G(u) = Vee e H(u) =71 ceue

e, assim,
¢1 =1 =2cr, ¢2 = 1Py = —2c¢ sinh(4uc).
Por integracdo, obtemos que
fi(u,v) = 4cv,
fo(u,v) = — cosh(4uc).
Além disso, de

¢3 = —4c*v sinh(4uc) — 7 ¢ cosh(4uc),

segue que

fs = —2cwv cosh(4uc).

Neste caso, a imagem da imersdo minima f pertence ao grdfico da fungdo:
Ty
i=

que representa uma superficie Lorentziana tipo sela de tipo tempo. Neste exemplo, a aplicagdo
normal de Gauss g = H/G = 7 h(u)/l(u) possui posto 1 e, usando a equagdo (4.20), obtemos

que a curvatura Gaussiana da superficie é K = 1/ sinh*(4u c).
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Exemplo 4.3.7. Neste exemplo, escolheremos as fungdes paracomplexas:

e +rT1e ’ H(uw)::e%e et —Te ,
2 2

comu > 0 e 0 uma constante real fixada. Entdo,

[SISS)

G(u,v) :=e

¢1 = 11 = sinh(2u), ¢o = 1y = sinh @ cosh(2u) + 7 cosh 6.

Ao integrar, encontramos:
f1(u,v) = cosh(2u),
fo(u,v) = sinh # sinh(2u) + 2v cosh 6.

Alem disso, sendo

sinh 0
2 )

¢3 = —v cosh 6 sinh(2u) — % cosh 6 cosh(2u) —

temos que

f3 = —v cosh @ sinh(2u) — u sinh 6.
Observe que a imagem da imersdo minima assim obtida pertence ao grdfico da funcdo:

sinhf(zva? — 1 — arccoshz) xy
2 2

e que a aplicagdo normal de Gauss, g = e~ %(e* —T e /(e + T e™%), possui posto 1. Além disso,
a curvatura de Gauss da superficie é dada por:

1
 sinh?*(2u) cosh? 6’

Exemplo 4.3.8 (Helicéides de tipo tempo). Considere as fungdes paracomplexas:

Gl v) = 1 —cosv —7p(u) smv7 Hu,v)
8(1 — cosv)

_ 1+cosv+7p(u) sinv
8(1 + coswv)

ondev € (0,7) e p(u) = — tanh(u/2). Primeiramente, note que as equacdoes (4.18) e (4.19) sdo
satisfeitas. Além disso,
— — 1
HH+GG=—""——#0

* 2(1 + coshu) 7
Como
p'(u) sinv + 7 p(u) cosv
¢1 - 92 )

p'(u) cosv — 7 p(u) sinwv
¢2 = 9 )




4.4 O espago de De Sitter S? 93

integrando, encontramos:

f1 = tanh (g) sinwv, fo = —tanh (g) COoS V.

Portanto,

fs=2Re /z (‘];I(G2_H2)_f2GH—T(G2+H2)> dz

1 2 v (4.22)
:—27€e/ sz:—§+0, ceR.

20

Logo, neste caso obtivemos a parametrizagdo de um helicéide minimo de tipo tempo. Note que a

aplicacdo normal de Gauss

V1 —cosv1+cosv+7p(u)sinv
97 /Tfcosvl— cosv — 7p(u)sinv’

possui posto igual a 2 e que a curvatura de Gauss do helicoide é dada por

K =1+ coshu.

4.4 O espaco de De Sitter S}

O espago de De Sitter S? pode ser modelado pelo semi-espago:
Ri = {(xl,xg,:cg) eR3: 25> O},

dotado da métrica:

1
h= (dm’;’ +da? — dxg), (4.23)

A métrica de curvatura constante (4.23) € invariante a esquerda com respeito a estrutura de grupo
de Lie. Além disso, uma base de campos ortonormais invariantes a esquerda com respeito a métrica

(4.23) é dada por:

0
Ey=x3— Ey =13 — Es =13 —
1 3 9, 2 3 Oy’ 3 5 Oy
com (Fj3, E3) = —1. Ao computarmos os colchetes de Lie, obtemos que as tnicas constantes de

estruturas distintas de zero sdo:

0113 = 0223 =-1, C:Jh = C§2 =1L
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Neste caso, o sistema obtido do item (3) do Teorema 4.2.1 se escreve como:

aaﬂ;l_wiﬂqpl:(h
88122_1/}3%_07
O T+ 2T =0

E facil ver que
Ga(u,v) = 23, (u,v), a=1,2,3.
Em particular, como .
f3=2Re / f3sdz,
obtemos que: !

fz=exp (2Re /:wgdz>.

Entdo, a imersdo f, expressada em termos das componentes v,, a = 1,2, 3, é dada por:

f(z) = (2R€ /:f31/)1d27 2Re /:f?)%d% f3>~

4.5 O grupo H? x R Lorentziano

Consideramos o modelo do semi-plano superior para o plano hiperbélico
H? = {(1'1,1’2) € R?: To > 0}

e indicamos por 3 a coordenada natural em R. Muniremos o grupo produto H? x R da métrica
Lorentziana invariante a esquerda:

_ dxi + da3

h —2 — da3, (4.24)
P
com respeito a qual
0 0 0
Ei =2y — Ey =29y — Ey=—
1 2 axl ) 2 2 ax27 3 33:3’
sd0 campos ortonormais invariantes a esquerda, com (Ej3, E5) = —1. Ao calcularmos os colchetes

de Lie, obtemos que as Unicas constantes de estruturas distintas de zero sdo:

Clh=-1, Oy =1
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Assim, o sistema dado no item (3) do Teorema 4.2.1 resulta em:

o _
B =0,
B _
81/}_2+1/)1¢1=0>
z
o5
Bz

Além disso, temos que

O1 = T2y, G2 = T 1o, ¢3 = 3.

Em particular, a segunda equacio admite a solucao

fa=exp (2 Re /Z (U dz)

e, integrando, a imers@o f em termos das componentes ), a = 1,2, 3, se torna:

f(z) = (2Re /Zf2¢1dz, fa, 2Re /ngdz>.

Observamos que se 1, € uma fungdo IL-diferencidvel, entdo, da primeira e da dltima equacdes

do sistema segue que 1 E = 0 e, portanto,

o1
7?15 = 0.

Considerando, por exemplo, ¥; = 0, obtemos o plano x; = constante.
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