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1
Insiemi, funzioni e
linguaggio
logico-matematico

1.0 S
opi del 
apitoloIn questo 
apitolo introdu
iamo simboli e nozioni di base inerenti alla teo-ria degli insiemi. Illustriamo gli insiemi numeri
i fondamentali partendodai numeri naturali sino ad arrivare ai numeri reali. Poi pro
ediamo al-l'illustrazione del 
on
etto di funzione tra due insiemi. Il 
apitolo termina
on una sezione in 
ui vengono presentate al
une delle te
ni
he usuali didimostrazione: si tratta di un argomento importante per sviluppare le
apa
ità 
riti
he di ragionamento e il rigore matemati
o del lettore.1.1 Elementi di teoria degli insiemiConviene 
onsiderare il 
on
etto di insieme 
ome primitivo, 
ioè non ri-
ondu
ibile a nozioni più elementari. Più pre
isamente, diremo 
he un
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o-matemati
oinsieme è una 
ollezione di oggetti, determinati e distinti, della nostraper
ezione o del nostro pensiero, 
on
epiti 
ome un tutto uni
o. Talioggetti si 
hiamano elementi dell'insieme.Generalmente, indi
hiamo gli insiemi 
on le lettere maius
ole A,B,C,D,et
., mentre per i suoi elementi useremo le lettere a, b, c, d, etc. Se a è unelemento di A s
riviamo
a ∈ A (a appartiene a A) .Se inve
e b non appartiene a A, si s
rive:

b /∈ A .Quando un insieme A possiede un numero �nito di elementi, 
hiameremoquesto numero 
ardinalità1 di A, e lo indi
heremo 
on il simbolo #(A).In 
erti testi, 
ome sinonimo di 
ardinalità si può trovare numerosità opotenza.Prima di 
ontinuare, è utile introdurre al
uni altri simboli e notazioni 
hesaranno regolarmente usati in seguito:
: signi�
a tale 
he2
∃ signi�
a esiste
∀ signi�
a per ogni
⇒ signi�
a impli
a . (1.1.1)Altri simboli verranno di volta in volta introdotti all'o

orrenza.

♦ Esempio 1.1. (i) Un insieme si può de�nire in modo estensivo, 
ioèesibendo i suoi elementi. Ad esempio, l'insiemeA dei numeri naturalida 0 a 5 si s
rive 
ome
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} (si noti l'uso delle parentesi gra�e) . (1.1.2)In questo esempio #(A) = 6 .1Nella teoria assiomati
a degli insiemi viene data una de�nizione più rigorosa di
ardinalità, adattabile al 
aso di insiemi 
on in�niti elementi.2A volte si possono usare i simboli alternativi t.
. oppure |.



1.1 Elementi di teoria degli insiemi 3(ii) Un insieme può essere de�nito in modo intensivo, 
ioè a partireda una proprietà 
omune a tutti i suoi elementi; per esempio, sedenotiamo 
onN l'insieme dei numeri naturali (si veda il �1.2), alloral'insieme A de�nito in (1.1.2) si può ride�nire 
ome
A = {n ∈ N : n ≤ 5}e si legge: l'insieme degli n appartenenti ai numeri naturali tali 
he

n è minore o uguale a 5.(iii) L'insieme privo di elementi si 
hiama insieme vuoto e si indi
a 
on
∅.Consideriamo ora gli insiemi:

A = {a, b, c, d}, B = {a, b, d} . (1.1.3)Confrontando i due insiemiA eB possiamo fa
ilmente dedurre la veridi
itàdella seguente a�ermazione:
x ∈ B ⇒ x ∈ A . (1.1.4)A parole, la (1.1.4) signi�
a sempli
emente 
he il generi
o elemento x di

B è an
he elemento di A. Questo può essere ris
ritto nel modo seguente:
B ⊆ A , (1.1.5)dove il nuovo simbolo ⊆ esprime appunto il fatto, intuitivamente evidente,
he l'insieme B è 
ontenuto nell'insieme A. Alternativamente, possiamoan
he dire 
he B è un sottoinsieme di A. Notiamo an
he 
he nella nostrasituazione
A 6⊆ B , (1.1.6)
ioè A non è 
ontenuto in B. (In generale, una / su un simbolo indi
a lanegazione del simbolo stesso: per esempio ∄ signi�
a non esiste).Tra due insiemi A e B si possono de�nire le seguenti operazioni:Unione: A ∪B = {x : x ∈ A oppure x ∈ B}Intersezione: A ∩B = {x : x ∈ A e x ∈ B}Di�erenza: A \B = {x ∈ A : x /∈ B} .
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oInoltre, se A ⊆ B, de�niamo il 
omplementare di A rispetto a B 
ome:
CB(A) = {x ∈ B : x /∈ A} .

♦ Esempio 1.2. Se A = {1, 2, 3, 5, 7} e B = {0, 2, 3, 6, 8}, allora
A ∪B = {0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}, A ∩B = {2, 3}, A \B = {1, 5, 7} .Se A = {1, 2, 3, 5, 7} e B = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 11}, allora

CB(A) = {9, 11} .Le operazioni elementari 
on gli insiemi si possono visualizzare in modogra�
o 
on l'ausilio dei diagrammi di Venn, 
ome mostrato nella Figu-ra 1.1.
A B(a) A ∩B

A B(b) A ∪B

A B(
) A \B

A B(d) CB(A)Figura 1.1 � Diagrammi di Venn.
⊲ Eser
izio 1.1. Siano A e B due sottoinsiemi di C. Veri�
are, 
onl'ausilio dei diagrammi di Venn, le seguenti uguaglianze, note 
ol nome diformule di De Morgan:(i) CC(A ∪ B) = CC(A) ∩ CC(B)(ii) CC(A ∩ B) = CC(A) ∪ CC(B) .

(1.1.7)



1.1 Elementi di teoria degli insiemi 5Suggerimento: Pensare C 
ome il foglio in 
ui sono rappresentati A e
B, oppure, in altre parole, 
onsiderare C 
ome l'ambiente in 
ui si trovano
A e B.Adesso il lettore non dovrebbe avere di�
oltà a svolgere in modo autono-mo il seguente:
⊲ Eser
izio 1.2. Siano A e B gli insiemi de�niti in (1.1.3). Siano poi:

C = {a, b, 1} , D = {a, c, 2} , E = {c, 1} .Veri�
are 
he:(i) A ∪ B = A (ii) A ∩ B = B(iii) A ∪ C = {a, b, c, d, 1} (iv) A ∩ C = {a, b}(v) A 6⊆ (C ∪D) (vi) D ∩ C = {a}(vii) B ∩ E = ∅ (viii) E ⊆ (C ∪D)(ix) B \ A = ∅ (x) CA(B) = {c} .

(1.1.8)Si noti 
he, al �ne di interpretare 
orrettamente, da un punto di vistalogi
o-matemati
o, l'uguaglianza fra due insiemi, si deve tenere 
onto delfatto 
he
(A = B ) ⇔ (A ⊆ B e B ⊆ A) , (1.1.9)dove il simbolo ⇔ denota equivalenza fra due proposizioni.Per 
on
ludere questa breve introduzione al 
on
etto di insieme illustriamoil signi�
ato di prodotto 
artesiano tra due insiemi. Dati due insiemi A e

B, si 
onsiderino tutte le 
oppie {a, b} dove a ∈ A e b ∈ B. Una 
oppiasi di
e ordinata se il primo elemento appartiene al primo insieme ed ilse
ondo al se
ondo insieme. Le 
oppie ordinate si indi
ano 
on [a, b]3.Due 
oppie ordinate [a, b] e [a′, b′] sono uguali se a = a′ e b = b′. Orapossiamo dare la seguente:De�nizione 1.1. Siano A e B due insiemi. Allora il prodotto 
artesianodi A e B, denotato 
on il simbolo A × B, è l'insieme di tutte le 
oppieordinate [a, b] 
on a ∈ A e b ∈ B.
♦ Esempio 1.3. Se A = {1, 2} e B = {a, b, c} il prodotto 
artesiano è

A× B = {[1, a], [1, b], [1, c], [2, a], [2, b], [2, c]} .3In altri testi si può trovare la notazione (a, b) per indi
are le 
oppie ordinate.
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o1.2 Insiemi numeri
i fondamentaliPrima di illustrare il 
on
etto di funzione, 
he sarà argomento del �1.3,
onviene prendere familiarità 
on i prin
ipali insiemi numeri
i. In parti-
olare, abbiamo4:(i) N = {0, 1, 2, . . . , n, . . . }(ii) Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}(iii) Q = {m
n

: m,n ∈ Z, n 6= 0, m e n sono primi tra loro} ,
(1.2.1)
he rappresentano rispettivamente l'insieme dei numeri naturali , dei nu-meri interi relativi , e dei numeri razionali .È evidente 
he N ⊆ Z ⊆ Q. Talvolta può essere utile an
he utilizzare ilsimbolo (, 
he indi
a l'in
lusione stretta. Più pre
isamente, N ( Z inquantoN ⊆ Zma Z * N. Osserviamo an
he 
he, a di�erenza degli esempiin
ontrati nel �1.1, gli insiemi in (1.2.1) sono 
ostituiti da un numeroin�nito di elementi.Un insieme numeri
o fondamentale per i nostri s
opi è poi quello dei 
o-siddetti numeri reali : questo insieme sarà indi
ato 
on il simbolo R. Unade�nizione formalmente rigorosa dell'insieme dei numeri reali ri
hiede 
o-nos
enze matemati
he avanzate 
he esulano dai nostri s
opi. Quindi 
ia

ontentiamo di dire 
he operativamente possiamo identi�
are l'insiemedei numeri reali R 
on i punti di una retta su 
ui sono �ssati, 
ome mostrala Figura 1.2, l'origine O, 
orrispondente al valore 0, l'unità di misura ued il verso.

0 1 2 3−1−2−3

u

√
2

πeFigura 1.2 � Corrispondenza fra numeri reali e punti di una retta.Si può osservare 
he Q ( R: in questo 
aso, l'in
lusione è stretta, inquanto, ad esempio, √2 /∈ Q (si veda il Teorema 1.3).D'altra parte, sottolineiamo 
he √
2 
ompare in modo naturale sia in
ontesti geometri
i (ad esempio, rappresenta la misura della diagonale4Due numeri interi si di
ono primi fra loro se il loro massimo 
omune divisore è 1.



1.3 Il 
on
etto di funzione 7di un quadrato di lato 1), sia in ambito algebri
o, 
ome una soluzionedell'equazione:
x2 − 2 = 0 . (1.2.2)I numeri reali non razionali, 
ome ad esempio √2, vengono detti irraziona-li . La rappresentazione de
imale di un numero irrazionale ha un numeroin�nito di 
ifre, senza andamento periodi
o. Inoltre all'interno dei numeriirrazionali esistono dei numeri reali, 
ome π o il numero di Nepero5 e
he, diversamente da √

2, non sono soluzione di al
una equazione polino-miale a 
oe�
ienti interi (si veda il Capitolo 3 per la de�nizione rigorosadi polinomio). Questi numeri, 
on
ettualmente più 
ompli
ati, vengono
hiamati numeri tras
endenti .In�ne, pre
isiamo 
he an
he 
erti numeri razionali hanno, nell'usuale rap-presentazione de
imale, un numero in�nito di 
ifre dopo la virgola, maqueste si ripetono 
on periodi
ità. I seguenti esempi �ssano le idee e laterminologia:
1

3
= 0, 3333 . . . = 0, 3 .

1, 45357 = 1, 45357575757 . . .In questo se
ondo esempio 1 è la parte intera, 453 sono le 
ifre del 
osid-detto antiperiodo, mentre 57 è il periodo. Numeri di questo tipo vengono
omunemente 
hiamati periodi
i. Per e�ettuare 
orrettamente le operazio-ni 
on i numeri periodi
i è opportuno preliminarmente trasformarli nella
orrispondente frazione (ad esempio, sostituire 0, 3 
on (1/3)). Per nonspezzare il �usso dell'esposizione, rimandiamo agli eser
izi di riepilogo nel�1.5 l'illustrazione di questa te
ni
a di trasformazione.1.3 Il 
on
etto di funzioneIl 
on
etto di funzione6 riveste un ruolo fondamentale non solo in mate-mati
a, ma in tutte le dis
ipline s
ienti�
he. Questa duttilità universalederiva dalla sempli
ità dell'idea 
he ne sta alla base: una funzione pos-siamo intenderla 
ome un appare

hio di Input-Output (Ingresso-Us
ita).Più formalmente:5Le prime quindi
i 
ifre del numero di Nepero e sono 2.71828182845905 .6In matemati
a, un sinonimo di funzione è appli
azione.
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oDe�nizione 1.2. Siano A, B due insiemi. Una funzione f : A → B (silegge: funzione f dall'insieme A all'insieme B) è una legge 
he a ognielemento a ∈ A asso
ia un elemento b ∈ B. Si s
rive f(a) = b e si di
e
he b è l'immagine di a (attraverso f). L'insieme A è detto dominio di f(oppure insieme di de�nizione di f), mentre B si 
hiama 
odominio di f .
♦ Esempio 1.4. Siano A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3}. Sia poi f : A → Bde�nita da

f(a) = 1 , f(b) = 2 , f(c) = 1 , f(d) = 2 . (1.3.1)La legge (1.3.1) de�nis
e 
orrettamente una funzione f : A → B. Questastessa funzione può an
he essere rappresentata mediante il diagramma inFigura 1.3.
A B

a b c d 1 2 3

Figura 1.3 � Visualizzazione della funzione dell'Esempio 1.4.
♦ Esempio 1.5. Siano A = {a, b, c, d}, B = {1, 2, 3}. Sia poi g : A → Bla legge de�nita da

g(a) = {1, 2} , g(b) = 2 , g(c) = 3 .La legge g non de�nis
e una funzione poi
hé l'elemento a ha due imma-gini e l'elemento d non ha nessuna immagine. Si veda il diagramma inFigura 1.4.Riprendendo l'Esempio 1.4, si può osservare 
he gli elementi a, c ∈ Ahanno la stessa immagine. Inoltre l'elemento 3 ∈ B non è l'immagine dial
un elemento di A. Tutto 
iò non 
ontraddi
e la De�nizione 1.2, marientra in quelle 
he sono le proprietà della funzione f . Più pre
isamente,abbiamo:
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etto di funzione 9
A B

a b c d 1 2 3

Figura 1.4 � Esempio di una legge 
he non è una funzione.De�nizione 1.3. Sia f : A → B una funzione. Diremo 
he essa èsurgettiva (o suriettiva) se:
∀ y ∈ B , ∃ x ∈ A t.
. f(x) = y . (1.3.2)Con riferimento all'Esempio 1.4, abbiamo già osservato 
he:

∄ x ∈ A t.
. f(x) = 3, (1.3.3)per 
ui la funzione f dell'Esempio 1.4 non è surgettiva.De�nizione 1.4. Sia f : A → B una funzione. Diremo 
he f è iniettivase:
∀x1, x2 ∈ A ( f(x1) = f(x2) ) ⇒ ( x1 = x2 ) . (1.3.4)Un'alternativa equivalente alla (1.3.4) è
∀x1, x2 ∈ A ( x1 6= x2 ) ⇒ ( f(x1) 6= f(x2) ) . (1.3.5)(L'equivalenza logi
a tra (1.3.4) e (1.3.5) sarà veri�
ata nell'Eser
izio 1.5).La funzione dell'Esempio 1.4 non è iniettiva, in quanto f(a) = f(c)
ontraddi
e la (1.3.4).

⊲ Eser
izio 1.3. Siano A e B 
ome nell'Esempio 1.4.(i) De�nire una funzione f : A → B surgettiva.(ii) De�nire una funzione f : B → A iniettiva.(iii) ∃ una funzione f : A → B iniettiva?(iv) ∃ una funzione f : B → A surgettiva?(v) De�nire una funzione f : A → A iniettiva e surgettiva.
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oSoluzione.(i) Ad esempio, si può porre f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 3, f(d) = 1.(ii) Ad esempio, si può porre f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c.(iii) No, poi
hé #(A) > #(B). Infatti, dovendo ogni elemento di A avereun'immagine in B, ne
essariamente almeno due elementi di A dovrannoavere la stessa immagine.(iv) No. A�n
hé la funzione f : B → A sia surgettiva 
i dovrebbe esserealmeno un elemento di B per ogni elemento di A.(v) Ad esempio, si può porre f(a) = a, f(b) = c, f(c) = d, f(d) = b.
⊳De�nizione 1.5. Sia f : A → B. Diremo 
he f è bigettiva (o 
orrispon-denza biunivo
a) se f è surgettiva e iniettiva.Per esempio, la funzione des
ritta nella soluzione dell'Eser
izio 1.3 (v)è bigettiva. Ora, al �ne di arrivare rapidamente ad esempi a 
ui siamomaggiormente interessati, passiamo ai 
asi più signi�
ativi in 
ui dominioe 
odominio di f sono insiemi aventi in�niti elementi, 
on parti
olareattenzione al 
aso di insiemi numeri
i.

♦ Esempio 1.6. Sia f : N → Z de�nita da:
f(n) = n , ∀ n ∈ N .Questa funzione è iniettiva ma non surgettiva.

♦ Esempio 1.7. Sia f : N → N de�nita da:
{

f(n) = 0 se n è pari
f(n) =

n+ 1

2
se n è dispari . (1.3.6)Questa funzione non è iniettiva, ma è surgettiva (veri�
arlo!).

⊲ Eser
izio 1.4. De�nire una funzione bigettiva f : N → Z.



1.4 Te
ni
he di dimostrazione 11Soluzione. Si può porre, per esempio:






f(n) =
n

2
se n è pari

f(n) = −n+ 1

2
se n è dispari . (1.3.7)

⊳Osservazione 1.1. Lo zero è un numero pari. Per 
apire meglio l'Esem-pio 1.7 e l'Eser
izio 1.4, può essere d'aiuto s
rivere espli
itamente le imma-gini di al
uni valori numeri
i. Per esempio, per (1.3.6) possiamo s
rivere
f(1) = 1, f(2) = 0, f(3) = 2, f(4) = 0, f(5) = 3, et
.Inve
e per (1.3.7) si ha: f(0) = 0, f(2) = 1, f(4) = 2, f(6) = 3, et
. e poi
f(1) = −1, f(3) = −2, f(5) = −3, et
.1.4 Te
ni
he di dimostrazionePer proposizione intendiamo un enun
iato per il quale si può stabilire ilsuo valore di verità, 
ioè se è vero (V ) o falso (F ). Vediamo, a titolo diesempio, al
une proposizioni:

p1 : 2 è un numero naturale
p2 : 2 + 2 ≥ 7

p3 : π ∈ R .I 
orrispondenti valori di verità sono V per p1 e p3, F per p2. Proposi-zioni più 
omplesse possono essere ottenute mediante l'uso dei 
osiddetti
onnettivi logi
i , 
he elen
hiamo di seguito ponendo a �an
o di ognuno diessi il suo signi�
ato:
∼ non
∧ e
∨ oppure
⇒ implica (se . . . , allora . . .)
⇔ doppia implicazione (se e solo se)La 
ostruzione delle proposizioni più 
omplesse ri
hiede l'uso di parentesiper rendere il linguaggio non ambiguo. E

o due esempi:
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o(i) p1 ⇒ (p2 ⇒ p3)(ii) (p1 ∧ p2) ⇔ p3 ,
he in parole diventano:(i) Se vale p1, allora p2 impli
a p3(ii) p1 e p2 valgono se e solo se vale p3 .Se una proposizione 
omplessa p è ottenuta, mediante l'uso dei 
onnettivilogi
i, a partire da proposizioni p1 . . . pn, è naturale 
hiedersi quale siail suo valore di verità in funzione dei valori di verità delle proposizioni
p1 . . . pn mediante le quali essa è 
ostruita. Il punto di partenza è datodalle tavole di verità mostrate nella Tabella 1.1.

p ∼ p
V F
F V(a)

p1 p2 p1 ∧ p2
V V V
F V F
V F F
F F F(b)

p1 p2 p1 ∨ p2
V V V
F V V
V F V
F F F(
)

p1 p2 p1 ⇒ p2
V V V
F V V
V F F
F F V(d)

p1 p2 p1 ⇔ p2
V V V
F V F
V F F
F F V(e)Tabella 1.1 � Tavole di verità.Queste tavole di verità hanno un signi�
ato intuitivamente molto 
hiaro:ad esempio, nessuno dovrebbe meravigliarsi, leggendo la Tabella 1.1b, delfatto 
he p1∧p2 risulta vera se, e solo se, entrambe p1 e p2 sono vere. Solola tabella 1.1d potrebbe generare qual
he perplessità nel lettore, per 
uiora la dis
utiamo brevemente: poniamo

p1 : 
'è il sole
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p2 : fa

io una passeggiataLa proposizione

p1 ⇒ p2 (Se 
'è il sole, allora fa

io una passeggiata)è falsa solo se 
'è il sole e non fa

io una passeggiata; 
ioè, p1 ⇒ p2 èfalsa solo se p1 è vera e p2 è falsa. In parole, se non 
'è il sole, il fatto 
heio fa

ia la passeggiata o meno non 
ambia il valore di verità, 
he è V inentrambi i 
asi.Ora, 
on
entrandosi un momento, si può an
he ri
onos
ere 
he tutto 
iòè equivalente al fatto 
he la proposizione (1.4.1) sotto è una tautologia(dove tautologia signi�
a proposizione vera sempre, indipendentementedai valori di verità delle proposizioni usate per 
ostruirla):
(p1 ⇒ p2) ⇔ ((∼ p1) ∨ p2) . (1.4.1)Il fatto 
he la (1.4.1) sia una tautologia deriva dall'osservazione, innanzi-tutto, 
he la tavola di verità di ((∼ p1)∨ p2) 
oin
ide 
on la Tabella 1.1d;poi, si appli
a la Tabella 1.1e.Il seguente eser
izio risulterà utile quando dis
uteremo le te
ni
he di di-mostrazione di un teorema.

⊲ Eser
izio 1.5. Veri�
are 
he la seguente proposizione è una tautologia:
(p1 ⇒ p2) ⇔ ((∼ p2) ⇒ (∼ p1)) (1.4.2)Soluzione. La tavola di verità di (∼ p2) ⇒ (∼ p1) è la seguente:

p1 p2 (∼ p2) ⇒ (∼ p1)

V V V
F V V
V F F
F F V

(1.4.3)Poi
hé (1.4.3) 
oin
ide 
on Tabella 1.1d, la 
on
lusione segue immediatamentedalla Tabella 1.1e. ⊳In parti
olare, useremo la (1.4.2) nelle 
osiddette dimostrazioni per 
on-trapposizione.Te
ni
he di dimostrazioneAdesso illustriamo, mediante esempi sempli
i, dimostrazioni
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ostruttive;(ii) : per 
ontrapposizione;(iii) : per assurdo;(iv) : per induzione.Teorema 1.1. Esiste una funzione bigettiva f : N → Z.Dimostrazione. (
ostruttiva) : Questo teorema può essere dimostrato 
o-struendo espli
itamente la f : N → Z 
on le proprietà ri
hieste. I dettaglidi questa 
ostruzione sono stati forniti nell'Eser
izio 1.4.Teorema 1.2. Sia n ∈ N. Se n2 è pari, allora n è pari.Dimostrazione. (per 
ontrapposizione): Poniamo
p1 : n2 è pari
p2 : n è pariL'asserto da dimostrare è p1 ⇒ p2. In virtù della tautologia (1.4.2) pos-siamo, in modo equivalente, dimostrare 
he (∼ p2) ⇒ (∼ p1). In parole, èsu�
iente dimostrare 
he:

se n è dispari, allora n2 è dispari. (1.4.4)Ma, se n è dispari, allora si può s
rivere n = 2k+1, dove k ∈ N. Dunque
n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1è dispari, 
ome ri
hiesto.Teorema 1.3. √2 6∈ Q.Dimostrazione. (per assurdo): In questo 
aso, la dimostrazione 
onsistenel mostrare 
he, negando la tesi, si arriva ad una 
ontraddizione (as-surdo). Supponiamo dunque 
he √

2 ∈ Q: allora deve essere possibiles
rivere √
2 =

n

m
, (1.4.5)
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he di dimostrazione 15dove m,n ∈ Z, m, n 6= 0 e m,n sono primi fra loro.Elevando al quadrato la (1.4.5), si ottiene fa
ilmente
2m2 = n2 .Dunque n2 è pari e, per il Teorema 1.2, an
he n è pari, 
ioè n = 2k.Quindi
m2 = 2k2 ,da 
ui an
he m è pari, 
osa 
he 
ontraddi
e il fatto 
he m e n siano primitra loro.Per 
hiudere questa sezione, illustriamo ora il prin
ipio di induzione ma-temati
a. Il modo più sempli
e per enun
iarlo è il seguente:Proprietà 1.1 (Prin
ipio di induzione). Sia pn, n ∈ N, una famiglia diproposizioni. Se(i) p0 è vera;(ii) (pk vera) ⇒ (pk+1 vera),allora pn è vera ∀n ∈ N.Per visualizzare il signi�
ato del prin
ipio di induzione si può pensare aduna �la di soldati in 
ui(i) il primo soldato 
ade;(ii) (la 
aduta del soldato al posto k) ⇒ (la 
aduta del soldato al posto

k + 1).Allora tutti i soldati 
adono.Introdu
iamo l'utile simbolo di sommatoria Σ. In parti
olare, pre
isiamo
he, se a1, . . . , an sono n numeri reali, allora vale la regola di s
rittura:
n
∑

i=1

ai = a1 + a2 + . . . + an (1.4.6)(si legge sommatoria per i da 1 a n di ai). Il simbolo i viene 
hiamatoindi
e di sommatoria. Altre lettere 
omunemente usate per denotare unindi
e di sommatoria sono j, k oppure ℓ, ad esempio.
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oTeorema 1.4. ∀ n ∈ N, si ha
n
∑

ℓ=0

ℓ =
n (n+ 1)

2
. (1.4.7)Dimostrazione. (per induzione): dobbiamo veri�
are 
he sono soddisfattele due ipotesi induttive (i) e (ii) del prin
ipio di induzione (Proprietà 1.1).Per la (i), si ha sempli
emente

0
∑

ℓ=0

ℓ =
0 (0 + 1)

2
= 0 ,
he e�ettivamente risulta vera. Per quanto inve
e riguarda la (ii), possia-mo s
rivere

k+1
∑

ℓ=0

ℓ =
k
∑

ℓ=0

ℓ + (k + 1) =
k (k + 1)

2
+ (k + 1)

= (k + 1) (
k

2
+ 1) =

(k + 1) [(k + 1) + 1]

2
, (1.4.8)dove, per la se
onda uguaglianza in (1.4.8), abbiamo usato il fatto 
he la(1.4.7), per l'ipotesi induttiva, è vera per n = k. A questo punto la (1.4.8)non è altro 
he la (1.4.7) 
on n = k + 1.Aneddoto: Si narra 
he Gauss, all'età di 7 (sette!) anni, abbia ottenutola (1.4.7) nel modo seguente:

1
n

+
+

2
(n− 1)

+
+

3
(n− 2)

+
+

· · · · · · +
+

(n− 1)
2

+
+

n
1

Ognuno dei vale (n+1), e di 
e ne sono n. Quindi la somma delledue righe vale n (n+ 1). Dividendo per 2, si ottiene la (1.4.7)!
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⊲ Eser
izio 1.6. SiaA l'insieme dei naturali multipli di 2 e siaB l'insiemedei naturali multipli di 6. Des
rivere i seguenti insiemi:

A ∩B ; CA(B) ; CN(A) ; A× B .Soluzione. Osserviamo preliminarmente 
he
A = {2k ∈ N : k ∈ N} ; B = {6k ∈ N : k ∈ N} .Quindi B ⊂ A, per 
ui A ∩B = B. Poi,

CA(B) = {(2 + 6k) ∈ N : k ∈ N} ∪ {(4 + 6k) ∈ N : k ∈ N} .Proseguendo, troviamo:
CN(A) = {(2k + 1) ∈ N : k ∈ N} .In�ne

A×B = {[2k, 6ℓ] ∈ N×N : k, ℓ ∈ N} .Si può notare 
he A×B è un sottoinsieme del prodotto 
artesiano di N 
on sestesso.
⊳

⊲ Eser
izio 1.7. Siano A e B gli insiemi de�niti nell'Eser
izio 1.6; siapoi
D = {[k, k] ∈ N×N : k ∈ N} .Des
rivere l'insieme

(A× B) ∩D .Soluzione.
(A×B) ∩D = {[6k, 6k] ∈ N×N : k ∈ N} .

⊳

⊲ Eser
izio 1.8. Siano A e B gli insiemi de�niti nell'Eser
izio 1.6. Si
onsideri la funzione f : A → B de�nita da:
f(n) = 6n ∀ n ∈ A .

f è iniettiva? f è surgettiva?
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oSoluzione.
6n1 = 6n2 ⇒ n1 = n2 ,quindi f è iniettiva. Per quanto riguarda la surgettività, è su�
iente osservare
he, dato 
he 1 6∈ A,

∄ n ∈ A tale che f(n) = 6 .Quindi f non è surgettiva.
⊳

⊲ Eser
izio 1.9. Siano A e B gli insiemi de�niti nell'Eser
izio 1.6. Side�nis
a, se possibile, una funzione bigettiva f : B → A.Soluzione. Basta porre:
f(n) =

n

3
, ∀ n ∈ B .

⊳Vediamo ora al
uni eser
izi 
he 
i 
onsentiranno di a
quisire la te
ni
ane
essaria per trasformare un numero periodi
o nella 
orrispondente fra-zione, in 
ui numeratore e denominatore sono numeri interi (in molti te-sti questa, una volta ridotta ai minimi termini, viene 
hiamata frazionegeneratri
e del numero periodi
o).
⊲ Eser
izio 1.10. Veri�
are 
he

0, 9 = 1 . (1.5.1)Soluzione. Poniamo x = 0, 9. Possiamo s
rivere:
10x = 9, 9 ,da 
ui

10x− x = 9, 9− 0, 9 = 9 .Da questo si ri
ava subito
9x = 9 ,e quindi x = 1. Alternativamente, il lettore avrebbe potuto pro
edere perassurdo, supponendo 1− 0, 9 > 0 e derivando una 
ontraddizione. ⊳Il metodo dell'eser
izio pre
edente 
onsente in realtà di 
ostruire la fra-zione generatri
e di qualunque numero periodi
o, 
ome adesso mostriamoin dettaglio.
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izi di riepilogo 19Rappresentiamo un generi
o numero periodi
o in forma de
imale mediantela s
rittura:
x = r1 . . . rn, a1 . . . apb1 . . . bq (1.5.2)Tutte le 
ifre 
he 
ompaiono nella s
rittura di x sono numeri naturali, 
on

r1 6= 0: in parti
olare x ha q 
ifre nel periodo e p 
ifre nell'antiperiodo.Per abbreviare la s
rittura poniamo:
R = r1 . . . rn , Ap = a1 . . . ap , Bq = b1 . . . bq , (1.5.3)per 
ui x = R,ApBq. Ora osserviamo 
he:

10p · x = RAp, Bq e 10p+q · x = RApBq, Bq .Da questo possiamo s
rivere:
10p+q · x− 10p · x = RAp Bq, Bq − RAp, Bq = RApBq −RAp ,da 
ui si dedu
e:

10p · (10q − 1) · x = RApBq −RAp ,ovvero:
x =

RAp Bq − RAp

99 . . . 900 . . . 0
, (1.5.4)dove il numero di 9 nella frazione generatri
e (1.5.4) è pari a q, mentre ilnumero di 0 è esattamente p. Si noti però 
he, per 
ompletare il pro
esso,può risultare ne
essario ridurre la frazione generatri
e trovata in (1.5.4) aiminimi termini.

⊲ Eser
izio 1.11. Determinare la frazione generatri
e di:
x = 34, 23 . (1.5.5)Soluzione. Appli
hiamo la (1.5.4) (
on q = 2 e p = 0). Si ottiene:

x =
3423 − 34

99
=

3389

99
.Notiamo 
he gli uni
i numeri primi 
he dividono 99 sono 3 e 11: dato 
he ilnumeratore non è divisibile per nessuno di questi due numeri, 
on
ludiamo 
hela frazione generatri
e trovata è già ridotta ai minimi termini. ⊳
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⊲ Eser
izio 1.12. Determinare la frazione generatri
e di:

x = 37, 7241 . (1.5.6)Soluzione. Appli
hiamo la (1.5.4) (
on q = 2 e p = 2). Otteniamo:
x =

377241 − 3772

9900
=

373469

9900
.Notiamo 
he gli uni
i numeri primi 
he dividono 9900 sono 2, 3, 5 e 11: dato 
heil numeratore non è divisibile per nessuno di questi quattro numeri, 
on
ludiamo
he la frazione generatri
e trovata è già ridotta ai minimi termini. ⊳

⊲ Eser
izio 1.13. Dimostrare la seguente formula per induzione:
n
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
= 2−

(

n + 2

2n

)

. (1.5.7)Soluzione. Come primo passo, veri�
hiamo 
he la (1.5.7) è soddisfatta per
n = 1. Abbiamo:

2−
(

1 + 2

21

)

= 2− 3

2
=

1

2
.D'altra parte, an
he

1
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
=

1

2
,
ome ri
hiesto. Adesso dobbiamo utilizzare l'ipotesi induttiva per dimostrare
he:

n+1
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
= 2−

(

n+ 3

2n+1

)

.Abbiamo:
n+1
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
=

n
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
+

(n+ 1)

2n+1
.Ora, usando l'ipotesi induttiva, si ha:

n+1
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
=

n
∑

ℓ=1

ℓ

2ℓ
+

(n + 1)

2n+1
= 2−

(

n+ 2

2n

)

+
(n+ 1)

2n+1

= 2− 2(n+ 2)− (n+ 1)

2n+1

= 2−
(

n+ 3

2n+1

)

,
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ome ri
hiesto. ⊳

⊲ Eser
izio 1.14. Un ve

hio saggio di
e:(i) nessuna persona irrazionale è un matemati
o;(ii) tutte le persone razionali 
he si impegnano per far fortuna diventanori

he.In base a questi prin
ipi di saggezza si può dedurre 
he:(a) nessuno 
he non si impegni può essere un matemati
o;(b) i matemati
i 
he si impegnano per far fortuna diventano ri

hi;(
) i matemati
i diventano ri

hi solo se si impegnano per far fortuna;(d) le persone razionali sono sempre dei matemati
i;(e) tutti i ri

hi sono persone razionali oppure sono dei matemati
i.Soluzione. Le due a�ermazioni del saggio possono essere s
hematizzate 
omesegue:(i) matemati
o ⇒ razionale(ii) ( razionale e impegno) ⇒ ri

o(si noti 
he per (i) abbiamo usato l'Eser
izio 1.5). Ora, appli
ando (i), dedu
ia-mo 
he:(iii) ( matemati
o e impegno) ⇒ ( razionale e impegno)In�ne, da (iii) e (ii):(iv) ( matemati
o e impegno) ⇒ ri

oQuindi la risposta (b) è 
orretta. Il lettore 
ompleterà lo studio di questoeser
izio veri�
ando 
he le altre possibili risposte NON sono a

ettabili.
⊳
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izi proposti
⊲ Eser
izio 1.15. Ordinare i seguenti numeri razionali in ordine 
res
ente

3

4
,
5

6
,
13

10
,
1

2
.

⊲ Eser
izio 1.16. Gigi ha una torta: dopo un'ora, ne ha mangiato i
(2/7) e, nell'ora seguente, ne mangia i (2/7) di 
iò 
he rimaneva dopo laprima ora. Quale parte di torta viene mangiata da Gigi in queste due ore?
⊲ Eser
izio 1.17. S
rivere in forma di quoziente di interi il numeroperiodi
o 2, 1331 .
⊲ Eser
izio 1.18. Si 
onsideri la funzione f : N → N de�nita da:

f(n) = n3 , ∀ n ∈ N .Stabilire se f è: iniettiva, surgettiva, bigettiva.
⊲ Eser
izio 1.19. Cal
olare la somma dei primi n numeri dispari:

n−1
∑

k=0

(2k + 1) .

⊲ Eser
izio 1.20. Cal
olare la somma dei primi n numeri pari.
⊲ Eser
izio 1.21. Dimostrare 
he la somma dei quadrati dei primi nnumeri naturali è:

n
∑

k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

⊲ Eser
izio 1.22. Dimostrare le seguenti a�ermazioni:(i) la somma di due numeri pari è un numero pari;(ii) la somma di due numeri dispari è un numero pari;(iii) il prodotto di due numeri dispari è un numero dispari.
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⊲ Eser
izio 1.23. Dati due numeri reali a e b, 
on a < b, poniamo:

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b} .L'insieme (a, b) viene 
hiamato intervallo aperto di estremi a e b (si noti
he a 6∈ (a, b) e b 6∈ (a, b)). Ora si 
onsideri l'insieme
I =

⋃

k∈Z
(k, k + 1)(questa simbologia signi�
a 
he l'insieme I è l'unione degli (in�niti) in-tervalli aperti (k, k + 1) , dove k è un numero intero). Determinare

CR(I) .
⊲ Eser
izio 1.24. Si 
onsideri la proposizione seguente:(i) ogni uomo politi
o ha qual
he buona qualità;Dire 
he la proposizione (i) è falsa equivale a dire 
he:(a) esiste almeno un uomo politi
o senza al
una buona qualità;(b) tutti gli uomini politi
i sono senza al
una buona qualità;(
) se un uomo non ha nessuna buona qualità, allora è un politi
o;(d) ogni uomo politi
o è senza buone qualità;(e) se un uomo ha almeno una buona qualità, allora è un politi
o.1.7 CommentiLa teoria degli insiemi è stata inizialmente sviluppata, nella se
onda metàdel se
olo XIX, dal matemati
o tedes
o G. Cantor. Una sistemazione piùmoderna (assiomati
a) dei fondamenti di questa teoria è stata iniziata daZermelo, intorno al 1908. Attualmente, questa teoria svolge un ruolo im-portante per i fondamenti della matemati
a e si 
ollo
a nell'ambito della
osiddetta logi
a matemati
a.
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oIn questo 
apitolo abbiamo lavorato, in modo operativo e diretto, 
onl'insieme dei numeri naturali N : segnaliamo però 
he un'introduzionematemati
amente rigorosa dei numeri naturali ri
hiederebbe un appro

ioassiomati
o di 
ui il prin
ipio di induzione risulta essere una 
onseguenza;gli assiomi relativi ai numeri naturali sono noti 
ome assiomi di Peano, inonore del matemati
o 
he, rielaborando un pre
edente lavoro di Dedekind,per primo li introdusse nel 1889.Riprendiamo ora brevemente il 
on
etto di numero tras
endente: formal-mente, si tratta di un numero irrazionale 
he non è algebri
o, 
ioè non èsoluzione di nessuna equazione polinomiale della forma:
anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0 ,dove n ≥ 1 e i 
oe�
ienti ai sono numeri interi, non tutti nulli. L'insiemedei numeri tras
endenti non è 
hiuso rispetto all'addizione e al prodotto;ad esempio, se x è tras
endente, 
osì sarà −x, ma la loro somma (
he è

0) è evidentemente un numero algebri
o. L'insieme dei numeri algebri-
i è numerabile, 
ioè ammette una 
orrispondenza biunivo
a (= funzionebigettiva) 
on l'insieme dei numeri naturali N. Al 
ontrario, l'insieme ditutti i numeri realiR è non numerabile; 
iò impli
a 
he l'insieme dei nume-ri tras
endenti è non numerabile, 
ioè esistono in�nitamente più numeritras
endenti 
he algebri
i (las
iamo al solo livello intuitivo il signi�
ato diquesta a�ermazione). Tale risultato fu dimostrato da Cantor alla �ne delse
olo XIX.In generale, di
iamo 
he dimostrare 
he un dato numero è tras
endentepuò essere molto di�
ile: l'esistenza dei numeri tras
endenti fu dimostrataper la prima volta nel 1844 dal grande matemati
o fran
ese J. Liouville,
he rius
ì a 
ostruire un'intera importante 
lasse di numeri tras
endenti,i 
osiddetti numeri di Liouville.In parti
olare, la s
operta dei numeri tras
endenti 
onsentì la dimostrazio-ne dell'impossibilità di risolvere diversi anti
hi problemi geometri
i riguar-danti 
ostruzioni 
on riga e 
ompasso. Il più famoso, 
ioè la 
osiddettaquadratura del 
er
hio, 
onsiste nel 
ostruire, mediante riga e 
ompasso,un quadrato avente la stessa area di un dato 
er
hio: l'impossibilità di ri-solvere questo problema equivale alla tras
endenza di π, 
he fu dimostratarigorosamente da F. Von Lindemann nel 1882.



2
Geometria analitica nel
piano

2.0 S
opi del 
apitoloNel Capitolo 1 abbiamo identi�
ato l'insieme dei numeri reali R 
on ipunti di una retta. Ora stabiliamo una 
orrispondenza biunivo
a fra ipunti P del piano e le 
oppie ordinate di numeri reali [a, b].Più pre
isamente, diremo 
he un sistema di riferimento 
artesiano nelpiano è 
ostituito da due assi 
ome in Figura 2.1. Questa terminologiarappresenta un omaggio al grande matemati
o e �losofo fran
ese René De-s
artes (Cartesio) 
he, intorno alla metà del se
olo XVII, introdusse questisistemi di riferimento e li appli
ò allo studio di vari problemi geometri
i.Per i nostri s
opi possiamo assumere 
he gli assi siano ortogonali fra loroe orientati 
ome nella Figura 2.1. Tradizionalmente, l'asse orizzontale èindi
ato 
ome asse x, mentre quello verti
ale 
ome asse y.Il numero reale a, 
orrispondente alla proiezione ortogonale di P sull'asse
x, è detto as
issa di P , mentre b (
orrispondente alla proiezione ortogona-le di P sull'asse y) si 
hiama ordinata di P . La 
oppia ordinata di numerireali [a, b] rappresenta le 
oordinate 
artesiane di P (in seguito, le 
hiame-
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x

y III
III IVO

b Pb

a

Figura 2.1 � Sistema di riferimento 
artesiano per il piano.remo sempli
emente 
oordinate di P ). L'origine O è il punto di 
oordinate
[0, 0]. Useremo la s
rittura R2 per denotare il piano munito di un sistemadi riferimento 
artesiano 
ome in Figura 2.1 (si noti 
he, dal punto di vistastrettamente insiemisti
o, R2 
orrisponde al prodotto 
artesiano R×R).Si può an
he notare 
he il piano risulta suddiviso in quattro quadranti,tradizionalmente 
hiamati I, II, III e IV, 
ome indi
ato nella Figura 2.1(an
he, rispettivamente, primo quadrante, se
ondo quadrante et
.). Adesempio, il primo quadrante 
orrisponde all'insieme

I =
{

[x, y] ∈ R2 : x, y ≥ 0
}

.Notiamo an
he 
he, su 
ias
uno dei due assi, è �ssata un'unità di misura:quando la ne
essità di realizzare una data �gura lo renderà opportuno,useremo un'unità di misura sull'asse y diversa rispetto a quella �ssata sul-l'asse x.La geometria analiti
a 
onsiste nello studio delle proprietà geometri
hedelle varie �gure attraverso l'uso delle 
oordinate. In questo 
apitoloimpareremo i primi 
on
etti fondamentali 
he 
i 
onsentiranno, in par-ti
olare, di des
rivere rette, 
ir
onferenze e parabole attraverso opportuneequazioni. Gli argomenti di questo 
apitolo rivestono un ruolo 
entrale nelnostro lavoro. In parti
olare, fornis
ono strumenti 
hiave per approfondiresia la geometria eu
lidea 
lassi
a, sia lo studio delle funzioni 
he abbiamo



2.1 Equazioni di 
ir
onferenze e rette 27iniziato nel Capitolo 1: in questo ordine di idee, nel �2.2 illustreremo il
on
etto di gra�
o di una funzione. In�ne, va detto 
he lo studio 
riti
oe 
onsapevole della geometria analiti
a 
ostituis
e, a nostro avviso, unadelle migliori palestre per allenare la mente al ragionamento matemati
o.2.1 Equazioni di 
ir
onferenze e retteAl �ne di a
quisire maggiore 
on�denza 
on l'uso delle 
oordinate svolgia-mo un paio di sempli
i eser
izi preliminari.
⊲ Eser
izio 2.1. Siano P0 = [x0, y0] e P1 = [x1, y1] due punti di R2.(i) Esprimere la distanza tra P0 e P1 in funzione delle loro 
oordinate.(ii) Espli
itare le 
oordinate del punto medio M del segmento P0 P1 infunzione delle 
oordinate di P0 e di P1.Soluzione. Possiamo avvaler
i della rappresentazione gra�
a in Figura 2.2,

x

y

b

P0

b
M

b
P1

y0

yM

y1

x0 xM x1

x1−x0

y
1
−
y
0

b

b

b Q1

Q2

Q3

Figura 2.2 � Lunghezza di un segmento e 
oordinate del punto medio.da 
ui dedu
iamo:(i) Appli
ando il Teorema di Pitagora al triangolo rettangolo △P0 Q1 P1 siottiene: dist(P0, P1) =√(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 . (2.1.1)(ii) Dalla 
ongruenza dei triangoli △P0 Q3 M e △M Q2 P1 dedu
iamo 
he xM èequidistante da x0 e x1, per 
ui l'as
issa xM vale:
xM = (x0 + x1)/2 .
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a nel pianoRagionando in modo simile per l'ordinata yM si ri
ava
M = [xM , yM ] =

[x0 + x1
2

,
y0 + y1

2

]

. (2.1.2)
⊳Osservazione 2.1. Nell'Eser
izio 2.1 abbiamo dato una risposta a domandedi 
hiara natura geometri
a utilizzando le 
oordinate. Questo fornis
e unaprima idea del metodo di lavoro proprio della geometria analiti
a.

⊲ Eser
izio 2.2. Siano P0 = [2, 2] e P1 = [5, 6]. Cal
olare la distanza tra
P0 e P1, e il punto medio M del segmento P0 P1.Soluzione. Appli
ando (2.1.1) e (2.1.2), si trovadist(P0, P1) = 5 , M =

[7

2
, 4
]

.

⊳A�rontiamo ora un primo problema signi�
ativo: des
rivere una 
ir
on-ferenza mediante l'uso delle 
oordinate. Per �ssare le idee, supponiamodi dover des
rivere la 
ir
onferenza γ avente 
entro C = [x0, y0] e raggio
R > 0 assegnati. Geometri
amente, se
ondo la De�nizione ??, possiamos
rivere

γ =
{

P ∈ R2 : dist(P,C) = R
}

. (2.1.3)Ora, indi
hiamo 
on P = [x, y] il generi
o punto di R2. Usando la formula(2.1.1) 
he fornis
e la distanza fra due punti, è immediato 
onstatare 
hela (2.1.3) equivale a
γ =

{

[x, y] ∈ R2 :
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R
}

. (2.1.4)A parole, 
iò vuol dire 
he i punti di γ sono esattamente quei punti di R2
he soddisfano la 
ondizione
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 = R . (2.1.5)Elevando al quadrato, la (2.1.5) può essere ris
ritta in modo equivalente
ome segue:
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 = R2 . (2.1.6)La (2.1.6) è l'equazione 
artesiana della 
ir
onferenza γ di 
entro C =

[x0, y0] e raggio R (> 0).



2.1 Equazioni di 
ir
onferenze e rette 29Osservazione 2.2. Il lettore dovrebbe ri�ettere 
on attenzione sul signi�-
ato di (2.1.6): intanto bisogna 
apire 
he x0, y0 e R (R > 0) sono numerireali �ssati. Poi, si deve a
quisire il fatto 
he i punti di γ sono esatta-mente quelli le 
ui 
oordinate soddisfano l'equazione (2.1.6). Questo èun 
on
etto fondamentale 
he si appli
a ad ogni situazione in 
ui un luo-go geometri
o di punti (ad esempio, una retta, o una parabola et
.) èdes
ritto mediante un'equazione.Osservazione 2.3. Svolgendo i 
al
oli nella (2.1.6) si perviene all'equazioneequivalente:
x2 + y2 − 2x0x− 2y0y + x2

0 + y20 −R2 = 0 .Ponendo in quest'ultima










a = −2x0

b = −2y0

c = x2
0 + y20 − R2

(2.1.7)si trova
x2 + y2 + ax+ by + c = 0 . (2.1.8)Si osservi 
he la (2.1.6) può essere sempre s
ritta nella forma (2.1.8) ma ilvi
eversa non è sempre vero. Infatti, per passare dalla (2.1.8) alla (2.1.6)bisogna ri
avare il 
entro ed il raggio della 
ir
onferenza in funzione di a,

b e c. Dalla (2.1.7) si trova














x0 = −a/2

y0 = −b/2

R =
√

a2+b2−4c
4

(2.1.9)dalle quali si evin
e 
he il raggio R è un numero reale diverso da zero see solo se a2 + b2 − 4c > 0. In parti
olare, solo se quest'ultima 
ondizioneè soddisfatta la (2.1.8) des
rive una 
ir
onferenza (se a2 + b2 − 4ac = 0 ,allora la (2.1.8) rappresenta un solo punto; se inve
e a2 + b2 − 4ac < 0 ,allora la (2.1.8) non è veri�
ata da al
un punto del piano 
artesiano).
⊲ Eser
izio 2.3. (i) S
rivere l'equazione della 
ir
onferenza γ di 
en-tro C = [3, 1] e raggio 5.
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a nel piano(ii) Siano P1 = [1, 3], P2 = [2, 4], P3 = [0, 5]: stabilire quale fra questi 3punti appartiene a γ.Soluzione. (i) Appli
ando la (2.1.6) troviamo 
he l'equazione di γ è:
(x− 3)2 + (y − 1)2 = 25 . (2.1.10)(ii) Sostituendo le 
oordinate di P1 nel membro a sinistra dell'equazione (2.1.10)abbiamo:

(1 − 3)2 + (3− 1)2 = 8 6= 25 ,per 
ui le 
oordinate di P1 non soddisfano la (2.1.10) e quindi P1 6∈ γ. Pro
e-dendo in modo simile per P2 si ottiene
(2− 3)2 + (4− 1)2 = 10 6= 25 ,per 
ui an
he P2 6∈ γ. In�ne, lo stesso tipo di veri�
a per P3 fornis
e

(0− 3)2 + (5− 1)2 = 25 ,per 
ui si 
on
lude 
he P3 ∈ γ.
⊳Adesso pro
ediamo per arrivare a des
rivere le rette in R2 mediante op-portune equazioni. Con riferimento alla Figura 2.3, iniziamo a trattareil 
aso di una retta r passante per l'origine O, non parallela ad un asse
artesiano e 
ontenuta nei quadranti I e III.

x

y

b

b b

P1

b
P

O

y1

y

Q1=[x1,0] Q=[x,0]

r

θFigura 2.3 � Retta passante per l'origine.



2.1 Equazioni di 
ir
onferenze e rette 31Una tale retta è univo
amente individuata dalla assegnazione di un punto
P1 = [x1, y1] ∈ r, P1 6= O. Come in Figura 2.3, sia P = [x, y] un generi
opunto di r nel primo quadrante, e siano poi Q1 e Q rispettivamente leproiezioni ortogonali di P1 e P sull'asse x (per sempli
ità, trattiamo il 
asoin 
ui P1 e P si trovano nel primo quadrante: le osservazioni ne
essarieper trattare i rimanenti 
asi sono las
iate al lettore). Dalla similitudinedei due triangoli △OP1Q1 e △OPQ segue 
he:

y1 : x1 = y : x , (2.1.11)da 
ui
y1
x1

=
y

x
. (2.1.12)Posto ora per 
onvenienza

y1
x1

= m , (2.1.13)vediamo 
he la 
ondizione (2.1.12) può essere ris
ritta più sempli
emente
ome:
y = mx (2.1.14)(si noti 
he l'equazione pre
edente risulta veri�
ata an
he dalle 
oordinate

[0, 0] dell'origine O). Riassumendo, l'equazione (2.1.14) rappresenta, nel
aso m > 0, una retta r passante per O e 
ontenuta nei quadranti I e
III. Il numero reale m è 
hiamato 
oe�
iente angolare della retta r: nelsu

essivo Capitolo 5 impareremo 
he m 
oin
ide 
on la tangente dell'an-golo θ 
ompreso tra r e la semiretta positiva dell'asse x (m = tan θ). Perora, invitiamo an
ora il lettore a ri�ettere bene sul fatto 
he l'equazione(2.1.14) va interpretata 
ome segue: un generi
o punto P appartiene ad rse e solo se le sue 
oordinate soddisfano l'equazione (2.1.14), o, in formule,

P = [x, y] ∈ r ⇔ y = mx .

⊲ Eser
izio 2.4. (i) S
rivere l'equazione della retta r 
he 
ontiene l'o-rigine e il punto P1 = [2, 4].(ii) Siano P2 = [3, 2] e P3 = [1, 2]. Stabilire se questi due punti appar-tengono a r.Soluzione. (i) In questo 
aso
m =

4

2
= 2 ,
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a nel pianoper 
ui l'equazione di r è
r : y = 2x .(ii) Il lettore non dovrebbe avere di�
oltà a veri�
are 
he P2 6∈ r, mentre P3 ∈ r.

⊳Ora un ragionamento perfettamente analogo a quello illustrato sopra 
on-sente di arrivare a des
rivere una retta passante per l'origine, e 
ontenutanei quadranti II e IV, an
ora 
on (2.1.14), ma 
on m < 0. Pertanto sipuò a�ermare, riassumendo questa dis
ussione, 
he una generi
a retta rpassante per l'origine, diversa dall'asse y, si rappresenta 
on l'equazione
y = mx , dove m ∈ R (2.1.15)(si noti 
he, nel 
aso in 
ui m = 0, r 
oin
ide 
on l'asse x). Dal ra-gionamento pre
edente abbiamo dovuto es
ludere l'asse y, per
hé questo
orrisponderebbe alla situazione (non a

ettabile) in 
ui x1 = 0 in (2.1.12).Osservando 
he i punti dell'asse y sono tutti e solo quelli 
he hanno la pri-ma 
oordinata (as
issa) nulla, il lettore non dovrebbe avere dubbi sul fatto
he l'equazione dell'asse y è sempli
emente:

x = 0 . (2.1.16)
⊲ Eser
izio 2.5. Sia r la retta di equazione y = 3x. S
rivere l'equazionedella retta r′ 
he 
ontiene il punto P ′ = [1, 5] ed è parallela a r.Soluzione. Aiutiamo
i 
ostruendo una visualizzazione gra�
a del problema,
ome in Figura 2.4. Nella �gura si può osservare 
he i punti di r′ si ottengonoda quelli di r mediante un'opportuna traslazione verti
ale: in prati
a, in
remen-tando di un'opportuna quantità �ssa il valore dell'ordinata (y) dei punti di r.Indi
ando 
on b (∈ R) questa quantità, dedu
iamo 
he l'equazione 
he governal'appartenenza a r′ è:

y = 3x+ b . (2.1.17)Ora, per 
al
olare il valore di b, è su�
iente imporre 
he le 
oordinate di P ′soddis�no la (2.1.17). Otteniamo
5 = 3 · 1 + b ,da 
ui si ri
ava subito b = 2. In 
on
lusione, l'equazione di r′ è:

r′ : y = 3x+ 2 .
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x

y

b

b
P ′

5

3

1O

r′ r

b

Figura 2.4 � Rette parallele e traslazioni verti
ali.
⊳Generalizzando il 
ontenuto dell'eser
izio pre
edente possiamo a�ermare
he

y = mx+ b m, b ∈ R (2.1.18)rappresenta l'equazione di una generi
a retta di R2, non parallela all'asse
y, ed è an
he 
hiamata equazione espli
ita della retta.Osservazione 2.4. L'Eser
izio 2.5 
i permette di 
on
ludere 
he due rettesono parallele se e solo se hanno lo stesso 
oe�
iente angolare.Per a
quisire una maggiore familiarità 
on questi importanti 
on
etti svol-giamo ora al
uni eser
izi illustrativi.
⊲ Eser
izio 2.6. Sia P = [2, 3].(i) S
rivere l'equazione della retta r1 passante per P e parallela all'asse

x;(ii) S
rivere l'equazione della retta r2 passante per P e parallela all'asse
y.Soluzione. Le rette ri
hieste sono rappresentate nella Figura 2.5: in parti
ola-re, vediamo 
he la 
ondizione 
he esprime l'appartenenza di un generi
o punto
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x

y

b

b

b
P

r2

r1

2

3

Figura 2.5 � Rette parallele agli assi.
P a r1 è sempli
emente 
he l'ordinata di P sia uguale a 3. Pertanto l'equazionedi r1 è y = 3. Analogamente, si ottiene l'equazione di r2: x = 2.

⊳

⊲ Eser
izio 2.7. Siano P1 = [2, 1] e P2 = [3, 3]. Determinare l'equazionedella retta r 
he 
ontiene P1 e P2.Soluzione. Per risolvere questo eser
izio possiamo pro
edere in due modidistinti: per via puramente algebri
a, oppure ragionando geometri
amente.Risoluzione per via algebri
a: grazie a quanto ottenuto in (2.1.18), possiamoa�ermare 
he l'equazione di r è della forma:
r : y = mx+ b ,dove i 
oe�
ienti in
ogniti m e b possono essere determinati imponendo 
hele 
oordinate dei due punti P1 e P2 soddis�no l'equazione della retta r. Piùpre
isamente, l'appartenenza di P1 a r equivale alla 
ondizione:
1 = m · 2 + b , (2.1.19)mentre l'appartenenza di P2 a r 
orrisponde a:
3 = m · 3 + b . (2.1.20)Sottolineiamo 
he i 
oe�
ienti in
ogniti m e b devono soddisfare entrambe leequazioni (2.1.19) e (2.1.20). In questi 
asi si utilizza la simbologia seguente:
{

1 = m · 2 + b
3 = m · 3 + b

(2.1.21)e si di
e 
he (2.1.21) è un sistema di equazioni nelle due in
ognite m e b. Ingenerale, lo studio dei sistemi di equazioni è alquanto 
omplesso; ma, nella nostra
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onferenze e rette 35sempli
e situazione, è inve
e fa
ile pervenire alla sua soluzione mediante sempli
i
onsiderazioni algebri
he. Infatti possiamo ri
avare, dalla prima equazione in(2.1.21),
b = 1− 2m . (2.1.22)Sostituendo questa informazione nella se
onda equazione di (2.1.21) dedu
iamo
he:

3 = 3m+ (1− 2m) ,da 
ui ri
aviamo immediatamente
m = 2 . (2.1.23)Usando (2.1.23) in (2.1.22) 
on
ludiamo 
he

b = 1− 2 · 2 ,da 
ui
b = −3 . (2.1.24)Ne segue 
he l'equazione della retta r ri
hiesta è:

r : y = 2x− 3 . (2.1.25)A titolo di veri�
a ulteriore, il lettore può 
ontrollare sia il fatto 
he le 
oordinatedi P1 e P2 soddisfano (2.1.25), sia la validità di entrambe le equazioni in (2.1.21)quando b = −3 e m = 2.Risoluzione per via geometri
a: visualizziamo la situazione attraverso laFigura 2.6 dove abbiamo tra

iato la retta r′ parallela alla retta r e passanteper l'origine. Le rette r′ e r sono parallele per 
ostruzione, quindi, per l'Os-servazione 2.4, hanno lo stesso 
oe�
iente angolare m. Sfruttando la simili-tudine dei triangoli △OP ∗Q∗ e △P1P2Q in Figura 2.6, grazie alla 
ostruzione(2.1.11)�(2.1.14) possiamo dedurre 
he
m =

P ∗Q∗

OQ∗ =
P2Q

P1Q
=

(3− 1)

(3− 2)
= 2 .Poi, dato 
he r deve 
ontenere P1 = [2, 1],si ri
ava:

r : y = 2x− 3 = 2(x− 2) + 1 , (2.1.26)risultato 
he 
oin
ide 
on (2.1.25).
⊳
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x

y

b
P1

b Q

b
P2

b
P ∗

Q∗ 2 3

1

3

r′ r

O

Figura 2.6 � Equazione di una retta passante per due punti assegnati.A margine dell'eser
izio pre
edente proponiamo una breve ri�essione sulmetodo di lavoro: è importante, quando si studia un problema matemati-
o, abituarsi ad usare tutte le 
onos
enze a propria disposizione, 
onfron-tando fra loro risultati eventualmente ottenuti mediante pro
edimenti di-versi, an
he 
er
ando di 
ontrollarne la 
oerenza; 
iò favoris
e una miglioreassimilazione dei metodi impiegati ed aiuta ad elaborare utili relazioni tratutte le nozioni utilizzate.Detto questo, il lettore è ora invitato a pro
edere autonomamente adun importante sforzo di rielaborazione dei 
ontenuti dell'Eser
izio 2.7: ilrisultato �nale deve essere la soluzione 
ompleta dell'eser
izio su

essivo.
⊲ Eser
izio 2.8. Siano P1 = [x1, y1] e P2 = [x2, y2] due generi
i punti di
R2, (P1 6= P2).(i) Determinare l'equazione della retta r 
he 
ontiene P1 e P2.(ii) Determinare l'equazione della generi
a retta r 
he 
ontiene P1.Soluzione. (i) Caso x1 6= x2:

m =
y2 − y1
x2 − x1

(2.1.27)e
r : y =

[

y2 − y1
x2 − x1

]

(x− x1) + y1 . (2.1.28)
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ir
onferenze e rette 37Caso x1 = x2 (retta parallela all'asse y):
r : x = x1 . (2.1.29)(ii) La generi
a retta passante per P1 (non parallela all'asse y) è:

r : y = m(x− x1) + y1 , dove m ∈ R . (2.1.30)La retta r passante per P1 e parallela all'asse y è inve
e la (2.1.29).
⊳An
he l'eser
izio seguente è molto importante.

⊲ Eser
izio 2.9. Siano
r : y = mx+ b e r′ : y = m′x+ b′due rette e supponiamo 
he esse siano perpendi
olari fra loro, 
on m 6= 0.Determinare la relazione tra i loro 
oe�
ienti angolari m e m′.Soluzione. Dato 
he rette parallele hanno uguale 
oe�
iente angolare non èrestrittivo supporre1 
he il punto di intersezione tra r e r′ sia l'origine O. Quindipossiamo sempli
emente limitar
i a studiare il 
aso:

r : y = mx e r′ : y = m′x .Fa
endo riferimento alla Figura 2.7, vediamo 
he
θ = θ′ , (2.1.31)in quanto entrambi 
omplementari dello stesso angolo α. Ora, s
egliendo duepunti P1 = [x1, y1] ∈ r, P ′

1 = [x′1, y
′
1] ∈ r′ 
ome in Figura 2.7, dalla (2.1.31)dedu
iamo 
he i due triangoli

△OP1Q1 e △OP ′
1Q

′
1sono simili. Ne segue 
he

y1
x1

=
−x′1
y′1

. (2.1.32)D'altra parte:
m =

y1
x1

; m′ =
y′1
x′1

. (2.1.33)
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x

y

bP ′

1
b

P1

Q′

1

Q1

rr′

α
θ

θ′

OFigura 2.7 � Rette perpendi
olari: legame tra i rispettivi 
oe�
ienti angolari.Quindi la (2.1.32) può essere ris
ritta nel modo seguente:
m = − 1

m′

(

oppure m′ = − 1

m

)

, (2.1.34)
he fornis
e la relazione ri
hiesta.
⊳

⊲ Eser
izio 2.10. Siano P = [−3, 2] e r la retta di equazione
y = 2x+ 5 .Determinare l'equazione della retta r′ passante per P e perpendi
olare a

r.Soluzione. In virtù della (2.1.34) possiamo subito dire 
he il 
oe�
ienteangolare m′ di r′ è dato da:
m′ = − 1

m
= − 1

2
.Quindi l'equazione di r′ è della forma:

r′ : y = − 1

2
x+ b .1Basta traslare le due rette in modo 
he il loro punto di intersezione 
oin
ida 
onl'origine.
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ir
onferenze e rette 39Ora il valore di b può essere agevolmente 
al
olato imponendo il passaggio di r′per P . Si ottiene
2 = − 1

2
· (−3) + b ,da 
ui si ri
ava b = 1/2 e quindi

r′ : y = − 1

2
x+

1

2
.

⊳Osservazione 2.5. Un analisi attenta delle (2.1.28)�(2.1.29) mostra 
hel'equazione di una retta può essere ris
ritta 
ome
ax+ by + c = 0 , (2.1.35)
on a, b, c ∈ R e a, b non entrambi nulli. La (2.1.35) prende il nome diequazione impli
ita della retta.Per 
ompletare questo quadro introduttivo allo studio delle rette nel piano
artesiano, inseriamo ora un eser
izio in 
ui siamo 
ostretti ad anti
ipa-re la de�nizione di valore assoluto (si veda il �2.2) ed al
une proprietàdella funzione radi
e quadrata (si veda il Capitolo 3): rimandare eventual-mente la lettura di questo eser
izio ad una fase su

essiva non pregiudi
a
omunque la 
omprensione del resto del presente 
apitolo.

⊲ Eser
izio 2.11 (*). Sia P0 = [x0, y0] e sia r la retta di equazione
ax+ by + c = 0. Mostrare 
he la distanza di P0 dalla retta r è data da

dist(P0, r) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
, (2.1.36)dove 
on |ax0 + by0 + c| si è indi
ato il valore assoluto della quantità

ax0 + by0 + c se
ondo la de�nizione 
he daremo nella (2.2.11).Soluzione. Sia r′ la retta per P0 ortogonale alla retta r. Chiamata 
on Hl'intersezione di r e r′, si ha 
he dist(P0, r) = dist(P0,H) (si veda la Figura 2.8).Supponiamo 
he a e b siano entrambi diversi da zero. Il 
oe�
iente angolaredella retta r è m = −a/b. Quindi, dalla (2.1.34), e tenendo 
onto della (2.1.30),la retta r′ ha equazione
y =

b

a
(x− x0) + y0 .
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x

y

dist(P0,r)

P0

H

r′

r

b

b

Figura 2.8 � La distanza di P0 da r.Risolvendo il sistema
{

y = b
a
(x− x0) + y0

ax+ by + c = 0
,si trovano le 
oordinate del punto di intersezione

H =

[

−ac− b2x0 + aby0
a2 + b2

, −bc+ abx0 − a2y0
a2 + b2

]

.Si ha in�ne
dist(P0, r) = dist(P0,H)

=

√

(

x0 +
ac− b2x0 + aby0

a2 + b2

)2

+

(

y0 +
bc+ abx0 − a2y0

a2 + b2

)2

=

√

(ax0 + by0 + c)2

a2 + b2

=
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.Il lettore è invitato a fare le dovute osservazioni per 
on
ludere 
he la formula(2.1.36) resta valida an
he nel 
aso in 
ui a o b siano uguali a zero. ⊳

⊲ Eser
izio 2.12. Cal
olare la distanza del punto P0 = [1, 2] dalla retta
r di equazione y = x− 1.
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i di funzioni nel piano 
artesiano 41Soluzione. Per primo ris
riviamo l'equazione della retta nella forma impli
ita(2.1.35):
x− y − 1 = 0 .Adesso, utilizzando la (2.1.36), si trova

dist(P0, r) =
|1− 2− 1|
√

12 + (−1)2
=

2√
2
.

⊳2.2 Gra�
i di funzioni nel piano 
artesianoIn questo paragrafo per prima 
osa stabiliamo un 
ollegamento direttotra la geometria analiti
a e lo studio di funzioni 
he abbiamo iniziatonel Capitolo 1. Poi, a
quisiremo maggiore padronanza dei vari 
on
ettiintrodotti attraverso lo studio di simmetrie e traslazioni.De�nizione 2.1. Siano A, B ⊆ R. Data una funzione f : A → B, il suogra�
o è il sottoinsieme Γf di R2 de�nito da:
Γf =

{

[x, f(x)] ∈ R2 : x ∈ A
}

. (2.2.1)
⊲ Eser
izio 2.13. Sia f : R → R la funzione de�nita da:

f(x) = x− 1 , ∀ x ∈ R .Disegnare il gra�
o di f .Soluzione. Per de�nizione
Γf =

{

[x, x− 1] ∈ R
2 : x ∈ R

}

. (2.2.2)La (2.2.2) 
i di
e 
he, per i punti del gra�
o, il legame fra l'ordinata e l'as
issaè espresso dall'equazione:
y = x− 1 , x ∈ R . (2.2.3)Ne segue 
he Γf è la retta in Figura 2.9.

⊳
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x

y

b

x0

bf(x0)

−1

1O

Figura 2.9 � Gra�
o della funzione dell'Eser
izio 2.13.Osservazione 2.6. Il lettore deve ri�ettere bene sul legame tra una fun-zione ed il suo gra�
o. In parti
olare, osservando an
ora la Figura 2.9,si può ragionare nel modo seguente: preso un punto x0 nel dominio di
f , si tra

i la retta verti
ale 
he lo 
ontiene. Questa retta in
ontrerà ilgra�
o Γf ne
essariamente in un uni
o punto, la 
ui ordinata rappresentapre
isamente il valore f(x0).In realtà, il pro
edimento des
ritto nell'Eser
izio 2.13 ha validità più ge-nerale: in parti
olare, 
onsente di a�ermare 
he ogni funzione f : R → Rdel tipo:

f(x) = mx+ b , ∀ x ∈ R , (2.2.4)
on m e b numeri reali assegnati, ha 
ome gra�
o la retta di equazione
y = mx+ b .Se m 6= 0, una funzione 
ome in (2.2.4) viene 
hiamata polinomio di pri-mo grado. Nel Capitolo 3 riprenderemo in modo più sistemati
o lo studiodei 
osiddetti polinomi: per il momento 
i limitiamo a introdurre an
hei polinomi di se
ondo grado, in quanto i loro gra�
i (
hiamati parabole,vedi (2.2.6) sotto) rientrano naturalmente all'interno del nostro quadrointroduttivo allo studio della geometria analiti
a.Un polinomio di 2o grado è una funzione f : R → R de�nita da:

f(x) = ax2 + bx+ c , ∀ x ∈ R , (2.2.5)
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i di funzioni nel piano 
artesiano 43dove a, b, c sono tre numeri reali �ssati, 
on a 6= 0.Ragionando 
ome nel pre
edente Eser
izio 2.13, possiamo 
on
ludere 
heil gra�
o del polinomio di 2o grado (2.2.5) è il luogo di punti (
hiamatoparabola) del piano R2 de�nito dall'equazione:
y = ax2 + bx+ c , x ∈ R , (a 6= 0) . (2.2.6)Des
riviamo ora il pro
edimento operativo 
he illustra 
ome si rappresen-ta gra�
amente una parabola del tipo (2.2.6). Per non 
reare fratture nel�usso dell'esposizione, preferiamo infatti rinviare al Capitolo 3 le giusti-�
azioni di al
une proprietà algebri
he delle equazioni di se
ondo gradodi 
ui faremo uso già in questa sede. In ogni 
aso, aggiungiamo 
he illettore potrebbe trarre bene�
io da un riesame di questa parte su

essivoallo studio del Capitolo 3.Operativamente, per disegnare una parabola si presentano vari 
asi 
hedipendono sia dal segno di a 
he dal segno del 
osiddetto dis
riminante

∆ = b2 − 4ac.(i) Caso ∆ > 0, a > 0. In questa situazione l'equazione di 2o grado
ax2 + bx+ c = 0 (2.2.7)ammette due soluzioni in R, date da:

x1 =
−b−

√
∆

2a
, x2 =

−b+
√
∆

2a
. (2.2.8)Le x1, x2 sono an
he 
hiamate radi
i del polinomio di 2o grado.Proprietà 2.1. Notiamo, anti
ipando un argomento 
he tratteremo nelCapitolo 3, 
he se a 6= 0 e ∆ > 0, sussiste la seguente fattorizzazione delpolinomio di 2o grado:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2) (2.2.9)
on x1, x2 date dalla (2.2.8) (per il momento, il lettore potrebbe veri�
are
ome eser
izio la validità della (2.2.9)).
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a nel pianoIn virtù della fattorizzazione (2.2.9), è evidente 
he, nel Caso (i), lafunzione (2.2.5) è:






positiva se x < x1 oppure x > x2

negativa se x1 < x < x2

nulla se x = x1 oppure x = x2 .Questa osservazione dovrebbe rendere plausibile per il lettore il fatto 
he,in questa situazione, la parabola abbia un andamento gra�
o del tiporiportato in Figura 2.10a: in questa �gura, l'as
issa del 
osiddetto verti
e
V è data, per ragioni di simmetria, dal punto medio tra le radi
i, 
ioè

x1 + x2

2
= − b

2a
.Quindi il verti
e V ha 
oordinate date da:

V =
[

− b

2a
,− b2

4a
+ c
]

=
[

− b

2a
,−∆

4a

]

. (2.2.10)Si noti an
he 
he il segno delle radi
i potrebbe essere diverso rispetto aquello s
elto nella Figura 2.10a: ad esempio, potrebbero essere entrambenegative, oppure una positiva e l'altra negativa.(ii) Caso ∆ = 0, a > 0. In questo 
aso
x1 = x2 = − b

2a

x

y

b

V=[− b
2a

,− ∆

4a
]

bb
x2x1

O (a) x

y

b

V=[x1,0]O (b) x

y

b

V

O (
)Figura 2.10 � Gra�
o della parabola nel 
aso a > 0: (a) ∆ > 0; (b) ∆ = 0; (
)
∆ < 0.
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artesiano 45e vale an
ora la fattorizzazione (2.2.9) (
on x1 = x2). Quindi la parabola èal di sopra dell'asse x, ad esso tangente nel verti
e V di 
oordinate [x1, 0].Il gra�
o è riportato in Figura 2.10b.(iii) Caso ∆ < 0, a > 0. In questo 
aso la (2.2.7) non ha soluzioni nel
ampo dei numeri reali e dunque la parabola (si veda la Figura 2.10
) sitrova interamente al di sopra dell'asse x. Le 
oordinate di V sono an
oradate da (2.2.10).Nei tre 
orrispondenti 
asi 
on a < 0 la 
on
avità della parabola è rivoltaverso il basso. I dettagli delle tre rappresentazioni gra�
he asso
iate sonolas
iati al lettore.
⊲ Eser
izio 2.14. Tra

iare il gra�
o di f : R → R de�nita da

f(x) = −x2 − 2x+ 3 , ∀ x ∈ R .Soluzione. La soluzione è in Figura 2.11. In questo 
aso a = −1 < 0, quindi
x

y

b

b b

b

V
4

3

−1

−3 1

OFigura 2.11 � Gra�
o della funzione dell'Eser
izio 2.14.la 
on
avità della parabola è rivolta verso il basso. Si noti 
he il gra�
o interse
al'asse x nei due punti di as
issa rispettivamente −3 e 1. Inoltre, f(0) = 3 e ilverti
e V ha 
oordinate [−1, 4].
⊳Osservazione 2.7. Nel Capitolo 1 abbiamo introdotto i 
on
etti di fun-zione iniettiva, surgettiva e bigettiva. Possiamo notare 
he la funzione
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a nel pianodell'Eser
izio 2.13 è sia iniettiva, sia surgettiva, per 
ui è bigettiva. Piùgeneralmente, lo stesso è vero per ogni polinomio di primo grado.Inve
e, le funzioni di se
ondo grado (2.2.5) non sono né iniettive, né sur-gettive. Per rendersi 
onto di questa a�ermazione, il lettore è invitato aso�ermarsi sul seguente pro
edimento gra�
o. Consideriamo il gra�
o diuna funzione di tipo (2.2.5), 
ome in Figura 2.12 (in essa, a < 0, ma nel
aso a > 0 il ragionamento risulta del tutto analogo). Tra

iamo due retteorizzontali
y = ci , i = 1, 2 ,
on c1 > Vy e c2 < Vy (
on Vy abbiamo indi
ato l'ordinata del verti
e V ).Si può notare 
he l'intersezione tra la retta y = c1 e il gra�
o della funzionenon 
ontiene punti 
on 
oordinate reali, quindi, 
ome sottoinsieme di R×

R, è l'insieme vuoto ∅. Il lettore dovrebbe ri
onos
ere 
he 
iò è equivalenteall'asserzione 
he la funzione non è surgettiva. Inve
e, l'intersezione tra laretta y = c2 e il gra�
o della funzione è 
ostituita da due punti distinti, dias
issa xa e xb rispettivamente: allora abbiamo f(xa) = f(xb) = c2, 
osa
he 
i 
onsente di 
on
ludere 
he la funzione non è iniettiva.Per 
ompletezza, il lettore dovrebbe an
he notare 
he la bigettività deipolinomi di primo grado 
orrisponde alla proprietà 
he tutte le retteorizzontali ne interse
ano il gra�
o in un uni
o punto.
x

y

b

b b

b

y=c1

y=c2

V
Vy

Vx

xa xb

b b

O

Figura 2.12 � Studio di iniettività e surgettività per funzioni polinomiali di 2ogrado.



2.2 Gra�
i di funzioni nel piano 
artesiano 47Introdu
iamo ora una funzione 
he risulta di grandissima utilità in svariatesituazioni. Iniziamo di
endo 
he la s
rittura |x| (si legge valore assolutodi x) signi�
a quanto segue:
|x| =

{

x se x ∈ R, x ≥ 0
−x se x ∈ R, x < 0 .

(2.2.11)Risulta quindi naturale de�nire la funzione valore assoluto f : R → Rponendo
f(x) = |x| , ∀ x ∈ R . (2.2.12)

⊲ Eser
izio 2.15. Disegnare il gra�
o della funzione valore assolutode�nita in (2.2.11)�(2.2.12).
x

y

f(x)=|x|(a) x

y

b

b f(x)=|x+1|

−1

1

(b)Figura 2.13 � (a) Gra�
o della funzione f(x) = |x|. (b) Gra�
o della funzione
f(x) = |x+ 1|.Soluzione. In 
orrispondenza degli x ≥ 0 il gra�
o 
oin
ide 
on la bisettri
edel primo quadrante, 
ioè la semiretta

y = x , x ≥ 0 .Inve
e, per gli x < 0, il gra�
o è dato da
y = −x , x < 0 .Mettendo insieme queste osservazioni si arriva fa
ilmente al gra�
o di Figu-ra 2.13a.

⊳



48 Geometria analiti
a nel piano
⊲ Eser
izio 2.16. Tra

iare il gra�
o della funzione f : R → R de�nitada

f(x) = |x+ 1| , ∀ x ∈ R .Soluzione. Abbiamo
|x+ 1| =

{

x+ 1 se x+ 1 ≥ 0
−(x+ 1) se x+ 1 < 0 ,

(2.2.13)
he, per maggiore 
hiarezza, ris
riviamo 
ome:
f(x) =

{

x+ 1 se x ≥ −1
−x− 1 se x < −1 .

(2.2.14)Quindi il gra�
o di f 
oin
ide 
on la retta y = x + 1 se x ≥ −1, mentre per
x < −1 si deve usare y = −x− 1. Il risultato 
omplessivo è nella Figura 2.13b.

⊳In molti 
asi è utile notare la presenza di eventuali simmetrie delle funzioni.De�nizione 2.2. Sia f : R → R. Diremo 
he f è una funzione pari se:
f(x) = f(−x) , ∀ x ∈ R . (2.2.15)

♦ Esempio 2.1. La funzione valore assoluto 
he abbiamo de�nito in(2.2.11)�(2.2.12) è pari.
♦ Esempio 2.2. La funzione f : R → R de�nita da

f(x) = 1 + x2 , ∀ x ∈ Rè pari. Il suo gra�
o è la parabola in Figura 2.14.Osservazione 2.8. Se f è una funzione pari, allora il suo gra�
o risulta sim-metri
o rispetto all'asse y (il lettore è invitato a trovare autonomamentela giusti�
azione di questa asserzione). In altre parole, se si 
onos
e ilgra�
o di f per x > 0 (o per x < 0) lo si può 
ompletare per ri�essionespe
ulare rispetto all'asse y (
ioè, ribaltando la �gura attorno all'asse y).A titolo di esempio, si osservino le Figure 2.13a e 2.14.De�nizione 2.3. Sia f : R → R . Diremo 
he f è una funzione disparise:
f(x) = −f(−x) , ∀ x ∈ R . (2.2.16)
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x

y

1
b f(x)=1+x2

Figura 2.14 � Gra�
o della funzione f(x) = 1 + x2 .
x

y

f(x)=x

(a)
x

y

f(x)=x3

(b)Figura 2.15 � (a) Gra�
o della funzione f(x) = x. (b) Gra�
o della funzione
f(x) = x3.

♦ Esempio 2.3. Sia f : R → R de�nita da
f(x) = x , ∀ x ∈ R .Il suo gra�
o è riprodotto nella Figura 2.15a. Questa funzione è ovvia-mente dispari, in quanto −(−x) = x , ∀ x ∈ R . Più generalmente, lefunzioni potenza de�nite, per n ∈ N �ssato, da
f(x) = xn , ∀ x ∈ R ,risultano essere funzioni dispari quando l'esponente n è dispari. NellaFigura 2.15b è rappresentato il 
aso n = 3. Lo studio delle funzionipotenza verrà approfondito nel 
orso del Capitolo 3.
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a nel pianoOsservazione 2.9. Se f è una funzione dispari, allora il suo gra�
o risultasimmetri
o rispetto all'origine O. In altre parole, se si 
onos
e il gra�
o di
f per x > 0 (o per x < 0) lo si può 
ompletare per doppia ri�essione spe-
ulare rispetto all'asse y e all'asse x (
ioè, ribaltando due volte l'immaginerispettivamente attorno agli assi y e x).A titolo di esempio, si possono osservare le Figure 2.15a e 2.15b.Ora, al �ne di migliorare la nostra familiarità 
on i gra�
i delle funzioni,ragioniamo su un problema molto naturale, 
ioè quello di e�ettuare latraslazione di un gra�
o, in senso verti
ale oppure orizzontale. Per 
apiremeglio, osserviamo la Figura 2.16, 
he 
ostituis
e un'istanza parti
olaredella seguente osservazione.

x

y

f(x)=|x|−1

f(x)=|x|2

−1

f(x)=|x|+2

Figura 2.16 � Traslazioni verti
ali della funzione f(x) = |x|.Osservazione 2.10. Sia f : R → R una funzione data. Sia poi g : R → Rde�nita da
g(x) = f(x) + c , (2.2.17)dove c ∈ R è una 
ostante �ssata. Allora, se c > 0, il gra�
o di g si ottieneda quello di f mediante una traslazione verso l'alto di ampiezza pari a c;se c < 0, la traslazione è inve
e verso il basso.Osserviamo ora le Figure 2.13a e 2.13b, 
onfrontando la de�nizione di fnei due 
asi. Il lettore dovrebbe essere in grado di dedurre la seguente:



2.3 Eser
izi di riepilogo 51Osservazione 2.11. Sia f : R → R una funzione data. Sia poi g : R → Rde�nita da
g(x) = f(x+ c) , (2.2.18)dove c ∈ R è una 
ostante �ssata. Allora il gra�
o di g si ottiene da quellodi f mediante una traslazione orizzontale di ampiezza pari a |c|, versosinistra se c > 0, verso destra se c < 0.

⊲ Eser
izio 2.17. Sia g : R → R la funzione de�nita da
g(x) = (x− 2)2 + 3 . (2.2.19)Disegnare il gra�
o della funzione g.Soluzione. Per uno svolgimento rapido e qualitativamente a

ettabile possia-mo partire dal fatto 
he il gra�
o di
f(x) = x2 , x ∈ R ,è quello di Figura 2.17a. Poi si osserva 
he il gra�
o di g si ri
ava operan-do una traslazione verso destra pari a 2, ed una verso l'alto pari a 3. Dato
he g(0)=7, si ottiene il risultato di Figura 2.17b. Alternativamente, avremmopotuto sviluppare la de�nizione di g ri
avando

g(x) = x2 − 4x+ 7 , ∀ x ∈ R .A questo punto si poteva appli
are il metodo di studio delle parabole illustratoin pre
edenza, 
osa 
he avrebbe 
ondotto an
ora alla Figura 2.17b.
⊳2.3 Eser
izi di riepilogo

⊲ Eser
izio 2.18. Siano P1 = [1, 2], P2 = [2,−1]. S
rivere l'equazionedella retta r 
he 
ontiene P1 e P2, e disegnarla.Soluzione. Usando la (2.1.30) possiamo dire 
he tutte le rette passanti per P1(e

etto quella parallela all'asse y) hanno equazione del tipo
y = m(x− 1) + 2 , (2.3.1)
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x

y

f(x)=x2(a) x

y

2

3

7 b

b

b

f(x)=(x−2)2

g(x)=(x−2)2+3

(b)Figura 2.17 � (a) Gra�
o di f(x) = x2. (b) Gra�
o di g(x) = (x− 2)2 + 3.
on m ∈ R. Per determinare il valore di m dobbiamo imporre 
he le 
oordinatedi P2 soddis�no la (2.3.1). Si ottiene
−1 = m(2− 1) + 2 , (2.3.2)da 
ui si ri
ava fa
ilmente m = −3. In 
on
lusione, l'equazione della retta rri
hiesta è:
r : y = −3x+ 5 . (2.3.3)A titolo di veri�
a il lettore può 
ontrollare 
he le 
oordinate di entrambi i punti

P1 e P2 soddisfano l'equazione (2.3.3) appena ottenuta.Notiamo an
he 
he r interse
a l'asse x nel punto di 
oordinate [(5/3), 0]. L'in-tersezione 
on l'asse y è inve
e [0, 5]. Con tutti questi elementi non sussistedi�
oltà a realizzare il disegno di Figura 2.18. ⊳

⊲ Eser
izio 2.19. Siano r : y = 2x+ 1 , P = [−2, 2] .(i) Rappresentare gra�
amente r e P nel piano 
artesiano R2;(ii) 
al
olare la proiezione ortogonale Q di P su r;(iii) 
al
olare dist(P, r);(iv) s
rivere l'equazione della 
ir
onferenza γ di 
entro P e tangente a r;
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x

y

1

2

2

−1

5

P1

P2

b

b

b

b

Figura 2.18 � La retta y = −3x+ 5 dell'Eser
izio 2.18.(v) determinare il punto P ′ simmetri
o di P rispetto a r.Soluzione. (i) Per disegnare r è su�
iente determinare due punti 
he appar-tengono a r. Ad esempio, l'intersezione di r 
on l'asse x è [−(1/2), 0], mentrequella 
on l'asse y è [0, 1]. Si perviene quindi alla retta in Figura 2.19.

x

y

2

−2

2

− 1

2

P

P ′

Q=[0,1]

b

b

b

b b

b

r

r′

γ

Figura 2.19 � Illustrazione dell'Eser
izio 2.19.(ii) Q = r ∩ r′, dove r′ è la retta passante per P e ortogonale a r. Poi
hé rha 
oe�
iente angolare m = 2, dedu
iamo da (2.1.34) 
he r′ ha 
oe�
ienteangolare m′ = (−1/2). Unendo questa informazione al fatto 
he r′ passa per P ,
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aviamo fa
ilmente:
r′ : y = −1

2
(x+ 2) + 2 ,
he, eseguendo i 
al
oli, equivale a:

r′ : y = −1

2
x+ 1 . (2.3.4)Ora possiamo 
on
ludere 
he le 
oordinate diQ vengono determinate imponendo
he esse soddis�no sia l'equazione di r, sia quella di r′. Utilizzando an
ora lasimbologia introdotta in (2.1.21), 
iò equivale a dire 
he le 
oordinate di Q siri
avano risolvendo il seguente sistema:







y = 2x+ 1

y = −1
2 x+ 1 .

(2.3.5)Ora il lettore è invitato a determinare autonomamente, mediante 
onsiderazio-ni algebri
he elementari, la soluzione del sistema (2.3.5): il risultato è Q = [0, 1].(iii) dist(P, r) = dist(P,Q) =
√

(−2− 0)2 + (2− 1)2 =
√
5 .(iv) Grazie alla (2.1.6), 
on 
entro C = P e raggio R = dist(P, r) =

√
5,perveniamo all'equazione della 
ir
onferenza γ ri
hiesta:

γ : (x+ 2)2 + (y − 2)2 = 5 . (2.3.6)(v) Il simmetri
o P ′ = [x′, y′] di P rispetto ad r si può ottenere imponendo 
he
Q sia il punto medio del segmento PP ′. In formule

[

x′ + (−2)

2
,
y′ + 2

2

]

= [0, 1] ovvero [x′, y′] = [2, 0] .Si noti 
he il fatto 
he Q e P ′ 
oin
idano 
on le intersezioni di r′ 
on gli assi èpuramente 
asuale.
⊳

⊲ Eser
izio 2.20. Determinare per quali valori di b ∈ R, la retta r diequazione y = b risulta se
ante, tangente o esterna alla 
ir
onferenza γ diequazione x2 + y2 − 2x = 0.
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izi di riepilogo 55Soluzione. Determiniamo dapprima il 
entro ed il raggio della 
ir
onferenza.Dalle (2.1.9) si ri
ava
C = [1, 0] , R = 1 .Adesso, la retta r risulta tangente alla 
ir
onferenza quando dist(C, r) = R = 1,ovvero, quando

|b| = 1 .Segue 
he la retta r è se
ante alla 
ir
onferenza quando −1 < b < 1, tangentequando b = ±1 ed esterna quando b < −1 o b > 1. La visualizzazione gra�
adella soluzione è mostrata in Figura 2.20. ⊳

x

y

b=1.5

b=1

b=−1

b=−1.5

γ

b

C=[1,0]

Figura 2.20 � Illustrazione dell'Eser
izio 2.20.
⊲ Eser
izio 2.21. Disegnare il gra�
o di f : R → R de�nita da

f(x) = |x− 1| − |x| , ∀ x ∈ R . (2.3.7)Soluzione. Osserviamo preliminarmente 
he
|x| =

{

x se x ≥ 0
−x se x < 0

e |x− 1| =
{

x− 1 se x ≥ 1
−x+ 1 se x < 1 .

(2.3.8)Ora, mediante una breve ri�essione, dedu
iamo 
he:
f(x) =







(−x+ 1)− (−x) se x < 0
(−x+ 1)− x se 0 ≤ x < 1
(x− 1)− x se x ≥ 1 .

(2.3.9)Svolgendo i 
al
oli in (2.3.9) otteniamo:
f(x) =







1 se x < 0
−2x+ 1 se 0 ≤ x < 1
−1 se x ≥ 1 .

(2.3.10)
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x

y

b

b

b b

b

1

−1

1

(a) x

y

b 2

−1 (b)Figura 2.21 � (a) Gra�
o della funzione f(x) = |x − 1| − |x|. (b) Gra�
o di
g(x) = f(x+ 1) + 1, 
on f(x) de�nita dalla (2.3.7).Quindi il gra�
o della funzione è quello di Figura 2.21a.

⊳

⊲ Eser
izio 2.22. Sia f : R → R la funzione dell'Eser
izio 2.21. Dise-gnare il gra�
o di g : R → R de�nita da
g(x) = f(x+ 1) + 1 , ∀ x ∈ R .Soluzione. Si può partire dal gra�
o di Figura 2.21a, fare una traslazione versol'alto di ampiezza 1 e poi una traslazione a sinistra, an
ora di ampiezza 1. Siottiene il gra�
o di Figura 2.21b.Alternativamente, si può espli
itare

g(x) = |(x+ 1)− 1| − |x+ 1|+ 1 = |x| − |x+ 1|+ 1e poi studiare direttamente g.
⊳

⊲ Eser
izio 2.23 (*). Sia P = [2, 4]. Si 
onsideri la parabola di equazione
y = x2 + x− 2 . (2.3.11)(i) Disegnare la parabola, veri�
ando 
he essa 
ontiene P ;(ii) determinare l'equazione della retta r 
he è tangente alla parabola in

P .
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izi di riepilogo 57Soluzione. (i) L'equazione
x2 + x− 2 = 0ammette le due soluzioni reali x1 = −2 e x2 = 1. Quindi la parabola interse
al'asse x in due punti, di 
oordinate rispettivamente [−2, 0] e [1, 0]. L'intersezio-ne della parabola 
on l'asse y si ri
ava ponendo x = 0 in (2.3.11): è il puntodi 
oordinate [0,−2]. Tenendo 
onto del fatto 
he la 
on
avità della parabolaè rivolta verso l'alto si giunge alla rappresentazione di Figura 2.22 (notiamo
he, per 
omodità gra�
a, in questa �gura le unità di misura sui due assi non
oin
idono). Osserviamo 
he, ponendo x = 2 e y = 4 in (2.3.11), l'equazionerisulta soddisfatta: quindi e�ettivamente questa parabola passa per P .

x

y

b

b

b b bb

b4

−2

−2

1

6

5
2

P

rFigura 2.22 � Retta tangente ad una parabola in un punto assegnato(Eser
izio 2.23).(ii) Dato 
he la retta tangente r ri
hiesta passa per P , sarà della forma:
y = m(x− 2) + 4 . (2.3.12)Geometri
amente, possiamo ri
onos
ere (almeno usando l'intuizione asso
iataalla rappresentazione di Figura 2.22) 
he il requisito 
he r sia tangente allaparabola 
orrisponde alla ri
hiesta 
he P sia l'uni
o punto di intersezione tra

r e la parabola stessa. Algebri
amente, 
iò equivale a ri
hiedere 
he P (
ioè,
x = 2, y = 4) sia l'uni
a soluzione del sistema:

{

y = m(x− 2) + 4
y = x2 + x− 2 .

(2.3.13)
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a nel pianoStudiamo questo sistema: uguagliando le due espressioni 
he esso impone per
y, ri
aviamo:

x2 + x− 2 = m(x− 2) + 4 ,
he, sviluppando i 
al
oli, equivale a:
x2 + (1−m)x+ (2m− 6) = 0 . (2.3.14)Questa è un'equazione di tipo (2.2.7), 
on a = 1, b = (1 −m) e c = (2m − 6).Quindi la 
ondizione 
he (2.3.14) ammetta un'uni
a soluzione equivale al fatto
he il suo dis
riminante

∆ = b2 − 4acsi annulli. Espli
itando questa ri
hiesta otteniamo
(1−m)2 − 4(2m− 6) = 0 ,
he eseguendo i 
al
oli diventa:

m2 − 10m+ 25 = 0 ovvero (m− 5)2 = 0 . (2.3.15)Quindi m = 5 e l'equazione della retta tangente r ri
hiesta è
r : y = 5(x− 2) + 4 ovvero y = 5x− 6 . (2.3.16)

⊳

⊲ Eser
izio 2.24. Si 
onsideri il seguente sottoinsieme di R2:
A =

{

[x, y] ∈ R2 : y ≥ x+ 1
}

. (2.3.17)Rappresentare gra�
amente A.Soluzione. Sappiamo bene 
he l'equazione
y = x+ 1rappresenta una retta r in R

2. Ad A appartengono non solo i punti di questaretta, ma an
he tutti quei punti 
he stanno verti
almente sopra un punto di
r. In parole più sempli
i, A altro non è 
he il semi-piano avente r 
ome bordoinferiore (si veda la Figura 2.23).

⊳
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x

y

y=x+1

Figura 2.23 � Illustrazione dell'Eser
izio 2.24.
⊲ Eser
izio 2.25. Si 
onsideri il seguente sottoinsieme di R2:

A =
{

[x, y] ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 3 e − 2x ≤ y ≤ x+ 1
}

. (2.3.18)Rappresentare gra�
amente A.Soluzione. I punti di A hanno as
issa 
ompresa tra 1 e 3 e sono 
ompresi trala retta r1, di equazione y = −2x, e la retta r2, di equazione y = x + 1. Larappresentazione gra�
a di A è in Figura 2.24.
⊳

x

y

31

y=x+1

y=−2xFigura 2.24 � Illustrazione dell'Eser
izio 2.25.
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a nel pianoIn un modo simile a quello dell'eser
izio pre
edente, possiamo des
rivereuna regione del piano 
ompresa tra i gra�
i di due funzioni. Più pre
i-samente, siano f(x) e g(x) due funzioni de�nite su un 
omune intervallo
a ≤ x ≤ b e tali 
he:

f(x) ≤ g(x) , ∀ x t. c. a ≤ x ≤ b .Allora la regione del piano 
ompresa tra i gra�
i di f(x) e g(x) è l'insiemeseguente:
A =

{

[x, y] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b e f(x) ≤ y ≤ g(x)
}

. (2.3.19)A titolo di esempio, si veda la Figura 2.25.
x

y

a b

y=g(x)

y=f(x)

Figura 2.25 � Rappresentazione geometri
a della regione A de�nita dalla(2.3.19).
⊲ Eser
izio 2.26. Determinare per quali x ∈ R è soddisfatta la seguentedisequazione:

x2 − x− 6 < 0 . (2.3.20)Soluzione. L'equazione x2−x−6 = 0 ha 
ome soluzioni i due valori x1 = −2,
x2 = 3. Quindi la parabola y = x2−x−6 , 
he ha 
on
avità verso l'alto, interse
al'asse x nei due punti di as
issa rispettivamente −2 e 3, 
ome possiamo vederenella Figura 2.26. Ne segue 
he la quantità x2 − x − 6 assume valori negativipre
isamente quando −2 < x < 3. In 
on
lusione l'insieme delle soluzioni di(2.3.20) è:

A = {x ∈ R : −2 < x < 3} .
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x

y

b b

−2 3

Figura 2.26 � La parabola y = x2 − x− 6 .Alternativamente, avremmo an
he potuto analizzare (2.3.20) per via puramentealgebri
a. Infatti, appli
ando la fattorizzazione (2.2.9) abbiamo
x2 − x− 6 = (x+ 2) · (x− 3) .Ora, un prodotto di due fattori è negativo quando essi hanno segno opposto: inquesto 
aso, l'uni
a possibilità è 
hiaramente (x+2) > 0 e (x−3) < 0, 
osa 
hesi veri�
a se e solo se −2 < x < 3 . ⊳

⊲ Eser
izio 2.27. Determinare per quali x ∈ R è soddisfatta la seguentedisequazione:
x2 − x− 6

x− 1
> 0 . (2.3.21)Soluzione. Ris
riviamo la (2.3.21) 
ome:

N

D
> 0 , (2.3.22)dove ovviamente abbiamo posto:

N = x2 − x− 6 ; D = x− 1 .Ora, la (2.3.22) risulta veri�
ata quando N e D hanno lo stesso segno e, inoltre,si deve avere D 6= 0. Lo studio di N è già stato e�ettuato nell'Eser
izio 2.26 epossiamo riassumerlo 
ome segue:
{

N > 0 ⇔ (x < −2 oppure x > 3 )
N < 0 ⇔ −2 < x < 3 .

(2.3.23)
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a nel pianoInve
e per D:
{

D > 0 ⇔ x > 1
D < 0 ⇔ x < 1 .

(2.3.24)Adesso trasferiamo le informazioni (2.3.23) e (2.3.24) nella Figura 2.27: le as
issedove N è linea unita sono quelle per 
ui N > 0, quelle per 
ui N è lineatratteggiata 
orrispondono inve
e a N < 0; lo stesso vale per D.
x

D

N

N
D

b b b

− + + − +

31−2Figura 2.27 � Rappresentazione del segno di N , D e N/D.Dall'esame della rappresentazione di Figura 2.27 vediamo 
he N e D sono en-trambi positivi per x > 3, mentre sono entrambi negativi per −2 < x < 1. In
on
lusione, l'insieme delle soluzioni di (2.3.21) è:
{x ∈ R : −2 < x < 1} ∪ {x ∈ R : x > 3} .

⊳

⊲ Eser
izio 2.28. Determinare per quali x ∈ R è soddisfatta la seguentedisequazione:
|x+ 2| ≤ 3 . (2.3.25)Soluzione. Sappiamo 
he

|x+ 2| =
{

x+ 2 se x ≥ −2
−x− 2 se x < −2 .

(2.3.26)Quindi la (2.3.25) equivale all'unione delle soluzioni dei due seguenti sistemi:
{

x+ 2 ≤ 3

x ≥ −2
∪

{

−x− 2 ≤ 3

x < −2ovvero:
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{

x ≤ 1

x ≥ −2
∪

{

x ≥ −5

x < −2 .Il primo sistema risulta soddisfato in A = {x ∈ R ; −2 ≤ x ≤ 1}, mentre ilse
ondo in B = {x ∈ R : −5 ≤ x < −2}. L'insieme delle soluzioni delladisequazione iniziale è quindi:
A ∪B = {x ∈ R : −5 ≤ x ≤ 1} .

⊳Osservazione 2.12. Ragionando 
ome nell'Eser
izio 2.28, il lettore è invi-tato a veri�
are la seguente equivalenza:
|x− ℓ| ≤ ε ⇔ ℓ− ε ≤ x ≤ ℓ+ ǫ , (2.3.27)valida ∀ ℓ, ε ∈ R (si noti 
he la (2.3.27) ammette soluzioni solo se ε ≥ 0).2.4 Coni
he in forma 
anoni
aIn generale, per 
oni
a in R2 si intende il luogo dei punti di R2 
hesoddisfano un'equazione polinomiale di se
ondo grado del tipo

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 , (2.4.1)dove a, b, c, d, e, f ∈ R e i 
oe�
ienti a, b, e c non sono tutti nulli. In realtà,senza qual
he ulteriore ipotesi sui 
oe�
ienti, la (2.4.1) 
omprende an
hei 
osiddetti 
asi degeneri. Ad esempio, il luogo dei punti 
he soddisfano
xy = 0 (2.4.2)non è altro 
he l'unione dei due assi. Più generalmente, le 
oni
he dege-neri sono 
ostituite da una 
oppia di rette, 
he possono essere in
identi,
oin
identi oppure parallele e distinte.Inve
e i 
asi geometri
amente signi�
ativi, 
ioè le 
oni
he non degeneri,sono essenzialmente tre: ellisse, iperbole e parabola. Più spe
i�
amente,uno studio avanzato delle equazioni di tipo (2.4.1), 
oinvolgente argomentinon solo puramente geometri
i, ma an
he inerenti alla 
osiddetta algebra
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a nel pianolineare, 
onsente essenzialmente di ri
ondurre (mediante opportune rota-zioni e traslazioni del sistema di assi 
artesiani di partenza) lo studio delle
oni
he alle situazioni 
he des
riveremo in questo paragrafo e 
he, per que-sta ragione, vengono appunto dette forme 
anoni
he di ellissi, iperboli eparabole.Ellisse in forma 
anoni
aL'equazione di tipo (2.4.1) 
he la de�nis
e viene tradizionalmente s
rittanel modo seguente:
γ :

x2

a2
+

y2

b2
= 1 , a, b > 0 . (2.4.3)L'ellisse γ è rappresentata, nel 
aso a > b, in Figura 2.28. Il punto F1

x

y

b

b

b bbb

b

b

−b

a−a

F1F2

P

γ

Figura 2.28 � L'ellisse in forma 
anoni
a.ha 
oordinate F1 = [
√
a2 − b2, 0], e F2 = −F1. I punti F1 e F2 vengono
hiamati fuo
hi dell'ellisse γ. Il loro interesse risiede nel fatto 
he è possi-bile veri�
are 
he l'ellisse γ, de�nita dalla (2.4.3), 
oin
ide 
on il seguenteluogo di punti:

γ =
{

P ∈ R2 : dist(P, F1) + dist(P, F2) = 2a
}

. (2.4.4)



2.4 Coni
he in forma 
anoni
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a 
he la (2.4.3) e la (2.4.4) rappresentano la stessa �gura geo-metri
a 
onsiste nel 
ontrollare 
he, indi
ando 
on P = [x, y] il generi
opunto di R2, allora la 
ondizione
dist(P, F1) + dist(P, F2) = 2a (2.4.5)equivale all'equazione (2.4.3). Per non spezzare il �usso dell'esposizionerimandiamo all'Eser
izio 2.29 la dimostrazione dell'equivalenza tra (2.4.3)e (2.4.5).Iperbole in forma 
anoni
aQuesta 
oni
a è de�nita dalla seguente equazione:

γ :
x2

a2
− y2

b2
= 1 , a, b > 0 . (2.4.6)L'iperbole γ è rappresentata nella Figura 2.29. I due fuo
hi dell'iperbo-

x

y

b b bb

b

y= b
a
xy=− b

a
x

a−a F1F2

P

Figura 2.29 � L'iperbole in forma 
anoni
a.le hanno 
oordinate F1 = [
√
a2 + b2, 0] , F2 = −F1. Si può notare 
hel'iperbole γ è formata da due 
omponenti disgiunte (dette rami), unanel semipiano x ≥ a , l'altra, spe
ulare rispetto all'asse y, nella regione

x ≤ −a .
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a nel pianoSi può an
he intuire, attraverso l'osservazione della Figura 2.29, 
he i ramidi γ si avvi
inano alle due rette y = ± (b/a) x quando x diventa in�nita-mente grande: pre
isare in modo matemati
amente soddisfa
ente questo
on
etto di avvi
inamento ri
hiederebbe l'uso della nozione di limite, 
osa
he va al di là dei nostri obiettivi.In modo analogo a quanto visto per l'ellisse, possiamo dare una 
arat-terizzazione geometri
a dell'iperbole γ in termini di distanze dai suoifuo
hi:
γ =

{

P ∈ R2 : |dist(P, F1)− dist(P, F2)| = 2a
}

. (2.4.7)L'equivalenza tra (2.4.6) e (2.4.7) è una veri�
a molto simile a quelladell'Eser
izio 2.29 e per
iò è las
iata al lettore.Parabola in forma 
anoni
aNel �2.2 abbiamo imparato a tra

iare il gra�
o di una parabola. Ora inve-
e presentiamo una 
aratterizzazione geometri
a della parabola in analogia
on (2.4.4) e (2.4.7).L'equazione della parabola in forma 
anoni
a può essere s
ritta 
omesegue:
γ : 2p y = x2 , p > 0 . (2.4.8)Fa

iamo riferimento alla Figura 2.30. Abbiamo un fuo
o F = [0, (p/2)]

x

y

b

bF

P

r Figura 2.30 � La parabola in forma 
anoni
a.e una retta r di equazione y = −(p/2), 
he 
hiameremo direttri
e dellaparabola. Ora a�ermiamo 
he per la parabola γ si ha:
γ =

{

P ∈ R2 : dist(P, F ) = dist(P, r)
}

. (2.4.9)
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a 67Vediamo in dettaglio 
ome si mostra l'equivalenza tra le due 
aratteriz-zazioni (2.4.8), (2.4.9), in quanto questo sempli
e eser
izio può guidarenella 
omprensione dell'Eser
izio 2.29. Per il generi
o P ∈ R2, s
riviamo
P = [x, y]. Dalle (2.1.1) e (2.1.36) si trova

dist(P, r) =
∣

∣

∣
y +

p

2

∣

∣

∣
, dist(P, F ) =

√

x2 + (y − p

2
)2 .Quindi l'equazione in (2.4.9) (dist(P, F ) = dist(P, r)) diventa

∣

∣

∣
y +

p

2

∣

∣

∣
=

√

x2 + (y − p

2
)2 . (2.4.10)Elevando entrambi i membri al quadrato si ha

y2 + yp+
(p

2

)2

= x2 + y2 − yp+
(p

2

)2

,da 
ui è fa
ile ri
avare la (2.4.8).Oltre alle 
apa
ità di ragionamento logi
o, il lettore dovrebbe, in parallelo,sviluppare l'abilità di eseguire e portare a termine 
al
oli an
he lunghi. Atal �ne, si suggeris
e di svolgere sempre i passaggi 
on ordine, senza perde-re di vista né il 
al
olo 
he si 
ompie al momento, né l'obiettivo �nale 
hesi vuole ottenere. In questo ordine di idee, si 
onsiglia di provare a svol-gere l'eser
izio seguente (solo dopo aver tentato di risolvere il problema,
onfrontare quanto fatto 
on la soluzione proposta).
⊲ Eser
izio 2.29. Veri�
are l'equivalenza di (2.4.3) e (2.4.5).Soluzione. Posto P = [x, y] e usando l'espressione espli
ita di F1 e F2 abbiamo:

dist(P,F1) =

√

(x−
√

a2 − b2)2 + y2 (2.4.11)
dist(P,F2) =

√

(x+
√

a2 − b2)2 + y2 . (2.4.12)Usando le (2.4.11)�(2.4.12), la (2.4.5) diventa
√

(x−
√

a2 − b2)2 + y2 +

√

(x+
√

a2 − b2)2 + y2 = 2a . (2.4.13)Ora, elevando al quadrato e isolando a destra il radi
ale rimasto, si ha:
(x−

√

a2 − b2)2 + y2 + (x+
√

a2 − b2)2 + y2 − 4a2 (2.4.14)
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= 2

√

(x−
√

a2 − b2)2 + y2
√

(x+
√

a2 − b2)2 + y2 .Conviene adesso svolgere i 
al
oli in (2.4.14) per ottenere 
he essa equivale a
2x2 + 2y2 − 2a2 − 2b2 = 2

√

(x−
√

a2 − b2)2 + y2
√

(x+
√

a2 − b2)2 + y2 .Ora, dividendo entrambi i membri per 2 ed elevando poi al quadrato si ha:
(x2 + y2 − a2 − b2)2 = [(x−

√

a2 − b2)2 + y2] [(x+
√

a2 − b2)2 + y2] . (2.4.15)Sviluppando ulteriormente i 
al
oli si ottiene
x4 + y4 + a4 + b4 + 2x2y2 − 2a2x2 − 2b2x2 − 2a2y2 − 2b2y2 + 2a2b2 (2.4.16)
= [x2 + a2 − b2 + y2 − 2x

√

a2 − b2] [x2 + a2 − b2 + y2 + 2x
√

a2 − b2] .Adesso si può notare 
he il membro a destra della (2.4.16) ha la forma
(A−B)(A+B) ,
on

A = x2 + a2 − b2 + y2 e B = 2x
√

a2 − b2 .Quindi, sostituendolo 
on A2 −B2 e e�ettuando le risultanti sempli�
azioni, la(2.4.16) diventa
4x2b2 + 4y2a2 = 4a2b2 . (2.4.17)Dividendo per 4a2b2 si ottiene in�ne la (2.4.3).

⊳2.5 Eser
izi proposti
⊲ Eser
izio 2.30. S
rivere l'equazione della retta r 
he passa per il punto
P = [1,−2] ed è perpendi
olare alla retta passante per l'origine e Q =
[1, 2].
⊲ Eser
izio 2.31. Sia C = [2,−1]. S
rivere l'equazione della 
ir
onferen-za γ 
he ha 
entro in C ed è tangente alla bisettri
e del se
ondo e quartoquadrante.
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⊲ Eser
izio 2.32. Siano γ la 
ir
onferenza di equazione x2+(y−2)2 = 1e P = [0,−1] . Determinare l'equazione delle due rette r1 e r2 
he passanoper P e sono tangenti alla 
ir
onferenza γ.
⊲ Eser
izio 2.33. Si 
onsiderino le due rette parallele r1 e r2 di equazionerispettivamente y = x + 1 e y = x − 1. Determinare l'equazione dellageneri
a 
ir
onferenza tangente ad entrambe le rette.
⊲ Eser
izio 2.34. Determinare per quali valori di b ∈ R la retta r diequazione y = x + b risulta tangente alla 
ir
onferenza γ di equazione
x2 + y2 = 1.
⊲ Eser
izio 2.35. Determinare per quali valori di m ∈ R la retta r diequazione y = mx + 2 risulta tangente alla 
ir
onferenza γ di equazione
x2 + y2 = 1.
⊲ Eser
izio 2.36. Determinare per quali valori di x ∈ R risulta veri�
atale seguente disequazione:

|x+ 5| ≤ 2x− 2 .

⊲ Eser
izio 2.37. Determinare per quali valori di x ∈ R risulta veri�
atale seguente disequazione:
|x|+ x+ 5 ≤ |2x− 1| .

⊲ Eser
izio 2.38. Determinare per quali valori di x ∈ R risulta veri�
atale seguente disequazione:
1

x
+

1

x+ 1
≥ 2 .2.6 CommentiCome già a

ennato nell'introduzione, Cartesio introdusse le basi dellageometria analiti
a nel 1637, in un saggio intitolato Geometria 
he fuin
luso nel suo 
eleberrimo Dis
orso sul metodo. Questo lavoro fu fon-damentale per varie ragioni. Innanzitutto, fornì uno strumento essenzia-le 
he 
onsentì poi a Newton e Leibnitz di pro
edere allo sviluppo delle
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a nel pianobasi del 
osiddetto 
al
olo di�erenziale 
he, senza dubbio, 
ostituis
e lefondamenta di tutto il sapere s
ienti�
o moderno.Poi, in un'otti
a leggermente diversa, va sottolineato 
he l'uso delle 
oor-dinate 
artesiane fu all'origine della nas
ita delle 
osiddette geometrie noneu
lidee (geometria proiettiva, ellitti
a e des
rittiva, ad esempio).Per 
on
ludere questo 
apitolo riteniamo importante anti
ipare 
he, peruno studio più avanzato e profondo della geometria analiti
a, è indi-spensabile avvalersi degli strumenti o�erti dalla teoria dei vettori e, piùgeneralmente, dall'algebra lineare.



3
Polinomi ed elementi
di calcolo algebrico

3.0 S
opi del 
apitoloIn questo 
apitolo esporremo al
uni 
on
etti fondamentali relativi ai po-linomi a 
oe�
ienti reali. Si tratta di una famiglia di funzioni parti
olar-mente importanti, per lo studio delle quali è ne
essario 
ombinare tra loro
on
etti di natura algebri
a 
on altri derivanti dalla geometria analiti
a edallo studio qualitativo dei gra�
i di funzione. Dato 
he, tradizionalmen-te, un appro

io diretto all'algebra astratta 
rea di�
oltà per lo studente,abbiamo de
iso di iniziare il 
apitolo ri
hiamando al
une proprietà fonda-mentali relative all'aritmeti
a dei numeri naturali. Infatti, queste proprie-tà da una parte 
ostituis
ono un riferimento 
on
ettuale espli
ito 
he puòguidare il lettore alla 
omprensione degli argomenti relativi alla divisionee alla fattorizzazione dei polinomi, dall'altra 
i 
onsentono di presentareuna simbologia di uso 
orrente nell'ambito del 
al
olo algebri
o.



72 Polinomi ed elementi di 
al
olo algebri
o3.1 Con
etti preliminariAbbiamo già in
ontrato l'insieme dei numeri naturali N nel 
orso delCapitolo 1:
N = {0, 1, 2, . . . , n, . . .} . (3.1.1)L'abitudine 
onsolidata in ognuno di noi 
onsente agli autori di ritenere 
henessun lettore abbia di�
oltà nel riferirsi ad un proprio s
hema mentaleoperativo 
he gli permetta di ragionare usando i numeri naturali: lo studiodelle proprietà di N a livello elementare si 
hiama aritmeti
a, mentre alivello superiore è noto 
ol nome di teoria dei numeri.Con queste premesse, possiamo iniziare a presentare le prime proprietà diinteresse per i nostri obiettivi.De�nizione 3.1. Siano m, n ∈ N. Di
iamo 
he m è un divisore di n seesiste k ∈ N tale 
he n = m · k. In questo 
aso si può an
he dire 
he n èun multiplo di m, o 
he n è divisibile per m.Osservazione 3.1.(i) Nessun numero naturale positivo è divisibile per 0.(i) Ogni numero naturale positivo ha almeno due divisori banali: 1 e sestesso.De�nizione 3.2. Sia n ∈ N, n ≥ 2. Diremo 
he n è primo se non ha altridivisori oltre i due divisori banali (
ioè 1 e se stesso).

♦ Esempio 3.1. Ad esempio, i numeri, 2, 3, 5, 7, 11, 53 sono numeriprimi. Esistono in�niti numeri primi, fatto 
he era già noto ad Eu
lide1.I due teoremi seguenti ra

olgono le proprietà fondamentali di 
ui dovremoesaminare la generalizzazione nel 
ontesto dei polinomi.1La dimostrazione di Eu
lide è la seguente. Supponiamo 
he i numeri primi siano�niti e denotiamoli 
on {p1, p2, . . . , pk}. Se adesso 
onsideriamo il numero p̄ = p1 ·
p2 · · · pk + 1 è fa
ile veri�
are 
he nessuno dei p1, p2, . . . , pk divide p̄. Ma allora p̄ èun numero primo diverso da p1, p2, . . . , pk 
ontraddi
endo l'ipotesi 
he p1, p2, . . . , pkfossero gli uni
i numeri primi.



3.1 Con
etti preliminari 73Teorema 3.1 (Teorema fondamentale dell'aritmeti
a). Ogni numero na-turale n ≥ 2 può essere fattorizzato 
ome prodotto di numeri primi, 
ioès
ritto nella forma:
n = pα1

1 · pα2

2 · . . . · pαr

r (3.1.2)dove p1, . . . , pr sono r numeri primi diversi fra loro, mentre gli esponenti
α1, . . . , αr sono numeri maggiori o uguali a 1. Inoltre, questa de
omposi-zione è uni
a a meno dell'ordine dei fattori.Teorema 3.2 (Teorema della divisione e del resto). Si 
onsiderino n, m ∈
N, 
on n ≥ m ≥ 1. Allora sono univo
amente determinati due numeri na-turali q e r, 
he sono detti rispettivamente quoziente e resto della divisione
n : m, 
on le seguenti proprietà:

n = q ·m+ r , 0 ≤ r < m . (3.1.3)Abbiamo già in
ontrato, nel Capitolo 1 (si veda la (1.4.6)) il simbolodi sommatoria Σ. Ora a
quistiamo maggiore familiarità 
on i 
al
oli
oinvolgenti le sommatorie.
⊲ Eser
izio 3.1. Cal
olare

8
∑

i=3

i2 .Soluzione.
8
∑

i=3

i2 = 32 + 42 + 52 + 62 + 72 + 82 = · · · = 199 .

⊳Sappiamo 
he somma e moltipli
azione di numeri reali godono delle se-guenti proprietà:
{

(a+ b) + c = a+ (b+ c) (associativa)
c · (a+ b) = c · a + c · b (distributiva) ,

(3.1.4)valide ∀ a, b, c ∈ R. Come 
onseguenza immediata si hanno le seguentiutili formule relative alle sommatorie (c, ak, bk sono numeri reali arbitrari,
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olo algebri
omentre k, m, n ∈ N):
(i)

n
∑

k=1

(c · ak) = c ·
n
∑

k=1

ak

(ii)

n
∑

k=1

ak +

n
∑

k=1

bk =

n
∑

k=1

(ak + bk)

(iii)
n
∑

k=1

ak +
n+m
∑

k=n+1

ak =
n+m
∑

k=1

ak

(iv)

n
∑

k=1

ak =

n+m
∑

k=1+m

ak−m

(v)

n
∑

k=1

c = c · n

(vi)

n
∑

k=1

ak =

n
∑

k=1

an−k+1 =

n−1
∑

k=0

an−k .

(3.1.5)

Con
ettualmente le formule pre
edenti sono banali, ma sono state inseritein quanto la loro lettura dovrebbe 
onsentire al lettore di a
quisire unamaggiore 
on�denza 
on l'importante formalismo matemati
o 
he 
oinvol-ge gli indi
i. In questo ordine di idee, nel prossimo eser
izio presentiamoun metodo alternativo per ottenere un risultato 
he avevamo dimostrato,nel Capitolo 1, utilizzando il prin
ipio di induzione.
⊲ Eser
izio 3.2 (Somma dei primi n numeri). Dimostrare 
he, ∀n ≥ 1,si ha:

n
∑

k=1

k =
n (n+ 1)

2
. (3.1.6)
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etti preliminari 75Soluzione. Possiamo s
rivere:
2

n
∑

k=1

k =

n
∑

k=1

k +

n
∑

k=1

k

(usiamo (3.1.5)(vi)) =

n
∑

k=1

k +

n
∑

k=1

(n− k + 1)

(usiamo (3.1.5)(ii)) =

n
∑

k=1

(k + n− k + 1) =

n
∑

k=1

(n+ 1)

(usiamo (3.1.5)(v)) = n(n+ 1) .Questa 
atena di uguaglianze dimostra 
he:
2

n
∑

k=1

k = n(n+ 1) .Dividendo per 2 si ha immediatamente la tesi.
⊳Osservazione 3.2. Il lettore attento dovrebbe aver ri
onos
iuto 
he l'ideamatemati
a alla base dello svolgimento del pre
edente eser
izio 
oin
ide
on quella del bambino Gauss, illustrata nel Capitolo 1.

⊲ Eser
izio 3.3 (Progressione geometri
a). Siano q ∈ R, q 6= 1 e n ∈ N,
n ≥ 1. Allora vale la formula:

n
∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q
. (3.1.7)Soluzione. Poi
hé 1− q 6= 0, la (3.1.7) è equivalente a:

(1− q)
n
∑

k=0

qk = 1− qn+1 . (3.1.8)Ora, grazie a (3.1.5)(i) e (ii), abbiamo:
(1− q)

n
∑

k=0

qk =

n
∑

k=0

qk − q

n
∑

k=0

qk =

n
∑

k=0

qk −
n
∑

k=0

qk+1 . (3.1.9)
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olo algebri
oUsando la (3.1.5)(iv) possiamo ris
rivere la (3.1.9) 
ome:
(1− q)

n
∑

k=0

qk =
n
∑

k=0

qk −
n+1
∑

k=1

qk . (3.1.10)In�ne, usando la (3.1.5)(iii):
(1 − q)

n
∑

k=0

qk = 1 +
n
∑

k=1

qk −
(

n
∑

k=1

qk + qn+1

)

= 1− qn+1 , (3.1.11)
ome ri
hiesto.
⊳De�nizione 3.3. Sia n ∈ N. Si de�nis
e il numero n! (si legge n fatto-riale) 
ome segue:

n! =

{

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 se n ≥ 2
1 se n = 1 o n = 0 .

(3.1.12)
♦ Esempio 3.2.

5! = 5 · 4 · 3 · 2 = 120 ; 6! = 6 · 5! = 720 .Più generalmente, non sussiste di�
oltà nel 
apire le due seguenti ugua-glianze (dove k < n):
(n+1)! = (n+ 1) · n! ; n!

k!
= n · (n− 1) · (n− 2) · · · (k+ 1) . (3.1.13)De�nizione 3.4. Siano n, k ∈ N , n ≥ k. Si de�nis
e il numero (n

k

) (silegge n su k, ed è 
hiamato 
oe�
iente binomiale) 
ome segue:
(

n

k

)

=











n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1)

k!
se k ≥ 1

1 se k = 0 .

(3.1.14)Si osservi 
he il numeratore, nella frazione 
he de�nis
e il 
oe�
ientebinomiale, è il prodotto di k numeri naturali: in parti
olare,
(

n

1

)

= n .
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♦ Esempio 3.3.

(

7

4

)

=
7 · 6 · 5 · 4

4!
=

7· 6 6 · 5· 6 4
6 4· 6 3· 6 2 = 35 .Osservazione 3.3. Una formula alternativa per de�nire il 
oe�
iente bi-nomiale è:

(

n

k

)

=
n!

k! (n− k)!
. (3.1.15)Il lettore non dovrebbe avere problemi a ri
onos
ere 
he (3.1.14) e (3.1.15)sono equivalenti. Inoltre, possiamo an
he notare 
he dalla (3.1.15) seguefa
ilmente la seguente simmetria del 
oe�
iente binomiale:

(

n

k

)

=

(

n

n− k

)

. (3.1.16)
⊲ Eser
izio 3.4. Dimostrare la seguente uguaglianza:

(

n+ 1

k + 1

)

=

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

. (3.1.17)Soluzione. Appli
ando la de�nizione (3.1.15) troviamo:
(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=
n!

k!(n− k)!
+

n!

(k + 1)!(n − k − 1)!
.Riportando queste ultime due frazioni a 
omune denominatore otteniamo:

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=
(k + 1)n!

(k + 1) k! (n − k)!
+

n! (n− k)

(k + 1)! (n − k) (n − k − 1)!
,ovvero, proseguendo il 
al
olo:

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

=
n! · [6 k + 1 + n− 6 k]
(k + 1)! (n − k)!

=
(n + 1)!

(k + 1)! ((n+ 1)− (k + 1))!
=

(

n+ 1

k + 1

)

.
⊳Il 
oe�
iente binomiale trova ampio impiego all'interno del 
al
olo 
ombi-natorio e della teoria del 
al
olo delle probabilità. Per il momento, per noiil 
oe�
iente binomiale gio
a un ruolo essenziale nel seguente importanterisultato (
ui deve il nome).
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al
olo algebri
oTeorema 3.3 (Formula del binomio di Newton). Siano a, b ∈ R, e n ∈
N, n ≥ 1. Allora vale la seguente formula di sviluppo della potenza n-esima di un binomio:

(a + b)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

ak bn−k . (3.1.18)Dimostrazione. Dimostriamo la (3.1.18) per induzione sulla potenza n.La (3.1.18) è vera per n = 1: infatti, ri
ordando 
he x0 = 1 , ∀ x ∈ R,abbiamo:
1
∑

k=0

(

1

k

)

ak b1−k =

(

1

0

)

a0b1+

(

1

1

)

a1b0 = 1·1·b+1·a·1 = a+b = (a+b)1 .Ora supponiamo la (3.1.18) vera per n e dimostriamola per n + 1. Peripotesi induttiva si ha:
(a+ b)n+1 = (a+ b) (a + b)n

= (a+ b)
n
∑

k=0

(

n

k

)

an−k bk

=
n
∑

k=0

(

n

k

)

an+1−k bk +
n
∑

k=0

(

n

k

)

an−k bk+1 . (3.1.19)Adesso
n
∑

k=0

(

n

k

)

an+1−k bk =

(

n

0

)

an+1 +
n−1
∑

k=0

(

n

k + 1

)

an−k bk+1 , (3.1.20)mentre
n
∑

k=0

(

n

k

)

an−k bk+1 =

n−1
∑

k=0

(

n

k

)

an−k bk+1 +

(

n

n

)

bn+1 . (3.1.21)
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etti preliminari 79Ora sostituiamo la (3.1.20) e la (3.1.21) nella (3.1.19). Tenendo 
ontodella (3.1.17) e delle (3.1.5) troviamo:
(a + b)n+1 =

(

n

0

)

an+1 +
n−1
∑

k=0

((

n

k

)

+

(

n

k + 1

))

an−k bk+1 +

(

n

n

)

bn+1

=

(

n

0

)

an+1 +
n−1
∑

k=0

(

n+ 1

k + 1

)

an−k bk+1 +

(

n

n

)

bn+1

=

(

n + 1

0

)

an+1 +
n
∑

k=1

(

n+ 1

k

)

an+1−k bk +

(

n+ 1

n+ 1

)

bn+1

=
n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

an+1−k bk ,
osa 
he 
ompleta la dimostrazione induttiva. Si noti an
he 
he, per laterza di quest'ultima serie di uguaglianze, abbiamo usato
(

n

0

)

=

(

n+ 1

0

)

(= 1) e

(

n

n

)

=

(

n+ 1

n+ 1

)

(= 1) .

⊲ Eser
izio 3.5 (Disuguaglianza di Bernoulli). Sia x ∈ R, x ≥ 0. Allora,per ogni n ∈ N, vale la seguente disuguaglianza:
(1 + x)n ≥ 1 + nx . (3.1.22)Soluzione. Usando la formula del binomio di Newton possiamo s
rivere:

(1 + x)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

xk = 1 + nx+

(

n

2

)

x2 + . . . ≥ 1 + nx ,in quanto, valendo l'ipotesi x ≥ 0, tutti i termini tras
urati sono non negativi.
⊳In realtà, 
ome dimostreremo mediante induzione su n in uno degli eser
izidi riepilogo 
he seguono, la disuguaglianza (3.1.22) è valida an
he sottol'ipotesi meno restrittiva: x ≥ −1.
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olo algebri
oPer 
ompletezza, 
on
ludiamo questo paragrafo introduttivo presentandoal
une formule note 
on il nome di prodotti notevoli. Nello spirito dellaformula del binomio di Newton, queste uguaglianze 
onsentono, in molti
asi, di sempli�
are determinate espressioni algebri
he.
(i) a2 − b2 = (a+ b) (a− b)
(ii) a3 − b3 = (a− b) (a2 + ab+ b2)
(iii) a3 + b3 = (a+ b) (a2 − ab+ b2)
(iv) an − bn = (a− b) (an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1) .

(3.1.23)Inoltre, per n dispari:
an + bn = (a+ b) (an−1 − an−2b+ an−3b2 · · · − abn−2 + bn−1) . (3.1.24)Il lettore è invitato ad eseguire espli
itamente i 
al
oli ne
essari a veri�
arei prodotti notevoli (3.1.23)�(3.1.24).3.2 PolinomiUn polinomio di grado n, a 
oe�
ienti in R, è una funzione P : R → Rde�nita da una legge del tipo:

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n (an 6= 0) , (3.2.1)dove i 
oe�
ienti a0, . . . , an sono dei numeri reali assegnati. Una notazioneequivalente, più sinteti
a, è:

P (x) =
n
∑

j=0

aj x
j , aj ∈ R , an 6= 0 . (3.2.2)In parti
olare, i polinomi 
ostanti P (x) ≡ a0 hanno grado zero. Se poi

a0 = 0, allora P (x) si 
hiama polinomio nullo (P (x) ≡ 0) (in questi 
asi,la simbologia �≡� sostituis
e �=� per sottolineare 
he l'uguaglianza vale
∀ x). I polinomi 
on un solo 
oe�
iente non nullo vengono detti monomi,mentre se i 
oe�
ienti non nulli sono due o tre si parla rispettivamente dibinomi o trinomi.De�nizione 3.5. Diremo 
he x0 ∈ R è una radi
e di P (x) se è unasoluzione dell'equazione P (x) = 0, o, in altre parole, se

P (x0) = 0 . (3.2.3)



3.2 Polinomi 81Se x0 è una radi
e di P (x), allora esiste un'uni
a fattorizzazione di P (x)del tipo:
P (x) = (x− x0)

k Q(x) , (3.2.4)dove k ∈ N, k ≥ 1, mentre Q(x) ha grado (n − k) e Q(x0) 6= 0. Ilnumero naturale k si 
hiama moltepli
ità algebri
a di x0 e si indi
a 
on lasimbologia:
µa(x0) = k . (3.2.5)Per 
apire meglio questi 
on
etti e svolgere eser
izi in merito è ne
essariori
hiamare al
uni risultati fondamentali relativi alla divisione di polino-mi. An
he se questo è un argomento ampiamente trattato nei testi dimatemati
a delle s
uole superiori, riteniamo utile ri
hiamare i prin
ipa-li aspetti operativi della questione. Iniziamo 
on l'enun
iato del teorema
he rappresenta, in questo 
ontesto, l'analogo del Teorema 3.2 relativo alladivisione 
on resto nell'ambito dell'insieme dei numeri naturali N.Teorema 3.4 (Teorema della divisione e del resto per polinomi). Sia-no P (x), P ′(x) due polinomi a 
oe�
ienti reali, di grado rispettivamente

n, n′ ∈ N, 
on n ≥ n′. Allora sono univo
amente determinati due poli-nomi Q(x) e R(x), detti rispettivamente quoziente e resto della divisione
P (x) : P ′(x), 
on le due seguenti proprietà:

{

(i) P (x) = P ′(x) ·Q(x) +R(x)
(ii) R(x) ≡ 0 oppure r < n′ ,

(3.2.6)dove r indi
a il grado di R(x).Nel prossimo importante eser
izio studiamo il 
on
etto di moltepli
itàalgebri
a di una radi
e e impariamo, attraverso un sempli
e esempio, 
omee�ettuare la divisione di polinomi di 
ui al Teorema 3.4.
⊲ Eser
izio 3.6. Sia P (x) = x4−3x3+2x2+x−1. Veri�
are 
he x0 = 1è una radi
e di P (x) e determinare µa(1).Soluzione. Si ha

P (1) = 14 − 3 · 13 + 2 · 12 + 1− 1 = 0 ,per 
ui e�ettivamente x0 = 1 è una radi
e di P (x). Per ottenere la fattorizza-zione (3.2.4) dobbiamo dividere P (x) per il polinomio di primo grado (x − 1).
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al
olo algebri
oLa seguente sequenza illustra appunto il 
osiddetto algoritmo eu
lideo per ladivisione dei polinomi:
+x4 −3x3 +2x2 +x −1 x− 1

+x4 −x3 x3 − 2x2 + 1 (= Q(x) )

� −2x3 +2x2 +x −1

−2x3 +2x2

� � +x −1

+x −1

(Resto R(x) = ) � � (3.2.7)Il pro
edimento per 
ostruire l'algoritmo di divisione (3.2.7) segue la logi
a delladivisione tra numeri naturali ed è il seguente: si 
ostruis
e Q(x) de
res
endo dalmonomio di grado maggiore (3 nella nostra situazione), individuato 
ome quelmonomio (x3 in questo 
aso) 
he, moltipli
ato per il divisore (x − 1), generaun polinomio il 
ui monomio di grado maggiore (x4 in questo esempio) 
oin
ide
on quello del dividendo P (x). Si s
rive poi il risultato di questa moltipli
azionesotto P (x) e si e�ettua la sottrazione, trovando in questo 
aso:
−2x3 + 2x2 + x− 1 .Si 
ontinua allo stesso modo, determinando il se
ondo monomio di Q(x) (−2x2nel nostro esempio): il pro
edimento termina quando si ottiene resto nullo (
omein questo 
aso) o di grado strettamente inferiore a quello del divisore.In 
on
lusione, mediante l'algoritmo di divisione (3.2.7) abbiamo ottenuto:

P (x) = (x− 1)Q(x) +R(x) ,
on Q(x) = x3 − 2x2 + 1 e R(x) ≡ 0. Per 
omodità ris
riviamo espli
itamentequesto risultato:
P (x) = (x− 1) (x3 − 2x2 + 1) . (3.2.8)
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hé Q(1) = 0, la fattorizzazione non è an
ora terminata e bisogna dividere
Q(x) per x− 1. Abbiamo:

+x3 −2x2 +1 x− 1

+x3 −x2 x2 − x− 1.

� −x2 +1

−x2 +x

� −x +1

−x +1

� �

(3.2.9)
Da 
ui Q(x) = (x− 1) (x2 − x− 1), 
he sostituita in (3.2.8) fornis
e:

P (x) = (x− 1)2 (x2 − x− 1) , (3.2.10)
he è la fattorizzazione di tipo (3.2.4) ri
hiesta, in quanto x0 = 1 non è radi
edi (x2 − x− 1). Allora la moltepli
ità algebri
a vale µa(1) = 2.
⊳De�nizione 3.6. Sia

P (x) = ax2 + bx+ c , a 6= 0 ,un polinomio di se
ondo grado. Di
iamo 
he P (x) è irridu
ibile se non haradi
i reali.
♦ Esempio 3.4. Il polinomio

P (x) = x2 + 1è irridu
ibile.Possiamo adesso enun
iare il seguente importante risultato 
he generaliz-za al 
ontesto dei polinomi il Teorema 3.1 di fattorizzazione dei numerinaturali in prodotto di numeri primi.Teorema 3.5 (Fattorizzazione di polinomi). Ogni polinomio a 
oe�
ientireali, di grado n ≥ 1, può essere fattorizzato 
ome prodotto di potenze dipolinomi di primo grado e polinomi di se
ondo grado irridu
ibili. Inoltre,questa de
omposizione è uni
a a meno dell'ordine dei fattori.
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al
olo algebri
oVa sottolineato 
he una giusti�
azione rigorosa degli enun
iati e delle pro-prietà illustrate in questa sezione sui polinomi 
ostituis
e materia avanza-ta, normalmente oggetto di 
orsi universitari spe
i�
i. In parti
olare, unostudio algebri
o 
ompleto dei polinomi può avvenire solo in 
ongiunzione
on l'introduzione del 
orpo dei 
osiddetti numeri 
omplessi.Detto questo, appare naturale la ne
essità di dis
utere quando, ed even-tualmente 
ome, sia possibile determinare espli
itamente le radi
i di undato polinomio. Sfortunatamente, è noto 
he non esistono formule risolu-tive per determinare, in generale, le radi
i di polinomi di grado superiorea quattro. An
he le formule risolutive relative a polinomi di grado tre equattro, pur se disponibili, risultano troppo 
omplesse per questo livello ditrattazione. Inve
e, riprendendo il dis
orso, iniziato nel Capitolo 3, relati-vo alla rappresentazione gra�
a di parabole, è possibile ed utile illustrarein dettaglio la situazione per i polinomi di se
ondo grado: in parti
olare,possiamo derivare la formula risolutiva delle equazioni di se
ondo grado.Pro
ediamo 
on ordine. Per prima 
osa, ri
ordando l'ipotesi a 6= 0,s
riviamo:
ax2 + bx+ c = a

(

x2 +
b

a
x

)

+ c

= a

(

x+
b

2a

)2

+

(

c− b2

4a

)

= a(x− x0)
2 − ∆

4a
,

(3.2.11)
dove abbiamo posto:

x0 = − b

2a
e ∆ = b2 − 4ac . (3.2.12)Fa

iamo il punto della situazione: grazie alla (3.2.11) possiamo dire 
hel'equazione

ax2 + bx+ c = 0 (3.2.13)equivale a:
a(x− x0)

2 =
∆

4a
. (3.2.14)Quindi, se ∆ < 0, ora possiamo subito 
on
ludere 
he non 
i sono radi
ireali, o, in altre parole, il polinomio è irridu
ibile.
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izi di riepilogo 85Inve
e, se ∆ ≥ 0, una sempli
e ispezione di (3.2.14) fornis
e:
x− x0 = ±

√

∆

4a2
,ovvero

x = x0 ±
√

∆

4a2
. (3.2.15)In�ne, usando l'espressione espli
ita di x0 data in (3.2.12), 
on
ludia-mo 
he le due radi
i sono proprio quelle già anti
ipate nella (2.2.8) delCapitolo 2, 
ioè:

x1 =
−b −

√
∆

2a
, x2 =

−b+
√
∆

2a
(3.2.16)(si noti 
he x1 = x2 quando ∆ = 0). In�ne, un 
al
olo diretto 
onsentedi veri�
are 
he, quando ∆ ≥ 0, vale la fattorizzazione già presentata nelCapitolo 2, ovvero:

ax2 + bx+ c = a (x− x1) (x− x2) , (3.2.17)dove x1 e x2 sono le radi
i, 
ome in (3.2.16). Il lettore preo

upato dal-l'astrattezza e di�
oltà di questi 
on
etti algebri
i troverà diversi eser
iziutili nel �3.3.3.3 Eser
izi di riepilogoDe�nizione 3.7. Una funzione razionale (fratta) è una funzione de�nitada una legge del tipo:
T (x) =

P (x)

P ′(x)
, (3.3.1)dove P (x) e P ′(x) sono due polinomi (ovviamente, la funzione razionale

T (x) risulta de�nita solo per i valori di x ∈ R per 
ui il denominatore è
6= 0 ).Nella teoria del 
al
olo degli integrali è utile saper s
rivere una generi
afunzione razionale 
ome somma di un polinomio e di una funzione razio-nale in 
ui il grado del numeratore è strettamente inferiore a quello deldenominatore. Per ottenere questo s
opo è su�
iente appli
are l'algoritmodi divisione tra polinomi, 
ome illustriamo nei due eser
izi seguenti.
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o
⊲ Eser
izio 3.7. Sia T (x) la funzione razionale de�nita da:

T (x) =
P (x)

P ′(x)
, (3.3.2)dove P (x) = x4 − 3x3 − 2x+ 1 e P ′(x) = x2 + x− 2. S
rivere T (x) 
omesomma di un polinomio e di una funzione razionale in 
ui il grado delnumeratore è strettamente inferiore a quello del denominatore.Soluzione. Per prima 
osa dobbiamo e�ettuare la divisione tra il polinomio

P (x) (dividendo) e il polinomio P ′(x) (divisore):
+x4 −3x3 −2x +1 x2 + x− 2

+x4 +x3 −2x2 x2 − 4x+ 6

� −4x3 +2x2 −2x +1

−4x3 −4x2 +8x

� 6x2 −10x +1

6x2 +6x −12

(Resto R(x) = ) � −16x +13

(3.3.3)
Dal 
al
olo pre
edente, 
oerentemente 
on il Teorema 3.4, dedu
iamo 
he

P (x) = (x2 + x− 2) · (x2 − 4x+ 6) + (−16x+ 13) . (3.3.4)Ora appli
hiamo (3.3.4) a (3.3.2). Usando le espli
ite espressioni dei vari poli-nomi troviamo:
T (x) =

(x2 + x− 2) · (x2 − 4x+ 6) + (−16x+ 13)

(x2 + x− 2)

=
(x2 + x− 2) · (x2 − 4x+ 6)

(x2 + x− 2)
+

(−16x+ 13)

(x2 + x− 2)

= (x2 − 4x+ 6) +
(−16x+ 13)

(x2 + x− 2)
,
he rappresenta la de
omposizione ri
hiesta.

⊳

⊲ Eser
izio 3.8. Ripetere l'eser
izio pre
edente, ma usando:
P (x) = x5 − x4 + x2 − 4 ; P ′(x) = x3 − x .



3.3 Eser
izi di riepilogo 87Soluzione. Dividendo P (x) per P ′(x), si trova
+x5 −x4 +x2 −4 x3 − x

+x5 −x3 x2 − x+ 1

� −x4 +x3 +x2 −4

−x4 +x2

� +x3 −4

+x3 −x

(Resto R(x) = ) � +x −4Ora la 
on
lusione 
ui si perviene è:
T (x) = (x2 − x+ 1) +

(x− 4)

(x3 − x)
.

⊳Il Teorema 3.5 a�erma 
he ogni polinomio ammette una 
erta fattoriz-zazione: è però importante 
hiarire 
he non disponiamo di un metodogenerale 
he 
onsenta di 
ostruirla. La di�
oltà non risiede solo nel fatto
he non sempre sappiamo 
al
olare le eventuali radi
i, ma an
he nell'indi-viduazione dei fattori irridu
ibili di se
ondo grado. Nell'eser
izio seguentevediamo una situazione in 
ui la fattorizzazione si ottiene 
on un'intuizio-ne algebri
a 
he soprattutto suggeris
e quanto improbabile sia rius
ire atrattare i polinomi di grado alto 
on simili ragionamenti.
⊲ Eser
izio 3.9. Individuare la fattorizzazione del Teorema 3.5 nel 
asodel polinomio di quarto grado P (x) = x4 + 1.Soluzione. Poi
hé x4 ≥ 0 , ∀ x ∈ R , è 
hiaro 
he P (x) non ha radi
i e quindila sua fattorizzazione non può 
ontenere fattori di primo grado. In altre parole,
i dobbiamo aspettare 
he P (x) sia il prodotto di 2 polinomi di se
ondo gradoirridu
ibili. S
riviamo:

x4 + 1 = (x4 + 2x2 + 1)− 2x2

= (x2 + 1)2 − 2x2

= (x2 + 1−
√
2x) · (x2 + 1 +

√
2x) ,
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odove per l'ultima uguaglianza abbiamo usato il prodotto notevole (3.1.23)(i).
⊳Ovviamente, se si 
onos
e qual
he radi
e del polinomio, allora si ha lapossibilità di avanzare nella 
ostruzione della sua fattorizzazione. Vediamoun esempio.

⊲ Eser
izio 3.10. Individuare la fattorizzazione del Teorema 3.5 nel 
asodel polinomio di terzo grado P (x) = x3 + 2x− 3.Soluzione. Si può osservare 
he x = 1 è una radi
e di questo polinomio. Quindi
(x−1) deve 
omparire nella fattorizzazione di P (x). Dividendo P (x) per (x−1),il lettore dovrebbe fa
ilmente arrivare a 
on
ludere 
he:

P (x) = (x− 1) · (x2 + x+ 3) .

⊳Osservazione 3.4. Siano P (x) un polinomio e x0 una sua radi
e. Il fatto
he la divisione di P (x) per (x − x0) dia resto zero è una 
onseguenzaimmediata del Teorema 3.4 (veri�
arlo 
ome eser
izio). Generalmente,questa proprietà è nota 
ome Teorema di Ru�ni.In virtù di quanto appena detto, è 
hiaro 
he potrebbe essere utile dispor-re di un 
riterio 
he 
onsenta di restringere la rosa delle possibili radi
irazionali di un dato polinomio. In questo ordine di idee, 
itiamo per 
om-pletezza un risultato utile (
he enun
iamo senza dimostrazione, pre
isandoinoltre 
he non sarà oggetto di veri�
a d'esame):Proprietà 3.1. Sia
P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n (an 6= 0) , (3.3.5)un polinomio di grado n dove i 
oe�
ienti a0, . . . , an sono dei numeriinteri. Se P (x) ammette una radi
e razionale
x0 =

m

k
(3.3.6)
on m e k interi primi fra loro, allora k è un divisore di an, mentre m èun divisore di a0.
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⊲ Eser
izio 3.11. Sia

P (x) = 3x3 + 7x2 + 8x+ 2 .Determinare le eventuali radi
i razionali di P (x).Soluzione. Per la Proprietà 3.1, una frazione, ridotta ovviamente ai minimitermini, x0 = (m/k) può essere una radi
e di P (x) solo se m divide 2 e k divide
3. Ne segue 
he abbiamo le seguenti otto possibili s
elte per x0:

±1 ; ±2 ; ±1

3
; ±2

3
.D'altra parte, dato 
he i 
oe�
ienti non nulli del polinomio sono tutti positivi, è
hiaro 
he un'eventuale radi
e debba essere negativa. Questo restringe a quattrola rosa delle possibili radi
i razionali. Un 
al
olo di sostituzione diretta ora
onsente di 
on
ludere 
he l'uni
a radi
e razionale del polinomio è x0 = −(1/3).

⊳Osservazione 3.5. Sia P (x) = xn−k, 
on k numero naturale. Appli
andola Proprietà 3.1 a P (x) dedu
iamo subito 
he la radi
e n-esima di k è unnumero intero oppure irrazionale.
⊲ Eser
izio 3.12. Dimostrare, usando il prin
ipio di induzione, 
he ladisuguaglianza di Bernoulli (3.1.22) vale ∀ x ≥ −1.Soluzione. Pro
ediamo per induzione su n. Per n = 0 la disuguaglianza è:

(1 + x)0 ≥ 1 + 0 · x ovvero 1 ≥ 1 ,dunque evidentemente vera. Vediamo ora il passo induttivo:
(1 + x)n+1 = (1 + x) · (1 + x)n (3.3.7)

≥ (1 + x) · (1 + nx)

= 1 + (n+ 1)x+ nx2

≥ 1 + (n+ 1)x ,
ome ri
hiesto. Si noti 
he per la prima ≥ in (3.3.7) abbiamo usato l'ipotesiinduttiva e (1 + x) ≥ 0, mentre per l'ultimo passaggio sempli
emente il fatto
he nx2 ≥ 0.
⊳
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al
olo algebri
o3.4 Eser
izi proposti
⊲ Eser
izio 3.13. De
omporre il polinomio P (x) = x4 + x3 − x2 + x− 2nel prodotto di fattori irridu
ibili.
⊲ Eser
izio 3.14. Utilizzare l'Eser
izio 3.13 per risolvere la seguentedisequazione:

x4 + x3 − x2 + x− 2 < 0 .

⊲ Eser
izio 3.15. De
omporre il polinomio P (x) = x6 − 1 nel prodottodi fattori irridu
ibili.
⊲ Eser
izio 3.16. Determinare quoziente Q(x) e resto R(x) della seguen-te divisione:

x5 − x4 + 3x2 + 2x− 1

x3 + 2
.



Soluzioni degli esercizi
propostiCapitolo 1Eser
izio 1.15

1

2
,
3

4
,
5

6
,
13

10
.Eser
izio 1.16Dopo un'ora, la parte rimanente di torta è:

1− 2

7
=

5

7
.Dopo la se
onda ora, la parte rimanente di torta è:

5

7
− 5

7
· 2

7
=

25

49
.Ne segue 
he la parte di torta mangiata da Gigi in queste due ore è:

1− 25

49
=

24

49
.Eser
izio 1.17

2, 1331 =
3503

1650
.
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izi proposti
Eser
izio 1.18
f è iniettiva, non surgettiva e quindi non bigettiva.Eser
izio 1.19

n−1
∑

k=0

(2k + 1) = n2 .Eser
izio 1.20
n(n+ 1) .Eser
izio 1.21Per n = 0 si ha ∑0

k=0 k2 = 0 = 0(0+1)(0+1)
6 . Supponendo vera la formula per nsi trova

n+1
∑

k=0

k2 =

n
∑

k=0

k2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n + 1)

6
+ (n+ 1)2

=
(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
.Eser
izio 1.22(Tra

ia)(i) 2n+ 2m = 2(n+m) per ogni n, m ∈ N ;(ii) (2n + 1) + (2m+ 1) = 2(n +m+ 1) ;(iii) (2n + 1) · (2m+ 1) = 2(2n ·m+ n+m) + 1 .Eser
izio 1.23

Z .



93Eser
izio 1.24La risposta 
orretta è (a).Capitolo 2Eser
izio 2.30
r : y = −1

2
x− 3

2
.Eser
izio 2.31

γ : x2 + y2 − 4x+ 2y +
9

2
= 0 .Eser
izio 2.32

r1 : y = 2
√
2x− 1 ; r2 : y = −2

√
2x− 1 .Eser
izio 2.33

(x− c)2 + (y − c)2 =
1

2
,dove c è un qualunque numero reale.Eser
izio 2.34La retta r è tangente alla 
ir
onferenza γ, il 
ui 
entro è l'origine, se

dist(C, r) =
|b|√
2
= 1 .Quindi b = ±

√
2.Eser
izio 2.35La retta r è tangente alla 
ir
onferenza γ, il 
ui 
entro è l'origine, se

dist(C, r) =
|2|√

1 +m2
= 1 .
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izi propostiQuindi se m2 = 3, ovvero, m = ±
√
3.Eser
izio 2.36
x ≥ 7 .Eser
izio 2.37
x ≤ −2 .Eser
izio 2.38

{

x ∈ R : −1 < x ≤ − 1√
2

oppure 0 < x ≤ 1√
2

}

.Capitolo 3Eser
izio 3.13
P (x) = (x2 + 1) (x + 2) (x− 1) .Eser
izio 3.14

−2 < x < 1 .Eser
izio 3.15
P (x) = (x+ 1) (x− 1) (x2 + x+ 1) (x2 + x− 1) .Eser
izio 3.16
x5 − x4 + 3x2 + 2x− 1 = (x3 + 2) ·Q(x) + R(x) ,
on Q(x) = x2 − x e R(x) = x2 + 4x− 1 .
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