Capitolo 1

Sistemi lineari

1.1 Equazioni lineari

Una equazione lineare a n incognite, ¢ una equazione del tipo seguente:

aix)+ayx, +---+ayx,=b, (1.1)
dove ay,--- ,a,,b sono numeri reali. I simboli xi,---,x, sono detti incognite
dell’equazione, i numeri reali ay,--- ,a, coefficienti e b sara chiamato termine

noto.
Per semplificare la notazione, useremo spesso il simbolo di sommatoria, cosi
da scrivere 1’equazione lineare nel modo seguente:

n

Za,-x,. —b. (1.2)

i=1
Consideriamo ora la seguente definizione:
Definizione 1.1.1. Una soluzione di una equazione lineare a n incognite ., a;x; =

b, ¢ una n-upla ordinata (leggasi ennupla) di numeri reali, ossia un elemento
(xY, -+, x0) di R" tale che si abbia:

n

Zaix?zb.

i=1

Questo significa che se nell’equazione, al posto delle incognite mettiamo gli
elementi della n-upla e svolgiamo i calcoli, otteniamo il termine noto.
Vediamo ora alcuni esempi di equazioni lineari e di soluzioni di tali equazioni:

Esempio 1.1.2. Consideriamo I’equazione in 4 incognite:

2x1 — Xy + \/§x4:0.
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Si osservi innanzitutto che il coefficiente di x5 ¢ nullo e percio tale incognita non
appare nell’equazione ed inoltre il termine noto ¢ anch’esso nullo. La quaterna di
numeri reali (0, 0, 0, 0) ¢ una soluzione, infatti si ha:

2.0-1-0+V2-0=0+0+0=0,

che ¢ pari al termine noto. Allo stesso modo si verifica che le quaterne (1, 2,0, 0)
e ( V2,0,5, —2) sono entrambe soluzioni.

Esempio 1.1.3. L’equazione a 5 incognite
0x; + Oxy +OX3 + O0xy4 +OX5 =0,
ammette come soluzione qualunque 5-upla di numeri reali.

Esempio 1.1.4. [’equazione ad un’incognita (che denotiamo con x)

ammette come unica soluzione il numero reale —%. Infatti si verifica sostituendo
che —% ¢ una soluzione. Inoltre, se x° & una soluzione di tale equazione allora si
ha

5x°=-3

e, dividendo entrambi i membri per 5, si ottiene x° = —%.

Prima di analizzare piu dettagliatamente alcuni casi particolari, ci occorre
ancora la seguente definizione:

Definizione 1.1.5. Una equazione lineare a n incognite ¢ detta omogenea se il suo
termine noto ¢ nullo.

In tal caso si verifica facilmente che la n-upla in cui ogni elemento ¢ zero, ¢
una soluzione dell’equazione. Tale n-upla verra chiamata soluzione nulla.

Data un’equazione lineare a n incognite, ci interessa determinare e descrivere
I’insieme formato da tutte le soluzioni di tale equazione. Tale insieme sara per
definizione un sottoinsieme di R” e verra indicato con S. Di seguito analizzeremo
in dettaglio la generica equazione ad una e a due incognite per poi analizzare il
caso generale.

1.1.1 Equazione lineare ad una incognita

In questo caso denoteremo con x I’incognita, a il coefficiente di x e b il termine
noto. L’equazione sara allora:
ax=>b.

Nella ricerca delle soluzioni si presentano vari casi a seconda dei valori assunti
dal coefficiente e dal termine noto:
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Caso a # 0 In questo caso, dividendo entrambi 1 membri dell’equazione per a (dato che
a # 0) si ha che I’unica soluzione ¢ data dal numero reale Z equindi S = {g}.

Casoa =0 Se a ¢ nullo, I’equazione diventa
Ox=0>

e quindi abbiamo due possibilita. Se b ¢ non nullo, I’equazione non ha
soluzioni poiché qualunque numero reale x° moltiplicato per 0 da 0 e quindi
non pud essere uguale a b; in tal caso si ha S = (0. Se b ¢ nullo ogni numero
reale ¢ soluzione dell’equazione e allora avremo S = R.

1.1.2 Equazione lineare a due incognite

Indicheremo con x e y le due incognite, con a e b 1 rispettivi coefficienti e con c il
termine noto cosicché 1’equazione diventa:

ax+by=c.

Come per I’equazione ad una incognita distingueremo due casi. Se entrambi i
coeflicienti sono nulli avremo Ox+0y = ¢ e quindi se ¢ # 0 non esistono soluzioni,
mentre se ¢ = 0 I’insieme delle soluzioni ¢ R.

Se invece almeno uno dei coeflicienti € non nullo, supponiamo che sia a, allo-
ra, dividendo ambo i membri per a si ottiene x + gy = £ ¢, portando al secondo

membro Sy, si arriva a

b c
X=——=y+—.
a a

Quindi una qualunque soluzione (x°,y°) € R? dell’equazione ha la forma

b
(273
a a

. . . b0 4 ¢ 0
e viceversa ogni coppia della forma (—Ey +5y ) per un qualunque numero reale
y? soddisfa I’equazione. Possiamo quindi scrivere 1’insieme delle soluzioni come

segue:
S = {(—ét + E,t) € Rz't € R} .
a a

Diremo che le soluzioni sono infinito a uno, ossia che dipendono da un parametro
(in questo caso abbiamo usato ¢ come parametro).

Nel caso in cui b sia non nullo, sara possibile descrivere S in modo simile, in
cui il parametro apparira come primo elemento della coppia.
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1.1.3 Equazioni lineari: caso generale

Il caso dell’equazione ad n incognite

n

Zaixi:b.

i=1
¢ una semplice generalizzazione di quanto fatto per due incognite e quindi si avra:

e Se i coeflicienti sono tutti nulli, e il termine noto € nullo, avremo S = R”,
ci¢ quella che viene chiamata identita.

e Sei coefficienti sono tutti nulli, e il termine noto & non nullo, aviemo S = 0 e
diremo che I’equazione non ammette soluzioni oppure che ¢ incompatibile.

e Se almeno uno dei coefficienti ¢ diverso da zero sara possibile descrivere
I’insieme delle soluzioni utilizzando n — 1 parametri (uno in meno del nu-
mero delle incognite). Ad esempio, se a; # 0, operando come per il caso a
due incognite avremo

1 ¢ b
Xp=—— ) aixi+—
pa = i
e quindi x,, - - - , x, possono assumere qualunque valore reale mentre x; deve
avere la forma suddetta. L’insieme S sara allora descritto come segue:
1 ¢ b Y
S = ——Zaiti+—,t2,---,tn eR fz,"',tneR
aq Py aq

Esempio 1.1.6. Consideriamo I’equazione a 4 incognite
3X1 + X3 — X4 =5.

Poiché il coefliciente di x3 & diverso da zero, possiamo isolare x3 e portare i restanti
termini al secondo membro e ottenere

X3 = 5- 3X1 + X4
e quindi I’insieme delle soluzioni sara

S = {(f],fz,S =3 +1t4,14) € R4'l1,f2,t4 € R} .

Quindi si avranno oo? (si legga infinito a tre) soluzioni.
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1.2 Sistemi lineari

Ora ci occuperemo dei sistemi di equazioni e quindi daremo la seguente defini-
zione:

Definizione 1.2.1. Un sistema lineare a n incognite e m equazioni & un insieme di
m equazioni lineari ad n incognite.

Per avere un sistema a n incognite € m equazioni ci occorrono dunque m X n
coeflicienti e n termini noti. Per poter scrivere piu concisamente un sistema, sic-
come ci occorre identificare quali sono 1 coeflicienti e i termini noti di ogni equa-
zione, utilizzeremo un doppio indice per il coefficiente generico, in modo tale che
il primo indice identifichi I’equazione e il secondo la corrispondente incognita.

Ad esempio, se il sistema ha 2 equazioni e 3 incognite, ci occorrono 2 X 3
coeflicienti che indicheremo ad esempio con a;;, dove I'indice i assume 1 valori
1,2, mentre j assume valori 1,2, 3. Allora avremo che ay; ¢ il coefliciente relativo
a x; della prima equazione, a, ¢ il coefficiente relativo a x, della prima equazione
e a3 ¢ il coefficiente relativo a x; della prima equazione. Per la seconda equazione
avremo invece che a,; € il coefliciente relativo a x; , a», € il coefficiente relativo a
X, € ays € 1l coefficiente relativo a x3. Per i termini noti ci servira un unico indice
dato che per identificarli ci occorre solo il numero di equazione.

In generale dunque, se abbiamo 7 incognite ed m equazioni e indichiamo con
a;; 1 coeflicienti e b; 1 termini noti, per descrivere il sistema scriveremo:

n

Zaijx.,-:b,-,i: 1, , M. (13)

J=1
Quindi per i fissato avremo la i-esima equazione del sistema

n

Z ajx; = bl' .

=1

La notazione classica per scrivere un sistema per esteso (che useremo in par-
ticolare quando il sistema ¢ dato esplicitamente):

apxytapx; +---+agux, = b1

apnXxy +apxy + -+ apx, = bl' (14)

A1 X1 + Qe Xy + -+ Ay Xy, = bm

Definizione 1.2.2. Una soluzione del sistema (1.4) ¢ una n-upla di numeri reali
che sia soluzione di ogni equazione del sistema.
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Osservazione 1.2.3. Se 8, indica I’insieme delle soluzioni della i-esima equazione
del sistema, 1’insieme delle soluzioni del sistema sara S = aks S

Definizione 1.2.4. Un sistema si dice compatibile se ammette soluzioni (ossia se
I’insieme delle soluzioni € non vuoto), altrimenti si dice incompatibile.

Esempio 1.2.5. 1l sistema a tre incognite e due equazioni

x—2y+z=0
mx+ V5y = (In5)z=0

¢ compatibile poiché entrambe le equazioni ammettono la soluzione nulla.

Esempio 1.2.6. 1 sistema a due incognite e due equazioni

X=y
xX=y
non ¢ compatibile. Infatti se (a, b) fosse una soluzione, si dovrebbe avere a = b
poiché la coppia (a, b) & soluzione della prima equazione, ma allora la loro diffe-

renza sarebbe 0 e quindi la coppia (a, b) non puo essere soluzione della seconda
equazione.

0
1

Di particolare importanza sono i sistemi in cui tutte le equazioni sono omoge-
nee. Diamo quindi la seguente definizione:

Definizione 1.2.7. Un sistema ¢ detto omogeneo se tutte le sue equazioni sono
omogenee.

Poiché una equazione omogenea ammette sempre la soluzione nulla, un siste-
ma omogeneo ¢ sempre compatibile.

1.2.1 Risoluzione dei sistemi lineari

Per poter affrontare la risoluzione dei sistemi lineari, ci occorre il concetto di
equivalenza di sistemi lineari e di combinazione lineare di equazioni di un sistema:

Definizione 1.2.8. Due sistemi sono detti equivalenti se ammettono le stesse
soluzioni.

Osservazione 1.2.9. Dovrebbe esser chiaro che due sistemi equivalenti devono
avere lo stesso numero di incognite!
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Definizione 1.2.10. Dato il sistema lineare (1.4) e m numeri reali A;,--- , 4, €
detta combinazione lineare di coefficienti Ay,--- , A, I’equazione ottenuta come
segue:
n n
/11 . Zaljxj +"'+/lm' Zamjxj :/11 'bl +"'+/lm'bm.
J=1 J=1

L’utilizzo delle combinazioni lineari di equazioni di un sistema permette di
passare da un sistema lineare ad uno equivalente. In effetti si ha il seguente
risultato, chiamato mettodo di Gauss-Jordan per la risoluzione dei sistemi lineari:

Teorema 1.2.11. Se all’equazione di un sistema si somma una combinazione li-
neare delle altre equazioni, si ottiene un sistema equivalente. Se si moltiplicano
entrambi i membri di una equazione per un numero non nullo, si ottiene un sistema
equivalente.

Il metodo di Gauss-Jordan si dimostra molto efficace nella risoluzione dei
sistemi lineari e puo essere utilizzato anche assieme al metodo di sostituzione.

Per semplificare la dimostrazione del Teorema 1.2.11, ci occorre introdurre
alcune notazioni:

e Indicheremo con x la n-upla di incognite (x;,--- ,x,) € con x" la n-upla di
. (20 0y.
numeri reali (x}, -+, x;);

e il primo membro della i-esima equazione ¢ un polinomio omogeneo di
grado 1 in x e lo indicheremo con P;(x);

e scriveremo la i-esima equazione come P;(x) = b;;

0 0

e il polinomio P;(x) valutato in x° verra indicato con P;(x) e quindi se x° &

una soluzione del sistema avremo P;(x°) = b;;

e dato un numero reale A e un polinomio omogeneo P(x) = a;x; + - - - + a,x,,
indicheremo con (AP)(x) il polinomio (Aa;)x; + - - - + (Aa,)x,;

e dati due polinomi omogenei P(x) = a;x;+- - -+a,x, € Q(x) = byx;+- - -+b,x,
indicheremo con (P + Q)(x) il polinomio somma, cioe (P + Q)(x) = (a; +
b)x, +---+(a, + b,)x,.

Si verifica facilmente ed ¢ lasciato come esercizio per il lettore che si ha:

(P + Q)(x°) = P(X°) + 0(x%); (AP)(x") = 1+ P(x").
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Dimostrazione del Teorema 1.2.11. Consideriamo il sistema lineare

anxy +apxy + -+ apgX, = bl

ap Xy +apx; + -+ apXx, = bl'

A1 X1 + QpXp + 0+ Ay Xy, = bm

che riscritto utilizzando le notazioni precedenti diventera

Pi(x) =b
Pi&x) =.b,- . (1.5)
Pm.(x) = bm

Consideriamo ora il sistema ottenuto dal precedente sommando ad una equazione
una combinazione lineare delle altre. Per I’Osservazione 1.2.3, scambiando 1’ or-
dine delle equazioni si ottiene un sistema equivalente, quindi possiamo supporre
di sommare alla prima equazione una combinazione lineare delle altre. Percio il
nuovo sistema sara

P]()C)+/12P2(X)+"'+/1um()€) =by+ by + -+ A,,by,

Pi&x) :.b,- . (1.6)

Po() ~ by

Siano ora S; e S, gli insiemi delle soluzioni di (1.5) e (1.6) rispettivamente. Vo-
gliamo dimostrare che S; = S, ovvero che siha S| ¢ S; e S, € §;. Sia dunque
1% € S,. Poiché x° & soluzione del sistema (1.5), esso & soluzione di ogni equa-
zione del sistema e quindi si ha P;(x°) = b; peri = 1,2,--- ,m. Ma questo implica
che x° & soluzione di tutte le equazioni del sistema 1.6, tranne eventualmente della
prima. Verifichiamo quindi che x° & anche soluzione delle prima equazione, che
puo essere scritta anche come

(P] +/12P2+"'+/lum)(X) = bl +/12b2+"'+/lmbm.
Se valutiamo il polinomio (P; + A, P + -+ - + A,,P,,)(x) in x° otteniamo:
P+ 2 - Py + -+ Ay - Pu(xX®) = by + oby + -+ + Aby, .

poiché P;(x°) = b;. Quindi x" € S,. L altra inclusione si dimostra analogamen-
te ed ¢ lasciata per esercizio cosi come la seconda proprieta dell’enunciato del
teorema. O
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Esempio 1.2.12. Consideriamo il sistema a tre incognite

x=2y+z =0
-x+2y-5z =0.
xX—=y =0

Se alla prima riga sommiamo la seconda moltiplicata per 1, otteniamo il seguente
sistema equivalente

-4z =0
-x+2y-5z =0.
xX—y =0

Sommando la terza equazione alla seconda si ottiene

-4z =0
y=5z =0.
xX-y =0

Dividendo la prima equazione per —4 e riordinando le equazioni si ottiene

x=y =0
y=5z =0.
z =0

A questo punto si puo sommare alla seconda la terza moltiplicata per 5 per ottenere

xX—y =0
y =0.
z =0

Infine sommando alla prima la seconda si ha

x =0
y =0.
z =0

e quindi I’unica soluzione del sistema ¢ (0, 0, 0).

Esercizi
1. Sirisolvano i seguenti sistemi lineari:

X1+X2+X3:1
° 2X1+2X2+X3:O
X1+X2+2X3:—1
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2X1—X2—X3—4X4:9
° 4X1—3X3—X4:O
8X1—2X2—5X3—9X4: 18

2x1+x —x3 =1

X1+2.X'2—2.X3:0
3x1 —xp +2x3 = —1
X1 —Xo+x3=1

2. Discutere e risolvere il seguente sistema lineare al variare dei parametri reali
a,b:
X +x+axz=1
X1 +2X2+bX3 =3
Xp+x3=2

3. Si calcoli la combinazione lineare di coefficienti (2,2, —1) delle tre equa-
zioni del primo sistema dell’esercizio 1. Si faccia lo stesso per il secondo
sistema ma con coefficienti (2,1, —1).

4. Si dica quali dei sistemi del primo esercizio sono equivalenti.



Capitolo 2

Matrici

In questo capitolo ci occuperemo dello studio delle matrici ad entrate reali, benché
gran parte delle definizioni e risultati siano validi per un campo qualunque e quindi
in particolare quando si considera il campo dei numeri complessi.

Definizione 2.0.13. Una matrice con n righe e m colonne ad entrate reali ¢ una
tabella con n righe ed m colonne di numeri reali.

I numeri reali che si trovano nella tabella verranno chiamati entrate della ma-
trice. Solitamente indicheremo le matrici con lettere maiuscole, mentre se voglia-
mo scrivere una matrice per esteso scriveremo le entrate tra due parentesi tonde,
come nei seguenti esempi:

e esempio di matrice con 3 righe e 3 colonne

o 1 =2
A=l -5 - 0 |;
1 -1 -7

e esempio di matrice con 4 righe e 3 colonne

0 1
-

A= -1 -7 |;
0 1

V5
e esempio di matrice con 2 righe e 3 colonne

0 1 10
A_(—ﬂ 0 e)'

11
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Indicheremo con M,,,(R) I’insieme delle matrici con m righe e n colonne.
Talvolta, visto che considereremo quasi esclusivamente matrici reali, denoteremo
questo insieme semplicemente con M,

Se A € M,,,, le sue entrate saranno in totale m X n e le indicheremo con una
lettera minuscola con due indici in basso, ad esempio g;;, dove I'indice i assume
valori (nell’insieme dei numeri naturali) da 1 am e jda 1 ad n. Scriveremo quindi

A= (Clij).

L’indice i (quello che sta al primo posto) sara chiamato indice di riga, mentre j
(al secondo posto) indice di colonna.

Per 1 ragionamenti teorici talvolta sara utile, data una matrice A, indicare la
sua entrata che sta alla i-esima riga e j-esima colonna, con [A];;.

Un’altra notazione molto utile & quella che descrive la matrice come insieme di
righe o di colonne. Scriveremo cioe A = (A, A, -+ ,A,,) (usando gli indici in bas-
so) dove A; & la prima riga, A, la seconda e cosi via, oppure A = (A!, A%, ... | A")
(usando gli indici in alto) dove A’ & la j-esima colonna.

2.1 Matrici speciali

Prima di introdurre le operazioni fondamentali tra matrici, vedremo alcune matrici
di tipo speciale, che sono fondamentali nella teoria.

Definizione 2.1.1. Due matrici A, B € M, sono uguali se [A];; = [B];; per ogni
i ].
Definizione 2.1.2. Data una matrice A € M,,«,, sara detta trasposta di A la ma-

trice indicata con A’ tale che A" € M,,, e [A’];; = [A];; per ogni i, j. La matrice
opposta di A, indicata con —A ¢ la matrice di M,,, tale che [-A];; = —[A] .

Esempio 2.1.3. La trasposta della matrice

ayy dpp ags
A= "
dy; dy a4z

¢ la matrice
ay  daz
A'=| an axn
apiz ds

Definizione 2.1.4. Una matrice quadrata di ordine n ¢ una matrice avente n righe
ed n colonne.
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Indicheremo con M, I'insieme delle matrici quadrate di ordine n.

Data una matrice quadrata A = (a;;) di ordine n, la n-upla di elementi (a1, - - , dyn)
¢ detta diagonale principale di A, mentre la n-upla (a1, ag-12, -+ ,a1,) ¢ detta
diagonale secondaria.

Definizione 2.1.5. La matrice O,,x, € M,x, aventi entrate tutte nulle ¢ detta
matrice nulla di M.

Nel caso delle matrici quadrate esiste un’altra matrice particolarmente impor-
tante chiamata matrice identita. Per poterne dare una definizione piu concisa ci
occorre la seguente definizione:

Definizione 2.1.6. 11 simbolo di Kronecker' o delta di Kronecker indicato con §
dove i, j sono numeri naturali, ¢ definito come segue:

| Osei#j
6ij_{ lsei=j

ijs

Definizione 2.1.7. La matrice identita di ordine n, denotata con I, € la matrice
quadrata di ordine n tale che [1,];; = 9;;.

Quindi la matrice identita ha tutti 1 nella diagonale principale e O altrove.
Quando sara chiaro I’ordine della matrice identita, la indicheremo semplicemente
con /.

Esempio 2.1.8. La matrice identita di ordine 1 & la matrice (1), quella di ordine
1 0 1 00
due € la matrice ( 0 1 ) mentre quella di ordine 3 & lamatrice| O 1 0
0 0 1

Piu in generale si puo parlare di matrici diagonali, cio¢ matrici quadrate le cui
entrate, tranne eventualmente quelle della diagonale principale, sono nulle. Piu
precisamente abbiamo:

Definizione 2.1.9. Una matrice quadrata A = (a;;) ¢ detta diagonale se a;; = 0 per
ognii # j.

In particolare la matrice identita e la matrice nulla di ordine n sono diagonali.

Spesso ¢ utile scrivere una matrice diagonale di ordine » mettendo in evidenza
solo le entrate della diagonale. Scriveremo quindi diag(Ay,--- , 4,), intendendo la
matrice diagonale i cui elementi della diagonale principale sono (4y, -+ , 4,).

Possiamo ancora generalizzare le matrici diagonali, nel modo seguente:

! Leopold Kronecker: matematico tedesco (Liegnitz, 1823 - Berlino, 1981).
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Definizione 2.1.10. Una matrice quadrata A = (a;;) ¢ detta triangolare superiore
(rispettivamente triangolare inferiore) se a;; = 0 quando i > j (rispettivamente
i< ).
Esempio 2.1.11. Le seguenti matrici sono triangolari superiori
1 -2 3 ) 2
0O 0 1], 0 2|
0 0 1
mentre sono triangolari inferiori le matrici
1 0 O
0 -3 0], ( _21 g )
4 0 1
Di particolare interesse sono le matrici definite come segue:

Definizione 2.1.12. Una matrice quadrata A = (a;;) ¢ detta simmetrica (rispettiva-
mente antisimmetrica) se per ogni i, j si ha a;; = a;; o equivalentemente se A’ = A
(rispettivamente a;; = —a;; 0 equivalentemente se A’ = —A).

Le matrici identita e le matrici nulle di ordine qualunque sono simmetriche.

1 -2 3
Esempio 2.1.13. Lamatrice| -2 0 0 |¢ simmetrica.
3 0 1
0o -2 3
Esempio 2.1.14. La matrice| 2 0 0 |¢ antisimmetrica, mentre non lo ¢ la
-3 0 O
0o -2 3
matrice|] 2 0 O
-3 0 1

Terminiamo questa sezione con una definizione che zara utile pill avanti:

Definizione 2.1.15. La fraccia di una matrice quadrata A = (a;;), di ordine n, ¢ il
numero reale definito come segue:

n
trA := Za,-,- =ay t+axp+---+a,,.
i=1

La traccia di una matrice ¢ quindi la somma degli elementi delle diagonale
principale.
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Esercizi

1.

10.

11.

Si scrivano per esteso tutte le matrici diagonali di ordine 2 e 3 con entrate 1
e 0.

Si dimostri che le entrate della diagonale principale di una matrice antisim-
metrica sono nulle.

Si scriva la forma generale delle matrici simmetriche di ordine Si e delle
matrici antisimmetriche di ordine 3.

Si dimostri che ’unica matrice antisimmetrica di ordine 1 ¢ la matrice nul-
la. Si mostri con un controesempio che questo non vale per le matrici
antisimmetriche di ordine 2.

Si dimostri che tutte le matrici quadrate di ordine uno sono simmetriche.

Si calcoli la traccia delle seguenti matrici:

0 -2 3 0 -2 3
2 0 O, 2 0O O}
-3 0 O -3 0 1

Si dimostri che la traccia delle matrici nulle di qualunque ordine vale 0.
Si dimostri che la traccia di 1, vale n.
Si calcoli la traccia di una matrice antisimmetrica.

Si dimostri che una matrice quadrata ¢ diagonale se e solo se ¢ sia triango-
lare inferiore che superiore.

Si dimostri che la trasposta di una matrice triangolare inferiore ¢ triangolare
superiore e viceversa.

2.2 Operazioni sulle matrici

In questa sezione definiremo alcune operazioni negli insieme di matrici. Iniziere-
mo con la somma ad il prodotto per uno scalare:

Definizione 2.2.1. La somma su M,,., € una applicazione

+ men X men - Man
(A, B) — A+B

definita come segue

[A + BJ;j := [Al];; + [Bl;;.
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Definizione 2.2.2. Il prodotto di una matrice in M,,, per una o scalare ¢ una

applicazione
tRx men - men
(1,A) = A-A

definita come segue
[4- A]ij = /l([A]ij)-

Per abbreviare la notazione, denoteremo A - A anche con AA.

Osservazione 2.2.3. Per definizione si puo fare la somma tra due matrici dello
stesso tipo e si ottiene ancora una matrice dello stesso tipo. Allo stesso modo
se si moltiplica uno numero reale per una matrice si ottiene ancora una matrice
dello stesso tipo. Vedremo piu avanti che il prodotto tra matrici ¢ definito in modo
molto diverso.

Esempio 2.2.4. Eseguiamo la somma tra le due matrici
2 -3 0 0 21
A_(—4 3 10)’3_(—7r 2m O)'
Sommando le entrate corrispondenti avremo

A+B= 2+0  -3+(-2) O0+1 ) _ 2 -5 1
\-4+(m 3427 10+0) \ -4-m 3427 10)°

Esempio 2.2.5. Facciamo il prodotto del numero reale 7 per la matrice

=[5 1)

Modltilicando 7 per ogni entrata di A otterremo:

- 3m
7T'A—( 0 ﬂ).

Vediamo ora alcune proprieta fondamentali della somma di matrici e del pro-
dotto per un scalare:

Proposizione 2.2.6. La somma di matrici e il prodotto per uno scalare su My,
soddisfano le seguenti proprieta:

1. esiste una matrice O € M, tale che A + O = O + A per ogni A € M,sens

2. perogni A € M, esiste una matrice A’ € M, tale che A+A’ = A" +A =
O;
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3. perogni A,B,C € M,x, siha(A+B)+C =A+ (B+C);

4. perogniA,Be M,x,sihaA+B=B+A;

5. perogni A € M, si ha 1A = A;

6. perogni A,iu € R e per ogni A € M, i ha A(UA) = (Aw)A;

7. perogni A € R e perogni A, B € M,x, si ha A(A + B) = 1A + AB;
8. perogni A,u € R eogni A e My, si ha (1+ A = 1A + uA.

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima e seconda proprieta osserviamo che
la matrice O cercata ¢ la matrice nulla di M,,,, mentre la matrice A’ ¢ la matrice
opposta di A. Visto che le dimostrazioni della varie proprieta sono molto simili,
dimostreremo solo la terza proprieta, cio¢ la proprieta associativa. Per dimostrare
che le matrici (A + B) + C e A + (B + C) sono uguali, dobbiamo dimostrare che le
entrate corrispondenti sono uguali. Se i, j sono due indici generici abbiamo:

per definizione di somma

[(A + B) + Cl; = 1A+ Bl +1Cly
per definizione di somma ([Al; + [Bl;) + [Cl,;
per Pasoctatvitgdellusommain® A1+ ([B]y; + [C1iy)
per defnizione disomma. Al + (B +Cl;
per defniione disomma 4 g Ol
O

La seguente proposizione, la cui dimostrazione ¢ lasciata per esercizio, puo
essere dimostrata direttamente utilizzando le definizioni di somma e prodotto per
uno scalare oppure utilizzando unicamente le proprieta della Proposizione 2.2.6:

Proposizione 2.2.7. Per ogni A € M,,», e A € R si ha:
1. 0A = Oyn;
2. (DA = -A;
3. (DA = —(14) = A(-A).

Osservazione 2.2.8. Nella proposizione precedente, si noti che —A ¢ I’opposta di
A, mentre (—1)A ¢ il prodotto di —1 per A come definito precedentemente.
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Definizione 2.2.9. Date delle matrici By, - - - , By € M, € deinumerirealiay,--- , ay,
chiameremo combinazione lineare di By, - - - , B, di coefficienti ay, - - - , a;, la ma-
trice Zf-‘zl a;B; € M,,xn.

Vedremo ora la definizione di prodotto di matrici:
Definizione 2.2.10. Il prodotto tra matrici ¢ una applicazione

men X Mnxk - Mka
(A,B) — AB

definita come segue

[AB]ij = [A]is[B]sj.

s=

—_

Si osservi che per poter moltiplicare due matrici, il numero di righe della se-
conda deve essere uguale al numero di colonne della prima. La matrice che si
ottiene ha il numero di righe delle prima e il numero di colonne della seconda.

Il prodotto fra matrici viene anche chiamato prodotto riga per colonna. 11 mo-
tivo diventa chiaro se si analizza piu in dettaglio come viene calcolato il prodotto.
Vediamo innanzitutto come funziona il prodotto di una matrice riga A € M, per
una matrice colonna B € M,;. Il risultato sara una matrice 1 X 1 la cui unica
entrata ¢ data da

[AB]i = Z[A]IS[B]SI = [Alu[Blii +[ALi2[Blai +- - - +[A]ij[Blji +- - -+ [Ain[ Bl1.-

s=1

In questo modo stiamo moltiplicando una riga per una colonna. Ora ¢ facile con-
vincersi che se A € M,,x, € B € M, ., ’entrata ij della matrice AB ¢ proprio il
prodotto della i-esima riga di A per la j-esima colonna di B.

Un esempio con due matrici generiche chiarira ulteriormente questo fatto.

Esempio 2.2.11. Calcoliamo il prodotto della matrice A = ( andn ) per la

d dx
by by by
by1 by by
di A per la prima colonna di B e dunque varra a,1b;; + a;b,;. Continuando in
questo modo si avra quindi

matrice B = ( ) L’entrata [AB];; sara il prodotto della prima riga

AB = ( aybiy +apby anbip +apby anbiz +apnby )

ax by + axby  ax by + axnby  axbiz + aybis
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L’esempio precedente mostra inoltre che non ¢ possibile fare il prodotto BA,
per via di come ¢ stato definito il prodotto. A volte ¢ possibile fare entrambi i
prodotti ma i due risultati non sono confrontabili in quanto si ottengono matrici di
tipo diverso. Ad esempio se A € M,z € B € Msy», allora € possibile fare AB e
BA, ma AB € M>y,, mentre BA € Mjys.

In effetti ci si rende facilmente conto (verificare!) che AB e BA sono dello stes-
so tipo solo se sono matrici quadrate (dello stesso ordine). Anche in questo caso
comunque AB e BA non necessariamente coincidono, come mostra il seguente
esempio:

Esempio 2.2.12. Consideriamo le matrici
1 0 01
(o 0)#=(50)

Facendo i due prodotti si ottiene AB = B e BA = O e quindi i due prodotti sono
diversi.

L’esempio precedente mostra che in generale il prodotto di matrici non ¢
commutativo. Il prodotto di matrici gode comunque di altre interessanti proprieta:

Proposizione 2.2.13. Il prodotto di matrici gode delle seguenti proprieta:
1. ABB+C)=AB+AC,YA € Mysn, YB,C € Mysi ;
2. (B+C)A =BA+CA YA e Mysn, YB,C € Misi 5
3. A(AB) = (1A)B =A(B), YA e R, VA € M,xn, YB € My ;
4. A(BC) = (AB)C, VA € M, YB € My, YC € My, .

Dimostrazione. La dimostrazione delle quattro proprieta ¢ molto simile e quindi
dimostreremo solamente la quarta, lasciando le altre per esercizio.

Dobbiamo dimostrare che A(BC) = (AB)C YA € M,n, YB € My, YC €
M. Per far cio basta dimostrare che effettivamente le due matrici sono del-
lo stesso tipo (verifica immediata) e che le entrate corrispondenti siano uguali.
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Avremo quindi:

n
def. di prodotto

[AGBO); "B A, [BC,,

s=1

def. dlgodo o Z [Al;s [Z [B] sl[C]lj

s=1 =1

n

k

ropr. distrib. in R

PEREEREE N D TALLBIICY,
=1

s=1

propr. comm. € assoc. in R

> 1ALL[BLJIC),
s=1

propr. distrib. in R

M- M-

D Al [B]sl) [l
s=1

~
]
—

def. prod.

M~

[AB]y[C]y;

~
1]

1
def. prod.

= [(AB)C];;.

2.2.1 Sistemi in forma matriciale

Le matrici possono essere utilizzate per scrivere i sistemi in forma matriciale.
Vedremo di seguito due forme particolarmente utili piu avanti.

Abbiamo visto che avere un sistema lineare a n incognite e m equazioni equi-
vale ad avere i coeflicienti g;; € i termini noti b;, peri = 1,--- ,m (dove m ¢ il
numero di equazioni) e j = 1,--- ,n (dove n ¢ il numero di incognite). I coeffi-
cienti del sistema definiscono in modo naturale le entrate di una matrice m X n,
che sara la matrice A = (a;;). La matrice dei termini noti sara invece la matrice

b
colonna B =] :
b,
X1
Sfruttando la definizione di prodotto tra matrici, se indichiamo con X =
Xn

la matrice colonna le cui entrate sono le incognite del sistema, il sistema potra
essere scritto come segue:
AX =B
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e quindi una soluzione del sistema sara un elemento X, € M, tale che
AXy = B.

Se invece indichiamo con A!,--- , A" le colonne della matrice, stavolta utiliz-
zando la definizione di somma e di prodotto per uno scalare, scriveremo il sistema
come segue:

xA' + -+ x,A" = B.

2.2.2 Matrici invertibili

Nelle sezioni precedenti abbiamo introdotto la somma e la moltiplicazione tra
matrici. Nel caso di matrici 1 X 1, queste operazioni coincidono con la som-
ma e la moltiplicazione in R. Mentre la somma tra matrici ha formalmente pro-
prieta molti simili a quelle della somma tra numeri reali, abbiamo notato che la
moltiplicazione, benché associativa, non ¢ in generale commutativa.

Una proprieta importante nel caso della somma e della moltiplicazione in R
¢ quella dell’esistenza dell’opposto per la somma e del reciproco per la molti-
plicazione (tranne nel caso in cui il numero reale sia 0). Abbiamo visto che per
la somma di matrici esiste un elemento neutro e data una matrice esiste la sua
opposta. Cosa possiamo dire nel caso del prodotto?

Si puo verificare che, data A € M,,,, sithaAx I, =Ael, XA = A. Quindi
la matrice identita (di ordine tale da dare un senso alla moltiplicazione) moltipli-
cata per una matrice la lascia invariata. Il problema ¢ che non sempree possibile
moltiplicare A per I’identita dello stesso ordine sia a destra che a sinistra. Questo
si puo ovviare considerando solamente matrici quadrate. Avremo allora che per
qualunque A € M, si ottiene Al, = LA = A.

Ora possiamo dare la seguente definizione:

Definizione 2.2.14. Una matrice quadrata A € M, ¢ detta ivertibile se esiste
A’ € M, tale che
A-A=A-A=1,.

Si verifica facilmente che, data A, esiste un’unica A’ che soddisfa le condizioni di
cui sopra. Infatti se esistesse A” che soddisfa le stesse condizioni, moltiplicando
per A” 1; primo e il secondo membro di A - A" = I, (attenzione perché il prodotto
non ¢ commutativo ) si avrebbe:

A//(A 'A/) — AI/In — AN.
Ma per I’associativita e per le relazioni che soddisfa A” abbiamo

A'A-A)=(A"AA = A = A’
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equindisiha A" = A”.
La matrice A’ verra chiamata I’inversa di A e indicata semplicemente con A™!.
Ancora non abbiamo i mezzi necessari per poter dare una condizione necessa-
ria e sufficiente affinché una matrice sia invertibile, perd possiamo dimostrare le
seguenti proprieta:

Proposizione 2.2.15. Se A € M, é invertibile, allora A™" ¢é invertibile e si la sua

inversa e A. Se A, B € M, sono invertibili, allora AB é invertibile e la sua inversa
s p-1 . 4-1
eB A

Dimostrazione. Dato che A ¢ invertibile siha A-A” = A’ - A = I, e quindi anche
A’ ¢ invertibile. Se A e B sono invertibili, allora esistono A™! ¢ B~! e dunque
possiamo costruire la matrice B! - A~!. Per dimostrare che B~! - A~! & I’inversa
di AB basta verificare che (B™! - A™')Y(AB) = (AB)B™! - A™! = I,,. Per la proprieta
associativa e per le proprieta di I, si ha:

(B'-AHYAB)=B"'-(A"'AB=B"'U,B)=B'B=1,.
Allo stesso modo si verifica che (AB)Y(B™'-A™") = I,. ]

Esempio 2.2.16. La matrice nulla O, non ¢ invertibile. Infatti, se lo fosse e A
fosse la sua inversa, si avrebbe A- O, = I,, ma A-O, = O, # I, e questo ¢ assurdo.

Esempio 2.2.17. La matrice I, ¢ invertibile e la sua inversa ¢ s¢ stessa.

Esempio 2.2.18. Utilizzando la definizione si verifica facilmente che la matrice

I 1).. ibile e 1 . 1 -1
g 1 |¢invertibileelasuainversae| o | ).

L’insieme delle matrici invertibili di ordine »n verea denotato con GL(n,R) o
anche GL,(R) ed ¢ chiamato gruppo lineare. In effetti la moltiplicazione tra ma-
trici induce una moltiplicazione in GL(n,R) per la Proposizione 2.2.15 e rispetto
a tale prodotto GL(n,R) ¢ un gruppo non abeliano (tranne nel caso in cui n = 1
dove si riduce al gruppo moltiplicativo dei reali non nulli).

Matrici ortogonali

In geometria e non solo, hanno un ruolo importante le matrici definite come segue:

Definizione 2.2.19. Una matrice A (necessariamente quadrata) ¢ detta matrice
ortogonale se si ha

A'A=AA" =T
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Per definizione una matrice ortogonale ¢ invertibile ed ha come inversa la sua
trasposta. L’insieme delle matrici ortogonali di ordine n verra indicato con O(n, R)
ed ¢ chiamato gruppo ortogonale. Si dimostra che anche O(n, R) ¢ un gruppo (si
veda I’Esercizio 8).

Esempio 2.2.20. La matrice identita di qualunque ordine ¢ ortogonale.

Esempio 2.2.21. Per ogni numero reale 6, le seguenti matrici quadrate di ordine
2 sono ortogonali:

cosf) —sinf |\ [ cosf sin6
sinf cosé sinf —cosf |

Esempio 2.2.22. La seguente matrice quadrate di ordine 3 ¢ ortogonale:

sl

1 1

V3 6
S SR
Vi TV e
1 9 _3Z
V3 Vo

Esercizi
1. Sicompleti la dimostrazione delle Proposizioni 2.2.6 € 2.2.7.
2. Sicompleti la dimostrazione della Proposizione 2.2.13.
3. Si scrivano i seguenti sistemi lineari nelle forme matricolai viste:

X1+X2+.X3:1
° 2X1+2X2+X3:0
X1+ Xy +2x3 = -1

2X1—X2—X3—4X4:9
o 4X1—3X3—X4:0
8X1 —2)C2—5X3—9X4 =18

2X1+X2—X3:1
X1+2X2—2X3:0
3)C1—)C2+2)C3:—1

X1—X+x3=1

4. Si dimostri che YA € M., sithaAXx I, =Ael, XA = A.
5. Sidimostri che YA € M,,x,,, sStha A X O,xx = O,k € Oksin X A = O

6. Si dimostrino le seguenti proprieta della trasposta di una matrice:
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10.

11.

12.

13.
14.
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e AB) =B -A",(A+B) = A"+ B, (1A) = A(A") (1 € R), (A" = A,
I' =1,

e se A ¢ invertibile, allora (A™')" = (A")™! (sugg: si calcoli la traccia d
AT"TA=AAT = 1)).

Si dimostrino le seguenti proprieta della traccia di una matrice quadrata:

e tr(AB) = tr(BA), tr(A+ B) = trA+trB, tr(1A) = AtrA (1 € R), tr I, = n;

e se B ¢ invertibile tr(B~'AB) = tr(A) (sugg: si utilizzi la proprieta
precedente e la definizione di inversa).

. Utilizzando I’Esercizio 6, si dimostri che 1’inversa di una matrice ortogo-

nale ¢ ortogonale e che il prodotto di due matrici ortogonali sono ancora
ortogonali.

Si dimostri che ogni matrice quadrata di ordine 2 si scrive come una delle
matrici dell’Esempio 2.2.21.

Date le seguenti matrici,

I -1 0 -1 0 -1
A=(2 3 |,B=|1 3 |,C=|1 3 |,
1 0 2 1 2 1

e sicalcoli 2A + 3B - C,
e sicalcoli’/A- 'B+2 'C,
e si determini la matrice D = (d;;) tale che D — A + B— C = O, dove O

¢ la matrice nulla.

Date le matrici

1 -1 -1 0 -1 1

Ay :[ 2 3 1 ],AZ:[O 3 1 ],Sidicaseesistono/lle/lz tali
1 0 =2 2 0 -2

che 21.2:1 A;A; = 1, dove I € la matrice identita di ordine 3.

Posto A; = 'A; e Ay = A, si trovino le soluzioni del sistema Z?:l LA =

I.

Si dimostri che se € possibile eseguire la somma A +' A, allora la matrice A
deve essere quadrata.

Si descrivano tutte le matrici quadrate di ordine 2 e antisimmetriche.

Sia I la matrice identita di ordine 3. Si calcoli Yj_, kI. Si calcoli pill in
generale > _, k1.
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1

15. Data le matrice A = ( 0 1

AX =L

), si trovi una matrice quadrata X tale che
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Capitolo 3

Determinante

3.0.3 Permutazioni

Ricordiamo innanzitutto che, dato un insieme X, I’'insieme S (X) delle applicazioni
biunivoche da X in se stesso, puo essere munito di una operazione, indicata con -,
nel modo seguente:

S XSX) — S(X)
(f. 8 — f-g:=fog,

dove f o g ¢ la composizione di f con g, ossia la funzione

fog: X — X
x o f(gx).

Poiché I’applicazione identita € biunivoca, I’inversa di una applicazione biunivoca
¢ anch’essa biunivoca e la composizione ¢ associativa, I’insieme S (X) munito del-
la suddetta operazione ¢ un gruppo. L’elemento neutro rispetto a tale operazione ¢
I’applicazione identita che indicheremo con 1. In generale non vale la proprieta
commutativa.

Noi siamo particolarmente interessati al caso in cui X sia finito e sia un sot-
toinsieme di N. Considereremo quindi S, = {x € N|I < x < n}. Possiamo ora
dare la seguente definizione:

Definizione 3.0.23. Una permutazione su n elementi ¢ una applicazione biunivoca
da S, in se.

Indicheremo con o, I'insieme delle permutazioni su n elementi e lo muni-
remo del prodotto definito precedentemente. La cardinalita di o, ¢ pari a n!.
Utilizzeremo la seguente notazione per una permutazione 7 : S, — S ,:

(1 2 - on
Tl @ - o )

27
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In particolare la premutazione identita di o, sara:

1 2 --- n
1, = .
1 2 --- n
Per ottenere la permutazione inversa bastera dunque capovolgere la tabella e rior-
dinare le colonne in modo tale da ottenere nella prima riga 1,2,--- ,n. Ad esem-

pio, se consideriamo la permutazione

la sua inversa si ottiene capovolgendo la tabella
4 1 2 3
1 2 3 4)
e riordinando le colonne in modo da avere

L (123 4
T = 3.4 1/

Date due permutazioni

(1 2 ... n (1 2 ... n
T o) @ - e T ) @ - ) )

il prodotto o7, sara

0_( 1 2 - on )
S\ o) o) --- oz (n) )

Vediamo su un esempio come svolgere il prodotto.

. . (1 2 3 4 (1 2 3 4
Esempio 3.0.24. Sw\noo-_(2 34 l)er_(3 | 4 2).

Per calcolare il prodotto o7, serve I'immagine di 1 e quindi occorre calcolare
7(1) che ¢ 3 e poi calcolare o(3) che ¢ 4 e quindi il prodotto o7 manda 1 in 4.
Procedendo in questo modo si ottiene:

(123 4
9T=l4 21 3 )
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Cicli, trasposizioni

In questo paragrafo vedremo che una permutazione qualunque puo essere scritta
come prodotto di permutino pit semplici. Vediamo innanzitutto cosa intendiamo
per permutazioni piu semplici:

Definizione 3.0.25. Un ciclo di o, di lunghezza k < n ¢ una permutazione T per
cui esistono k elementi distinti iy, --- , i € S, tali che:

o (i) =iy, T(ix) = i3, -+, T(ik=1) = g, T(k) = i1;

e 7(j) = jper qualunque j € §,, — {i1," -+, ix}.

Quindi un ciclo permuta gli elementi iy, - - - , i in modo ciclico, mentre lascia
invariati tutti gli altri. Indicheremo un ciclo semplicemente scrivendo (i, - - - , iy).
1 2 3 4

Esempio 3.0.26. La permutazione 7 = . € un ciclo, piu preci-

4 2 1 3
samente ¢ il ciclo (14 3). Infatti si ha 7(1) = 4, 7(4) = 3, 7(3) = 1, mentre
7(2) = 2.

Si osservi che (i, -, i) € (ip, i3, - - , ix, [1) Tappresentano lo stesso ciclo.

Definizione 3.0.27. Un ciclo di lunghezza 2 ¢ detto trasposizione.

Si osservi che una trasposizione ¢ verifica # = 1 o, in modo equivalente, che
I’inversa di ¢ € ¢ stessa.

Esempio 3.0.28. La permutazione 7 = ( 411 ; ; 411 ) ¢ una trasposizione.
Definizione 3.0.29. Due cicli (iy,--- , i), (ji,- -+ , js) € 0, sono detti disgiunti se
gli insiemi {iy,- - - , i}, {j1,- - , Js} sono disgiunti.

E facile dimostrare che il prodotto di due cicli disgiunti ¢ commutativo.
Possiamo ora enunciare due teoremi fondamentali sulle permutazioni, le cui
dimostrazioni possono essere trovate in [1].

Teorema 3.0.30. Ogni permutazione si scrive in modo unico (a meno dell’ordine)
come prodotto di cicli disgiunti.

Teorema 3.0.31. Ogni permutazione puo essere scritta (non necessariamente in
modo unico) come prodotto di trasposizioni.
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Vediamo ora come scrivere una permutazione come prodotto di cicli disgiunti.
Consideriamo o € o, e calcoliamo o(1), o(o(1)) e cosi via fino a quando il risul-
tato non sara nuovamente 1 e sia k il primo numero naturale tale che o*(1) = 1.
Questo si verifica poiché gli elementi di S, finiti. In questo modo determiniamo
il ciclo (1 (1) --- o*!(1)). A questo punto sia j € S, — {1, o(1), ---, cE1()}.
Con lo stesso procedimento di prima calcoliamo le iterate di j tramite o~ e ottenia-
mo un altro ciclo. Continuando in questo modo si ottengono cicli disgiunti il cui
prodotto ¢ esattamente o

Per ottenere una scomposizione in prodotto di trasposizioni sara sufficiente
dare un metodo per scrivere un ciclo come prodotto di trasposizioni. Se il ciclo
e (i1, , i), ci si convince facilmente che esso ¢ uguale al seguente prodotto di
trasposizioni:

(g k=) (g i) = - - (i 1) (g 1y).

Esempio 3.0.32. Vogliamo scrivere come prodotto di cicli disgiunti € come pro-
dotto di trasposizioni la seguente permutazione:

= ( 1 34567189 )
4 1 37256 8]
Iniziamo a calcolare I’iterata di 1 e otteniamo il ciclo (14 3). Ora prendiamo un
elemento di S¢ — {1, 4, 3}, ad esempio 2 e calcoliamone I’iterata. In tal modo ot-
teniamo il ciclo (29 86). Prendiamo ora un elemento che non appare nei cicli
precedenti, cie in S¢ — {1,4,3,2,9, 8, 6} e calcoliamone I’iterata. Possiamo pren-

dere 5 e ottenere quindi il ciclo (5 7). Adesso abbiamo esaurito tutti gli elementi e
quindi avremo:

O N

T=(143)2986)(57).

Se decomponiamo ogni ciclo come prodotto di trasposizioni otteniamo

T=BHE1(68)(69)(62)(5D).

Segno di una permutazione

Per definire il segno di una permutazione, ci occorre la seguente definizione:

Definizione 3.0.33. Data una permutazione o € o, una inversione per o ¢ una
coppia (i, j) € S, xS, taleche i < je o(i) > o()).

Denoteremo con (o) il numero totale di inversioni di o~ € porremo
g;—0;

(o) = (=1)@ = ]_[ —

1<i<j<n
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Definizione 3.0.34. una permutazione o ¢ detta pari se e(o0) = 1, dispari se
e(o) = —1.

Esempio 3.0.35. Consideriamo la premutzaione

1 23 4567
4 6 1 37 25)

T =
Le coppie (1, 3),(1,4),(1,6),(2,3),(2,4),(2,6), (4,6),(5,6),(5,7) sono tutte le in-
versioni di 7 e quindi 7 & dispari.

Se scriviamo una permutazione oo come prodotto di trasposizioni e supponia-
mo che compaia un numero di trasposizioni #¢, ¢ possibile dimostrare che una
qualunque altra scomposizione ha un numero di trasposizioni che differisce da #¢
per un numero pari e che si ha la seguente proprieta:

Proposizione 3.0.36. Per una permutazione o si ha (o) = (=1)", dove #t é il
numero di trasposizioni di una sua qualunque decomposizione.

Vediamo ora alcune utili proprieta del segno di una permutazione:
Proposizione 3.0.37. 1] segno di una permutazione gode delle seguenti proprieta:

1. e1)=1;

2. set e una trasposizione allora €(t) = —1;

3. Yo, T € 0, 5i ha e(o1) = e(0)e(7);

4. No € o, si ha e(c™") = e(0);

5. set e una trasposizione, Yo € o, si ha €(ot) = —€(0).

Per le proprieta delle proposizione precedente, si ha che il prodotto di due per-
mutazioni pari ¢ pari e quello di due permutazioni dispari ¢ pari. Inoltre I’inversa
di una permutazione pari ¢ pari. Indicheremo con S, I’insieme delle permutazioni
pari su n elementi e con A, I'insieme delle permutazioni dispari.

L’insieme S, munito del prodotto di parmutazioni € un sottogruppo del gruppo
.

Consideriamo ora una permutazione

. | TP P A
o) - o) - o(j) - on) )
Se moltiplichiamo o per la trasposizione (i j) otterremo

i

o 1 ... R AT
O'(l,J)—(O.(l) o) e o) - a(n))‘
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Moltiplicando successivamente per un certo numero trasposizioni, diciamo ¢y, - - - t,
sara possibile ottenere la permutazione identita. Si avra cie:

otity -t = 1.

Moltiplicando a destra il primo e il secondo membro per I’inversa di #, (che ¢
ancora f, per quanto detto precedentemente) si otterra

otity - l—1 = .
Continuando in questo modo si avra:
O = lilj—1 -+ 1,

e quindi abbiamo scritto o come prodotto di trasposizioni. Vediamo un esempio
di quanto appena fatto:

Esempio 3.0.38. Consideriamo la permutazione

7(57):(4 6 1

Moltiplicando 7(5 7) per (1 3) si ottiene

1234567
7(57)(13):(1 6 4352 7)'

Moltiplicando quanto ottenuto per (6 2) si ottiene

4 5 6 7
356 7))

B~ W

T(57)(13)(62) = ( i ;

Infine, moltiplicando per (3 4) avremo
T(57)(13)62)34) =1

e quindi
T=034)62)(13)57)

¢ una permutazione pari.
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3.0.4 Determinante di una matrice quadrata

In questa sezione ad ogni matrice quadrata assoceremo un numero reale che chia-
meremo determinante

Definizione 3.0.39. Data una matrice quadrata A = (g;;) di ordine n, chiameremo
determinante di A il numero reale cosi definito:

detA := Z €(T)a1(1)a272) * * * Anr(n)-

TEO ),

Si osservi che nella definizione appare un addendo per ogni permutazione su
n elementi, per un totale di n! addendi. Inoltre ogni addendo ¢ il prodotto di n
entrate che si trovano tutte in righe diverse e colonne diverse.

Per indicare il determinante di una matrice utilizzeremo anche un’altra nota-
zione. Data la matrice A = (a;;), denoteremo il determinante di A con |a;;|.

Vediamo in dettaglio, utilizzando la definizione, come si calcola il determi-
nante delle matrici di ordine 2. Ricordiamo innanzitutto che I’insieme delle per-
mutazioni su due elementi ha esattamente 2 elementi: la permutazione identita 1

2 ) che ¢ dispari.

che ¢ pari e la permutazione o = ( ) 1

Avremo quindi

ay an

= E(]l)alﬂ(l)aZIl(Z) + E(O')Clw(l)azcr(z) = d1dp; — dpdasy.
az; ax

Esempio 3.0.40. Calcoliamo i determinati delle seguenti matrici:

01 a 0 cosa —sina 1 1 cosa sina I
0 1)°Vo » )\ sina cosa '\ 1 =1 )’\ sina —cosa |”™*
Avremo
0 1
‘O 1'—0-1—0-1—0,

a 0
=a-b—-0-0=ab
|0 b| ,
cosa —sina . . 2 . 2
. =cosa-cosa— (—sina-sina) =cos“a+sin“a =1,
sina cosa
1 1
=1-(-H)—-1-1=-2
‘1 S |=ren ,
cosa sina . . 2 . 2
. = —cosa-cosa—(sina-sina) = —cos“a—sin“a = —1.
sina —cosa

Allo stesso modo si ottiene det/, = 1.
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Per le matrici di ordine 3, ricordando che vi sono 6 permutazioni du 3 elementi
e calcolando di ognuna il segno si otterra:

apy dip dis

az1 Ay 43 | = A1102203310A12023031 10413021032~ A12021A33 013022031 —A11A2303).

asy ds  ds3z
Dalla definizione dovrebbe essere chiaro che il calcolo del determinante diven-
ta tanto piu lungo quanto piu ¢ grande 1’ordine di una matrice. Quindi ¢ im-
portante trovare delle proprieta che ci permettano di semplificare questo calcolo.

Vediamone alcune:

Proposizione 3.0.41. /I determinante di una matrice quadrata gode delle seguenti
proprieta:

1. det(A") = detA (questa proprieta ci dice in particolare che le proprieta
riguardanti le righe valgono anche per le colonne e viceversa);

2. se una riga (o una colonna) della matrice A e nulla, allora det A = 0;

3. se A = (a;j) e B = (bjj) si ottiene da A permutando le righe con una
permutazione o, allora si ha det B = e(o) det A;

4. se A ha due righe o due colonne uguali allora detA = 0O;

5.5e A= (A, ,Ap)eB=(A, - ,Aj1,0Aj,Aj1,- -+ ,A,) allora det B =
adetA;

6. se B=aA alloradetB = a"detA;
7.s¢e A=Ay, ,Aj.1,Aj+ Bj, A, -+ L Ay) allora si ha

detA = det(Al" ’A]—I’A]7A]+19' ’An)+det(A1". 7Aj—l’Bj9Aj+l7“' ’An)

8. seA= (A, ,Aj_1, YyasBs,Ajr, -+, Ay) allora si ha
detA = Z a; det(Al’ Tt ’Aj—laBSaAj+1’ U 9An)'
9. il determinante di una matrice non cambia se ad una sua riga (rispet-

tivamente colonna) si somma una combinazione lineare delle altre righe
(rispettivamente colonne).
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Dimostrazione. 1. Per definizione abbiamo

detA := Z (a1 -)a272) " * * Anr(n)

TEO,

dCtAt = Z E(O’)Clo-(]) 1452)2 " * Ao(n)n-

TETy,

Si osservi innanzitutto che il determinante di A pud essere scritto anche
come segue:
Z G(T)alr(l)azr(z) *Apt(n)s
leo,

descrivendo gli addendi tramite 77!,

scritto come

Ogni addendo del det A” puo essere

€(0)a1 - 1(1)25-12) " Ano(n)s
per via dell’invertibilita di o e per la proprieta commutativa dei numeri reali.
Dato che e(o) = e(o"), avremo

-1
detAt = Z E(O' )Cl] 0-1(1)6120-1(2) s a,m-l(n).

ogEeTy

Ponendo T = o si ottiene

dCtAt = Z e(r)al (1H)A27Q2) * * * Anr(n) = detA.

rleo,

2. Poiché ogni addendo ¢ della forma e(7)a; +(1)@2+2) - * - Gn-n) PEr qualche per-
mutazione 7, in esso appare un elemento di ogni riga e uno di ogni colonna.
Quindi se una riga o una colonna ha elementi tutti nulli, ogni addendo del
determinante ¢ nullo e dunque il determinante ¢ nullo.

3. Sia 7 una permutazione su n elementi, A = (a;;),C = (c;;) due matrici
quadrate di ordine 7 tali che ¢;; = a;);. Avremo allora

detC = Z €(T)C1 +(1)C202) ** * Cno(n)

oeoy

= Z €(0)ar(1) ()2 5(2) " Crin) ()

oeoy

= Z E(O-)aT(I)O'T’IT(l)aT(Z) orl7(2) * " Q) o 1(n) -

oeoy

Utilizzando la proprieta commutativa dei numeri reali, si possono riordinare
1 fattori che compongono ogni addendo in modo tale che si abbia

detC = Z e(0)a, ol ()R 0r12) " norL(n)-

TETy,
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Moltiplicando il secondo membro per 1 = e(r)e(r™!) e ricordando che
e(ot™") = e(0)e(t™h), si ottiene

~1
detC =€(7) Z e(o)e(t )alcr‘r‘l(l)aZO'T‘](Z) Qpor(n)

TETy,

-1
ZE(T) Z E(O-T )aI(rT"(l)aZG"r‘l(Z) o lpori(n)
o€,

=e(t)det A,

dove nell’ultima riga si ¢ sfruttato il fatto che ogni permutazione puo essere
scritta come o-r~! per una certa o e quindi al variare di o € o, si ottengono
tutte le permutazioni su n elementi.

. Supponiamo che due righe A; e A; di A siano uguali. La matrice B che si

ottiene permutando A; e A; sara uguale ad A. Per la proprieta precedente si
ha det B = €((ij)) det A = —det A. Essendo B = A di ottiene det A = —detA
e quindi detA = 0.

. Lasciata per esercizio.
. Basta applicare la precedente proprieta ad ognuna delle righe.
. Lasciata per esercizio.

. Questa proprieta ¢ una generalizzazione della precedente che puo essere

facilmente dimostrata per induzione su s.

. Lasciata per esercizio.

O

Un altro risultato importante riguardante il determinante ¢ il seguente teorema,

che ha un corollario particolarmente utile nel seguito:

Teorema 3.0.42 (Teorema di Binet'). Date due matrici quadrate A,B € M, si

ha:

det(AB) = det A det B.

Dimostrazione. Per le matrici A e B utilizziamo la notazione per righe, cioé A =
(Ay,---,A,) e B= (B, - ,B,). Detta C la matrice prodotto AB, per definizione
siha [C];; = }i_[Alis[Bly. Osserviamo che le righe di C possono essere espresse
come C; = Y"_[A]isBs.

!Jacques Philippe Marie Binet: matematico e astronomo francese (Rennes, 1786 - Parigi,
1856).
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Calcoliamo il determinante di C utilizzando le proprieta del determinante e
otteniamo:

det C :det(zn:[A]mle, Z Al By, Z[A 9,85,

s1=1 sp=1 Sp=

= i[A]m det(B,, Z[A]ZSZBSQ, o Z[A]ns,,Bs,,)
= so=1 sp=1

. 3.1)
= Z[A Lo Z [Aby, -+ ) [Alu, det(By,, By,, -+ , By,)
sp=1 sp=1
= Z Z - Z[A]ISI[A]ZQ ++[Aly, det(B,,, By, -+ , By,).
s1=1 sp=1 sp=1

Di tutte le sommatorie rimmarra solamente quella in cui s = (s, $2,-, ,) € una
permutazione, poiché in caso contrario avremmo uno degli s; uguale ad un certo s;
e dunque si annullerebbe il determinante det(By,, - - , By, -+ , By, -+ - , By,). Posto
s; = s(i), la sommatoria diventera allora:

detC = Z[A]ls(l)[A]Zs(Z) “+ [Alpsy det(Byy, Bs2)s -+ Bsny)

s€ay,

= Z [Alisn[Alas) « - - [Alnsn€(s) det(By, Ba, - -+, B,)

SET,

= Z e([Alis)[Alse) « - - [Alnsny det(By, By, - -+ , B,) (3.2)

SET,

= > €Al (AL - - [Aluson det B

SET,

=det A det B.

O

Corollario 3.0.43. Se una matrice quadrata A e invertibile allora il suo determi-
nante é non nullo. Inoltre il determinante di A~ é il reciproco del determinante

di A.
Dimostrazione. Se A € M, & invertibile, allora esiste A~! che verifica:
A'A=4AA" =1

Se si considera la prima uguaglianza e si calcola il determinante di ambo 1 membri
si ottiene
det(A'A) = 1.
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Applicando il Teorema di Binet si ha
det(A™") detA = 1.

Ci0 implica che detA # 0 e quindi si possono dividere entrambi i membri per
det A ottenendo infine

1
det(A_l) = m

3.0.5 Sottomatrici e minori

Data una matrice A € M,,, € dei numeri naturali 1 < i} < i,--- < iy < me

1 <ji < ja-++ < j; £n,lasottomatrice di A individuata da I = {i},ip,- - ,ix} €
J =1{j1, Ja, -+, ji} € lamatrice B con k righe e / colonne definita come segue:
[Bly = ay,y,.

Quando k = [, la matrice B ¢ quadrata e sardetta minore di A di ordine k.
Esempio 3.0.44. Consideriamo la matrice

ayy dpp diz apg
dz; dxp a4z dx|,
asz; dsp dsz dsg

I={2,3}eJ ={2,3,4}. La sottamatrice individuata da / e J sara allora:

ax dz3z 44

aszy dsz dsq
Definizione 3.0.45. Data una matrice quadrata A di ordine »n ed una sua entrata
a;j, diremo minore complementare di a;; il minore di ordine n — 1 ottenuto da A

eliminando la i-esima riga e la j-esima colonna. Detto M;; tale minore, sara detto
complemento algebrico o cofattore di a;; il numero reale definito come segue:

Aij = (—1)i+j det MU

Possiamo ora enunciare un importante teorema che ci permette di ridurre il
calcolo del determinante di una matrice di ordine n a n determinanti di matrici di
ordine n — 1. L’iterazione di questo procedimento ci permettera, almeno in via
teorica, il calcolo di qualunque determinante.
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Teorema 3.0.46 (Primo teorema di Laplace). Sia A € M,, allora per ogni h =

1,--- ,nsi ha:
detA = Z Clthhj = Z aihAih-
j=1 i=1
Dimostrazione. Poniamo A = (Ay,--- ,A,) edenotiamoconR; = (0,---,1,---,0)

la matrice riga che ha 1 nella j-esima colonna e zero altrove. Sia inoltre B;
la matrice che si ottiene da A sostituendo la riga A, con la matrice R;, ossia
Bj= (A1, A1, R Apyrs o0 5 A).

Si ha Ah = (ahl, e, Clhn) = Z?:l Clthj € qu1nd1

detA :Zahjdet(Al"" A1, Ry Apyrs o+ L Ay)
=1

n
= Z apj det Bj.
J=1

Resta quindi da dimostrare che det B; = det M},;, dove M,,; ¢ il minore comple-
mentare di a,;. Facendo n — j trasposizioni si pud portare la j-esima colonna
nell’ultima, ottenendo quindi una matrice del tipo seguente:

(3.3)

M,,;

-~

Osserviamo innanzitutto che una permutazione o su n elementi tale che o(n) = n
puo essere identificata con una permutazione p su n — 1 elementi ponendo p(i) =
o (i). Viceversa, data p € 0,_; esiste un’unica o € o, tale che o(n) =ne o(i) =i
per i # n. Inoltre le permutazioni p e o hanno lo stesso segno.

Poniamo B; = (bg) e osserviamo che se ne calcoliamo il determinante gli
addendi per cui o(n) # n sono nulli poiché 'unica entrata non nulla della n-
esima riga ¢ quella nella n-esima colonna e inoltre si ha b,,,(,) = 1. Calcolando il
determinante si ha dunque:

det B} = Z e(@)bio1y ** * buc1o(=1)Pnorn)
oo,
= Z e(P)bipay - bnipm-1) - 1
pomr (3.4)
= Z f(P)blp(l) cee bn—lp(n—l)
PETH-1

= det Mij-
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O

Il calcolo del determinante utilizzando il primo teorema di Laplace ¢ chiamato
sviluppo per riga o sviluppo per colonna. 1l seguente risultato generalizza il primo
teorema di Laplace e ha importanti corollari:

Teorema 3.0.47 (Secondo teorema di Laplace). Sia A € M,, allora per ogni
hk=1,--- ,nsiha:

n n

D i = ) anAi = det Aoy

=1 i=1

Dimostrazione. Per h = k si ha il primo teorema di Laplace. Per & # k consideria-
moA=(A,---,A)esiaA" = Ay, A1, A, Aper, - Ag, - -+, A,) la matrice
ottenuta da A sostituendo la s-esima riga con A; e lasciando le altre invariate. Al-
lora si ha det A" = 0 poiché A’ ha due righe uguali. Sviluppando il determinante
di A’ lungo la h-esima riga (che ¢ uguale a A;) si ottiene (ricordando che per i # k
si ha 6hk = 0)

n
detA oy =0 =detd’ = )" aAy,;.
=1
Passando alla trasposta si ottiene 1’altra uguaglianza. O
Il secondo teorema di Laplace pud essere espresso in termini matriciali co-

struendo, a partire da una matrice quadrata A , un’altra matrice quadrata, chiamata
aggiunta di A, denotata con Ad(A) e definita come segue:

Ad(A) = (Ay),

cioé la trasposta della matrice che ha come entrate i complementi algebrici di A.
A questo punto il secondo teorema di Laplace puo essere espresso come segue
(la verifica ¢ lasciata per esercizio):

A-Ad(A) = Ad(A) - A = (detA)l,.
Ecco un importante corollario del secondo teorema di Laplace:

Corollario 3.0.48. Una matrice quadrata A é invertibile se e solo se il suo deter-
minante é non nullo.

Dimostrazione. Se A ¢ invertibile, per il teorema di Binet det A ¢ diverso da zero.
Viceversa, se detA # 0, per il secondo teorema di Laplace e per le propriea del
prodotto di uno scalare per una matrice si ha

A - [(detA)'Ad(A)] = [(det A)'Ad(A)]-A =1,
e dunque I'inversa di A & (det A)"'Ad(A). o
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Si osservi che il corollario permette di calcolare esplicitamente 1’inversa di
una matrice invertibile. Infatti, data la matrice A, sara sufficiente calcolarne il
determinante e il cofattore di ogni sua entrata per poter costruire I’aggiunta di A.

Esercizi

1.
2.

Si scrivano tutti gli elementi di o7, di 0, di 03 e di 074.

Si consideri la permutazione

(1234567389
™l49137256%8]

Si calcolino le potenze di 7 fino all’esponente 9. Si dica qual’¢ il piu piccolo
esponente k tale che 7% = 1.

Di ogni permutazione su 4 elementi si scriva la decomposizione in cicli
disgiunti e una scomposizione come prodotto di trasposizioni. Di ognuna si
dica se ¢ pari o dispari.

. Date le seguenti permutazioni,

(123456789
= 5432198 76)
(123456738

™\3579124638)
(1234567809
P=lo 5286143 7))

e si calcolino le permutazioni inverse di o, 7, p;

1

e si calcolino i prodotti otp, op, po, T3, p*ro!, o7 p7!;

e si scrivano tutte le permutazioni dei punti precedenti come prodotto di
cicli e come prodotto di trasposizioni;

e si calcolino i1 segni di tutte le permutazioni precedenti.

5. Data una permutazione o € S, € possibile stabilire quanto vale il segno di

o2 senza conoscere o esplicitamente?

ap ap aps

6. Si verifichi che per una matrice A =| a»; ax» ap; |siha:

asz; dsp asz

dzy azs apy aps ap as

aszp dsz

detA = ay; + aszy

azp dsz az a3
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7. Si dimostri che una matrice ortogonale ha determinante uguale +1. Si mo-
strino degli esempi di matrici ortogonali con determinante pari a 1 e con
determinante pari a —1.

8. Si diano degli esempi di matrici quadrate con determinante uguale a +1, che
non siano ortogonali.

9. Date due matrici quadrate A, B, si dimostri che se AB ¢ invertibile, allora A
e B hanno determinante non nullo.



Capitolo 4

Spazi vettoriali

In questo capitolo considereremo la nozione di spazio vettoriale reale. In realta,
sostituendo R con I’insieme dei numeri complessi, si ottiene la struttura di spazio
vettoriale complesso. Piu in generale si possono considerare spazi vettoriali su
un campo qualunque’. Denotiamo con R I’insieme dei numeri reali munito delle
operazioni di somma e prodotto usuali.

Definizione 4.0.49. Un spazio vettoriale ¢ una terna (V, 8, @), dove V ¢ un insieme
munito di due operazioni B : VXV — Verm: RXV — V (una interna ed una
esterna) che verificano le seguenti proprieta:

1.

2.

7.

8.

Yu,v,we Vsiha(umv)Bw =u8B (vEBw) (proprieta associativa);

esiste 0 € Vtaleche Vu € Vsihaum0 = OB u = u (esistenza dell’elemento
neutro);

. Yu € V esiste u’ tale che u B u’ = ' Bu = 0 (esistenza dell’opposto);
. Yu,v € Vsihau®Bv=vBu (proprieta commutativa);
. YueVeVa,peRsiha(e+pB)Bu=(e0u)B(BEu);

. VYu,veVeVa,eRsihaco(usBv)=(eBu) B (@Qv),

YueVeVa,feRsiha(af)Bu=adBEu);

YueVsihalBou=u.

'Un campo & un insieme munito di due operazioni che hanno le stesse proprieta della somma
e del prodotto tra numeri reali o complessi. Un esempio ¢ dato dall’insieme degli interi modulo p,
dove p € un numero primo.

43
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Le prime tre proprieta si possono riassumere dicendo che V ¢ un gruppo ri-
spetto all’operazione B mentre la quarta ci dice che il gruppo (V,®) ¢ abelia-
no (o commutativo). D’ora in poi per snellire la notazione indicheremo le due
operazioni con + e - come nella somma e prodotto dei numeri reali.

Gli elementi di uno spazio vettoriale saranno chiamati vetfori.

L’elemento neutro O del secondo assioma ¢ unico. Se infatti supponiamo per
assurdo che ne esista un altro e lo indichiamo con 0’, per il secondo assioma si
avrebbe

0=0+0=0.

Allo stesso modo, dato un vettore u € V esiste un unico u’ che verifica il terzo
assioma. Difatti se per assurdo u” verificasse la stessa proprieta, avremmo:
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W=u+0=u+w+u")=W +uw)+u”" =0+u" =u".

Tale elemento verra detto opposto di u e denotato con —u.
Vale inoltre la legge di annullamento del prodotto:

dau=0 ¢ a=00u=0.

4.0.6 Esempi di spazi vettoriali

Di seguito daremo alcuni esempi di spazi vettoriali e di insiemi che non sono spazi
vettoriali. Si verifichino le proprieta per ognuno degli esempi:

Esempio 4.0.50. L’insieme dei vettori liberi dello spazio V3 € uno spazio vettoria-
le rispetto alla somma e al prodotto per uno scalare, cosi come definiti per i vettori
liberi.

Esempio 4.0.51. Fissati due numeri naturali non nulli m, n, I’insieme delle matrici
con m righe ed n colonne, munito delle operazioni di somma e prodotto di uno

scalare per una matrice, € uno spazio vettoriale.

Esempio 4.0.52. Dato un numero naturale non nullo », I’insieme R” delle n-uple
di numeri reali munito delle seguenti operazioni:

(X1, %2, X)) + VY2, s Yn) = (0 YL X2+ Y2, 0, X+ V)

A(xy, X2, -+, X)) = (Axy, Axp, -+, Ax,) AER,

€ uno spazio vettoriale.
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Esempio 4.0.53. L’ insieme R? munito della somma come nell’esempio preceden-
te e del prodotto per uno scalare come segue

/1(X1,X2) = (/}.XI,O) a/l eR ’

non ¢ uno spazio vettoriale. In effetti sono verificati tutti gli assiomi tranne
’ultimo.

Esempio 4.0.54. L’insieme R,[x] dei polinomi nella variabile x a coefficienti reali
e di grado minore o uguale a n ¢ uno spazio vettoriale rispetto alla somma usuale
di polinomi e al prodotto di un numero reale per un polinomio.

Esempio 4.0.55. L’insieme R[x] dei polinomi nella variabile x a coefficienti reali
di grado qualunque ¢ uno spazio vettoriale rispetto alla somma usuale di polinomi
e al prodotto di un numero reale per un polinomio. Vedremo piu avanti che questo
spazio vettoriale, a differenza di quello dell’esempio precedente, non ¢ finitamente
generato.

Esempio 4.0.56. L’insieme R? munito della somma e del prodotto per uno scalare
definiti come segue

(x1,x2) + 1, y2) = (x1 +y1, 1), Ax1, x2) = (Ax1,Ax2) ,A€R,

non ¢ uno spazio vettoriale. (Si veda in dettaglio quali proprieta non sono verifi-
cate)

Esempio 4.0.57. L’ insieme R? munito della somma e del prodotto per uno scalare
definiti come segue

(x1,%2) + V1, y2) = (X1 +y2,x2) , A(x1, x2) = (Ax1,Ax2) ,AER,

non ¢ uno spazio vettoriale. (Si veda in dettaglio quali proprieta non sono verifi-
cate)

Esempio 4.0.58. L’insieme C’[(a, b)] delle funzioni reali sull’intervallo aperto
(a,b) e derivabili r volte (per r = 0 si intendono le funzioni continue), ¢ uno
spazio vettoriale rispetto alla usuale somma di funzioni e prodotto di un numero
reale per una funzione.

4.1 Sottospazi vettoriali

Dato uno spazio vettoriale (V, +, -) e un suo sottoinsieme U, ¢ naturale chiedersi
se tale U sia uno spazio vettoriale rispetto alle stesse operazioni di V:
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Definizione 4.1.1. Un sottoinsieme U di uno spazio vettoriale (V,+,-) ¢ detto
sottospazio vettoriale se (U, +, -) € uno spazio vettoriale.

Poiché le operazioni di V verificano tutte le proprieta di spazio vettoriale, 1’u-
nica cosa di cui ci si deve accertare perché U sia un sottospazio vettoriale ¢ che
dati due qualunque vettori di U, la loro somma appartenga ancora a U e che ogni
volta che si moltiplica uno scalare per un vettore di U, si ottiene ancora un vettore
di U. Si ha dunque la seguente proposizione:

Proposizione 4.1.2. Un sottoinsieme U di uno spazio vettoriale (V, +, ) é un sot-
tospazio vettoriale se e solo se Yu,v € U sihau+v € UeVA € R Yu e U si ha
A-uel.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ lasciata per esercizio. O

Un modo equivalente per verificare se un sottoinsieme ¢ un sottospazio vetto-
riale ¢ dato dalla seguente

Proposizione 4.1.3. Un sottoinsieme U di uno spazio vettoriale (V,+,-) e un
sottospazio vettoriale se e solo se Vu,v € U eV, ueRsihald-u+u-veU.

Dimostrazione. Se U ¢ un sottospazio vale la Proposizione 4.1.2 e quindi Yu, v €
UeVA,u € Rsihad-u,u-v € U e sempre per la stessa proposizione si ha
A-u+u-vel.

Viceversase Vu,ve Ue VA, ue Rsihad-u+u-ve Uallorapresid=pu=1
si ottiene che Yu,v € U u + v € U. Se si prende u = 0 si ottiene la seconda parte
della Proposizione 4.1.2. |

Esempi di sottospazi vettoriali

Esempio 4.1.4. Se si considera lo spazio vettoriale M,(R) delle matrici quadra-
te di ordine n, I’'insieme delle matrici triangolari superiori e quello delle matrici
triangolari inferiori sono sottospazi vettoriali.

Esempio 4.1.5. Se si considera lo spazio vettoriale M,,«; (R) delle matrici colonna
con n righe, I’insieme delle soluzioni di un dato sistema lineare omogeneo con n
incognite ¢ un suo sottospazio vettoriale.

4.1.1 Somma e intersezione di sottospazi vettoriali

In questo paragrafo vedremo alcuni importanti sottospazi vettoriali costruiti a
partire da sottospazi dati. Innanzitutto vediamo la seguente
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Proposizione 4.1.6. Dati due sottospazi X, Y di uno spazio vettoriale V, la loro
intersezione e un sottospazio vettoriale.

Dimostrazione. Siano u,v € X NY e a,b € R, allora a-u + b-v appartiene sia a X
che a Y poiché sono sottospazi vettoriali e quindi a-u + b-ve X NY. O

In genere I’unione di due sottospazi vettoriali non € un sottospazio vettoriale.
Per rendersi conto di questo fatto si consideri il seguente esempio:

Esempio 4.1.7. Sia M,(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate e siano

a 0 00 L
U = {(0 O)laeR}eV— {(0 B)IBER}. Gli insiemi U, V sono sotto-

spazi vettoriali di M,(R) (da verificare!), ma non la loro unione. Infatti le matrici

10 00
0ollo 1 appartengono a U U V, mentre la loro somma no.

La definizione seguente ci permette di costruire un sottospazio vettoriale a
partire da due sottospazi dati:

Definizione 4.1.8. Dati due sottospazi X, Y di uno spazio vettoriale V, la somma
di X e Y ¢ il seguente insieme:

X+Y={zeVlz=x+y,xeX ,yeY}

Proposizione 4.1.9. La somma di due sottospazi vettoriali e un sottospazio vetto-
riale

Dimostrazione. Siano X, Y due sottospazi vettorialidi V e u,v € X + Y. Avremo
quindi u = x; +y; e v = x +y,, dove x1, x, € X e y;,y, € Y. Dati due numeri reali
qualunque a, b si ha:

au+bv=ax+y)+b(x+y)=C(x +bx)+(ay +by)eX+Y.
O

Definizione 4.1.10. La somma di due sottospazi vettoriali X, Y sara detta diretta e
siscriveraX®Y,se XNY = {0}.

Vale la seguente proprieta:

Proposizione 4.1.11. La somma X + Y di due sottospazi vettoriali X, Y é diretta
se e solo se ogni vettore u € X + Y si scrive in modo unico come ux + uy, dove
uy € Xeuy €Y.
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Dimostrazione. Se lasomma X + Y ¢ diretta € u = ux + uy = u, + uy, allora si ha:
uy —uy =uy —uy € XNY ={0}
e quindi uy —u}, = uy, —uy = 0, che implica uxy = u, e uy = u}, € quindi la scrittura
¢ unica.
Viceversa supponiamo che ogni vettore di X + Y si scriva in modo unico. Sia

v € XNY edimostriamo che vénullo. Mav=0+v=v+0e0,ve XNYe
quindi per I’unicita della scrittura si deve avere v = 0. O

4.2 Sistemi di generatori

Sia (V, +, -) uno spazio vettoriale. Diamo la seguente

Definizione 4.2.1. Dati »n vettori (n numero naturale non nullo) v, -+ ,v, € Ve
n scalari A;,--- , 4, € R, chiameremo combinazione lineare di v{,--- ,v, € V di
coefficienti A;,--- , 4, € R, il vettore

n
Z /L"V,‘.
i=1

Utilizzando le combinazioni lineari, ¢ possibile costruire un sottospazio vetto-
riale a partire da qualunque sottoinsieme di V. Per far questo occorre la seguente
definizione:

Definizione 4.2.2. Dato un sottoinsieme X dello spazio vettoriale V, si chiama
chiusura lineare di X il seguente insieme

L(X) = {Z Lviin e N,v; € X, 1, € R}
i=1

La chiusura lineare di un sottoinsieme X non ¢ altro che I’insieme di tutte le
possibili combinazioni lineari di elementi di X.
Osservazione 4.2.3. Per convenzione porremo L(() = {0}

La seguente proposizione ¢ lasciata come esercizio:

Proposizione 4.2.4. Siano X,Y due sottoinsiemi di uno spazio vettoriale V, tali
che X C Y. Allora si ha L(X) C L(Y).

La chiusura lineare ¢ un sottospazio vettoriale e tra tutti gli spazi vettoriali
che contengono X ¢ il piu piccolo possibile, ossia tale che ogni sottospazio che
contiene X deve contenere anche L(X):
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Proposizione 4.2.5. La chiusura lineare di un sottoinsieme X di uno spazio vet-
toriale V ¢ il piu piccolo sottospazio vettoriale di V contenente X.

Dimostrazione. Se X = (), per convenzione abbiamo posto L(X) = {0} e quin-
di in questo caso L(X) ¢ un sottospazio vettoriale ed ¢ contenuto in qualunque
sottospazio vettoriale.

Possiamo allora supporre che X sia non vuoto. Mostriamo innanzitutto che
L(X) ¢ un sottospazio vettoriale. Siano u,v € L(X) e a,b € R. Poiché u e v
appartengono alla chiusura lineare di X, si potranno scrivere come combinazione
lineare di elementi di X e quindi avremo u = Y* a;u; e v = Z?ZI,B *vj con
u;,v; € X. Dobbiamo dimostrare che il vettore a-u + b-v appartiene anch’esso a
L(X). Abbiamo allora

k h k h
au+bv=a Z a;'u; + b Zﬁj-vj = Z(aai)-u,- + Z(bﬁ,-)ﬂg ,
i=1 =1 i=1 =1

che ¢ ancora una combinazione lineare di elementi di X.

Per dimostrare che L(X) ¢ il piu piccolo sottospazio contenente X, conside-
riamo un sottospazio vettoriale W tale che X ¢ W e sia u € L(X). Vogliamo
dimostrare che u € W. Dato che u € L(X), esistono dei vettori u,--- ,u; € X e
degli scalari a;,--- ,a, € Rtaliche u = 7, a;:u;. Ma X C W e quindi i vettori
u; appartengono a W. Poiché W ¢ un sottospazio vettoriale, una combinazione
lineare di vettori di W appartiene ancora a W e quindi )., a;-u; = u € W. Questo
significa che L(X) c W. O

Un sottoinsime X di uno spazio vettoriale V & un sottospazio vettoriale se e
solo se X = L(X). (da verificare per esercizio !)

Definizione 4.2.6. Un sottoinsieme X di uno spazio vettoriale & detto sistema di
generatori se L(X) = V, cioé se ogni vettore di V ¢ combinazione lineare di
elementi di X.

Osservazione 4.2.77. Ogni spazio vettoriale V ammette un sistema di generatori,
infatti si ha L(V) = V.

Definizione 4.2.8. Uno spazio vettoriale V ¢ detto finitamente generato se esiste
un numero finito di vettori vq,--- ,v, taliche V = L(vq,---,v,).

Vediamo ora alcune proprieta della chiusura lineare che saranno molto utili in
seguito:

Proposizione 4.2.9. Sia X un sottoinsieme di uno spazio vettoriale Ve Y C L(X),
allora si ha L(X) = L(X U Y).
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Dimostrazione. 1l caso in cui X ¢ vuoto ¢ banale, quindi supponiamo X non vuoto.
Poiché per la Proposizione 4.2.4 si ha L(X) € L(X U Y), ci rimane da dimostrare
I’atra inclusione. Sia quindi # € L(XUY). Allora u si potra scrivere nella seguente
forma:

u= Zai-ui+ ij'\/j ,ai,bj eR ,u; € X,Vj €Y.
i J
Dato che Y C L(X) i vettori v; sono combinazioni lineari di vettori di X e quindi u
¢ combinazione linere di vettori di X, ossia L(X U Y) C L(X). O

Il seguente corollario ¢ particolarmente utile perché ci fornisce un metodo
per eliminare elementi superflui da un sistema di generatori e ci dice inoltre che
aggiungendo elementi ad un sistema di generatori, si ottiene ancora un sistema di
generatori.

Corollario 4.2.10. Sia V uno spazio vettoriale:

1. se X é un sistema di generatori per V.e X C Y C V allora anche Y ¢ un
sistema di generatori;

2. se Z e un sistema di generatoriperVeY C ZetalecheY C L(Z-Y) allora
anche Z — Y ¢ un sistema di generatori.

Dimostrazione. 1. SihaY ¢ L(X) = V e quindi dato che X ¢ un sistema
di generatori ed ¢ contenuto in Y, per la Proposizione 4.2.9 V = L(X) =
L(XUY)=L(Y)edunque Y genera V.

2. Basta porre X = Z — Y ed applicare la Proposizione 4.2.9 a X, Y.

4.3 Dipendenza lineare

In questo paragrafo studieremo il concetto di base di uno spazio vettoriale. Per far
questo ci occorre la seguente

Definizione 4.3.1. Sia V uno spazio vettoriale. I vettori v,---,v, € V.(n > 1)
saranno detti linearmente dipendenti se esistono Ay, --- , A, € R non tutti nulli tali
che

i /li'Vl' =0.
i=1

In caso contrario saranno detti linearmente indipendenti.

Proposizione 4.3.2. Una n-pla di vettori di uno spazio vettoriale e linearmente
dipendente se e solo se uno dei vettori ¢ combinazione lineare degli altri.
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Dimostrazione. Siano vy,---,v, € V linearmente dipendenti. Allora esistono
degli scalari ay, - - - , a, € R non tutti nulli tali che:

n

Z a;-v; = 0.

i=1

Possiamo supporre che il primo scalare sia non nullo, altrimenti basta riordinare 1
vettori. Allora avremo:
n
aprvy = — E a;v;
i=2

e poiché a; ¢ non nullo, applicando le proprieta del prodotto per uno scalare, si

avra:
n
-1
vy == Z(a1 a;)-vi
i=2

e quindi un vettore ¢ combinazione lineare degli altri.
Viceversa supponiamo che un vettore sia combinazione lineare degli altri.
Riordinandoli possiamo supporre che questo vettore sia vy, trovando

n
Vi :Zbi'vi > biER,
i=2

da cui otteniamo la seguente combinazione lineare

i bi'V,' -V = 0
i=2

in cui il coefliciente di v, € non nullo. O
Ora possiamo definire un insieme linearmente dipendente:

Definizione 4.3.3. Un sottoinsieme X di uno spazio vettoriale V ¢ detto linear-
mente dipendente se esistono dei vettori vy,---,v, € X che sono linearmente
dipendenti. Altrimenti sara detto linearmente indipendente.

Se X ¢ linearmente indipendente ogni volta che si prendono dei vettori di X
questi sono linearmente indipendenti.
Osservazione 4.3.4. L'insieme vuoto ¢ banalmente linearmente indipendente.

Proposizione 4.3.5. Se X C V ¢ linearmente dipendente e Y C V allora anche
X UY e linearmente dipendente.

Dimostrazione. Dato che X ¢ linearmente dipendente, allora esistono vy, -« ,v, €
X che sono linearmente dipendenti. Ma vy,---,v, € X U Y e sono linearmente
dipendenti e dunque X U Y ¢ linearmente dipendente. O
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4.4 Basi di uno spazio vettoriale

Il concetto di base di uno spazio vettoriale generalizza quello di base dell’insieme
dei vettori liberi dello spazio:

Definizione 4.4.1. Un sottoinsieme B di uno spazio vettoriale V ¢ detto base se
sono verificate le seguenti condizioni:

1. L(B) =V, cioé B ¢ un sistema di generatort;
2. B¢ linearmente indipendente.

Ecco alcuni esempi di basi di alcuni spazi vettoriali:

N

Esempio 4.4.2. Una base dello spazio vettoriale R" ¢ data dalla n-upla di vettori
ey, -+ ,e, € R"tali che la i-esima componente della n-upla e; valga 1, mentre tutte
le altre sono nulle. Questa base viene anche chiamata base canonica di R".

Esempio 4.4.3. Una base dello spazio vettoriale R[x] dei polinomi nella variabile
x ¢ data dall’insieme di tutti i monomi. Questo spazio vettoriale non ¢ finitamente
generato e ammette una base infinita.

Esempio 4.4.4. Una base dello spazio vettoriale M., delle matrici con m righe
e n colonne ¢ data dall’insieme delle matrici {E),;} definite nel modo seguente

[Enklij = 0indjk.

Quindi la matrice {Ej} ha entrate tutte nulle tranne quella della h-esima riga,
k-esima colonna che vale 1. Questa base ¢ composta da m-n vettori.

4.4.1 Dimensione e esistenza di una base

In questo paragrafo ci proponiamo di dimostrare che ogni spazio vettoriale fi-
nitamente generato ammette una base e che due basi dello stesso spazio hanno
lo stesso numero di elementi. Questo vale anche per gli spazi non finitamente
generati ma richiede I’uso dell’assioma di scelta.

D’ora in poi V sara uno spazio vettoriale finitamente generato, se non spe-
cificato diversamente. Iniziamo con alcune proposizioni che ci serviranno per il
seguito:

Proposizione 4.4.5. Se X C V ¢ linearmente indipendente e u € V — L(X) allora
anche X U {u} e linearmente indipendente.
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Dimostrazione. Siano uy,--- ,uy € XU{u}ea;,---a, € Resia

k
Z a;-u; = 0.
i=1
Se nella combinazione lineare appaiono solo vettori di X allora i coefficienti sono
tutti nulli perche X ¢ linearmente indipendente. Quindi uno dei vettori deve essere
u e il suo coefficiente non deve essere nullo. Ma allora u si puo esprimere come
combinazione lineare di vettori di X il che ¢ assurdo perché abbiamo supposto che
u ¢ L(X). O

Proposizione 4.4.6. Un sottoinsieme X di V é linearmente dipendente se e solo
se esiste u € X tale che u € L(X — {u}).

Dimostrazione. Se X ¢ linearmente dipendente allora esiste u € X che ¢ combi-
nazione lineare di altri vettori di X cioé u € L(X — {u}).

Viceversa se esiste u € X tale che u € L(X — {u}), allora u ¢ combinazione
lineare di certi vettori vy ---,v, € X diversi da u e quindi i vettori vy -+ ,v,, u
sono linearmente dipendenti e per definizione anche X. O

Lemma 4.4.7. Sia X un sottoinsieme finito di V. Allora esiste X’ C X (necessa-
riamente finito) tale che L(X) = L(X") e X’ ¢ linearmente indipendente.

Dimostrazione. Dimostriamo il Lemma per induzione sul numero n di elementi
diX={v-,v}

Per n = 1 si ha X = {v}. Se v; ¢ non nullo allora ¢ linearmente indipendente
e quindi basta porre X’ = X. Se v; = 0 allora poniamo X’ = () e abbiamo che X’ ¢
linearmente indipendente e inoltre L(X") = L(0) = {0} = L(X). Quindi la proprieta
¢ verapern = 1.

Supponiamo che la proprieta sia vera per un sottoinsieme di n vettori e dimo-
striamo che questo implica che & vera per n + 1 vettori.

Sia dunque X = {v;---,v,41}. Se X ¢ linearmente indipendente basta porre
X" = X e la proprieta ¢ soddisfatta. Se X ¢ linearmente dipendente allora per la
Proposizione 4.4.6 esiste u € X tale che u € L(X—{u}). Posto X" = X—{u}, abbiamo
L(X") = L(X) per la Proposizione 4.2.9. Ora possiamo applicare 1’ipotesi induttiva
a X’ che ha n elementi. Esistera allora X” C X’ C X tale che X"’ ¢ linearmente
indipendente e L(X"") = L(X"). Poiché L(X") = L(X), abbiamo terminato. O

Corollario 4.4.8. Uno spazio vettoriale finitamente generato ammette sempre una
base.

Dimostrazione. Essendo V finitamente generato si ha V = L(X) per un certo in-
sieme finito X. Applicando il Lemma 4.4.7 a X, si ottiene X’ linearmente indipen-
dente tale che L(X’) = L(X) = V e quindi X’ ¢ una base. Inoltre la base ottenuta ¢
finita in quanto sottoinsieme di X. O
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Ci occorrono ora i seguenti risultati:

Teorema 4.4.9 (Teorema dello scambio). Sia V uno spazio vettoriale finitamente
generato e B una sua base finita di cardinalita n. Sia X C V linearmente indi-
pendente e di cardinalita h < n. Allora esiste Y C B di cardinalita h e tale che
(B—=Y)U X sia una base di V. Inoltre se h = n allora anche X e una base.

Corollario 4.4.10. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e B una sua
base finita di cardinalita n. Allora ogni X C V linearmente indipendente ha
cardinalita h < n.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che 2 > nesia$S C X tale che card(S) =
n. Se § ¢ linearmente dipendente allora lo ¢ anche X. Dunque S ¢ linearmente
indipendente e, per il Teorema dello scambio, ¢ una base di V e quindi L(S)=V.
Siccome S ¢ strettamente contenuto in X, allora esiste v € X — §. Poiche S genera
V allorav € L(S). Quindi S U {v} & linearmente dipendente e inoltre S U {v} C X.
Questo implica che anche X ¢ linearmente dipendente il che ¢ assurdo. m|

Possiamo ora enunciare il seguente teorema:

Teorema 4.4.11. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. Allora abbia-
mo:

1. esiste una base finita Bdi V;
2. due basi di V hanno la stessa cardinalita.
Dimostrazione. 1. L’esistenza di una base ¢ garantita dal Corollario 4.4.8;

2. siano B, B’ due basi di cardinalita & e k rispettivamente. Per il Corollario
4.4.10, poiché B ¢ una base e B’ un sottoinsieme linearmente indipendente
si ha k < h. Per lo stesso corollario, poiché B’ ¢ una base e B linearmente
indipendente si ha i < k e quindi & = k. Questo mostra che due basi hanno
la stessa cardinalita.

O

Il teorema precedente ci dice che il numero di elementi di due basi qualunque
¢ lo stesso. Questo permette di dare la seguente definizione:

Definizione 4.4.12. Dato uno spazio vettoriale finitamente generato si dice di-
mensione di V e si indica con dim V la cardinalita di una qualunque sua base.

Se uno spazio vettoriale non ammette una base finita si pone dim V = co.

Il seguente teorema ci permette di caratterizzare il numero di elementi di una
base come numero minimo di generatori o anche come numero massimo di vettori
linearmente indipendenti.
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Teorema 4.4.13. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e dimV = n.
Allora si ha:

1. per ogni sottoinsieme X linearmente indipendente si ha card(X) < n e
inoltre card(X) = n se e solo se X ¢ una base;

2. per ogni sottoinsieme di generatori X si ha card(X) > n e inoltre card(X) =
n se e solo se X é una base.

Dimostrazione. 1. Se X ¢ linearmente indipendente, per il Corollario 4.4.10 si
ha card(X) < n.

Se card(X) = n, mostriamo che si tratta di una base. Dobbiamo dimostrare
che X genera V. Se per assurdo questo non fosse vero, esisterebbe u € V —
L(X) e quindi X U{u} sarebbe linearmente indipendente. Ma card(XU{u}) =
card(X) + 1 = n+ 1 > n e cio sarebbe assurdo per il Corollario 4.4.10.

Viceversa se X ¢ una base allora ha cardinalita » per il Teorema 4.4.11.

2. Se X ¢ sistema di generatori e per assurdo card(X) < n allora per il Lemma
4.4.7 esiste X’ C X linearmente indipendente che genera V = L(X). Ma
allora si avrebbe card(X”) < card(X) < n e quindi X’ sarebbe una base con
cardinalita minore di #n, il che € assurdo.

Se card(X) = n e X non fosse una base, allora X sarebbe linearmente di-
pendente e per il Lemma 4.4.7 esisterebbe X’ C X linearmente indipendente
che genera V = L(X). Inoltre card(X’) < card(X) = n perché X’ ¢ stretta-
mente contenuto in X in quanto linearmente indipendente mentre X non lo
¢. Ma allora X’ sarebbe una base di V con cardinalita minore di » il che ¢
assurdo.

Viceversa se X € una base, ovviamente card(X) = n.
O

Terminiamo con un teorema utile per la costruzione di una base a partire da
un sistema di vettori linearmente indipendenti:

Teorema 4.4.14 (Teorema del completamento di una base). Sia V uno spazio
vettoriale di dimensione finita n e X un sottoinsieme linearmente indipendente
con card(X) = h < n. Allora esiste Y C V tale che card(Y) =n—-he XUY ¢ una
base.

Dimostrazione. Sia B una base di V. Per il Teorema dello scambio esiste Z con
card(Z) = htale che (B—Z)UX ¢ una base. Allora Y = B—Z soddisfa le proprieta
volute. O

Si dice che la base X U Y ¢ ottenuta completando X.
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4.4.2 Componenti rispetto a una base

Dato uno spazio vettoriale V di dimensione finita n, una sua base ordinata B =

(e1,- -+ ,e,) ¢ una n-upla ordinata tale che {e;,- - - ,e,} sia una base.

Dato un qualunque vettore v € V, esiste una n-upla ordinata (vy,--- ,v,) € R”
tale che v = ", v;-e;. Poiche gli elementi della base sono linearmente indipen-
denti la n-upla ¢ univocamente determinata. infatti se (v{,--- ,v;) fosse un’altra
n-upla tale che v = 377, vi-¢;, si avrebbe

n
D= v)ye =0
i=1
e quindi, per la lineare indipendenza di B, v; = v Yi=1,--- ,n.
Definizione 4.4.15. Data una base ordinata B = (e, - ,e,), gli unici v; ta-
li che I'n-upla ordinata (vy,---,v,) € R" sia tale che v = ), vi-¢;, sono detti

componenti di v rispetto alla base B.

Data una base di V, I’introduzione delle componenti ci permette di costruire
una applicazione biunivoca f : V" — R” che ad ogni vettore v € V associa la sua
n-upla di componenti (vy,--- ,Vv,) rispetto a B.

Si osservi che, se si considera in R” I’usuale struttura di spazio vettoriale, alla
somma di due vettori di V, tramite f ¢ associata la n-upla data dalla somma (in
R™) delle loro componenti. Allo stesso modo al prodotto di uno scalare @ per un
vettore v € V, tramite f ¢ associato il prodotto (in R") di @ per la n-upla delle
componenti di v. Questo ci permette di identificare lo spazio vettoriale V con
R". Pit in 1a vedremo che questa applicazione f ¢ un esempio di applicazione
vettoriale tra spazi vettoriali.

4.4.3 Dimensione di sottospazi vettoriali

Un sottospazio W di uno spazio vettoriale V di dimensione n, deve necessaria-
mente avere dimensione finita. Infatti se u;,--- ,u; € W sono linearmente indi-
pendenti allora lo sono anche come vettori di V e quindi il numero massimo di
vettori linearmente indipendenti di W ¢ minore o uguale a dim V.

Si osservi che dimW = 0 se e solo se W = {0} e dimW = n se e solo se
V = W. (Verificare!)

Esercizio 4.4.16. Si dimostri che se Wy, W, sono sottospazi vettoriali di V allora
W+ W, = L(W] U Wz)

Diamo inoltre la seguente definizione:
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Definizione 4.4.17. Dato un numero finito di vettori vy, --- , v, € V, si dice rango
dei vettori vy, - - - , v, il numero massimo di vettori linearmente indipendenti, cioe
la dimensione di L(vy, - -+, vy).

Osservazione 4.4.18. Se A ¢ una matrice con m righe ed n colonne, le sue righe
Ay, -+ ,A,(equiv. le colonne Al o AY possono essere considerate come dei
vettori dello spazio vettoriale delle matrici riga (equiv. colonna) con n colonne
(equiv. m righe). Si definisce quindi il rango per riga di A la dimensione di
L(A,,---,A,) eil rango per colonna come la dimensione di L(A', - - - , A"). Si pud
dimostrare che queste due quantita sono uguali al rango della matrice A.

Il seguente risultato permette di calcolare la dimensione della somma di due
sottospazi finitamente generati:

Teorema 4.4.19 (Relazione di Grassmann). Dati due sottospazi finitamente gene-
rati Wi, W, di uno spazio vettoriale V (non necessariamente finitamente genera-
to), allora anche Wy + W, e Wi N W, sono finitamente generati e si ha:

dim (W1 + Wz) = dim W, + dim W, — dlm( Wi n Wz) .

Dimostrazione. Poiché W; N W, ¢ un sottospazio di W; e W, allora ¢ necessa-
riamente finitamente generato. Il sottospazio Wy + W, ¢ generato dall’unione di
generatori di W, e di W, i quali sono finitamente generati e quindi anche W, + W,
lo &.

Sianoora r = dimW; e s = dimW,. Se W; ¢ W, o W, c W; la relazione
¢ banalmente soddisfatta. Possiamo quindi supporre che non valga nessuna delle
due precedenti inclusioni. Distinguiamo due casi:

Caso 1) Supponiamo W; N W, = {0}. Consideriamo una base fi,--- , f, di W; e una
base g1, -, gy di W,. Consideriamo una loro combinazione lineare che dia

il vettore nullo:
Za,--f,- + ijg, =0.
J

1

Se i b; fossero tutti nulli si avrebbe

Zai'fi=0,

1

e allora sarebbero nulli anche gli a; perché fi,-- -, f, sono linearmente in-
dipendenti. Quindi almeno uno dei b; ¢ non nullo e quindi il vettore u =
2.;bjg; = — X;a; finon e nullo e appartiene a Wy "W, che ¢ assurdo perché
abbiamo supposto W; N W, = {0}.

Quindi I'insieme {f},---, f,} U {g1, - ,gs} ¢ linearmente indipendente e
anche un sistema di generatori per W; + W, e dunque una sua base. In tal
caso la relazione di Grassman ¢ verificata poiché dim (W, N W;) = 0.
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Caso 2) Supponiamo che Wy N W, # {0}. Supponiamo che dim(W; N W,) = h

e sia {ej, -+ ,e,} una base di Wy N W,. Poiché W; N W, ¢ un sottospa-
zio di W, possiamo completare la base di W; N W, per ottenere una base
By ={ey,--- e U{fi, -+, fron) di Wy Allo stesso modo troviamo una
base B, = {ey, - ,en} U{g1, -, gs_n} di W,. Vogliamo ora dimostrare che

B=Aey, - ,ep}U{fi, -+, fr-ntUlg1, - - , &s—1) € una base di Wi +W,. Poiche
per costruzione questo insieme genera W, + W), ci basta dimostrare 1’indi-
pendenza lineare di B. Si noti che una volta dimostrato cio, la relazione di
Grassmann ¢ verificata in quanto si ha:
dim(W, + W,) = card(B)=(r—h)+(s—h)+h=r+s—h
= dimW; + dim W, — d1m(W1 N Wz) .
Ora dimostriamo che B ¢ linearmente indipendente. Supponiamo che non lo

sia e consideriamo una combinazione lineare dei suoi elementi a coefficienti
non tutti nulli che dia il vettore nullo:

ch~ek + Za,--fi+2bj-gj =0.
k i j
Se i b; fossero tutti nulli si avrebbe

ch-ek+2a,~-f,-:0,
k i

e quindi anche i ¢ e gli a; sarebbero nulli poiché {ey, - -- , e, }U{f1, -, fron}
¢ una base di W;. Quindi il vettore

uszj-gj:—chek—Zai-fi
j k i

sarebbe non nullo. Inoltre si ha u € W, poiché combinazione lineare degli
elementi di B, e u € W, in quanto combinazione lineare di elementi di B;.
Ma allora aviemmo u € Wi N W,. Quindi si avrebbe u = ) bj-g; = X, dre

da cui si ha
D bigi- Y dre=0.
J I

in cui non tutti i coefficienti sono nulli (poiché i b; non sono tutti nulli), il
che ¢ assurdo perche B, ¢ una base di W, e quindi linearmente indipendente.

O

Osservazione 4.4.20. Sinoti che, per la relazione di Grassmann, la somma W;+W,
¢ diretta se e solo se dim (W; + W,) = dim W, + dim W,.
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4.4.4 Somma di sottospazi

La definizione di somma di due sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V,
si puo generalizzare al caso di un numero finito di sottospazi Wy,---,W;. La
definizione ¢ analoga a quella di somma di due sottospazi:

k
+i-(:1Wi:Wl+"'+Wk:{Z€V|Z:ZM,’,M,‘EW,'}.
i=1

Si verifica facilmente che il sottospazio somma non cambia se si cambia I’ordine
dei sottospazi Wy, --- , W,. Anche per un numero finito di sottospazi si definisce
la somma diretta, in modo leggermente diverso:

Definizione 4.4.21. Dato un numero finito di sottospazi Wy, --- , Wy di uno spa-
zio vettoriale V, si dice che la loro somma & diretta e verra indicata er:lW[, se
I'intersezione di ogni W; con +_ ., W; & vuota.

Nel caso di piu di due sottospazi, perche la somma sia diretta, deve essere
vuota I’intersezione di ognuno dei sottospazi con la somma dei restanti. Questo ci
assicura I’unicita della decomposizione come nel caso della somma diretta di due
sottospazi:

Proposizione 4.4.22. La somma di un numero finito di sottospazi Wy,--- , Wy
e diretta se e solo se ogni per ogni vettore u di +5.‘=1W,- esiste un’unica k-upla
(uy, - ,up) € Wy X --- X Wy tale che u = Zle u;.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ simile al caso della somma di due sottospazi
ed ¢ lasciata per esercizio. O

4.4.5 Cambiamento di base e matrice di passaggio

Consideriamo due basi B, = {ey, -+, e,} € B, = {e}, -, e,} di uno spazio
vettoriale V”. Dato un vettore v di V", questo avra delle componenti rispetto ad
ognuna delle due basi e quindi vogliamo capire in che modo sono legate queste
componenti.

Sia dunque v = Y, vye; = 2L, vj-ej. Poiche B, ¢ una base, ogni elemento
di B, avra delle componenti rispetto a B,. Scriviamo queste componenti come

seguc:
n
— ’ i=1
€j— a,»j-el.,]— , L, .
i=1

In tal modo costruiamo una matrice A = (a;;) in cui la j-esima colonna ¢ formata
dalle componenti di e; rispetto alla base B.
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Ora possiamo sostituire e; nell’espressione di v € ottenere
— n n N — n n ’
Vv = Zj:l V‘/'(Zizl aij'e,') = Zi:l(zj:l Vjaij)'ei-

Confrontando le due espressioni di v, si ha

n n n
E ( E viai)-e = E Vvi-e!
J7 i i i

i=1 j=1 i=1

e quindi, per I'unicita delle componenti otteniamo v; = 37_; a;;v;, che ¢ il legame
tra le componenti rispetto a B, e quelle rispetto a By. Questo legame si puo espri-
mere in forma matriciale. In fatti, detta X la matrice colonna delle componenti di
v rispetto a By e X’ quella delle componenti di v rispetto a B, si ha:

X =AX.

La matrice A ¢ detta matrice di passaggio dalla base B, alla base B,. Vediamo un
esempio:

Esempio 4.4.23. Consideriamo in R? la base canonica B, = (e, e, e3) € la base
By = (e} = (1,1,1),¢, = (1,1,0),¢} = (1,0,0)) e siav = (2,0,-1). La matrice

2
colonna delle componenti di v rispetto a By ¢ datada X = | O [. Troviamo ora
-1
le componenti di ogni elemento della base canonica rispetto alla base B;.
0
Si ha e; = €} quindi le sue componenti sono | O | che ci da la prima colonna
1
0
della matrice di passaggio; e; = ¢, — ¢} ¢ dunque le componenti sono | 1 |;
-1
1
e3 = ¢} — ¢, e quindi le sue componenti sono | —1 |. La matrice di passaggio da
0
B, a B, sara:
0 0 1
A=(0 1 -1
I -1 0
Quindi la colonna X’ delle componenti di v rispetto a B, ¢ data da:
-1
X =AX=| 1
2

Si puo verificare che in effetti siha v = —¢/ + €} + 2¢}.
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’

Supponiamo ora di avere tre basi By = {e;, -+, e,}, B, = {e},---, e} e
B; ={e},---, e/} esiano A = (a;;), B = (b;j),C = (c;;) le matrici di passaggio
rispettivamente da B; a B,, da B, a By e da B; a B;. Avremo quindi

n n n
_ ’ ’ _ 77 _ 7
ej = E ajj-e; ,e; = Zbki'ek ,ej = chj-ek .
i=1 k=1 k=1

Si ottiene

n

n n n n

’ E ” E E 17

ej = a,-j~ei = Clij‘( bk,-~ek = ( bk,-a,-j)-ek .
=1 k=1 1 i=1

i=1 i k=

Confrontando quanto ottenuto con e; = 3;_; c; e/, per I'unicita delle componenti
di ottiene ¢; = )., bya;; che matricialmente significa C = BA.

Si osservi che se la base B; coincide con la base B;, allora C = I e B¢ la
matrice di passaggio da B, a B; e quindi si ha BA = I e questo significa che A e B
sono una I’inversa dell’altra.
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Capitolo 5

Applicazioni lineari

Dati due spazi vettoriali V, W, studieremo le applicazioni tra di essi. Non ci in-
teressano delle applicazioni qualunque tra V e W, bensi delle applicazioni che in
qualche modo tengano conto della struttura di spazio vettoriale e che la conservi-
no. Diamo quindi la seguente definizione:

Definizione 5.0.24. Siano (V, +, -), (W, 8, @) due spazi vettoriali. Una applicazione
f 'V — Wedetta applicazione lineare se per ogni u,v € V e per ogni a € R si ha

fu+v)
flauw

fw s f(v) (5.1
a f(u). (5.2)

Diamo ora alcune definizioni:
Definizione 5.0.25. Una applicazione lineare f : V — W ¢ detta

e epimorfismo se ¢ suriettiva;

e isomorfismo se ¢ bigettiva;

e endomorfismo (o operatore lineare) se V = W;

e automorfismo se € un isomorfismoe V = W;

e forma lineare se W = R.

Denoteremo con L(V, W) I'insieme delle applicazioni lineari da V in W, con
End(V) I’'insieme degli endomorfismi di V e con Aut(V) I’insieme degli automor-

fismidi V.

63



64 CAPITOLO 5. APPLICAZIONI LINEARI

Osservazione 5.0.26. Le condizioni che deve verificare f sono equivalenti alla
condizione seguente (verificare!):

k

k
FO aruy =y a;w fu)
i=1 i

i=1
perogni k € N*, Yuy,--- ,up € VeVay, -+ ,a, € R.

Prima di studiare le proprieta delle applicazioni lineari vediamo alcuni esempi:

Esempio 5.0.27. Dati gli spazi vettoriali R*, R?, le applicazioni f,g : R} — R?
definite da f(x,y,2) = 2x+y —3z,0) e g(x,y,2) = (x +y — 10z, —x — 7) sono
applicazioni lineari.

Esempio 5.0.28. La funzione f : R — R definita da f(x) = —2x ¢ lineare mentre
non lo ¢ la funzione g(x) = 2x + 1.

Esempio 5.0.29. Siano C![(a, b)], C°[(a, b)] rispettivamente lo spazio vettoriale
delle funzioni derivabili con derivata continua sull’intervallo (a, b) e quello delle
funzioni continue su (a, ), muniti dell’usuale somma e prodotto per uno scalare.
L’applicazione D : C'[(a,b)] — C°[(a,b)] definita da D(f) = f’, dove f’ & la
derivata della funzione f, ¢ una applicazione lineare. Questo ¢ vero per via delle
proprieta della derivata della somma di due funzioni e del prodotto di una costante
per una funzione.

Proposizione 5.0.30. Se f : V — W ¢ lineare allora si ha:
1. f(Oy) = Ow;
2. f(=v)=—f(v)perogniveV.
Dimostrazione. Siha
JfOy) = fOy +0v) = f(Oy) + f(Ov) ,

per cui

fOy) = f(Oy) + f(Oy)

e quindi sommando 1’opposto di f(0y) ad ambo i membri si ottiene f(0y) = Oy.
Sia ora v € V. Per quanto appena dimostrato e per la linearita, abbiamo

Ow = f(Oy) = fv+ (=) = f() + f(=v)

e quindi f(—v) ¢ 'opposto di f(v). O
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Proposizione 5.0.31. L’insieme L(V, W), munito delle seguenti operazioni

f,8e L(V,W) fBg: VoW, (fBgW = f(u)+gu),
geL(V,W),aeR ang: VoW, (e g)(u) =agu),

e uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Dobbiamo innanzitutto dimostrare che, date f,g € L(V,W)e a €
R, le applicazioni f B g e @ @ g sono lineari. Le proprieta si verificano tutte allo
stesso modo, quindi ne dimostriamo una sola per f B g. Mostriamo che per ogni
uveVsiha(fEag)(u+v)=(fBYMW +(fELHW).

Infatti per come ¢ definita f B g e per la linearita di f e g, si ha:

(fBYW+v) f+v)+gu+v) = fw)+ fv) + gu) + g(v)
f@) +g) + f(v) +g(v) = (f BW) + (f BL(V).

Quindi le due operazioni sono ben definite. A questo punto occorre verificare che
(L(V, W), B, @) € uno spazio vettoriale. Questa verifica ¢ lasciata come esercizio.
Si osservi che il vettore nullo di L(V, W) ¢ I’applicazione O : V — W che ad ogni
vettore di V associa il vettore nullo di W O

5.1 Proprieta delle applicazioni lineari

Vediamo ora alcune proprieta delle applicazioni lineari che saranno utili in segui-
to. Diamo innanzitutto la seguente definizione:

Definizione 5.1.1. Data una applicazione lineare f : V — W, ¢ detto nucleo di f
I’insieme ker f = {v € V|f(v) = 0} e immagine di f I’insieme Imf = f(V).

Proposizione 5.1.2. Una applicazione lineare f : V. — W ¢ suriettiva se e solo
se Imf = W ed ¢ iniettiva se e solo se ker f = {0}.

Dimostrazione. La f ¢ suriettiva se e solo se f(V) = W, cioe se e solo se Imf =
W.

Supponiamo ora che f sia iniettiva e dimostriamo che ker f = {0}. Siav €
ker f. Poiche si ha f(v) = 0 = f(0), per I'iniettivita di f si ha v = 0 e quindi
ker f = {0}.

Viceversa, sia ker f = {0} e siano u, v € V tali che f(u) = f(v). Per la linearita
di fsiha f(u-v)=0edunqueu —vekerf={0}equindiu—-v=0,cioeu=v
e allora f ¢ iniettiva. O

Vediamo ora come vengono trasformati i sottospazi tramite una applicazione
lineare:
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Proposizione 5.1.3. Sia f : V — W una applicazione lineare. Allora si ha:

1. Se X C V e un sottospazio vettoriale allora f(X) e un sottospazio vettoriale
diWw.

2. Se Y ¢ W ¢ un sottospazio vettoriale allora f~'(Y) é un sottospazio vetto-
riale di V.

In particolare per X =V si ha che Imf e un sottospazio di W e per Y = {0} si ha
che ker f = f~1(0) é un sottospazio di V.

Dimostrazione. 1. Siano a,b € Re u,v € f(X). Allora esistono x,y € V tali
che u = f(x) e v = f(y). Vogliamo dimostrare che la combinazione lineare
a-u + b-v appartiene a f(X). Per la linearita di f si ha

au+bv=afx)+bf(y = f>ax+by)

e poiché X € un sottospazio, a-x + b-y € X, e quindi a-u + b-v = f(a-x + b-y)
appartiene a f(X).

2. Siano a,b € R e u,v € f1(Y). Allora f(u), f(v) € Y. Poiche¢ Y & un
sottospazio allora a- f(u) + b-f(v) € Y. Per la linearita di f, si ha a-f(u) +
b-f(v) = f(a-u + bv) e quindi a-u + b-v € f7'(Y) e dunque f~'(Y) & un
sottospazio.

O

La proposizione seguente ci dice in particolare come trovare un sistema di
generatori di Imf:

Proposizione 5.1.4. Sia f : V — W una applicazione lineare. Allora si ha:

1. se {vy,---,vs} e un sistema di generatori per V, {f(vy),- -, f(vy)} € un
sistema di generatori per Imf;

2. se f e iniettiva e i vettori {vy, - - - , vy} sono linearmente indipendenti, allora
ivettori {f(vy),- -, f(vy)} sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. 1. siau € Imf. Allora esiste x € V tale che f(x) = u. Poiché
V ¢ generato da {vy,--- ,v;} abbiamo x = }; x;-v;, x; € R. Per la linearita di
fsiha

1

u= f(x)= f(Z Xp'vp) = in'f(vi)

e quindi ImV ¢ generato da {f(vy),- -, f(vy)}.
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2. Consideriamo una combinazione lineare di {f(vy), - - , f(vy)} che dia il vet-

tore nullo:
Z a;-f(vi) = 0.

1

f(Q av) =0

e quindi };; a;-v; appartiene a ker f. Essendo f iniettiva si ha ker f = {0} e
quindi si ottiene
Z a;rv; = 0

i

Per la linearita di f si ha

e dunque gli a; sono nulli perche per ipotesi 1 vettori {vy,--- , vy} sono li-
nearmente indipendenti. Questo implica che i vettori { f(v;),- - , f(v,)} sono
linearmente indipendenti.

O

Come conseguenza immediata si ha il seguente

Corollario 5.1.5. Sia f : V" — W" una applicazione lineare iniettiva. Se
{vi,-+ , v} e una base di 'V allora {f(vy),--- , f(v,)} e una base di Imf.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, i vettori {f(vy),- -, f(v,)} sono
linearmente indipendenti e generano Imf e quindi sono una base di Imf. O
Si osservi che data una applicazione lineare f : V" — W", se {e},- - ,e,} €

una base di V e v € V, per calcolare f(v) ¢ sufficiente conoscere le componenti
di v rispetto alla base. Infatti, posto v = ., vie;, per la linearita di f si ha
fv) = f(Z?:] viee;) = 2?21 vif(e).

Questo suggerisce il fatto che I’applicazione sia completamente determinata
da{f(ey), -, f(ey)}. Il seguente risultato esprime quanto detto.

Teorema 5.1.6 (Teorema fondamentale delle applicazioni lineari). Sia B = {ey, - - -
una base di uno spazio vettoriale V. Dato un spazio vettoriale W e una applica-
zione F : B — W, esiste un’unica applicazione lineare f : V. — W tale che la sua
restrizione a B coincida con F (fig = F).

Dimostrazione. Definiamo f come segue

n

fO) = veF(e)

i=1

dove i v; sono le componenti di v rispetto a B. Dalla definizione risulta evidente
che f(e;) = F(ey).
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Verifichiamo che f ¢ lineare. Siano a,b € R, u = Y\ u;re;ev = 3. vi-e;.
Abbiamo

n

flau+bv) = fla ) ue+b Y vee)=fO (au;+bvyer)
i=1 i=1 i=1

YD aui+bv)-Fle) =a ) upFle) +b- ) veFler)
i=1 i=1 =1
= af(u)+bfQ).

Ora dimostriamo 1'unicita di f. Per questo supponiamo che esista g lineare che
coincide con F su B e mostriamo che f, g coincidono su ogni vettore. Infatti dato
v= 1, Ve siha

n

4 linearita di (eD)=F(e;) C
g) =gy vre) = Y viglen) “U= T ) viF(e) = £(v).
i=1 i=1

i=1
O

Il prossimo teorema fornisce una utile relazione tra la dimensione del nucleo,
dell’immagine e del dominio di una applicazione lineare:

Teorema 5.1.7 (Equazione dimensionale per le applicazioni lineari). Sia f : V —
W una applicazione lineare e supponiamo che dimV = n. Allora si ha

dim V = dimker f + dim Imf .

Dimostrazione. Essendo V di dimensione finita, lo ¢ anche il nucleo di f in
quanto sottospazio di V. Sia quindi 4 (eventualmente nullo) la dimensione di
ker f e {ey,---,e,} una sua base. Completiamo la base del nucleo per ottene-
re una base B = {ey, - ,ep, &1, - ,&un} di V. Vogliamo dimostrare che B’ =
{f(g1), -, f(gun)} ¢ una base di Imf. Fatto cio ¢ chiaro che si ha la tesi del
teorema. Per la Proposizione 5.1.4, B* U {0} ¢ un sistema di generatori in quanto
B’ U {0} = f(B) e B ¢ un sistema di generatori per V. Inoltre 0 € L(B’) e quindi
anche B’ ¢ un sistema di generatori. Basta quindi dimostrare che I’'insieme B’ ¢
linearmente indipendente. Siano quindi a;, - - - ,a,—; € R tali che

n—h n—h

0= Z a;i-f(gi) = f(z a;-8i)-
i=1

i=1
Questo implica che Y77/ a;-g; € ker f e quindi gli a; sono tutti nulli per la lineare
indipendenza di B. O
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Definizione 5.1.8. La dimensione di Imf ¢ detta rango di f.
Vediamo alcuni corollari importanti del Teorema 5.1.7:

Corollario 5.1.9. Sia f : V — W una applicazione lineare e supponiamo che
dimV = n, allora si ha:

1. f ¢ iniettiva se e solo dimker f = 0 ovvero se e solo dimImf = n;
2. f e suriettiva se e solo se dim Imf = dim W;

3. f é un isomorfismo se e solo se dimImf = dimW = dim V;

4. sedimV = dim W allora f e un isomorfismo se e solo se ¢ iniettiva.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ immediata utilizzando 1’equazione dimensio-
nale ed ¢ quindi lasciata per esercizio. O

Corollario 5.1.10. Due spazi vettoriali V, W di dimensione finita sono isomorfi se
e solo se hanno la stessa dimensione.

Dimostrazione. Per 1l Corollario 5.1.9, se V e W sono isomorfi allora hanno
la stessa dimensione. Viceversa, se hanno la stessa dimensione n, siano B =
{er, - ,en), B =1{f1, -, fu} basidi V e W rispettivamente. Per il Teorema 5.1.6
esiste un’unica applicazione lineare g : V — W tale che g(e;) = f;. La f cosi
costruita ¢ iniettiva in quanto iniettiva su B (verificare!) e quindi un isomorfismo
per il Corollario 5.1.9. O

5.2 Matrice associata ad una applicazione lineare

Data una applicazione lineare f : V — W tra due spazi vettoriali di dimensio-
ne finita n ed m rispettivamente, scelta una base per V e una per W, ¢ possibile
associare una matrice ad f come spiegato di seguito.

Siano B = (ey, - ,e,) e B" = (by,--- ,b,,) basi ordinate di V e W rispettiva-
mente. Il vettore f(e;) € W ¢ combinazione lineare degli elementi della base B’
e quindi esistono e sono uniche le componenti di f(e;) rispetto a B’. Indichiamo
con (aj,aj, - ,ay;) tali componenti. Si noti che I’indice j nelle componenti sta
ad indicare che si tratta delle componenti del vettore f(e;).

Si ottengono in questo modo le entrate di una matrice A = (g;;). La j-esima
colonna di A ¢ formata dalle componenti di f(e;) rispetto alla base ordinata B’.



70 CAPITOLO 5. APPLICAZIONI LINEARI

Possiamo schematizzare la costruzione della matrice nel modo seguente:

fley) --- flej) --- flen)

ay - ayj ai, || b
Ay o @y ccc Gy || by

App = - (5.3)
ami - Agj " Qpp bm

Definizione 5.2.1. La matrice (5.3) ¢ detta matrice di f rispetto alle basi Be B’.

La matrice di f rispetto alle basi B e B’ permette di trovare le componenti di
un qualsiasi vettore f(v) note quelle di v:

Proposizione 5.2.2. Sia f : V — W una applicazione lineare e siano B =
(e1, -+ ,e,) e B = (by, -+ ,by) basi ordinate di V e W rispettivamente. Siano
v =Y vje;e X lamatrice colonna delle componenti di v rispetto a B. Sia A la
matrice di f rispetto alle basi B, B’ e sia Y la matrice colonna delle componenti
di f(v) rispetto alla base B’. Allora si ha:

Y = AX . (5.4)

Dimostrazione. Sia A = (a;;). Siha quindi f(e;) = >, a;;-b;. Sostituendo questa
espressione in quella del vettore f(v) e sfruttando la linearita di f, si ottiene

n n

FO) =D vifley =) v,~-<Zm: aijbi) = i(z aijv )b ,
=1

j=1 j=1 =1 j=1

da cui si ricava che la i-esima componente di f(v) rispetto a B’ vale }/_; a;v; e
questo equivale alla (5.4). O

Osservazione 5.2.3. Quando f € End(V), di solito si considera la stessa base nel
dominio e nel codominio.

Esempio 5.2.4. Consideriamo I’applicazione lineare f : R* — R? datada f(x,y,z) =
(x+y—2z,2x+7). Siano B = (e;, e, e3), B' = (b1, b») le basi canoniche di R? e R?
rispettivamente e troviamo la matrice A di f rispetto a tali basi.

Abbiamo f(e;) = (1,2) = b; +2b; e quindi nella prima colonna di A dobbiamo
mettere tali componenti. Facciamo lo stesso per gli altri vettori di B e otteniamo
f(ex) = (1,0) = by, f(e3) = (—1,1) = —b; + b,. Quindi la matrice di f rispetto a
B, B’ sara

I 1 -1
20 1|
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Consideriamo ora la base B” = (¢; = b; + by,co = by — by) di R? e calco-
liamo la matrice di f rispetto a B, B”. Dobbiamo calcolare le componenti di
(f(ey), f(ea), f(e3)) rispetto a B”. Abbiamo quindi f(e;) = (1,2) = 3/2¢; —1/2c¢,,
f(ex) = (1,0) = 1/2¢; + 1/2¢,, f(e3) = (=1,1) = —c, e quindi la matrice di f
rispetto a B, B” sara

3/2 1/2 0
~1/2 1/2 -1

L’esempio precedente mostra che se si cambiano le basi, la matrice associata
alla stessa applicazione lineare cambia. Vedremo piu avanti in che modo avviene
questo cambiamento.

Abbiamo visto che I'insieme delle applicazioni lineari tra due spazi vetto-
riali V; W ¢ anch’esso uno spazio vettoriale. Il seguente risultato stabilisce un
isomorfismo tra L(V"*, W) e M,,x.,(R):

Teorema 5.2.5. Siano V, W due spazi vettoriali di dimensione finita. Siano inoltre
B = (e,---,e,) e B = (hy,---,h,) basi ordinate di V e W rispettivamente.
Allora l’applicazione Fgp : L(V, W) = M,,x,(R) che ad una applicazione lineare
associa la sua matrice rispetto a B, B’, é un isomorfismo tra spazi vettoriali. In
particolare si ha dim L(V, W) = dim M,,,.,(R) = mn.

Dimostrazione. Siano f,g € L(V,W)e A € R. Sia A = (a;;) la matrice associata
a f, B = (b;;) quella associata a g e C = (c¢;;) quella associata a f 8@ g. Dobbiamo
dimostrare che C = A + B. Le entrate di C sono definite come segue

m

(F@e)e) =) cih:

i=1

Sfruttiamo ora la definizione di somma di due applicazioni lineari

Z cijhi = (fEg)(e)) = flej)+gle)) = Zaij'hi+z bij-h; = Z(aij'i'bij)'hi,
=1 i=1 i=1 i=1
da cui si ricava ¢;; = a;; + b;j che equivalea C = A + B.

Ora dimostriamo che la matrice di A @ f & AA. Come prima si ha

A8 f(e;) = A-f(e)) = - Z aij-h; = Z(/laij)'hi
i=1 i=1

e quindi la matrice di A @ f ¢ AA. Questo mostra la linearita di Fig p .
Dimostriamo che Fgp ¢ iniettiva. Per far questo basta dimostrare che il suo
nucleo ¢ formato dalla applicazione nulla. Sia dunque f € ker Fjg g-. Allora la sua
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matrice associata ¢ la matrice nulla. Questo significa che f(e;) = 0 per ogni j e
quindi, per il Teorema 5.1.6 si deve avere f = 0.
Mostriamo la suriettivita di Fgp. Data A = (a;;) € M,,x,(R) basta definire f
come 1’unica applicazione lineare tale che per ogni j si abbia f(e;) = i, a;;-h;.
Quindi Fp g ¢ un isomorfismo e si ha dim L(V, W) = dimM,,,.,(R) = mn. O

Il teorema seguente descrive in modo preciso come cambia la matrice associata
ad una applicazione lineare se si cambiano le basi:

Teorema 5.2.6. Sia f : V — W una applicazione lineare e siano B, B’ basi
ordinate di V e C,C’ basi ordinate di W. Sia Apc la matrice di f rispetto alle
basi B,C e Ap ¢ la matrice di f rispetto a B',C’. Siano X, X' le matrici delle
componenti di un vettore v rispetto a Be B' e Y, Y’ le matrici delle componenti di
f(v) rispetto a C e C’ rispettivamente. Inoltre sia P la matrice di passaggio dalla
base B alla base B" e Q la matrice di passaggio dalla base C alla base C’. Allora
si ha
Apc = QAgc P

Dimostrazione. Per ipotesi si ha:
Y =QY X =PX,Y =ApcX,Y =Apc X',
da cui, ricavando Y e X, si ottiene
O7'Y = ApcP'X

e quindi ancora
Y = QAgcP'X .

Per I’unicita della matrice associata rispetto a due basi si deve avere
-1
Apc = QApc P
O

Nel caso particolare di un endomorfismo, si avrebbe B = C e B’ = C’, e quindi
Ap g = PAgg P~'. In questo caso le due matrici A ¢ € Agc sono simili.

Si pud quindi definire la traccia e il determinante di f come la traccia e il
determinante di una sua qualunque matrice associata. Infatti per i risultati sul-
le matrici visti precedentemente, due matrici simili hanno stessa traccia e stesso
determinante.

Il prossimo Teorema ci permette di calcolare la matrice associata ad una com-
posizione di applicazioni lineari.
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Teorema 5.2.7. Siano f : U — V e g : V — W applicazioni lineari tra spazi
vettoriali finitamente generati e B, B', B” basi ordinate di U, V, W rispettivamente.
Sia A la matrice di f rispetto a B, B’ e C la matrice di g rispetto a B, B”. Allora
la matricedi g o f : U — W rispetto a B, B” ¢ CA.

Dimostrazione. Siano B = (e(,--- ,e,), B = (by,--- ,b,) e B” = (hy,--- ,hy) le
basi di U, V, W rispettivamente. Si ha

m N

fley =) aibi gb) = cuhy

i=1 k=1

Sostituendo si ottiene

m m N

(gofey) = g(flep) = ) apgb) =) ai() cuhy)
i=1 i=1 k=1
= Z(Z Crittij)-
k=1 i=1
e quindi la matrice di g o f rispetto a B, B” ¢ proprio la matrice CA. |

Corollario 5.2.8. Se f : U — V ¢ un isomorfismo, B, B’ basi ordinate di U,V
rispettivamente e A la matrice di f rispetto a B,B’. Allora la matrice di f~!
rispettoa B',Bé A™".

Dimostrazione. Si applichi il teorema precedente a f o f~! = idy e si osservi che
I’applicazione identita ha come matrice I’identita. O

Osservazione 5.2.9. Una matrice ¢ invertibile se e solo se ¢ la matrice associata a
un isomorfismo. Infatti per il corollario precedente se ¢ associata ad un isomorfi-
smo ¢ invertibile. Viceversa se ¢ invertibile e ha ordine 7, la si pud pensare come
associata all’applicazione lineare da M,,»;(R) in se, definita nel modo seguente:

faX) = AX , X € M (R).

Si verifica immediatamente che f4 ¢ lineare, invertibile e ha come matrice asso-
ciata rispetto alla base canonica la matrice A.

5.2.1 Sistemi lineari e teorema di Rouché - Capelli

Utilizzando la teoria degli spazi vettoriali dimostreremo il teorema di Rouché-
Capelli. Consideriamo un sistema lineare con m equzioni ed n incognite

AX = B,

dove A € M,,,(R) ¢ la matrice dei coeflicienti del sistema, B € M,,;(R) ¢ la
matrice dei termini noti e X =" (x; - - - x,,) € la matrice delle incognite. Indichiamo
con (A|B) la matrice completa. Indichiamo con A’ la i-esima colonna di A.
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Teorema 5.2.10 (di Rouché - Capelli). Il sistema lineare
AX =B (5.5)

e compatibile se e solo se rgA = rg(A|B). Se é compatibile, il numero di soluzioni
n—-rgA

e 0o
Dimostrazione. 11 sistema & compatibile se e solo se esiste Xy =" (x)---x)) tale
che
OA, +--. A =B
XA+ + X,A, = D.

Questo & vero se e solo se L(A!,---,A") coincide con L(A!,--- ,A", B), poiche
L(A!,--- ,A") & un sottospazio di L(A!,---,A", B). Questo equivale a dire che
dim L(A',--- ,A") = dim L(A',--- ,A", B) e quindi il sistema & compatibile se e

solo se rgA = rg(A|B).

Supponiamo ora che il sistema sia compatibile. Allora esiste una soluzione Xj.
Ogni altra soluzione Y di (5.5) e della forma X + X, dove stavolta X ¢ soluzione
del sistema omogeneo associato

AX = 0. (5.6)

L’insieme delle soluzioni di (5.6) forma uno spazio vettoriale che puo essere visto
come il nucleo della applicazione lineare f : M, x;(R) = M,,«1(R)

fa(X) = AX,

che ha come matrice associata rispetto alle basi canoniche proprio la matrice A. La
dimensione di tale nucleo ci ¢ fornita dall’equazione dimensionale relativa a f4 e
quindi si ottiene dim ker fy = dim M,,x; —dim Imf; = n—rgA. Questo significa che
date (n — rgA) soluzioni di (5.6) linearmente indipendenti, ogni soluzione di (5.5)
¢ data da una combinazione lineare di esse sommata alla soluzione particolare Xj.
In questo senso ci sono oo™ ™4 goluzioni.

O

5.3 Spazio duale e biduale di uno spazio vettoriale

Abbiamo visto precedentemente che dati due spazi vettoriali V, W di dimensione
n, m rispettivamente, lo spazio vettoriale L(V, W) ha dimensione pari a mn. Nel
caso particolare in cui W = R indicheremo tale spazio con V* e lo chiameremo
spazio duale di V. Chiameremo biduale di V il duale di V* e lo indicheremo con
V**. Per quanto detto sopra si ha

dimV = dim V* = dim V**
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e quindi 1 tre spazi sono isomorfi.

Ora costruiremo degli isomorfismi espliciti tra tali spazi. Sia B = (e, , e,)
una base ordinata di V e per j fissato j = 1,--- , n, definiamo il seguente elemento
di V* (che ¢ una applicazione lineare da V in R)

€j V>R ,€j(€i) = 6ij-

Per il teorema fondamentale sulle applicazioni lineari, I’applicazione lineare e’
¢ completamente determinata dal suo valore sulla base B di V. Si ottengono in
questo modo n elementi di V*, B* = (el,---,eM. Vogliamo dimostrare che B* ¢
una base di V* e per far questo ¢ sufficiente dimostrare che i vettori di B* sono
linearmente indipendenti, visto che dim V* = n.

Siano quindi a;, - - ,a, € Rtaliche f = Y., a;¢' = 0, dove 0 & I’applicazione
nulla da V in R. Se f ¢ I’applicazione nulla, allora in particolare vale zero sui
vettori di B. Quindi si ottiene per ogni j:

n n n
0= f(ej) = (Z aiel)(ej) = Zai[el(ej)] = Z%‘&j = aj.
i=1 i=1 i=1
Quindi tutti gli a; devono essere nulli e dunque B* ¢ una base di V*.

La base B* ¢ detta base duale di B. A questo punto ¢ facile costruire un iso-
morfismo tra V e V*. Infatti basta definire F' : V — V* come ’unica applicazione
lineare tale che F(e;) = ¢, peri=1,--- ,n.

Bisogna osservare che per costruire questo isomorfismo € necessario utilizzare
una base di V e quindi in questo senso si dice che tale isomorfismo non ¢ canonico,
ma dipende dalla base scelta. Ora vedremo invece come sia possibile costruire un
isomorfismo canonico tra V e il suo biduale.

Innanzitutto, dato un vettore v € V, sia f, : V* — R definita da

Hw) = w).

Quanto fatto ha senso poiche w ¢ un elemento di V*, cioe una forma lineare, e
quindi si puo applicare ai vettori di V. Inoltre si verifica facilmente che

fv(w H T’) = fv(w) + fv(n) 5 fv(a'w) = afv(w)

e quindi f, ¢ lineare, cio¢ appartiene a V**.
Siaora F : V — V™ definita come segue:

F@) = fr

Dobbiamo dimostrare che F ¢ lineare. Abbiamo F(u +v) = f,,,. Calcoliamo f,,,
su un vettore generico w € V*:

fu+v(w) = w(u+v) = w) +wl) = fu(w) + fv(w) = (fu H fv)(w)



76 CAPITOLO 5. APPLICAZIONI LINEARI

e quindi si ha f,,, = f,Bf,, cio¢ F(u+v) = F(u)+ F(v). Analogamente si dimostra
che F(a-u) = a-F(u) e quindi F ¢ lineare.

Per dimostrare che F €& un isomorfismo ¢ sufficiente dimostrare che ¢ iniettiva,
considerato che dim V = dim V**. Poiché F ¢ lineare, basta dimostrare che il suo
nucleo ¢ ridotto al vettore nullo.

Sia quindi v; € ker F. Siha allora F(v;) = f,, = 0 e quindi I’applicazione f,,
vale zero su ogni vettore. Se per assurdo v; non fosse nullo, potremmo comple-
tarlo per ottenere una base (vq, Vv, - ,v,) di V. Consideriamo allora la sua base
duale (v!,--- ,v"). Ricordiamo che i V' appartengono a V* e applichiamo ambo i
membri di f,, =0 av'. Si ha quindi

definizione di f,,

0=/f,0H = ) =1

e questo ¢ assurdo, quindi si deve avere v; = 0.
Vedremo piu avanti come sia possibile definire un isomorfismo canonico tra V
e V* quando lo spazio vettoriale V ¢ munito di un prodotto scalare.

Esempio 5.3.1. Sia V = R? munito della base canonica B = (e, ,, e3). Definiamo
la base duale di B. Per esempio si ha che ¢! : R* — R & definita da e'(e;) = 6y, e
quindi

e'(en) =1,e'(ex) = e'(e3) = 0.

Per calcolare e! su un vettore qualunque di R* ci occorrono le componenti del
vettore rispetto a B. Sia dunque v = (x,y, z), cioe v = x-e; + y-e, + z-e3, dato che
B ¢ la base canonica. Per la linearita di e! otteniamo

e!(v) = xe'(er) + ye'(ey) + ze'(e3) = x.

Allo stesso modo si ottiene e*(x, y,z) = y e e>(x,y,2) = z.

Sia ora f una forma lineare su V, cioe¢ f € V*. Allora si avra f(x,y,z) =
ax + by + cz. Poiché f € V*, allora & combinazione lineare di (e', €%, e?) e si avra
f = a-e' @ B¢ @y-e’. Per calcolare i coefficienti della combinazione lineare
bastera applicare f ai vettori di B. Applicando f a e; si ha

fle) = (ae' BB By-e)e) = a.

Poiche conosciamo 1’espressione di f e di e; = (1,0,0), otteniamo f(e;) = a e
quindi @ = a. Continuando allo stesso modo si ottiene 5 = b e y = ¢. Ovviamente
se si cambia base di R*® e quindi anche base duale, le componenti rispetto alla
nuova base duale non saranno piu a, b, c.



Capitolo 6

Diagonalizzazione di un
endomorfismo

Consideriamo uno spazio vettoriale V di dimensione n e f € End(V). Prece-
dentemente abbiamo osservato che la matrice associata ad f rispetto ad una base
cambia in modo ben preciso se si cambia la base. Detta A la matrice di f rispetto
ad una base B e P la matrice di passaggio dalla base B ad una base B’, la matrice di
f rispetto a B’ sara PAP~'. E quindi naturale porsi il problema di trovare una base
tale che la matrice rispetto ad essa sia la piu semplice possibile, cioe una matrice
diagonale.

Se B = (ey, -+ ,e,) ¢ una base rispetto alla quale f ha matrice diagonale
le cui entrate nella diagonale principale sono date dagli scalari ay,--- ,a, (non
necessariamente tutti distinti), allora si ha

fle) = aye;.

Per poter cercare una base siffatta, occorre quindi trovare dei vettori non nulli v
tali che f(v) = A-v per un certo A € R. Questo giustifica la seguente definizione:

Definizione 6.0.2. Si dice che A ¢ un autovalore di f € End(V) se esiste un vettore
non nullo v tale che f(v) = A-v. Il vettore v sara detto autovettore relativo a A.

Osservazione 6.0.3. Gli autovettori relativi all’autovalore nullo non sono altro che
1 vettori non nulli di ker f (se esistono).

Vediamo alcuni esempi:
Esempio 6.0.4. Consideriamo I’insieme V3 dei vettori liberi dello spazio e sia u
un vettore non nullo di modulo 1. Sia f : V3 — V3 I’applicazione che a ogni

vettore v associa il vettore proiezione ortogonale su u, cioe f(v) =< v,u > -u. La
linearita di f discende dalle proprieta del prodotto scalare.
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Siosservi che f(u) = u e quindi u ¢ un autovettore relativo all’autovalore 1. Se
v € un vettore non nullo perpendicolare ad u, allora si ha f(v) = 0 = 0-v e quindi
v € un autovettore relativo a 0.

Definizione 6.0.5. Si chiama autospazio relativo all’autovalore A I’insieme
V() ={veV|f(v) =Av}U{0}.

In effetti ogni autospazio risulta essere un sottospazio vettoriale di V in quanto
st verifica facilmente che

V(A) = ker(f — A-1d)

dove Id ¢ I’applicazione identita di V. Vediamo ora alcune proprieta degli auto-
spazi:

Proposizione 6.0.6. Siano Ay, - - - , A4, autovalori distinti di f e vy,--- , vy autovet-
tori corrispondenti. Allora i vettori vy, - - - , v, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Dimostriamo la proprieta per induzione sul numero k di autova-
lori.

Per k = 1 la proprieta ¢ vera perché v, ¢ un autovettore e quindi non puo essere
nullo, il che significa che ¢ linearmente indipendente.

Supponiamo vera la proprieta per kK — 1 autovalori distinti e consideriamo k

autovalori distinti Ay, -+, A, con corrispondenti autovettori vy, - ,v. Per ipo-
tesi induttiva, gli autovettori vy,--- , vy sono linearmente indipendenti. Se per
assurdo vy, - - -, v fossero dipendenti allora si avrebbe

k-1

per certi scalari a;. Applicando f ad ambo 1 membri, si ottiene

k-1 k

-1
Aevie = fv) = Z aif(vi) = Z(ai/li)'vi
1

i=1 i=

e sostituendo I’espressione di v, = Zf;ll a; v;

k-1 k-1
/lk(z a;v;) = Z(ai/li)'vi-
i=1 i=1

Portando tutto al primo membro si ha

k-1

Dl = )i =0,

i=1
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da cui si ottiene a;(4; — 4;) = 0 per ogni i poiché per ipotesi induttiva vy, - -+, vy
sono linearmente indipendenti. Ma questo implica che a; = 0 per ogni i in quanto
gli autovalori sono tutti distinti. O
Proposizione 6.0.7. Siano A,,--- , A, autovalori distinti di f e V(Ay),---,V(A)

gli autospazi corrispondenti. Allora la somma +f.‘=1V(/l,») e diretta.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che I'intersezione di ogni V(4;) con la som-
ma dei restanti autospazi (che indicheremocon +;.;V(4;)) contiene solo il vettore
nullo. Sia allorav € V(4,) N +;,,;V(4;). Allora si ha

V:V1+"'+Vj_1+Vj+1+"‘+Vk,

dove v; € V(4;). Inoltre v € V(4;) poiché appartiene a V(4;) N +;.;V(4;). Quindi
ricaviamo la seguente combinazione lineare di vettori appartenenti ad autospazi
relativi ad autovalori distinti

v1+---+vj_1—v+vj+1+---+vk=().

Se uno dei vettori della combinazione lineare fosse non nullo, allora sarebbe un
autovettore e quindi si avrebbe una combinazione lineare, a coefficienti non tutti
nulli, di autovettori relativi ad autovalori distinti, che contraddice la Proposizione
6.0.6. Quindi tutti 1 vettori devono essere nulli ed in particolare v. O

6.0.1 Polinomio caratteristico

Per cercare gli autovalori di un endomorfismo f, consideriamo una base B di V
e sia A la matrice di f rispetto a tale base. La matrice X delle componenti di un
autovettore v relativo a A verifica la seguente equazione

AX = AX
che si puo scrivere nella forma seguente
(A-ADX = 0, (6.1)

dove I ¢ la matrice identita.

Si tratta quindi di capire per quali 4 il sistema omogeneo (6.1) ammette solu-
zioni non nulle X, in quanto gli autovettori devono essere non nulli. Per il teorema
di Rouché-Capelli, questo puo avvenire se e solo se det(A — A7) = 0. Quindi un
autovalore deve essere soluzione della equazione

det(A — Al) =0,



80 CAPITOLO 6. DIAGONALIZZAZIONE DI UN ENDOMORFISMO

che ¢ una equazione polinomiale di grado n = dim V in A.

Il polinomio P(1) = det(A — Al) ¢ detto polinomio caratteristico di f e non
dipende dalla matrice scelta per rappresentare f. Infatti se A’ ¢ la matrice di f
rispetto alla base B’, e P la matrice di passaggio da Ba B’, siha A’ = PAP ' eil

suo polinomio caratteristico ¢ dato da

det(PAP™' — AI) = det(PAP™' — APIP™Y)
det(P(A — ADP™Y) P 2™ det P det(A — AI) det(P™)
det(A — AD).

det(A” — AI)

Quindi gli autovalori sono le soluzioni del polinomio caratteristico.

Per poter enunciare il teorema che ci permette di caratterizzare gli endomorfi-
smi che ammettono una base rispetto alla quale la matrice associata ¢ diagonale,
ci occorrono le seguenti definizioni:

Definizione 6.0.8. Un endomorfismo f € End(V) si dice diagonalizzabile se esite
una base di V formata da autovettori di f.

Chiaramente la matrice di f rispetto ad una tale base ¢ diagonale.

Definizione 6.0.9. Una matrice quadrata A sara detta diagonalizzabile se ¢ la
matrice associata a qualche endomorfismo diagonalizzabile.

In tal caso la matrice ¢ simile ad una matrice diagonale. Viceversa se A ¢
simile ad una matrice diagonale, allora ¢ diagonalizzabile (verificare!).

Definizione 6.0.10. Sia 4, un autovalore di f € End(V) e P(A) il polinomio carat-
teristico di f. Chiameremo molteplicita algebrica ma(4y) e molteplicita geometri-
camg(Ady) di A1 numeri naturali definiti come segue:

e ma(Ay) & I’'unico numero naturale tale che (1 — 1y)™*“) divide il polinomio
P(A) mentre (1 — A5)"*“*! non divide P(A).

e mg(dy) = dim V(4,), dove V(Ay) ¢ I’autospazio relativo a Ay.

Quindi ma(4y) ¢ la molteplicita di 4y come soluzione di P(1) ed & chiaramen-
te maggiore o uguale a 1 poiché A, ¢ soluzione di P(1). Abbiamo la seguente
proprieta:

Proposizione 6.0.11. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n, 1y un auto-
valore di f € End(V) e P(A) il polinomio caratteristico di f. Allora si ha

1 < mg(Ay) < ma(Ay).
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Dimostrazione. Poiche Ay ¢ un autovalore di f allora esiste almeno un autovettore,
cioe un vettore non nullo che appartiene a V(4,) e quindi si deve avere mg(4y) =
dim V(4y) > 1.

Siano ora h = ma(Ay), k = mg(Ay) e supponiamo per assurdo che k > h. Sia
(v1,+ -+, V) una base ordinata di V(Ay) e completiamola per ottenere una base di
V.SiaB =, ,v &, &) la base ottenuta e scriviamo la matrice di f
rispetto a tale base:

fo) f) - ff(@) -+ f(gni)
Ao 0O 0 02222 7277 777 vy
0O A 0 0 [?2227 7777 777 wy

77N M|
1NN MM w (6.2)

S

A=1] 0 0 O
O 0 O O |77 7 M| &
0O 0 O O |7 7 1M
0O 0 0 0 2277 7777 1M | gnx

Quindi se calcoliamo det(A —Al), otteniamo il polinomio caratteristico della forma

P() = (A - ) 0,

il che implica che la molteplicita algebrica di 4, ¢ almeno k. Ma cio ¢ assurdo
perche k > h = ma(Ay). Quindi si deve avere mg(Ay) < ma(Ay). O

Possiamo ora enunciare il teorema che va sotto il nome di Teorema spettrale:

Teorema 6.0.12. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n, f € End(V) e
P(Q) il polinomio caratteristico di f. Allora f e diagonalizzabile se e solo se sono
verificate le due seguenti proprieta

1. tutti gli autovalori di f sono reali,
2. per ogni autovalore Ay si ha mg(ly) = ma(Ay).

Dimostrazione. Se f ¢ diagonalizzabile le due condizioni sono verificate (dimo-
strare in dettaglio per esercizio).

Viceversa se le due condizioni del teorema sono verificate, siano Ay, --- , A,
gli autovalori di f e denotiamo con V; I’autospazio relativo a 4;. Abbiamo prece-
dentemente dimostrato che la somma degli autospazi ¢ diretta. La somma diretta
&, V; & un sottospazio di V e vogliamo dimostrare che coincide con V. Per far
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questo ¢ sufficiente dimostrare che hanno la stessa dimensione. Calcoliamo allora
la dimensione di &}, V;:

k k
. somma diretta def d1 mg
dimel,V; = Z Z g(4)

i=1 i=1

k
ipotesi Teor.

S . Z ma ( 1 ) autov. tum reali de eg P=dimV

i=1

Quindi abbiamo @}_, V; = V. Per avere una base di V formata da autovettori basta
prendere una base B; di ogni V; e ’'unione di tali base sara la base cercata. O

Il seguente corollario ¢ molto utile e puo essere dimostrato indipendentemente
dal Teorema spettrale:

Corollario 6.0.13. Se un endomorfismo f ha autovalori tutti reali e distinti, allora
e diagonalizzabile.

Dimostrazione. Se gli autovalori sono tutti distinti, allora ognuno ha molteplicita
1 e quindi le ipotesi del Teorema 6.0.12 sono verificate, se si considera che 1 <
mg(A;) < ma(A;). O



Capitolo 7

Forme bilineari

In questo capitolo ci occuperemo di forme bilineari. Il prodotto scalare nell’in-
sieme dei vettori liberi dello spazio ne ¢ un esempio. La definizione precisa ¢ la
seguente:

Definizione 7.0.14. Dicesi forma bilineare su uno spazio vettoriale V, una appli-
cazione
p: VXV >R

che ¢ lineare in entrambi gli argomenti, ossia tale che Yu,v,w € V e VYa,b € R si
abbia:

dlau+ b-v,w) ad(u,w) + bg(v,w) (7.1)
ow,au+bv)y = ap(w,u)+ bp(w,v) (7.2)

Indicheremo con B?(V) I’insieme delle forme bilineari su V.

Esercizio 7.0.15. Sull’insieme B?(V) si considerino le seguenti operazioni di som-
ma e prodotto per uno scalare:

(pBYIu,v) = pu,v) + Y(u,v) , (A-¢9)(u,v) = Ap(u,v).
Si dimostri che rispetto a tali operazioni 1’insieme B*(V) & uno spazio vettoriale.

Esempio 7.0.16. e la forma ¢(x,y) = x1y; — xy; + x3y; ¢ una forma bilineare
su R?, dove si & posto x = (x1, X2, x3) € ¥y = (V1, V2, V3).

e laforma ¢(x, y) = x1y; — X2y» + Xx3y3 & una forma bilineare su R>.
e la forma ¢(x,y) = x;y» — x»y; & una forma bilineare su R>.

¢ il prodotto scalare definito sull’insieme dei vettori liberi dello spazio € una
forma bilineare.
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Tra le forme bilineari ce ne sono alcune particolari:
Definizione 7.0.17. Una forma bilineare ¢ € B*(V) sara detta

e simmetrica se per ogni u, v € V si ha ¢(u,v) = ¢(v, u);

e antisimmetrica se per ogni u,v € V si ha ¢(u,v) = —¢(v, u).

Si osservi che se ¢ ¢ antisimmetrica allora si ha ¢(u, u) = 0.

Esempio 7.0.18. e laforma bilineare su R? data da ¢(x, y) = x1y| — X2y + X33
¢ simmetrica.

e la forma bilineare su R? data da ¢(x, y) = x;y, — x»y; & antisimmetrica.

e la forma bilineare su R? data da ¢(x,y) = x;y; — x,y3 non & ne simmetrica
ne antisimmetrica.

Denoteremo con S2(V) e A%(V) i sottoinsiemi di B*(V) formati dalle forme
bilineari simmetriche e antisimmetriche rispettivamente.

Esercizio 7.0.19. Si verifichi che S%(V) e A%(V) sono sottospazi di B*(V) (rispetto
alle operazioni precedentemente definite), che la loro somma ¢ diretta ed ¢ uguale
a tutto lo spazio B*(V).

7.1 Matrice associata ad una forma bilineare

Se V ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita n, B = (ey, - - - , e,) una sua base
ordinata e ¢ € B*(V), & possibile associare a ¢ una matrice A nel modo seguente

[A]ij = ¢(e;, €j)-

Tale matrice ¢ detta matrice della forma bilineare ¢ rispetto alla base B. La ma-
trice A ci permette di calcolare ¢ su una coppia qualunque di vettori una volta che
si conoscono le loro componenti rispetto alla base B.

Infatti, dette u; e v; le componenti rispetto a B di u, v rispettivamente, e X, Y le
matrici colonna di tali componenti, si ha:

d(u,v) = ¢(z”: ui-e;, i vj-e;) pilingerta Zn: Mi(zn: vid(ei,e;))
i=1 = =1 =1
Zn: WIAY]; = XAY.

i=1
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In particolare si osservi che la forma bilineare ¢ simmetrica (risp. antisimmetrica)
se e solo se lo ¢ la matrice rispetto ad una base qualsiasi.

A questo punto ci si puo chiedere come cambia la matrice associata se si
cambia base:

Proposizione 7.1.1. Siano B = (ey,--- ,e,), B' = (¢, -+ ,e,) due basi ordinate di
V" e P la matrice di passaggio da B' a B. Le matrici A, A’ di una forma bilineare
¢ su 'V, rispetto a B e B’ rispettivamente, sono legate dalla seguente relazione

A’ =' PAP.

Dimostrazione. Posto P = (p;;), si ha

¢(Zn: DPrki€ks Zn: psj-es) = Zn: Dri an psj¢(ek, es)
k=1 s=1 k=1 s=1

Zn:pkiipsj[A]ks = Zn:pki[AP]kj = Zn:[tp]ik[AP]kj
k=1 ) k=1 1

k=

[A'];j = ¢(ei, e})

['PAP];;.
Questo significa che A’ =" PAP. O

Il fatto che due matrici della stessa forma bilineare ¢ rispetto a due basi siano
legate come visto sopra, permette di definire il rango di ¢ come rango di una
sua matrice associata. Questa definizione non dipende dalla matrice associata
poiche si ha rgA” = rg(' PAP) = rgA, dato che la matrice P e la sua trasposta sono
invertibili.

Non ¢ invariante il determinante di una forma bilineare poiche si ha detA” =
det('PAP) = (det A)(det P)?, mentre rimane invariato il suo segno, dato che si ha
(det P)> > 0.

Definizione 7.1.2. Una forma bilineare ¢ detta non degenere se ha rango massimo,
altrimenti ¢ detta degenere.

Si osservi che una forma bilineare ¢ non degenere se e solo se il determinante
di una sua matrice associata (e quindi di una qualunque) ¢ non nullo.

Esempio 7.1.3. e la matrice rispetto alla base canonica della forma bilineare
suR3 datada ¢(x,y) = x;y1—X2y>+x3y3 & la matrice diagonale diag(1, -1, 1).
(Qui si intende la matrice diagonale i cui elementi nella diagonale sono
specificati nelle parentesi)

e la matrice rispetto alla base canonica della forma bilineare su R?® data da
0 10
d(x,y) =x1y, —xy1 €| =1 0 O |. Si vede quindi che ¢ ha rango 2.
0 00
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e la matrice rispetto alla base canonica della forma bilineare su R? data da

1 0 O
d(x,y) = x;y1 —3x32 —x2y3 €| 0 0 —1 [ In questo caso la forma
0 -3 0

bilineare ¢ non degenere.

7.1.1 Dualita e rango di una forma bilineare

Data una forma bilineare ¢ € B*(V), questa determina due applicazioni lineari
s,d : 'V — V*, che sono definite come segue:

s(x) = ¢(x,)  d(x) = ¢, x).

Questo significa che s(x) € V* ¢ I'applicazione da V in R tale che s(x)(y) = ¢(x,y)
mentre d(x)(y) = ¢(y, x) .

La bilinearita di ¢ implica la linearita di s(x) e d(x) per ogni x e anche la
linearita delle applicazioni s, ¢ (verificare tutti 1 dettagli).

Vogliamo ora capire quando le applicazioni s,d sono degli isomorfismi, nel
caso in cui V abbia dimensione finita. In tal caso € sufficiente verficare che s, d
siano iniettive. Vediamo il caso di s, in quanto quello di d ¢ del tutto simile.

Si ha kers = {x € V|s(x) = 0}. Il nucleo ¢ ridotto al solo vettore nullo se e
solo se s(x) = 0 implica x = 0. Scriviamo quanto detto

s(x)y) =0VyeV = x=0,

cioe ¢p(x,y) =0Vy e V. = x = 0. Allo stesso modo si ha che d ¢ iniettiva se e
solo se
o(x,y)=0VxeV = y=0.

Vogliamo ora dimostrare che queste due proprieta sono equivalenti al fatto che ¢

sia non degenere. Per far questo consideriamo una base ordinata B = (e, -+ ,e,)
di V e la sua base duale B* = (¢!, -, e"). Scriviamo la matrice di s rispetto a tali
basi:

s(ej) = Z sijei.
4

Per calcolare s;; basta applicare s(e;) a e’ e si ottiene sii = s(ej)e) = ¢(ej,e).
Quindi la matrice di s rispetto a tali basi ¢ la trasposta della matrice di ¢ rispetto
alla base B. In modo del tutto simile si ottiene che la matrice di d rispetto a B, B*
¢ la matrice di ¢ rispetto a B.

Questo implica che il rango delle applicazioni s,d ¢ uguale, poich¢ hanno
come matrici associate due matrici che sono una la trasposta dell’altra, e inoltre
tale rango ¢ pari a quello della forma bilineare ¢. Riassumendo si ha:
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Proposizione 7.1.4. Una forma bilineare ¢ ¢ non degenere se e solo se una delle
due condizioni equivalenti seguenti é verificata

e ¢(x,y) = 0perognixeVimplicay =0;

o #(x,y) =0perogniyeV implica x = 0.

7.2 Forme quadratiche

Ad ogni forma bilineare simmetrica ¢ € B>(V") & possibile associare una funzione
@ : V" — R definita come segue:

D) = d(v,v).

La funzione @ e detta forma quadratica associata a ¢ ed ¢ una funzione omogenea
di grado due, ovvero ®(1-v) = A2®(v) per ogni v € V e A reale.

Il nome forma quadratica ¢ giustificato dal fatto che se B ¢ una base di V",
A = (a;;) la matrice (simmetrica) di ¢ rispetto a B e 1 v; sono le componenti del
vettore v rispetto a B, allora ®(v) = ZZ =1 AijViv; ¢ un polinomio omogeneo di
secondo grado nei v;.

Si osservi inoltre che il polinomio dato dalla ®(v) si puo anche scrivere come
segue

n

2
E a;v; + E Zaijvivj,

i=1 i<j

considerato che la matrice A € simmetrica.

Esempio 7.2.1. e la forma quadratica associata alla forma bilineare su R3
data da ¢(x,y) = x1y1 — X2y2 + x3y;3 € D(x) = x% - x% + x%

e la forma quadratica associata alla forma bilineare su R* data da ¢(x,y) =
x1y2 + x2y1 € O(x) = 2x1x5.

e la forma quadratica associata alla forma bilineare su R* data da ¢(x,y) =
x1y1 = 3x3y3 — Xoy3 — x3y2 € O(x) = x7 — 3243 — 2x0x3.

Nota la forma quadratica ® associata ad una forma bilineare simmetrica ¢, ¢
possibile risalire alla ¢ nel modo seguente

bilinearita e simmetria

o(u+v,u+v) = o(u, u) + ¢(v,v) + 2¢(u,v)
O(u) + (W) + 2¢(u, v),

O(u+v)
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da cui si ottiene 1
d(u,v) = 5(@@! +v) = O(u) — O(v)),

che viene detta forma polare di ¢. In particolare questo dimostra la seguente
proposizione

Proposizione 7.2.2. Data una forma quadratica ® associata ad una forma bili-
neare simmetrica su 'V, esiste un’unica ¢ € S*(V) tale che ¢(v,v) = D(v).

Vediamo ora alcuni tipi particolari di forme quadratiche:
Definizione 7.2.3. Una forma quadratica @ su uno spazio vettoriale V ¢ detta
1. semidefinita positiva se ®(u) > 0 per ogniu € V;
2. definita positiva se ®(u) > 0 per ogni u # 0;
3. semidefinita negativa se ®(u) < 0 per ogni u € V;
4. definita negativa se ®(u) < 0 per ogni u # 0;
5. indefinita se non ¢ semidefinita positiva o negativa.

Diremo che una forma quadratica ¢ non degenere se lo ¢ la forma bilinea-
re a cui ¢ associata. Per le forme quadratiche definite positive si ha il risultato
seguente:

Proposizione 7.2.4. Una forma quadratica ®@ definita (positiva o negativa) é non
degenere.

Dimostrazione. Se per assurdo ® fosse degenere, esisterebbe u # 0 tale che
¢(u,v) = 0 per ogni v € V. Questo varrebbe in particolare per v = u. Allora
si avrebbe ®(u) = 0 per u # 0, contro I’ipotesi che @ sia definita. O

Esempio 7.2.5. Consideriamo i seguenti esempi di forme quadratiche su R?:

e le forme quadratiche x3, x7 + x3, x7 + X3 + x3 sono semidefinite positive. In
particolare la terza ¢ anche definita positiva.

e le forme quadratiche —x7, —x? —x3, —x7 —x; — X3 sono semidefinite negative.

In particolare la terza ¢ anche definita negativa.

e le forme quadratiche x7 — X3 — x3, X] — X3, X; — X5 + x3 sono indefinite.

Un esempio importante di forma quadratica definita positiva ¢ dato dal pro-
dotto scalare dei vettori liberi dello spazio. Ora ¢ possibile generalizzare questa
nozione ad uno spazio vettoriale qualunque:
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Definizione 7.2.6. Un prodotto scalare su uno spazio vettoriale V, ¢ una forma
bilineare simmetrica definita positiva (i.e. la forma quadratica associata ¢ definita
positiva). Lo spazio V munito di un prodotto scalare ¢ detto spazio vettoriale
Euclideo.

Di solito si usa indicare un prodotto scalare col simbolo <, >.

7.2.1 Forma canonica di una forma quadratica

Abbiamo gia osservato che una forma quadratica, in componenti rispetto ad una
base, non ¢ altro che un polinomio omogeneo di secondo grado. Poiché la matrice
della forma quadratica dipende dalla base scelta, ¢ naturale chiedersi se ¢ possibile
trovare una base rispetto alla quale la forma quadratica abbia un’espressione piu
semplice, cio¢ un polinomio in cui appaiono solamente termini quadratici.

Definizione 7.2.7. Si dice che una forma quadratica @ su uno spazio vettoriale V"
¢ in forma canonica se ¢ espressa nel modo seguente

n

O(x) = Z aixl-z,

i=1

dove le x; sono le componenti di x rispetto ad una certa base e gli scalari a; possono
anche essere tutti nulli.

In modo equivalente si puo dire che @ ¢ in forma canonica se ¢ scritta rispetto
ad una base (e, - - ,e,) tale che la forma bilineare ¢ a cui ¢ associata ® verifica
¢(ei,ej) = 0 per ogni i # j. La matrice di ¢ rispetto a tale base ¢ una matrice
diagonale.

Il teorema seguente afferma che una forma quadratica si puo scrivere sempre
in forma canonica:

Teorema 7.2.8. Sia ® una forma quadratica su V". Allora esiste una base (non
unica) rispetto alla quale @ si scrive in forma canonica.

Dimostrazione. Dimostreremo il teorema per induzione sulla dimensione n di V.

Per n = 1 la proprieta ¢ ovvia. Supponiamo vera la proprieta per n — 1 e
dimostriamola per n. Siano ®(x) = ./ o1 QijXiXj € A = (a;j) la matrice di ®
rispetto alla base che si sta considerando. Distinguiamo due casi:

Caso 1 Nell’espressione di ® almeno uno dei termini a; € non nullo. Supponiamo
che sia a;; e consideriamo la forma quadratica

, ! 1<
(@) = D) = —(@nx + o+ anm)’ = O = — () arx)’.
1 15
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Caso 2
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Nella forma quadratica ®@’(x) scompaiono tutti i termini dove appare xi,
quindi dipende solo da x,, - - - , x,,. In questo modo abbiamo scritto ®(x) =
' (x) + (U @)

A questo punto possiamo fare un cambiamento di variabile e porre

n

Y1 = Zaljxj ,Vi=x5Vi>2,
J=1
ottenendo in questo modo D(yy,---,y,) = DP'(y,--+ ,y,) + #y? Ora ¢

possibile applicare I’ipotesi induttiva alla forma quadratica ®'(y,, -+ ,y,)
che dipende da n — 1 variabili.

Perché questa operazione abbia senso bisogna assicurarsi che il cambiamen-
to di variabili effettuato derivi effettivamente da un cambiamento di base,
cioe¢ che (yy,---,y,) siano le componenti rispetto ad una nuova base del
vettore di componenti (xy,-- -, X,) rispetto alla base attuale. Per renderci
conto di questo osserviamo che si ha

Y =CX,
dove Y ¢ la matrice colonna di entrate (yi,---,y,), X quella di entrate
(x1,--+,x,) e C ¢ la matrice seguente:
aip dip - Ay
0 1 -~ 0
¢= o o0 --- 0
o --- 0 1

Quindi Y rappresenta le componenti del vettore rispetto alla nuova base in
funzione delle componenti X rispetto alla vecchia, mentre la matrice C ¢ la
matrice di passaggio dalla vecchia base alla nuova. La matrice di @ rispetto
alla nuova base sara allora 'C~'AC™".

Il cambiamento di base che si ¢ effettuato (che ha come matrice di passaggio
C™) ¢l seguente:
1

’
apy

ai; .
e, = e — —ejperi>2.
ag

Tutti gli a; sono nulli, ma almeno uno degli g;;, con i # j, € non nullo. Se
anche tutti gli a;; sono nulli allora ® ¢ la forma quadratica nulla e quindi ¢
gia in forma canonica.
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Supponiamo che non sia nullo il coefficiente aj, e operiamo il seguente
cambiamento di variabile:

X1=21+22 ,o=21—2 ,X =2 Yi>3.

La forma quadratica diventa allora
2_ 2
(D(Zl9 e 7Zn) = Zl - ZZ + Z bl]ZlZJ’
ij

per certi scalari b;;. Inoltre z2 e z3 appaiono effettivamente nell’espressione
di ®(zy, -+ ,z,) € quindi ci si puo ricondurre al Caso 1.

Anche per questo tipo di operazione dobbiamo accertarci che si tratti di un
cambiamento di base. In effetti, dette X e Z le matrici colonna di entrate
(x1, -+ ,x,) e (z1,- - ,2,) rispettivamente, si ha

X =PZ,

dove la matrice P ¢

1 1 O 0
1 -1 0 0
0 0 1 0
o o0 o0 - 1

Quindi P rappresenta le componenti della nuova base rispetto alla vecchia.
Il cambiamento di base che si ¢ effettuato ¢ il seguente:

ei=e+e ,ey=e—e € =e Vi>3.

Se in n passi si hanno n cambiamenti di base dati dalle matrici A, -+ ,A,, la
matrice del cambiamento di base finale sara data da A A, - A,,. O

Esercizio 7.2.9. Scrivere in forma canonica la forma quadratica su R? data da
D(x) = X1X3 + X1 X3 + X2 X3.
Il teorema sulla forma canonica di una forma quadratica puo essere migliorato

ottenendo il seguente teorema:

Teorema 7.2.10 (Teorema di Sylvester). Sia ® una forma quadratica su uno spa-
zio vettoriale V di dimensione n e ¢ la forma bilineare simmetrica associata. Sia
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p il rango di ®. Allora esiste un numero s < p univocamente determinato da ® e
una base (ey,--- ,ey) tale che

dlei,e)) = 0i#j,

dlei,e;)) = lperi<s

Plei,e)) = —lpers+1<i<p
o(ei,e;)) = Operi>p+1.

La forma quadratica rispetto a tale base ha la seguente espressione:
5 p
DO(x) = lez - Z X7
i=1 i=s+1

I numeri s e p — s sono detti rispettivamente indice di positivita e di negativita
di @ e la coppia (s, p — s) ¢ detta segnatura.

Dimostrazione. L’esistenza di una tale forma canonica, si ottiene a partire da una
forma canonica di @, la cui esistenza ¢ assicurata dal Teorema 7.2.8. Supponiamo
che @ sia scritta nel modo seguente:

a,-x-2

1°

M"e

i=1

dove p ¢ il rango di @ e dove possiamo supporre che 1 primi s coefficienti siano
positivi e a partire dal (s+ 1)-esimo e fino al p-esimo negativi. Per ottenere questo,
basta infatti operare un semplice cambiamento di variabile (e quindi di base).

A questo punto possiamo fare il seguente cambiamento di variabili

Yi = Naxi i<s ,
yi = V-ax; s+1<i<p,
yvi = xi p+1<i<n,

che porta @ nella forma voluta.

Dobbiamo ora dimostrare 1’unicita di s, quella di p essendo ovvia poiche pari
al rango di ¢. Supponiamo per assurdo che esista t # s tale che si abbia rispetto a
due basi:

s )4 t P
2 2 2 2
o= Y- 3= 3= 3k
i=1 i=s+1 i=1 i=s+1
dove le x; e le y; sono le componenti di v rispetto alle basi (e, -+ - ,e,) ed (e}, - , e))
rispettivamente. Possiamo supporre s > ¢ (la dimostrazione ¢ identica per s < t )
e considerare i seguenti sottospazi:

Vl = L(e17"'es) ’VZ = L(€;+1a' "e,)'

n
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Poiché sithadimV;+dimV, = s+n—t > n = dim V, deve esistere un vettore non
nullou € VinNnV,.
Allora avremo u = ), x;-¢; = Y,i,,, Vie; € quindi

N

@(u):zxfzo,qn(u):—zn:y?so,

i=1 i=t+1
che implica # = 0 e quindi una contraddizione. O
Una conseguenza immediata ¢ il seguente

Corollario 7.2.11. Se @ ¢ definita positiva (risp. negativa), allora ha segnatura
(n,0) (risp. (0,n)).
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Capitolo 8

Spazi euclidei

Abbiamo precedentemente dato la definizione di prodotto scalare in uno spazio
vettoriale. Ora vogliamo studiare alcune proprieta relative a questa struttura.

Definizione 8.0.12. Uno spazio vettoriale V ¢ detto spazio vettoriale euclideo se
¢ munito di un prodotto scalare <, >.

Esempio 8.0.13. Lo spazio vettoriale R” munito del prodotto scalare standard
< X,y >= X1y X;y; € uno spazio euclideo. (Si verifichino tutti i dettagli!)

In analogia col prodotto scalare nell’insieme dei vettori liberi dello spazio,
diamo le seguenti definizioni:

Definizione 8.0.14. Due vettori u, v di uno spazio vettoriale euclideo sono detti
ortogonali se < u,v >= 0.

Poiche il prodotto scalare ¢ definito positivo ha senso dare la seguente

Definizione 8.0.15. Il modulo o norma di un vettore u € il numero reale ||u|| =

V<u,u>.

Si osservi che il modulo di un vettore v € zero se e solo se v & il vettore nullo.

Definizione 8.0.16. Una base (e, - - - , e,) di uno spazio vettoriale euclideo ¢ detta
ortogonale se < e;,e; >= 0 per ogni i # j, mentre ¢ detta orfonormale se si ha
<e,e;>= 611

Se V ha dimensione finita n, il Teorema di Sylvester assicura I’esistenza di una
base ortonormale.

Definizione 8.0.17. Siano v € V un vettore non nullo e # € V. Il vettore proiezione
ortogonale di u su v, & il vettore < u, ”]7”\/ > ﬁv. Il numero reale < u, ﬁv > e

detto componente ortogonale di u su v.

95
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La seguente proposizione sara utile per il seguito:

Proposizione 8.0.18. Se v(,--- ,v, € V sono vettori non nulli e a due a due
ortogonali, allora sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Consideriamo ay, - - -, a; € R tali che

Z aivi=0

i
e calcoliamo il prodotto scalare del primo e del secondo membro con v; (per j =
1,---,k). Utilizzando la bilinearita del prodotto scalare si ottiene quanto segue:

0 =< Zai-vi, v >= Zai <V,Vj>= ajllvj”a
i i

da cui si ricava a; = 0 per ogni j, dato che 1 v; sono tutti non nulli. Questo implica
che i vettori vy, - - - , v € V sono linearmente indipendenti.
O

8.0.2 Metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

In questo paragrafo mostriamo un metodo per ottenere una base ortonormale a
partire da una base qualunque di V. Tale costruzione ¢ nota come metodo di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.

Sia (vy,---,v,) una base di V. Poniamo innanzitutto e¢; = mvl. In questo
modo otteniamo un vettore ¢; che ha modulo 1. Per costruire e,, partiamo da v,
che pero non ¢ ortogonale a e;. Per aggiustare le cose possiamo considerare il
vettore

Vo— < Vy,€1 > €,
che ¢ ortogonale ad e¢; e non nullo. Possiamo allora definire

1
Vo= < va,e1 > el

() (Vz— < Ve > 61).

Si verifica facilmente (verificare tutti i dettagli) che e; ed e, sono a due a due
ortogonali e non nulli, e quindi linearmente indipendenti. A questo punto ¢ chiaro
come costruire la base ortonormale per induzione. Infatti, una volta costruita la

k-upla ortonormale (ey, - - - , ex), si considera il vettore
k
Vi+1 — Z < Vit1,€; > €,
i=1
che ¢ non nullo e ortogonale a ey, - - - , e, lo si divide per il suo modulo e si ottiene

€k+1-



97

8.0.3 Diseguaglianze fondamentali

In un spazio vettoriale euclideo sono verificate alcune diseguaglianze molto im-
portanti.

Proposizione 8.0.19 (Diseguaglianza di Schwarz). Dato uno spazio vettoriale
euclideo V, per ogni u,v € V si ha:

| <u,v> | < ull-|v]l. (8.1)
l’'uguaglianza vale se e solo se u,v sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Se v = 0 la diseguaglianza ¢ banalmente verificata. Se v # 0
allora per ogni numero reale a e per ogni u € V, si ha

llu +av|[* >0 (8.2)

ossia
llu + av|? = |VIPa®> +2 < u,v>a+|jul]* > 0. (8.3)

Poiche |[v|| > 0 la disequazione ¢ verificata per ogni a reale se e solo se A < 0,
cioe se e solo se
2 2 1112
<u,v > =[lul||vI” <0, (8.4)

che equivale alla diseguaglianza di Schwarz.

Se i1 due vettori sono linearmente dipendenti si verifica facilmente che vale
I’uguaglianza in (8.1). Viceversa se vale 'uguaglianza in (8.1), allora il A di (8.3)
¢ nullo e I’equazione

llu + av|]* = IVIPa* +2 < u,v>a+|ulf* =0. (8.5)

ammette la soluzione doppia ay = <”’1”V2> e quindi si ha |lu + ag-v|| = 0 ciog u =

—daoV. O

Si osservi che la diseguaglianza di Schwarz si puo scrivere come segue:
= -Vl < < u, v > < laa]|-[[VI]. (8.6)

Se u e v sono vettori non nulli, la (8.6) diventa

<u,v>

I 71111

8.7)

Questo ¢ molto importante in quanto permette di dare la seguente definizione che
generalizza ad uno spazio euclideo qualunque il concetto di angolo tra due vettori:
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Definizione 8.0.20. Se u e v sono vettori non nulli di uno spazio euclideo V, si
definisce 1’angolo tra u e v I’unico numero reale 6 tale che 0 <0 < rme

<u,v>

Si osservi che, con questa definizione di angolo, due vettori non nulli sono
ortogonali se e solo se il loro angolo vale 7. Inoltre, per quanto mostrato prece-
dentemente, due vettori non nulli sono linearmente dipendenti (cioé paralleli) se e
solo se il loro angolo vale 0 o 7.

Una conseguenza diretta della (8.1) ¢ la seguente

Proposizione 8.0.21 (Disuguaglianza di Minkowski o triangolare). Dato uno spa-
zio vettoriale euclideo V, per ogni u,v € V si ha:

llee + vl < luel| + [V, (8.8)
llee + VIl = el = IVI]- (8.9)

Dimostrazione. Se si calcola |lu + v|[* e si applica la diseguaglianza di Schwarz
(8.6) si ottiene

2 2 2 2 2 2
lu+v||” =< utv, u+v >= [ul|"+2 < u,v > +[II° < [Jul|“+2[[ul|-[VII+[VIIT = (lel[+][VI])

da cui si ottiene immediatamente la (8.8) estraendo la radice. Utilizzando I’altra
disuguaglianza di (8.6) si ottiene la (8.9).
O

Se si pensa ai vettori liberi dello spazio, la disuguaglianza di Minkowski ci
dice che la somma delle lunghezze di due lati di un triangolo ¢ maggiore o uguale
alla lunghezza del terzo.

Si osservi infine che vale la seguente uguaglianza quando due vettori u, v sono
perpendicolari:

2 2 2 2 2
e + VI = ull” + 2 < u,v > +II7 = [ludl” + VI

Questa uguaglianza non ¢ altro che il teorema di Pitagora.
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