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Abstract

In this thesis we study minimal surfaces immersed in Lorentzian manifolds. First, we develop
a general version of the Weierstrass representation formula for timelike and spacelike minimal
surfaces immersed in a n-dimensional Lorentzian manifold. A special treatment is presented for
the case of a Lie group equipped with a left invariant Lorentzian metric. More specifically, we
consider the case of the 4-dimensional Damek-Ricci space, Riemannian and Lorentzian. Applying
the Weierstrass representation formula, we prove that there exists a unique solution to the Bjorling
problem for timelike surfaces immersed in a Lorenzian Lie group, when the initial curve is a timelike
or spacelike curve. Finally, we present some examples of minimal surfaces constructed via Bjorling
problem for the cases in which the ambient manifolds, equipped with a left invariant Lorentzian
metric, are the Heisenberg group, the De Sitter space, and the product of the hyperbolic plane

and the real line.

Keywords: Minimal surfaces, Lorentzian manifolds, Weierstrass representation formula, Damek-

Ricci spaces, Bjorling problem.

Resumo

Nesta tese estudamos as superficies minimas imersas em variedades Lorentzianas. Desenvol-
vemos uma versao geral da formula da representagdo de Weierstrass para superficies minimas
do tipo tempo e tipo espago imersas em uma variedade Lorentziana n-dimensional. Um trata-
mento especial é apresentado para o caso em que a variedade é um grupo de Lie munido de uma
métrica Lorentziana invariante a esquerda. Mais especificamente, tratamos o caso do espago de
Damek-Ricci 4-dimensional, Riemanniano e Lorentziano. Usando a férmula da representagao de
Weierstrass mostramos que existe uma tinica solu¢ao do problema de Bjorling para superficies imer-

sas em grupo de Lie Lorenzianos. Por fim, apresentamos alguns exemplos de superficies minimas
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construidas através do prolema de Bjorling para os casos em que os espagos ambientes, dotados
de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda, sdo o grupo de Heisenberg de dimensao trés, o

espaco de De Sitter e o espago dado pelo produto do plano hiperbédlico com a reta real.

Palavras-chave: Superficies minimas, variedades Lorentzianas, férmula da representacao de

Weierstrass, espagos de Damek-Ricci, Problema de Bjorling.
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“Pode ser que um dia deixemos de nos falar...

Mas, enquanto houver amizade,

Faremos as pazes de novo.

Pode ser que um dia o tempo passe...

Mas, se a amizade permanecer,

Um de outro se ha-de lembrar.

Pode ser que um dia nos afastemos...

Mas, se formos amigos de verdade,

A amizade nos reaproximara.

Pode ser que um dia ndo mais existamos...

Mas, se ainda sobrar amizade,

Nasceremos de novo, um para o outro.

Pode ser que um dia tudo acabe...

Mas, com a amizade construiremos tudo novamente
Cada vez de forma diferente.

Sendo 1nico e inesquecivel cada momento

Que juntos viveremos e nos lembraremos para sempre.
Ha duas formas para viver a sua vida:

Uma é acreditar que ndo existe milagre.

A outra é acreditar que todas as coisas sdo um milagre.”
Albert Einstein
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Introducao

A Férmula da representacao de Weierstrass cldssica fornece uma descrigdo das superficies mi-
nimas em espacos Euclidianos em termos de dados holomorfos. Portanto é uma ferramenta fun-
damental na construcido de exemplos de tais superficies. Além disso, é bastante importante no
estudo de propriedades gerais de tais superficies pois permite o uso da andlise complexa, a qual é
uma teoria muito bem desenvolvida.

Uma generalizagao de tal representacao para superficies minimas em variedades Riemannianas
foi obtida por F .Mercuri, S. Montaldo and P. Piu em [18].

No espaco de Lorentz-Minkowski I3, ou seja, o espaco afim R?* munido da métrica Lorentziana
ds* = da} + daj — dx3,

um teorema do tipo representacao de Weierstrass foi obtido em 1983 por Kobayashi [13] para as
imersdes minimas do tipo espago e em 2005 por Konderak [15] para superficies do tipo tempo. Esses
teoremas foram estendidos para superficies minimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais em
[16].

No caso de variedades Riemannianas e/ou Lorentzianas, a condigao de holomorfia é substituida
pela condicdo que os dados sdo solugbes de certas EDPs, que, na realidade, é a condicdo de
holomorfia para uma estrutura complexa nao padrao. Estas equagdes sdo, em geral, complicadas
demais para que se espere obter solu¢oes explicitas. No entanto para certas variedades ambiente,
mais precisamente certos grupos de Lie, as equacOes sao mais “amigaveis” e, com argumentos ad
hoc, que dependem do espago ambiente, é possivel achar solugoes explicitas e, portanto, construir
exemplos (veja [14], [18]).

Neste trabalho pretendemos dar uma contribuicdo ao estudo das superficies minimas em vari-
edades Lorentzianas, usando essencialmente a representagdo de Weierstrass para tais superficies.
Para isso organizamos a tese da maneira que segue:

No Capitulo 1, vamos falar sobre a geometria Lorentziana (veja [8], [21], [27]) e daremos algumas
defini¢oes e propriedades, fazendo um paralelo com a Geometria Riemanniana, que serao utilizadas

nos demais capitulos.



Introducao

No Capitulo 2, calculamos a primeira e a segunda variagdo da area de uma subvariedade minima
imersa em uma variedade semi-Riemanniana n-dimensionail. No caso de variedades tridimensionais
concluiremos que as superficies minimas do tipo tempo sao pontos criticos da funcado area e que a
estabilidade de um dominio na superficie minima depende da escolha da variacdo normal. Além
disso, estudamos as superficies minimas do tipo tempo que sdo do tipo grafico no espago de
Lorentz-Minkowski (veja [2])

No Capitulo 3, falaremos sobre a representacdo de Weierstrass e iremos construir a versao geral
para superficies minimas em variedade Lorentziana e para o caso de grupos de Lie munidos de
uma métrica invariante a esquerda Lorentziana.

No Capitulo 4, vamos desenvolver o Teorema da representacao de Weierstrass para o espaco de
Damek-Ricci Riemanniano e Lorentziano, que é um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo,
cuja a algebra de Lie é soma semi-direta da algebra de Heisenberg com um espacgo vetorial unidi-
mensional, dotado de uma métrica invariante a esquerda. Além disso, este espaco pode ser visto
como produto semi-direto do grupo de Heisenberg com um grupo de Lie unidimensional.

Finalmente, no Capitulo 5, vamos formular o problema de Bjorling para superficies minimas
em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais da seguinte maneira:

Seja f : I — M uma curva analitica e V : I — T'M um campo de vetores do tipo-espago
(respectivamente do tipo-tempo) unitario analitico ao longo de £ e tal que g(3,V) = 0. O problema
de Bjorling consiste em determinar uma superficie minima do tipo-tempo (respectivamente do tipo-
espago) f: I x (—e,¢) =Q CK — M tal que

i f(u,0) = B(u),
i, N(u,0) = V(u),

para todo u € I, onde N : 2 — T'M é a aplicagdo normal de Gauss da superficie.

E mostraremos que este problema tem solugdo tnica. No caso de superficies do tipo tempo
consideraremos dois casos: quando S é uma curva do tipo tempo e chamaremos o problema cor-
respondente de Problema de Bjorling do tipo tempo, e quando [ é uma curva do tipo espago e
chamaremos de Problema de Bjorling do tipo espaco. Além disso, iremos apresentar alguns exem-
plos de superficies minimas construidas através do Teorema de Bjorling para o caso em que o
espago ambiente é o grupo de Heisenberg Hs, o espago de De Sitter S? e o espago H? x R, dotados

de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda.



Capitulo 1
Variedades Lorentzianas

Neste capitulo iremos relembrar a definicio e as propriedades das variedades semi-Riemannianas,
em particular das variedades Lorentzianas, que sao as variedades que possuem métrica cujo o indice
¢é 1. Estas métricas sdo chamadas métricas Lorentzianas em homenagem ao fisico Hendrik Lorentz
e sd@o muito utilizadas pelos fisicos na teoria da Relatividade Geral, pois o espago-tempo pode ser
modelado como uma variedade de Lorentz 4-dimensional.

Além disso, relembraremos alguns resultados da geometria Riemanniana que podem ser gene-
ralizados na geometria semi-Riemanniana como, por exemplo, o Teorema de Levi-Civita. Também
veremos que (veja Teorema 1.5.4), diferentemente da geometria Riemanniana, nem sempre pode-

mos munir uma variedade diferencidvel com uma métrica Lorentziana.

1.1 Formas bilineares simétricas

Seja E um espago vetorial real de dimensdo finita e ¢ : £ Xx E — R uma forma bilinear
simétrica. Entdo ¢ induz uma aplicacdo linear
bi=by E — E
b(u)(v) = g(u,v).
Claramente
kerb ={u € E: g(u,w) =0, YweE} (1.1.1)

Definicao 1.1.1. A forma g é ndo degenerada ou um produto escalar se kerb = {0}. Neste caso

usaremos as notagoes:
b = f, <u> U> = g(u, v).

Os isomorfismos b e f sdo frequentemente chamados de isomorfismos musicais.



1. Variedades Lorentzianas

Definicao 1.1.2. Se L : E — [E é uma aplicacao linear, diremos que L é uma isometria se
(L(u), L(v)) = (u,v), u,v € E.
Definimos também a forma quadratica associada a g e a g-norma por
(=q:E—R,  q(v)=g(v,v),

1
[oll:== [lvllg= la(v)]>.

A forma bilinear g pode ser recuperada a partir da forma quadratica usando a férmula de inter-

polacao:

o, ) = 5 (alu+ ) — ale) — afv).

Definicao 1.1.3. Seja E um espago vetorial real com produto escalar g e a forma quadratica ¢

associada a g. Se v € E \ {0}, dizemos que
« v é do tipo espago, se q(v) > 0,
« v é do tipo tempo, se q(v) < 0,
e v édo tipo luz, se q(v) = 0.
Observagoes 1.1.4. No caso do vetor nulo ndo temos uma convencao consolidada. Ele serd de
um dos tipos acima quando claro no contexto.
Definicao 1.1.5. Seja E um espago vetorial real com produto escalar.
« Diremos que v, w € E sdo ortogonais se (u,v) = 0. Neste caso escreveremos v L w.
+ Diremos que uma base de E, {eq,...,e,}, é ortonormal se (e;, e;) = £0;;.

e Se F C E é um subespago vetorial, definimos
Fr={wek: (v,w) =0, YwcF}.
e Se F C E é um subespaco vetorial, diremos que F é ndo degenerado se F N F+ = {0}, ou
equivalentemente, se o produto escalar, restrito a ' é ainda um produto escalar.
Os fatos a seguir sdo simples e uma demonstragao encontra-se, por exemplo, em [8].

Lema 1.1.6. Seja E um espago vetorial com produto escalar e F um subespago. Entao:

4



1.1 Formas bilineares simétricas

1. O espago E admite uma base ortonormal.

2. O nuimero de vetores de tipo tempo em uma base ortonormal ndo depende da base.
3. dimF + dimF+ = dim E.

4. (FH)* =F.

5. E=F +F* & F é nao degenerado e, neste caso, a soma ¢ direta, pelo item 3.

Definig¢ao 1.1.7. O ntiimero de vetores do tipo tempo em uma base ortonormal se chama o indice

do produto escalar.
Definicao 1.1.8. Seja E um espago vetorial real.
o Um produto escalar de indice zero é dito uma métrica Euclideana.
o Um produto escalar de indice 1 é dito uma métrica Lorentziana.
Um espago vetorial com uma métrica Lorentziana seréd chamado de espago Lorentziano.

Seja E um espago Lorentziano. E simples de se ver que o conjunto dos vetores nido nulos de

tipo tempo tem duas componentes conexas, ambas convexas.

Definicao 1.1.9. Um cone temporal ¢ uma das componentes conexas dos vetores do tipo tempo.

Uma orientacdo temporal é a escolha de um cone temporal.

Exemplo 1.1.10. O exemplo basico de espago Lorentziano é o espago R™ com a métrica dada

por:
n—1

<(.Z'1, e 7xn)v (y17 s )y’ﬂ)> = Z TilYi — TnplYn-
i=1

Tal espago sera denotado por RY.
Se E é um espago Lorentziano, a escolha de uma base ortonormal equivale a escolha de uma
isometria de E com R}. Temos que os vetores nas retas r e s da Figura A.0.1 sao do tipo-luz e

temos duas regides convexas de vetores do tipo tempo e duas de tipo espaco.



1. Variedades Lorentzianas

tipo r
tempo
tipo tipo

espaco espacgo B

tipo
tempo

Figura 1.1: Cone Temporal - caso n = 2
1.2 O espago de Lorentz-Minkowski

O espaco de Lorentz-Minkowski L3 é o espago R}, isto é, R? com o produto interno Lorentziano

<(’LL1,U2, ’U,3), (1}1, UQ,’U3)> = UV] + UgVy — UuU3vs3. (121)

O produto vetorial de Minkowski entre os vetores u = (uy, ug, u3) € v = (v, v2,v3) de L3 é definido
por

UXV=|u Uy U3 (122)
V1 VU2 V3
ou equivalentemente,

(u x v,w) = det [u, v, w],

para todo w € 3.

Observe que u X v = —v X u. Além disso, temos o seguinte

Lema 1.2.1. Sejam u, v, w, z € L3. Vale que



1.3 Variedades Semi-Riemannianas

1. <u XU, W X Z> = <’U,, Z><U7w> - <u,w><v,z),
ii. (uxv)xw=(v,w)u — (u,w)v.
Demonstragao.

i. Observe primeiramente que

(uxv,z)(w X z,y) =detlu,v,z] det[w, z,y] = — | (v,w) (v,2) (v,9)

Logo, tomando y = u X v, temos que
(ux v, z){w x z,u x v) = (u, z) (v, w)(x,u X v) — (u, w){v, z)(x,u X v),

para todo z € 3. Assim podemos tomar z de maneira que (u x v,z) # 0. Portanto, temos

o desejado.
ii. Usando o item i. resulta que

((uxv)xw,z) = detluxv,w,z] = detfw,z,u X v]
= (wxz,uxz)=(u,z)(v,w) — (u,w)(v, z)

= (v, w)u — (u,w)v, 2),
para todo z € 3. Logo, temos o desejado.

]

Observem que as férmulas do Lema 1.2.1 sdo as férmulas do caso Euclideano a menos de sinal.

1.3 Variedades Semi-Riemannianas

Nesta se¢do vamos discutir fatos basicos de geometria semi-Riemanniana, que generalizam os
correspondentes em geometria Riemanniana. Referiremos a [8], [11] e [21] para as demonstragoes.
Seja M uma variedade diferencidvel. Denotaremos com F (M) o espaco das fungoes diferencid-

veis em M e com H(M) o espago dos campos de vetores (diferenciaveis) em M.

7



1. Variedades Lorentzianas

Definicao 1.3.1. Uma métrica semi-Riemanniana em M é uma lei que associa a cada espago
tangente T,M, p € M, um produto escalar g, : T,M x T, M — R que depende diferenciavelmente
de p. Isso significa que, dados campos X,Y € H(M), a fungao que associa a p € M o nimero real
9,(X(p),Y(p)) é uma fungdo diferencidvel.

Uma variedade com uma métrica semi-Riemanniana fixada serd chamada de uma variedade

semi-Riemanniana.

Se g ¢ uma métrica semi-Riemanniana em M e o indice de g, nao depende de p, este sera

chamado de indice de g. E simples ver que isso acontece, por exemplo, se M for conexa.
Definigao 1.3.2. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Entao M ¢ dita

e Riemanniana, se o indice de g é 0,

o Lorentziana, se o indice de g é 1.

Analogamente ao caso Riemanniano temos uma (inica) conexao de Levi-Civita associada a

uma métrica semi-Riemanniana, isto é, uma tinica aplicacao R-bilinear
V:H(M)x H(M) — F(M)
tal que
e VixY = fVXY, VxfY = X(f)Y + fVxY, V feF(M), X,Y € H(M),
e VxY —VyX =I[X,Y],
e X9V, 2)=9g(VxY,2)+9(Y,VxZ), VXY, Z € H(M).
A partir da conexao (ou derivada covariante) podemos entdao, como no caso Riemanniano, definir:

« 0 conceito de derivada covariante de campos de vetores ao longo de uma curva (denotada
\Y
or —),
por )

« o transporte paralelo ao longo de uma curva diferencidvel por partes (que, como no caso
Riemanniano, resulta ser uma isometria entre os espagos tangentes nos pontos inicial e final

da curva),
» geodésicas como curvas cujo campo de vetores tangentes é paralelo,

« a aplicagdo exponencial exp, : T,M — M.



1.4 O tensor curvatura

Se (x1,...,%,) sao coordenadas locais em um aberto U C M, a métrica semi-Riemanniana g é

dada, em termos das coordenadas, pela seguinte matriz com entradas em F(U):

5= Lol = Loy ijn,

e a conexao em termos dos simbolos de Christoffel Ffj definidos pela relacao

0 0
=Nk
v 9 8.%']' zk: ”Bxk
ﬁxi

Defini¢ao 1.3.3. Seja f : I € R — M uma curva regular. A curva § é dita do tipo espago
(respectivamente do tipo tempo, tipo luz) se ['(t) é do tipo espago (respectivamente do tipo tempo,

tipo luz), para todo t € I.

1.4 O tensor curvatura

Definigao 1.4.1. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana com a conexao de Levi-Civita V.
A funcio R : H(M)3? — H(M) dada por

R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ, (1.4.1)
¢ um campo de tensor de tipo (1,3), chamado tensor curvatura de M.

Analogamente ao caso Riemanniano podemos definir as componentes em coordenadas locais

do tensor curvatura.

Proposigao 1.4.2. Em uma vizinhanga coordenada de um sistema de coordenadas {z1, ..., x, } de
uma variedade semi-Riemanniana M (de dimensao n) temos que o tensor curvatura ¢ dado por
(0. 0)0 g 0
Oz’ Oxy/) 0x; = 7" Ox;
onde or or . .
, I | A A
7 J Jjl 7 m 7 m
] = - =+ T — T,
jkl 8$l aIEk mz::l Im~ kj mzz:l km~ 1j

Proposicao 1.4.3. Sejam X,Y,Z, W € H(M). Definimos

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Entao, valem as seguintes propriedades



1. Variedades Lorentzianas

1. R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W),

2. R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z),

3. R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y),

4. R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(Y,Z)X =0, (primeira Identidade de Bianchi),

5. (VzR)(X,Y) + (VyR)(Z,X)+ (VxR)(Y,Z) =0, (segunda Identidade de Bianchi).

Definicao 1.4.4. A curvatura de Ricci e a curvatura escalar sao definidas por

Riew(Y, 2)(p) = w R Y()Z(0) = > oVg(R (aa 4 <p>)Z<p”aaxj'p)

i,j=1

= 3 PR( Y0 20 o)

i,j=1 J

0 0
§IP)Ric( 5 5l ).
Z &r, p axj p

1,7=1

respectivamente, onde Y, Z € H(M) e p € M.
Observacao 1.4.5. Estamos usando a notacao ¢ para o elemento ij da matriz inversa, g—*

Se g é uma métrica Riemanniana e 0 C T,M é um plano no espago tangente a M em p com

base {u,v}, a curvatura seccional de o é definida por

R(u,v,u,v)
Q(U7 u)g(vv U) - g(uv U)Q ’

Kg(o) = (1.4.2)
a qual é independente da escolha da base {u,v} de 0. No caso em que g é uma métrica semi-
Riemanniana (1.4.2) faz sentido desde que o plano o seja nao degenerado.

Seja

Q(u,v) = g(u, u)g(v,v) — g(u,v)*.

Temos que
> (0 seesomente, se glo é definida,
Q(u,v) =9 =0 seesomente, se glo ¢ degenerada, (1.4.3)

<0 seesomente, se glo é indefinida.
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1.5 Existéncia de métricas Lorentzianas

Observe que o sinal do numerador em (1.4.2) independente da escolha da base uma vez que
R(u,v,v,u) é um tensor e satisfaz a Proposicdo 1.4.3. Assim, se o é degenerado, definimos a

assinatura da curvatura como sendo

+1 se R(u,v,u,v) >0,
N(o) = 0 se R(u,v,u,v) =0, (1.4.4)
-1 se R(u,v,u,v) <0.

Definigao 1.4.6. Seja 0 C T,M um plano tangente com base {u,v}.
1. Se ¢ é nao degenerado, definimos a curvatura seccional Kg(o) usando (1.4.2).
2. Se o é degenerado, definimos a assinatura de sua curvatura seccional A (c) usando (1.4.4).

Assim como no caso Riemanniano as curvaturas seccionais Kg(o), para todo plano ndo degene-
rado tangente a p, e a assinatura nos planos degenerados, determinam o valor do tensor curvatura

R em p. A demonstracdo pode ser encontrada em [8].

1.5 Existéncia de métricas Lorentzianas

E bem conhecido o resultado que garante que qualquer variedade diferenciavel admite uma
métrica Riemanniana. Isso ndo acontece para métricas Lorentzianas e, de fato, temos obstrugdes &
existéncia de tais métricas. Para explicar tais obstrug¢oes, vamos comecar introduzindo o conceito

de orientacao temporal.

Definigao 1.5.1. Seja M uma variedade Lorentziana. Uma orientagdo temporal em M é a escolha
de um cone temporal 7, C T,M em cada espaco tangente, que depende diferenciavelmente de
p € M. Isso significa que para todo p € M, existe uma vizinhanca U, C M de p e um campo nao

nulo do tipo tempo X € H(U,) tal que X(¢) € 7,, para todo g € U,. Além disso

1. se existir uma orientacao temporal diremos que M é t-orientdvel,

2. se M é t-orientavel e uma t-orientacdo for fixada, diremos que M ¢é t-orientada.

Proposicao 1.5.2. Uma variedade Lorentziana é t-orientavel, se e somente se, existe um campo
vetorial globalmente definido X € H (M) tal que g(X, X) < 0, isto é, X é tipo tempo.

11



1. Variedades Lorentzianas

Demonstragao. Se existir um campo X € H(M) tal que g(X, X) < 0, dado p € M escolhemos o
cone temporal 7, C T, M que contem X (p).

Vamos mostrar a reciproca. Se M ¢é t-orientavel, entao para cada p € M podemos escolher um
cone temporal 7, C T,M que depende diferenciavelmente de p. Isto ¢, para todo p € M, existe
uma vizinhanga U, C M de p e um campo nao nulo do tipo tempo X € H(U,) que satisfaz a
Definicao 1.5.1.

Seja {u;;7 € N} uma particdo da unidade subordinada & cobertura aberta {U,;p € M} de M,
isto ¢,

a) p;: M —[0,1] é uma funcao diferencidvel.

b) {Supp p;} é um recobrimento de M localmente finito.
c) O conjunto Supp f; esté contido em algum aberto U, da cobertura.

d) X pi(z) =1, Vo e M.

Seja X; o campo de vetores do tipo tempo correspondente a U;. Definimos
X = Z i X
i
Como os cones temporais 7, sdo convexos, temos que
Z,uiXi(pi) € Tp;»

pois X;(p;) € 7. Portanto X estd globalmente definido, X(p) € 7,, para todo p € M, e
g(X, X) < 0. O

Observagao 1.5.3. No caso de variedades diferenciaveis a orientabilidade é uma propriedade que
depende somente da topologia da variedade. No caso Lorentziano a t-orientabilidade é uma proprie-
dade que depende da métrica. De fato, como veremos no Teorema 1.5.4, se uma variedade admite
uma métrica Lorentziana ela admite também uma métrica Lorentziana t-orientavel, possivelmente

diferente da primeira.

Teorema 1.5.4 ([8]). Seja M uma variedade diferencidvel conexa. Entao as seguintes condigoes

sao equivalentes:
i) M admite uma métrica Lorentziana.

ii) M admite uma métrica Lorentziana com orientagao temporal.

12



1.5 Existéncia de métricas Lorentzianas

iii) M admite um campo de vetores X sem zeros.
iv) Ou M nao é compacta ou a sua caracteristica de Euler x(M) é zero.
Demonstragio.  a) Observemos que obviamente ii) implica 1).

b) Vamos mostrar que iii) implica ii). Como M é uma variedade diferencidvel, entdo admite
uma métrica Riemanniana gr. Além disso M possui um campo de vetores X sem zeros.

Entao podemos definir

29R(Xﬂ Y)gR(X7 Z)

g.(Y,Z) = gr(Y, Z) — (X, X) ,

(1.5.1)

com Y, Z € H(M). Vamos mostrar que g é uma métrica Lorentziana.

Primeiramente, temos que gz, é uma forma bilinear e simétrica pois gg o é. Além disso, gy, é
nao degenerada. De fato, seja V' € ker(gyr), entdo gr(V,W) = 0, para todo W € H(M). Em
particular para W = X. Logo

ZgR(Xv V)gR(Xa X)

0=g.(V,X) = gr(V,X) — gr(X, X)

= —gr(V, X).

Consequentemente, V' é ortogonal a X. Dessa forma g,(V,W) = gg(V,W). Assim V €

ker gr = {0}. Portanto, g;, é ndo degenerada.

Seja p € M e {u,v1,....,v,} uma base ortonormal de T,,M, onde

_ X(p) .
Var(X(p). X(p))

u

Logo:

e gr(u,u) = —ggr(u,u) = —1. Logo u é do tipo tempo.

e gr(u,v;) =0, parai=1,...,n.

e gr(vi,v;) = gr(vi,vj) = 0;5. Logo, cada v; é do tipo-espago.
Entao o indice de gy, é 1. Portanto g; é uma métrica Lorentziana.

Observamos que g7, (X, X) = —gr(X, X) < 0. Assim X é um campo do tipo-tempo. Portanto

pela Proposicao 1.5.2 temos que M é t-orientével.

¢) A equivaléncia entre iii) e iv) é um cléssico da topologia algébrica e pode ser encontrado em
[26].
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1. Variedades Lorentzianas

d) Vamos mostrar que i) implica iv). Seja M uma variedade Lorentziana compacta.

Se M é t-orientavel entdo pela Proposicao 1.5.2 temos que M possui um campo de vetores
sem zeros, ou seja, sem singularidades. Portanto, se M for compacta, a caracteristica de

Euler de M é zero.

Se M néo é t-orientével, entdo existe um recobrimento duplo (M, §) t-orientével. Portanto

X(M) =0. Mas x(M) = 2x(M). Ou seja x(M) = 0.
O

1.6 Swuperficies de Riemann e de Lorentz

Seja M uma superficie, isto é, uma variedade 2-dimensional e g uma métrica Riemanniana.
E bem conhecido que para todo p € M existe uma carta local op: Q CR*~C — M tal que
p € 0p(Q) e whg = Mda® + dy?), onde A : @ — R ¢é uma funcdo positiva. Uma tal carta é
chamada isotérmica. Dadas duas cartas isotérmicas, a mudanca de coordenadas é, onde definida,
uma aplicagdo conforme entre abertos de C, portanto holomorfa se preserva orientacao e anti-

holomorfa se inverte orientacdo. Em particular se M ¢é orientavel, ela admite um atlas holomorfo.

Definigao 1.6.1. Uma superficie de Riemann é um par constituido de uma superficie M e uma

classe de métricas Riemannianas conformes.

Queremos agora introduzir conceitos andlogos para o caso de métricas Lorentzianas. Seja M

uma superficie e g uma métrica Lorentziana em M.

Proposigao 1.6.2 ([27]). Dado p € M, existe uma carta local ¢, : & € R* ~ C — M, com
p € vp(82), tal que ¢;(g) = 2Bdxdy, onde B é uma funcio positiva. Essas coordenadas sdo ditas

coordenadas nulas.

Demonstracao. Em alguma vizinhanca U de p € M escolha campos linearmente independentes
X, Y tais que ¢(X) = ¢(Y) = 0. E bem conhecido que existem funcdes A, i > 0 de classe C™ tais
que [AX, Y] = 0. Podemos portanto assumir que [X,Y] = 0. Pelo Teorema de Frobenius existe
uma carta local ¢, : @ C R? ~ C — M tal que dp,(2) = X e dapp(a%) =Y. Logo,

R
¢p9<%7%) *g(XvX) *07
/0D

@pg(al_7ay)_g(X7Y)_Ba

o 0
wpg(ay,ay> g(Y,Y) =0

14



1.6 Superficies de Riemann e de Lorentz

Portanto ¢;9 = 2B dxdy, onde B > 0. Ol

Teorema 1.6.3. Seja (M, g) uma superficie Lorentziana e p € M. Entao em alguma vizinhanga
U C M de p existem coordenadas {u,v} em termos das quais a métrica g é dada por B(du? — dv?)
sobre U, onde B > 0.

Demonstracao. Pelo Proposicao 1.6.2, existem coordenadas locais x, y em alguma vizinhanga U de

p tal que a métrica g é dada por g = 2B dzdy, onde B > 0. Agora tome as coordenadas

u-12(x—|—y) e v—12(x—y).
Portanto,
0 1 /0 0
5= valas * ay)
8_1(5_8) (1.6.1)
ov 2\0x Oy
Logo g = B(du? — dv?). O

Observacao 1.6.4. Analogamente ao caso Riemanniano temos que em um aberto Uy C R? no qual
coordenadas isotérmicas {u,v} e {z,y} estdo definidas, a mudanca de variavel é L-diferencidvel se
preserva orientagdo e anti-L-diferencidvel se inverte orientagao.

De fato, seja f : Uy — M uma parametrizagio de M. Temos que g = a(du® — dv?) e
g = B(dz* — dy?), onde «, 3 > 0. Como

fy = fuuy + vay7
entao
B =alui —v3)
0 = uzuy — vy
_ 2 2
=B = alu; —v,).
Logo,

uy — vy, = —(u, —v

vl (1.6.3)

0 = uguy — vy,

Assim temos que
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e
2 2 2
U v U
2 2 _ "x,2 Yz 2 __ [T 2 _ .2
Up = Vg = 5l = Uy = <v > (v, — uy,).
y y y
Por outro lado, como u, e v, satisfazem (1.6.3), entao
2
(Ui) 1
Uy
Além disso, podemos escrever
Uy U Vg
det Y= ),
Uy Uy Uy
2 2 . ~ Uy
em que v, — u, > 0. Portanto se a mudanga preserva a orientagio, — = 1 e, consequentemente,
Uy
Uy = Uy
Uy = Uy
, . ., . . . ~ . Ug
Logo a mudanga é L-diferenciavel. Se a mudanga de varidvel inverte a orientagdo, entao — = —1,

u
y
ou seja a mudanca é anti-IL-diferenciavel.

Definicao 1.6.5. Uma superficie de Lorentz € um par constituido de uma superficie M e uma

classe de métricas Lorentzianas conformes.

Observagao 1.6.6. O Teorema de uniformizagdo garante que uma superficie de Riemann sim-
plesmente conexa é conformemente equivalente a um dos modelos padroes, i.e, a esfera S?, a reta
complexa C, ou ao disco D = {z € C: |z|]< 1}. Observamos explicitamente que C e D sio difeo-
morfos mas ndo bi-holomorfos pois, pelo Teorema de Liouville, uma aplicagdo holomorfa f : C — D
¢é necessariamente constante.

No caso Lorentziano a situacao é completamente diferente. De fato, pode se mostrar que existem

infinitas superficies de Lorentz simplesmente conexa, ndo conformemente equivalentes (veja [19]).
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Capitulo 2

Subvariedades minimas em variedades

Lorentzianas

Neste capitulo iremos calcular a primeira e a segunda variacdo da drea para uma subvariedade
minima de uma variedade semi-Riemanniana. Veremos que, assim como no caso Riemanniano,
uma subvariedade minima é um ponto critico para a fungdo area para qualquer variagdo normal.
Particularmente, para o caso de superficies do tipo tempo imersas em variedades tridimensionais
estudamos a segunda variacdo para determinar se esta superficie € minimo, méximo ou sela para
a funcdo area. Concluiremos que superficies minimas do tipo tempo sdo pontos de sela para o
funcional da area.

Além disso, estudamos as superficies minimas do tipo tempo que sdo do tipo grafico no espaco
de Lorentz-Minkowski. Concluimos que o helicdide ndo é a tinica superficie minima regrada do tipo-
tempo em L? e que Teorema de Bernstein nao é valido no espaco de Lorentz L3, pois encontramos
outras superficies minimas do tipo-tempo que sdo completas e graficos que nao sdo planos.

Alguns dos resultados acima, em particular as formas variacionais, podem ser encontrados em

[2].

2.1 Subvariedades em variedades semi-Riemannianas

. Ewal . . . . . 7 . . .
Seja M uma variedade semi-Riemanniana munida da métrica g, M* uma variedade diferen-
.7 N . ~ . . . ~ ~
ciavel e f : M¥ — M uma imersdo. O superescritos denotam as respectivas dimensoes e serdo

omitidos quando claro do contexto.

Definicao 2.1.1. Diremos que f é ndo degenerada se f*g for ndo degenerada.
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Se f é nao degenerada, a forma bilinear f*g define uma métrica semi-Riemanniana em M, tal

que f é uma imersao isométrica.
Assumiremos, daqui adiante, que f seja nao degenerada.

Sendo f localmente um mergulho podemos identificar, localmente, M com f(M) e assim o
faremos em todos os argumentos de caracter local. Denotaremos com V a conexao de Levi Civita

de M e com V a de M. Pelo Lema 1.1.6 temos a decomposicao ortogonal
T,M =T,M & [T,M]*, peM
e portanto, se X,Y € H (M), temos
VyX = [VyX]" + [Vy X"

E facil ver que o operador [Vy X]T verifica as propriedades da conexio de Levi- Civita de M

e, portanto, Vy X = [Vy X|". Além disso, a aplicacao
a:H(M) x H(M) — H(M), o(X,Y):=[VyX]*:
é simétrica e F (M )-bilinear.

Definigao 2.1.2. A aplicagdo o é chamada de sequnda forma fundamental de M (ou, melhor, de

f)-

Seja N : M — TM um campo normal ao longo de M, isto é, N(p) € [T,M]*, e p € M,
X € H(M). Temos a decomposigao ortogonal

VxN(p) = —AnX(p) + VxN(p),
onde Ay : T,M — T, M é uma aplicagao linear simétrica, para cada p € M, caracterizada por
g(ANX,)Y) = g(a(X,Y), N). (2.1.1)
Seja {e1, ..., ex } um referencial local ortonormal de T,M, p € M.

Definig¢ao 2.1.3. A norma ao quadrado da segunda forma fundamental em p € M é definida por

lor|?= Z cigjg(ales, €5), ales, €5)), (2.1.2)

4,j=1

onde g; = g(e;, €;).
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2.1 Subvariedades em variedades semi-Riemannianas

E facil ver que a definicdo nao depende da escolha da base.

Definigao 2.1.4. Seja p € M. Entdo, definimos o vetor curvatura média H(p) de M em p por

H(p) = trya(p) = ;gia(ei, €i)s (2.1.3)

onde €; = g(e;, ¢;). Dizemos que M é uma subvariedade minima se H(p) =0, Vp € M.

Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica s e conexdo de Levi Civita V. Se
h € F(M), o gradiente de h, Vh, é definido pela identidade

s(VR,Y) = df(Y), YY € H(M).

Dado Y € H(M), consideramos a aplicagao linear L : T,M — T,M, L(X) = VxY. O divergente
de Y ¢é definido como
divY = trg(L),

onde o traco é em relagdo a métrica s. Pode-se verificar que o divergente satisfaz a Regra de
Leibniz

divf X = fdivX + h(Vf, X).
Seja h € F(M). A partir do gradiente e da divergéncia, podemos definir o operador de Laplace-

Beltrami, Agh, como
Agh = divVh.

Observagao 2.1.5. Vamos supor que o referencial {ej,...,ex} seja um referencial ortonormal
geodésico em um ponto p € M, isto é, V.e;(p) =0,4,j = 1,...,k. Dados X € H(M), h € F(M),

temos:

k k k
div X (p) = ZEiS(VeiX, ei), Vh(p) = Z&‘@i(f)ei, Ash(p) = Z&'&'(&‘f}
i=1 i=1

i=1

Voltamos ao caso das subvariedades.

Proposicio 2.1.6. Sejam M* um subvariedade de M e Y um campo de vetores normais ao longo
de M. Entao
divY = —g(Y, H).

Demonstragio. Como g(e;,Y) =0,4i=1,..., k, temos que
0 = €; g(euy) = g(veiY, ei) + g(Y) veiei)v
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

para todo ¢ = 1, ..., k. Portanto,

divy = Zel (Ve Y, e;) = Zez

=1

k
:_Zszg(xvi YZE’L 617 1
=1

= —g(v.1).

2.2 Formulas variacionais

. Ewall . . . . 2 . . . .7
Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica g, M* uma variedade diferencidvel,

compacta e com bordo OM # 0 e seja f : M — M uma imersio nio degenerada.

Definigao 2.2.1. Uma variagio (diferencidvel) de f é uma aplicacao diferenciavel

F:Mx(—ee) - M
tal que:
a) cada aplicacio Fy = F(-,t) : M — M é uma imersio,
b) Fo(p) = F(p,0) = f(p), para todop € M,

c) F(p,t) = f(p), para todo p € M.

OF
O campo de vetores ao longo de M, £ = N

de M é dita normalse ET = 0.

|,_o» € chamado de campo variacional. Uma variagao

Seja {eq, ..., ey} um referencial ortonormal local em M. Os coeficientes da métrica induzida em
M por F, sdo dados por g¢;;(t) = g(e;(t),e;(t)), onde e;(t) = dFi(e;). Seja v o indice da métrica

induzida em M. Entao o volume de F; é dado por

Vol(t / Idet(gi; (£)] dV.

Lema 2.2.2. Temos que

d
dt —(det(gi;(t)))

= (1) g o)),
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2.2 Foérmulas variacionais

Demonstragio. Seja d(t) = det(g;;(t)) = det[gi(t), ..., gr(t)], onde g;(t) sdo as colunas da matriz

(9i;(t)). Como o determinante é uma aplicacdo multilinear, obtemos que:

d(t) = ;det[gl(t), ey Gi#), s g ()]

Sendo {ey, ..., ex} é um referencial ortonormal, temos que
0, sei # J,
9:j(0) = { .
€, S€1 = J.

Sejam I; = (0...1...0). Portanto, em ¢ = 0, temos que

d'(0) = Zdet[gl(()), o 9200), o, g1 (0)] =D detler Ih, .., gi(0), .., ex ]

i=1

I
M=

e ik gh0) = (<1 2oei0) = (1) b1y 65(0),

<.
Il

v

pois €;...6;...6; = det(g;;(0)) = (—1)".
Teorema 2.2.3. [Primeira Variagio da Area] Com as notagoes acima temos

Vol'(0) = — /M g(E, H)dV.

Demonstragio. Seja w(t) = (/(—1)7d(t). Assim, do lema anterior e usando que d(0) =

omes (1) d(0) 0 1
s (=1)rd(0 7t7“gg§j 1 ,

Como g;i(t) = g(ei(t),ei(t)), entao

g.t) =29(Vopei®). e(t)).
ot

(2.2.1)

(=17,

Seja p € M e considere um sistema de coordenadas em U X (—¢,€), onde U é uma vizinhanca de

0
p em M, com campos coordenados {&, ei}, 1=1,..., k. Logo, temos que

[%{j,ei(t)] = {dFt<gt>,dFt(ei)} = dthgt,eiD = 0.

_ - OF
\V4 aF el(t) = Vei(t) a .

ot

Assim,
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Entao,
, = oF
9:(t) =2g (vei(t) ot ei(t)) :

Portanto,
1 & oF
0) = 52200 = 0 (Vo) 5 e 0)

k
Z (Ve,E,e;) =divyE = —g(E, H),
onde foi usada a Proposicao 2.1.6. Portanto,

Vol'(0) = /M w'(0)dV = —/Mg(E, H)adv.
U]

Agora, cada campo E ao longo f é campo variacional da variacdo F(p,t) = exp,(tE). Portanto

temos

Corolério 2.2.4. M ¢é uma subvariedade minima se e somente se Vol’(0) = 0, para toda variacao

normal de M.

Vamos agora calcular a derivada segunda do funcional volume.
. Ewall . /. T . ~
Sejam M* C M" subvariedade minima, F' : M x (—¢,€) — M uma variacio normal de M e
{e1, ..., ex} um referencial ortonormal geodésico em T,,M, com p € M. Precisaremos dos seguintes

resultados preliminares.

Lema 2.2.5. Seja d(t) = det(g;;(t)). Entao

k k
d"( Zezgu 2(—1)" > eigj gi;(0)g5;(0) +2(=1)" " e 95(0)g5:(0).

i<j=1 i<j=1

Demonstragio. De (2.2.1), obtemos que
k k
= _det[gi(t), ... g/ (t), . ge(®)] +2 Y det[gi(t), ... gi(t), g5(), ... g (t)]-
= i<j=1
Logo, em t = 0 temos que

k
det[gl(O),...,ggl(O),...,gk(O)}—|—2 > det[g1(0), ..., g;(0), g5(0), ..., gr(0)].

i<j=1

a"(0) =
k
det[ellla"'791{/(0)""7816116}+2 Z det[glllaag;(())ﬂg;(())ﬂ7<€ka]
1<j=1

k
2529” _l)V Z gigjgz/'i( gj]( Z €€]g” gjl(o)

i<j=1 1<j=1

- 1

o
I
—
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2.2 Foérmulas variacionais

Lema 2.2.6. Seja w(t) = /(—1)¥d(t). Entao

2w ”(0) = try(gij ”(0)) - trg([g;j(o)]2)~

Demonstragio. Derivando e usando que w(0) = 1, temos que:

d'(0)]?
2w"(0) = (-1)"d"(0) — [ (2)] : (2.2.2)
Do Lema 2.2.2, resulta que
k k
(@O = [(=1)" tr,(g},(0 [z& O] = TIh0)7 +2 3 cigh0),0). (223
i=1 i<j=1
Agora, usando o Lema 2.2.5, obtemos que
v g [d/(o ; . 1 / 2
<_1) d (0) Ze’b gu + Z Ei€j gu( g]] -2 Z €i€j 92] g]z(o) Z 5[9%(0)]
i<j=1 i<j=1 i=1

=t 0) = {2 32 i 015,0) + IO} + o, 00

i<j=1
= try(9,”(0) — tr, [y (O)F) + %{trgw;j(om?.
Como M ¢é uma subvariedade minima, entao tr,(g;;(0)) = 0. Portanto, temos o desejado. O
Lema 2.2.7. Temos que
a) try([g;;(0)]) = 4lg(a(-,-), E)I?
b) trg(g;;"(0)) = 2lg(a(-, ), B)P+2/(VE) P+2tr, g(Ryr(-, E)E, ) + 2div(VE),

onde Ry € o tensor curvatura de M,

(VE) = ;Eig((velE)La (Ve E)Y)
|g(a( ) )7 E>|2 = Z_:lglgjg(a(elaej)>E)2

oF
Demonstragio.  a) Como [e;(t), E] =0, entao
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Portanto, em ¢ = 0 temos que
9:5(0) = 9(Ve, E, €5) + gles, Ve, E).

Como a varia¢do é normal, entdo g(FE,e;) = 0, para todo i = 1, ..., k. Logo,

0=c;9(E,e;) = 9g(Ve,E,ej) + g(Ve, €5, E).
Com isso concluimos que

9;(0) = =29(Ve, €5, E) = =29((Ve, €;)", E) = —2g(a(ei, ¢5), E),
pois ET = 0. Portanto,
trg([9;(0)]*) = 4try([g(al-, ), B)]*) = 4lg(al--), B),

j& que a métrica g e a segunda formal fundamental o sdo simétricas.

b) Uma vez que
9:(6) = 29(Vopeilt).ei®).
ot

por derivacao obtemos que

gi"(t) = 2g<VaFvaF ei(t), ei(t)> + 29<V3F eit),Vor €i(t)>-
ot ot ot ot

Assim, em t = 0, temos que
gi:"(0) =29(VeVie, e) +29(Vie, Vie;).
i) Como [e;, E] = 0, entdo o tensor curvatura de M (1.4.1) fica
Ri(ei, EYE =V Ve, E — Ve, VEE.
Dessa maneira temos que
9(VEVEe, e;) = g(Ry(ei, E)E, €;) + g(Ve,VEE, €).

Assim,

k k k
Z 5i9(vaE€i7 ei) = Z&Q(Rﬁ(@ia E)E7 ei) + Z sig(veivEEa ez‘)'
i=1

i=1 =1
= try, g(Ry7(+, E)E, ") + divy (VEE)
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2.2 Foérmulas variacionais

ii) Da decomposicao
T,M = T,M & [T,M]",
temos que
9(Veei,Vie) =g(Vee)', (Vee) ) +9(Vee)', (Vee)').
Como (Vge;)" € T,M, entdo podemos escrever

k

(Vee)' =3 e9(Vee)', e)e;.
j=1

Portanto,

9((Vg €z‘)T, (Ve ez‘)T) = ZE?Q((VE €i)T,€j)29(6jv€j) = Z%’Q((VE €i)T>6j)2-

J=1 Jj=1

k

9(Vee)', (Vee

Uma vez que ET =0, de (2.1.1) resulta que
gig(Vee)" Z&‘Jg Zs]g ales, e;), B).
1

Jj=

Logo

k k
> eg(Vee, Vie) =Y eigjglale,e;), +Zslg (Vee)t, (Vee)h)

i=1 ij=1 i=1
— lg(al, ) E)F|(VE) P
Os itens i) e ii) implicam que
trg(gi; " Z £194:(0) = 2|g(a(-, ), B)*+2|(VE)  P+2tr, g(Riz(-, E)E, ) +2divy (VEE).
]
Assim, usando os Lemas 2.2.6 e 2.2.7, temos que
w"(0) = =lg(al-, ), B)P+|(VE)* = trg g(Ryz(E, ) B, ) + divar(VE E). (2.2.4)

Considere o operador de Laplace-Beltrami no fibrado normal (T M)+ dado por

Ayn(p Zf‘?zvava (), (2.2.5)

i=1
onden € [T,M]* e {ey, ..., .} um referencial local ortonormal e geodésico em p. Considere também,
o operador A : HM* — H(M)* definido por

= Z 5i5j9(a(ei, 6]‘), X)a(e;, e]-),

i,j=1
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Teorema 2.2.8. [Segunda Variacdo da Area] Com as notagoes acima, temos
Vol"(0) = /M (ALE + A(E), E) + tr, g(Rz(E, ) E, ) dV.
Demonstragdo. Integrando (2.2.4) temos que
Vol'(0) = [ w'©av = [ {=lg(a(-). BYH(VEN = tr, g(Ry (B, . ) + divay (Vo E)}V.
a) Usando o Teorema de Stokes e que £ =0 em 9M temos que:

/ divar(VE)dV = [ (VEE) = 0.
M JOM

b) Usando que a conexao ¢ compativel com métrica temos que
(VB E) = g(VEVEE, E) + g(VEE VEE). (226)
Logo,
k
/MWE)HQ dV — /M S eg(Vee)t, (Vee)t)dv = zaz/ (Vpe)t, (Vpe)t)dv
i=1
k
=) & /M{ez-g(VéiE, E) — g(Ve, Ve, B, E)}V.
i=1
Usando o Teorema de Stokes e o fato de que £ = 0 em 0M, temos que
/ ei9(VL B, E)dV :/ 9(V&.E, E)dV =0,
M oM
Logo,
_ k k
/ (VE) 2dV = — ZEi/ g(VEVLEE, E)dV = —/ o> e VEVEE, E)dV.
M =1 M Mo
Portanto, de (2.2.5) e (2.2.6) obtemos que:
JIVE2av =~ [ g(a4E, E)av.
M M

c) Finalmente, temos que

/\g |2dV / Zsejg (€ire;), E)QdV

3,j=1

/ ( Z gigjg(o e“ej),E)a(ei,ej),E) AV

i,j=1

/M g(A(E), E)dV.
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

De a), b) e ¢), concluimos que
Vol'(0) = = [ g(A}E + A(E), E) + tr, g(Ry(E, ) E, ) V.
Jm
O

Observacao 2.2.9. Sejam M" ! uma hipersuperficie Lorentziana de uma variedade Lorentziana
M" e N: M — TM a aplicacio normal de Gauss. Como M ¢é Lorentziana, entdo N é do tipo-
espago e assim ¢g(/V, N) = 1. Consideramos uma variagdo normal com campo variacional £ = hN,

onde h : M — R é diferenciavel.

a) Como

fl(hN) =h Z gicjg(ale;, e;), N)a(e;, e;),

i,j=1

temos que

k
g(A(hN),hN) = h* 3 eigjg(ale, ¢;), N)* = h?|al’.

ij=1
b) try g(Rz7(hN,.)hN,.) = h*try g(Rz(N,.)N,.) = h*Ricz;(N).

c¢) Como g(N, N) = 1, temos que g(V¢,N,N) = 0. Assim V¢ N = 0. Portanto,

n—1 n—1 n—-1
AyhN =3 " heV Ve N+ 2e(h)Vo N + Y eiei(ei(h))N
i=1

i=1 i=1

= HE:: giei(ei(h))N = (Ash)N.

Logo, resulta:
g(AY B, E) = g((Ayh)N,AN) = h(A,h).

Portanto, usando a), b) e ¢), a segunda variagao da area se escreve como:

Vol"(0) = — /N {B(AR) + B2lal*+h* Ricy ()} dV. (2.2.7)

2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

Seja M uma variedade Lorentziana, 3-dimensional, com métrica g, e f : M — M uma imersao

de uma superficie M em M

Definicao 2.3.1. A imersao f ¢é dita de tipo
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

i) espago, se a métrica induzida s = f*g é Riemanniana,
ii) tempo, se a métrica induzida s = f*g é Lorentziana.
Usaremos algumas notagoes classicas.

Definicao 2.3.2. A primeira forma fundamental é a forma bilinear induzida por f, isto é, se
peM,
I, R*xR* —R

I(v,w) = f*g(v,w) == g5 (df(p)(v), df (p)(w)).

Se {u,v} sao coordenadas locais em M, em uma vizinhanga de p € M, a forma I se escreve
como

I = E(u,v)du? + 2F (u, v)dudv + G (u, v)dv?,

o 0 o 0 o 0
EZI(%’%) FZI(%’%)’ GZI(%%)

Seja N : M — TM um campo normal ao longo de f, isto é, N(p) € [T,M]*. Se M ¢ do tipo-

onde

espago, entao N é do tipo-tempo. Por outro lado se M é do tipo-tempo, entdo N ¢é do tipo-espaco.

Para a segunda forma fundamental temos, em coordenadas locais {u, v}, a expressao

a = e(u,v)du® + 2f (u, v)dudv + g(u,v)dv?,

0 0 0 0
e—‘f(%vNu) f—‘1<%Nv> —‘I<Nw%>7 g—‘f%’Nv)'

Além disso, as curvaturas média e Gaussiana (seccional) de M sdo dadas (respectivamente) por:

onde

_ Eg—2fF+Ge _eg— f?
i = EG — F? ’K_EG—F2'

Definigao 2.3.3. Seja h € F(M). O operador de Laplace-Beltrami Ash = div(grad h) pode ser

escrito (em coordenadas locais) como:

2 2 2
Oh ke Oh > (2.3.1)

— j _ k7
ASh N Z § <8u18u] ZSF” 8uk

i,j=1 k=1

onde ,I'}; sdo os simbolos de Christoffel para a métrica s e (s) é a inversa da matriz (s;;).
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

Observagao 2.3.4. Considerando coordenadas isotérmicas {u1,us} em M, podemos escrever a
métrica s = pdu? + epdu3, onde ¢ : U — R é uma fungdo positiva de classe C® e e =1, se f ¢ do

tipo-espaco, e € = —1, se f é do tipo-tempo. Os simbolos de Christoffel sdo dados por

1 1 0p 5 1 0p L 1 dp
stin =573 st ="¢5-5 > slig=
2p 0wy 2p Ouy 24,0 Ouy’ (2.3.2)
> 10 o 10 10y -
T2 000uT TR 2000 TP 200u
e, pela equacao (2.3.1), o operador de Laplace-Beltrami se torna
’h h
an = 3 (5 ZFZ?)
1 /0%*h 0*h 1 oh
= S (Sh o rk e, Tk —)
<8u% +68u§> (Z 118 2 Juy,
1 /0%h 0%h 1 oh 9 5\ Oh
= (g 2p) + [ (h e Fﬂ) guy * (Th+erh) 50
pois s;; = 0, se i # j. Como £? = 1, entdo de (2.3.2) temos que
1 Op 1 ¢
Thtelh=oat — 20 =
11+ Gl 200u; 29 0uy
—e Oy e Op
R, - —— —0.
n el 2 Ous 2<p Ous
Portanto,
1 /0%*h 9*h
A = 7(7 —) 2.3.3
o \ou? +€8u% ( )

Consequentemente, a menos do fator ¢!, se a métrica induzida é Riemanniana temos que o
operador de Laplace-Beltrami é o operador de Laplace e, quando a métrica induzida é Lorentziana,
é o operador da onda. Sejam M? uma superficie minima do tipo-tempo em HS, N:M-—TM
a aplicagdo normal de Gauss de M e {ej,e2} um base ortonormal de T,M, p € M, com e; do

tipo-espaco e ey do tipo-tempo. Temos que
aler,er) =M N, aleg,ea) =X N e afe,ex) = A3 N.
Entao a equacao de Gauss fica:
Ks(e1,es) = Kg(er,es) — (Mo — A®) = Kg(ep, e2) — det(a), (2.3.4)

onde Kg(eq,e2) e Kg(eq,e2) s@o as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente. Como M é

minima temos que:

H(p) = (A — A)N =0.
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Assim
0=(A1 —X)? = AT+ A3 =20 0 = AT+ A2 — 2A2 — 2(\ )\ — \3) = |a*—2det(a).
Entao (2.3.4) se torna:
Kg(ey,eq) = Kg(eq,e9) — ——.

Usando (1.4.2) resulta que

KS(€17€2) = —Q(R(ﬁ, 62)61762) = —Ri212.

Logo,
jof®
Rig12 = —Ks(er, e2) — 5 (2.3.5)

Por outro lado temos que

Ricyr(er) = —g(R(eq, ez)er, e2) + g(R(e1, e3)er, e3) = —Rigiz + Rz,
Ricyp(es) = g(R(er, e2)er, e2) + g(R(ea, e3)es, €3) = Rigia + Rogas, (2.3.6)

Ricgz(es) = g(R €2, €3)ez, €3) = Riz13 — Rosos,

( (
(e1,e3)er, e3) — g(R(
onde e3 = N. Podemos escrever a curvatura escalar de M da seguinte maneira:

?(p) = Ricﬁ(el) — RiCM(BQ) + RZCM(N)
= —2R1912 + 2(R1313 — Rasa3) (2.3.7)

= —2R1212 + QRZCM(N)

Usando (2.3.5) temos que a curvatura escalar S(p) de M fica

S(p) = 2Ks(er, e3) + |af*+2Ricgr(N). (2.3.8)
Portanto,
|o*= S(p) — 2Ks(e1, €2) — 2Ricy(N). (2.3.9)

Substituindo em (2.2.7) temos que a segunda variagao da drea se torna:
A'(0) = = [ {h(AR) + 2[S(p) — 2Ks(er,€2) — Riezg(N)]} V.
M

Por exemplo, se o ambiente tem curvatura constante temos que S(p) = Ricy(N) e a segunda

férmula da variacdo é dada por:

A"(0 / {—hAh + 2h2K s }dS. (2.3.10)
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

Definigdo 2.3.5. Seja uma parametrizacio ¢ : U C R? — M, onde D C U um dominio limitado

e uma funcéo diferenciavel h : D — R. Dizemos que
i) D é h-estdvel, se A”(0) > 0.
ii) D é h-instdvel, se A”(0) < 0.
Lema 2.3.6. Dado um dominio limitado D C U na forma (a,b) x (¢, d) tal que
b—a=kr e d—c=km, (2.3.11)

para algum k, k; € Z. Entdo existe uma funcio diferencidvel h : D — R que é solucao do problema

hyu — how = 4nh, ara todo (u,v) € D,
P (1,0) (2.3.12)
hl0D = 0,
para todo n € Z.
Demonstragio. Sejam Fi(t) = sin(t) e Fy(t) = cos(t 4 7). Temos que
F(0) = F =0
1(0) = Fy(mum) (2.3.13)
FQ(O) == FQ(TLQW) == O7

para todo nq,ny € Z. Além disso,

) (t) = —Fy(t). -

Definimos
hy(u,v) = Fi((n—1)(u —a))F;((n+1)(v —¢)), 4,j=1,2. (2.3.15)

Vamos mostrar que h,(u, v) satisfaz o problema (2.3.12). Calculando as derivadas parciais e usando
(2.3.14) temos que

W =—(n—1%F((n—1)(u—a)F;((n+1)(v—rc)) =—(n—1)*h,(u,v),
PInls0) o+ 12l 1)~ @) Ey((n+ 1)(0— ) = —(n+ 1)*ha(u.v).

Logo,
Pha(u,v)  Pha(u,v)
ou? ov?

= 4nh, (u,v). (2.3.16)
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Além disso, de (2.3.11) e (2.3.13), temos que

hula,v) = FO)Fy((n +1)(v —¢)) =0,

ha(b,0) = F((n = 1)(b — ) Fy((n + 1)(v — ) = E((n — DEkm)Fy((n + (v — ) =0,

halu,¢) = Fi((n — 1)(u — a))5(0) =0,

(i, d) = F((n — 1)(u— a)) Fy((n + 1)(d — ¢) = F((n — 1)(u— @) F((n + )kym) =0,
(2.3.17)

pois (n — )k, (n+ 1)k, € Z.
Uma vez que 0D = ({a} X [¢,d]) U ({b} % [¢,d])U([a,b] x {c})U([a,b] x {d}), de (2.3.17) temos
que h, se anula na fronteira. Portanto de (2.3.16) e (2.3.17), h,, ¢é solugao de (2.3.12). O

Como a curvatura seccional Kg é uma funcio diferencidvel e para uma parametrizagao isotér-
mica F=—-G=XA>0e =0, afuncido A é de classe C°, entdo N\Kg também ¢é diferencidvel de

classe C*. Além disso D é compacto, logo podemos garantir a existéncia de maximos e minimos
de AK em D.

Teorema 2.3.7. Seja ¢ : U C R? — M uma parametrizacio isotérmica, D C U um dominio
limitado da forma (a,b) x (c,d) satisfazendo (2.3.11) e h,, uma fungao diferencidvel da forma
(2.3.15) com n € Z.

i) Se 2n < min_(AKy), entdo D é h,-estével.
(u,w)eD

ii) Se 2n > max (AKg), entdo D é h,-instével.
(u,v)€D

Demonstragio. Como h,, é da forma (2.3.15), entao h,, satisfaz o problema (2.3.12). Portanto,
AAhy, = hyy — hyy = 4nhy,
e h, se anula na fronteira de D. Portanto a segunda variagao da drea (2.3.10) fica
Vol'(0) = /D (—hnAA by + 2Ah2 ) dudy
— /D (—dnh? + 2\h2 K) dudv
- /D 2 h2[—2n + \Ks] dudov.
Consequentemente:

i) Se 2n < m)in_(/\KS), entdo 2n < AKg para todo (u,v) € D. Portanto —2n + AKg > 0, o
(u,v)eD

que implica que Vol”(0) > 0. Logo, D é h,-estavel.
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2.3 Caso de superficies em variedades 3-dimensionais

ii) Se 2n > (m?x_()\Ks), entdo 2n > AKg para todo (u,v) € D. Portanto —2n + AKg < 0, o
u,v)eD

que implica que Vol”(0) < 0. Logo, D é h,-instavel.

]
Exemplo 2.3.8. [Helicoide Lorentziano] Considere a imersio ¢ : U C R? — L3 dada por
o(u,v) = (u, sinh usinh v, cosh u sinh v)
e o dominio limitado D = (0, k7) x (0, ky7). Temos que:
x, = (1, cosh usinh v, sinh u sinh v),
x, = (0, sinh u cosh v, cosh u cosh v).
Logo a métrica induzida é
I = cosh?(v)(du® — dv?)
e det I = —cosh?(v) < 0. Logo ¢ é uma imersao do tipo tempo. Portanto, de (1.2.2) o campo
normal é - . -
sinhv  coshu  sinhu
N — _ _
(v, ) (Coshv7 coshv’ coshv)
e g(N,N) =1, isto é N é do tipo-espago. De
ZTyy = (0, sinh wsinh v, cosh usinh v),
Tyy = (0, cosh u cosh v, sinh u cosh v),
Tyy = (0, sinh wsinh v, cosh usinh v),
resulta que a segunda forma fundamental é dada por:
1T = —2dudv.
Portanto as curvaturas Gaussiana e média ficam:
1
= H=0.
cosh*(v) ¢
Logo, ¢ é minima e a segunda variagdo da area (2.3.10) é
A(0) = /{—hA a2 as
- Jb *" " cosh?(v)
2
= —h(hyy — hypy) + ——5—} dudv. 2.3.18
[ (= R O (2:3.18)
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Uma vez que \K = obtemos que

cosh?(v
i 1
mnAK = ——5——>0 e maxAK =1
D cosh®(kym) D
Como 2n > 1 para todon > 0 e 2n < m para todo n < 0, entao pelo Teorema 2.3.7 temos

que, para todo n € Z e h,, uma fungao diferencidvel da forma (2.3.15) resulta:
i) se n <0, entdo D é hy,-estével,

ii) se n >0, entdao D é h,-instével.

Através desse exemplo vemos que a regiao ¢(D) dependendo da variagdo normal h é ponto
minimo ou é um ponto maximo da funcao area, isto é, dependendo de h temos que A”(0) > 0 ou
A"(0) < 0.

2.4 Graficos Minimos do tipo tempo em L?

Nesta se¢ao vamos determinar a equacao das superficies minimas para superficies do tipo tempo
no espaco de Lorentz 3. As superficies mostradas nesta segdo podem ser encontradas em [2] e
[13].

Seja M C L3 uma superficie minima dada como gréafico de uma funcio diferenciavel f : Q — M
de classe C?, com ) C R2.

Vamos separar em dois casos, pois a equacao das superficies minimas vai depender da escolha

da parametrizagdo por causa da métrica ser Lorentziana.

2.41 Casol-z= f(z,y)

Seja M a superficie parametrizada por:

o(r,y) = (z,y, f(x,y)), (2,y) €,

com a funcao f(z,y) satisfazendo:
2 2
242> (2.4.1)

Como
@I(Ia y) = (17 0, fx(l', y)),

ey(z,y) = (0,1, £, (,9)),
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2.4 Gréficos Minimos do tipo tempo em L3

os coeficientes da primeira forma fundamental de M séo:
E=1—f, F=—ff, ¢ G=1-f..
Portanto de (2.4.1) temos que
EG—-F>=1-fl—f;<0.

Logo ¢ ¢é do tipo tempo e o campo normal é dado por:
1
_fwv _f 7_1 .
NEESrE )

Além disso, os coeficientes da segunda forma fundamental de M sio:

le‘ fzy fyy

IR S SN (7o - S N [y e

Portanto as curvaturas Gaussiana e média de M sdo, respectivamente, dadas por

o faca:fyy_ ny
RN
H— faca:(fyZ - 1) - Qfxfyfxy + fyy(fo - 1)

202+ f2 - 1)3

Como vimos anteriormente M é critico da fungao drea se e somente se H = 0. Logo a equacido

das superficie minimas para as superficies do tipo tempo da forma z = f(z,y)é

f;v:c(ny - 1) - fofyfzy + fyy(wa - 1) =0. (242)
Em seguida, vamos apresentar alguns exemplos de graficos minimos.

Exemplo 2.4.1. Seja f(x,y) = a(x), onde o : R — R é uma fungao diferencidvel que depende
somente de z. Nesse caso a equagao (2.4.2) se torna o’(z) = 0. Portanto «(z) = ax + b, onde
a,b € R com |a|> 1. Analogamente, se f(z,y) = a(y), onde a : R — R é uma funcao diferencidvel

que depende somente de y, entdo a(y) = ay + b, onde a,b € R com |a|> 1.

Exemplo 2.4.2. [Superficie do tipo Scherk] Seja f(x,y) = a(z) + B(y), onde a : R — R e
8 : R — R sao fungoes diferenciaveis que dependem somente de x e de y, respectivamente. Nesse

caso, a equagao (2.4.2) se torna
a"(x)(8'(y)* = 1) + 8" (y) (' () = 1) =0,
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

que é equivalente a
a'(z)  P'(y)
a(z)P =1 fly?-1
Uma vez que z e y sdo variaveis independentes, cada lado da equacao é constante. Indicando por

a € R esta constante, obtemos duas equacoes diferencidveis ordinarias:
(2.4.3)

Portanto,
1. Se a =0, entdo o’ (z) = "(y) = 0. Logo,
alx) =ax+b e P(y) = ay + bo.

Portanto,
f(z,y) = a1z + ay + b3

, onde a? + a3 > 1.

2. Se a # 0, entdo a solugdo de (2.4.3) é

o(x) = —n(jsinh(az)) e By) = - In(jsinh(ay)]),

h
com Q = {(x,y) € R*;z,y # 0}. Uma vez que C(,)S (w)’ > 1, para todo w € R — {0}, temos
sinh(w)
que
<C9Sh(l‘))2 n <C9Sh($)>2 o1
sinh(x) sinh(y)

Portanto, o grafico da funcao f : Q2 — M dada por:

f(,) = - In(jsinh(az)]) + ~ In(fsinh(ay)]).

é uma superficie minima do tipo tempo.
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2.4 Gréficos Minimos do tipo tempo em L3

- -10

Figura 2.1: Superficie do tipo Scherk.

Exemplo 2.4.3. [Helicéide] Neste exemplo vamos procurar superficies do tipo grafico cujas curvas
de niveis sdo retas. Seja a curva de nivel a(t) = (z(t), y(t), f(x(t),y(t))) tal que f(x(t),y(t)) = c.

Entéao,

fwxl + fyy/ =0.
Uma vez que a curva estd contida em um plano paralelo ao plano (z,y), que possui a métrica
Euclideana dz? + dy?, entdo grad f é ortogonal a curva, o que implica que o/(t) = (fy, —fz)-
Portanto,

all(t) = (x//7yﬂ) = (_fwfyy + f:cyfyv _fyfacz + fa:yfz)

Logo, a curvatura da curva « é dada por:

"y + 2y
( )_ 3

[(2)? + (y')?]2

_ _fa:z + 2fwfyfzy - fyy.

||grad f[[?
Como estamos procurando graficos minimos, temos que f(z,y) satisfaz a equagao (2.4.2), logo
k(a) — _ fccz + fyyg'
||grad f|
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Uma vez que as curvas de nivel sdo retas temos que k(a) = 0, ou seja

fxac + fyy =0.

Portanto,

f(z,y) = Aarctan (%) + B,

onde A, B € R. Além disso,
2

2 2 _
fm _'_fy - x2+y2’
Logo, o grafico de f : Q@ — R, onde Q = {(z,y) € R? — {(0,0)};2? + y* < A?}, é uma superficie

do tipo tempo que é um pedago do helicoide:
o(u,v) = (ucosv,usinv, Av + B),

onde u € R tal que |u|< |A].

Figura 2.2: A superficie do Helicdide.
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2.4 Gréaficos Minimos do tipo tempo em L3

2.4.2 Caso 2-zx= f(y,2)

Considere a superficie M parametrizada por:

oy, 2) = (fy,2),9,2), (y,2) €Q,

tal que a funcao f(y, z) satisfaz:
fP-r<1 (2.4.4)

De
eu(y, 2) = (fy(y, 2),1,0),

©:(y,2) = (f=(y,2),0,1),

resulta que os coeficientes da primeira forma fundamental de M séo:
E=fl+1, F=/ff e G=fI-1
Portanto, de (2.4.4), temos que
EG—F>=—1+f2— f2 <.

Logo ¢ é do tipo tempo. O campo normal é dado por:
1
(17 _f ) fz)7
Ji-reen

e os coeficientes da segunda forma fundamental de M sao:

fyy fyz fzz

BN R N e A (8

Portanto as curvaturas Gaussiana e média de M sdo, respectivamente,

fyyfzz - yQZ
K=y
H — _fyy(sz - 1) - 2fyfzfyz ‘l‘ fzz(fyg —|- 1)

21— f2+ f3)2
Como vimos anteriormente M é critico da fungao area se, somente, se H = 0. Logo a equacdo das

superficies minimas para as superficies do tipo tempo da forma z = f(y, z) é:

fyy(fzgi 1) 72fyfzfyz+fzz<fy2+1> = 0. (245)

Vamos apresentar em seguida alguns exemplos de graficos minimos.
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Exemplo 2.4.4. Seja f(y,z) = a(y), onde a : R — R é uma funcao diferencidvel que depende
somente de y. Nesse caso, a equagao (2.4.5) se torna o”(y) = 0. Portanto a(y) = ay + b, com
a,beR.

Exemplo 2.4.5. Seja f(y,z) = a(z), onde @ : R — R é uma funcado diferencidvel que depende
somente de z. Nesse caso a equagao (2.4.5) se torna o’(z) = 0. Portanto a(z) = az + b, com
a,b € Re la|]< 1. Se a # 0, podemos reparametrizar este plano da seguinte maneira
x b
x,y) = - ==
(w,y) = (v, - a)

que é o plano obtido Exemplo 2.4.1, pois |a|< 1.

Exemplo 2.4.6. [Superficie do tipo Scherk 2] Seja f(y,z) = a(y) + B(z), onde « : R — R e
B : R — R sdo funcoes diferencidveis que dependem somente de y e de z, respectivamente. Nesse

caso, a equagao (2.4.5) se torna

a"(y)(B'(2)? = 1) + "(2)(a'(y)* + 1) = 0,
que é equivalente a
o) _ B()
dy2+1 Fz)P -1
Uma vez que y e z sdo varidveis independentes, cada lado da equagdo é constante. Indicando por

a € R esta constante, obtemos duas equacoes diferencidaveis ordinarias:

{ a”(y) = a(e/(y)* + 1)

2.4.6
B(z) = —a(F'(2) o

1).
Portanto,

1. Se a = 0, entdo o"(y) = f"(z) = 0. Logo, a(y) = a1y + b1 e f(z) = azz + be. Portanto,
f(y,2) = a1y + azz + bz onde a2 — a3 < 1.

2. Se a # 0, entdo a solugdo de (2.4.6) é

afy) =~ I(jeos(ay)]) e B(2) = - In(cosh(az))

7
onde = {(y,z) e R?% 41& <y< ﬁ} Logo,

o y2 _ <sinh(a2) )2 B (sin(ay) )2

cosh(az) cos(ay)

(2.4.7)
=1 —tan’ay < 0,
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2.4 Gréaficos Minimos do tipo tempo em L3

< sinh(z)
cosh(z)

m
< 1, para todo z € R e |y|> 1 Portanto, o grafico da fun¢ao dada por:
a

fly,z) = —é In(|cos(ay)|) + éln(cosh(az))

é uma superficie minima do tipo tempo.

Figura 2.3: Superficie do tipo Scherk 2.

Exemplo 2.4.7. Vamos considerar superficies do tipo grafico cujas curvas de niveis sdo retas.
Seja a curva de nivel a(t) = (f(y(t), 2(t)),y(t), z(t)) tal que f(y(t),z(t)) = c. Entao,

fyy/ + fzzl =0.

Uma vez que a curva estd contida em um plano paralelo ao plano (y, z), que possui a métrica
Lorentziana dy? — dz?, entao (f,, —f.) é ortogonal & curva, o que implica que &/(t) = (—fs, f,)-
Portanto,

a”(t) = (y//) Z”) - (_fyfzz + fy2f27 _fzfyy + fyzfy)~

Como a curva é uma reta, temos que «’(t) = 0. Logo,

{ _fyfzz + fyzfz =0
_fzfyy + fyzfy =0
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

{ _fgffzz + fyzfzfy =0
_fjfyy =+ fyzfyfz =0.
Portanto,

_fjfzz + 2fyzfzfy - fZnyy =0.

Como estamos procurando graficos minimos, temos que f(y, z) satisfaz a equagao (2.4.5), logo
fzz - fyy = 0. (248)
Temos os seguintes casos:

1. A curva de nivel é uma reta do tipo espago, isto é, f2 — j’y2 > 0, entao a solugdo de (2.4.8) é
z

,z) = Aarctanh
fly.2) (y

)+ B,

onde A, B € R. Portanto o grafico de f : Q — R onde Q = {(y,2) € R%y? — 22 > A%} ¢

uma superficie do tipo tempo que é um pedago do helicéide Lorentziano
o(u,v) = (Av + B,ucosh v, usinhv),
onde u € R tal que |u|> |A|. Veja Figura 2.4(a).
2. A curva de nivel é uma reta do tipo tempo, isto é, fZ — fy2 < 0, entao a solugdo de (2.4.8) é
f(y, z) = Aarctanh (%) + B,
onde A, B € R. Portanto o grafico de f: 2 — R, onde
Q={(y,2) e R* = {(0,0)}; 5" — 2* < 0},
é uma superficie do tipo tempo que é um pedaco do helicéide Lorentziano
o(u,v) = (Av + B, usinh v, ucoshv),

onde u € R. Veja Figura 2.4(b).
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2.4 Gréaficos Minimos do tipo tempo em L3

N
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Figura 2.4: (a) Helicdide Lorentziano 1 e (b) Helicoide Lorentziano 2.

3. A curva de nivel ¢ uma reta do tipo luz, isto é, fZ — f; = 0, entdo a solugao de (2.4.8) é
fly,2) =Ah(y + z) + B,

onde h : I — R é uma funcao de classe C2. Portanto o grafico de f :  — R é uma superficie

do tipo tempo. Como exemplo, podemos escolher h(w) = cosh(w) obtendo

f(y, z) = cosh(y + 2),

que estd definida em todo R?. Portanto o grafico de f é uma superficie minima do tipo

tempo completa.
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2. Subvariedades minimas em variedades Lorentzianas

Figura 2.5: A superficie grafico de f(y, z) = cosh(y + z).

Exemplo 2.4.8. [Catendide Hiperbolico Lorentziano] Vamos considerar agora f(y, z) = h(z*—y?),

onde h : I — R é uma funcao de classe C?. Como

{ fy=—2yh" e f.=2zI (2.4.9)
foy = =20 +49°0",  f.. =20 +42°K" e f,.=—4yzh",
entdo a condigao (2.4.5) se transforma em
zh (z) — 2x(h'(z))® + b/ (z) = 0, (2.4.10)
cuja solugao é )
NG
h(z) = - arcsinh (\[), (2.4.11)

onde ¢ € R é uma constante nao nula. Portanto o grafico de f : Q@ — R, onde Q = {(y,2) €
R%; 22 — 4% > 0} é uma superficie do tipo tempo pois
4
f2- ny - 2(,2 2
44 (22 —y?)
Observe que esta superficie pode ser parametrizada por

2
o(u,v) = (E arcsinh(%),usinhv,ucoshv),

< 1.
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2.4 Gréficos Minimos do tipo tempo em L3

onde {(u,v) € R% u # 0}.

Figura 2.6: Catendide hiperbdlico Lorentziano.

Com estes exemplos, concluimos que o helicéide ndo é a tinica superficie minima regrada do
tipo-tempo em L3. Para concluir esta secdo, vamos fazer algumas observacoes sobre o Teorema de
Bernstein, cuja versao classica de Bernstein estabelece que se f : R> — R é uma funcao diferencidvel
cujo grafico é uma superficie minima, entdo tal grafico é um plano. Este resultado foi estendido
por Ossermann que provou que uma superficie minima completa do tipo espaco em LL? é um plano.
Para graficos minimos completos de tipo-tempo, o resultado nao vale, como mostra o Exemplo 2.5.
Porém T. Weiestein tem provado que um grafico minimo completo do tipo-tempo é conformemente
equivalente ao plano de Lorentz IL2. Este resultado é significativo pois o teorema da uniformizacio
para superficies Riemannianas nao vale para superficies Lorentzianas e, de fato, temos infinitas
classes conformes de superficies Lorentzianas simplesmentes conexas (ver a Observagao 1.6.6 do
Capitulo 1).
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Capitulo 3
A representacao de Weierstrass

A férmula da representacao de Weierstrass é uma ferramenta bésica na teoria classica de su-

perficies minimas em R?. Uma versdo local pode ser dada da seguinte maneira:

Teorema 3.0.1. (Representacdo de Weierstrass). Seja 2 C C um conjunto aberto dotado de
uma coordenada complexa z = u+iv. Seja f : Q — R3 uma imersio minima conforme. Definimos

¢ e T'(f*TM @ C) como o vetor tangente complexo
o _ 101 _ o1y

=35 ou lav

0z 2
Entao, as componentes Euclideanas ¢,, a = 1,2, 3, de ¢ definidas por:
3 0
(b = a;l ¢a87%7
satisfazem as seguintes condigbes:
i) 1612+ ¢a2|*+]¢5]*> 0,

i) ¢1> + do” + ¢>32 =0,

I¢a
0z

Além disso, se 2 é simplesmente conexo, ¢, : Q@ — C,a = 1,2, 3, sdo fungdes satisfazendo as trés

=0.

iii)

condigbes acima e z, € €, entao a aplicacao:
z
f=2Re (/ gbdz) (3.0.1)
Zo
é bem definida e representa uma imersado minima conforme.
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3. A representacao de Weierstrass

Observagao 3.0.2. As formas ¢;dz, i = 1,2, 3, sdo fechadas pois ¢; sdo holomorfas. Portanto,
¢;dz sao exatas se ) for simplesmente conexo, e as integrais em (3.0.1) nao dependem do caminho

da integragdo escolhido.

A condicao i) do Teorema 3.0.1 nos diz que f é uma imersao, i) que f é conforme e iii) que
f é minima. Para mais detalhes veja [4], por exemplo.

A férmula da representacdao de Weierstrass tem uma dupla importancia. Por um lado é uma
grande ferramenta para a producgdo de exemplos, e por outro lado permite o uso da teoria de
fungoes holomorfas para a investigacao de propriedades estruturais de superficies minimas.

Um exemplo tipico de um resultado geral que deriva do Teorema 3.0.1 é o Teorema de Bjorling
que afirma que, dada uma curva real analitica 8 : (0,1) — R3 e um campo de vetores analitico

unitario & ao longo de 3, com (¢, 6) = (, existem € > 0 e uma imersdo minima conforme
f:(0,1) x (—€,¢) = R?

tal que f(¢,0) = B(t) e £ é normal a f ao longo de 5. Além disso, duas tais imersoes coincidem ao

longo da interseccdo de seus dominios.

3.1 Superficies minimas no espaco de Lorentz-Minkowski

Para o caso de imersdes minimas tipo espaco no espaco de Lorentz-Minkowski L2, um teorema
do tipo representagao de Weierstrass foi provado por Kobayashi em [13] e pode ser enunciado da

seguinte maneira:

Teorema 3.1.1. Seja 2 C C um conjunto aberto dotado de uma coordenada complexa z = u—+iv.
Seja f : Q2 — L3 uma imersdo minima conforme do tipo espaco. Entdo as componentes do vetor

tangente complexo
af 3 0
¢ - & - agl ¢a axa7

satisfazem as seguintes condigbes:
i) [61*+|¢2]*—|¢s[*> 0,

ii) P12+ o — 37 =0,

9¢a

oz 0

i)
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3.1 Superficies minimas no espago de Lorentz-Minkowski

Além disso, se ) é simplesmente conexo e ¢, : 2 = C,a = 1,2,3, sdo funcdes satisfazendo as

condigOes acima, entdo a aplicagao:

f=2Re( / ¢pdz)
¢ uma imersdo minima conforme do tipo espaco em L3.

No caso de superficies minimas do tipo tempo em L3 é exigido que pardmetros locais pertencam
a uma estrutura de Lorentz nessas superficies. Essa estrutura é modelada através da algebra dos
ntimeros paracomplexos L = {a + 7b : a,b € R}, onde 72 = 1 (Veja Apéndice A). Novamente,
nés temos um teorema do tipo representagdo de Weierstrass para imersdes do tipo tempo que foi

provado por Konderak em [15] e pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.1.2. Seja Q@ C L um conjunto aberto dotado de uma coordenada paracomplexa
z=u+7v. Seja f : Q — L3 uma imersdo minima conforme do tipo tempo. Entao as componentes
do vetor tangente paracomplexo definidas por:

_of 23: p 0
0z “Ox,’

a=1

¢

satisfazem as seguintes condicoes:
i) |¢1*+]al*~[ 05[> O,

ii) P12+ o — ¢3” =0,
¢

z

i = 0.

Além disso, se 2 é simplesmente conexo e ¢, : 2 — L,a = 1,2,3, sado funcgoes satisfazendo as
condi¢des acima, entdo a aplicacao

f:2Rd/¢M)

¢ uma imersao minima conforme do tipo tempo em IL3.

0
Observagao 3.1.3. No teorema acima as derivadas 8% sdo no sentido de Lorentz. Como no
z
0
caso complexo, a condicao 577& = 0 nos garante que a integral nao depende da escolha do caminho
z

(veja Apéndice A).

Nos teoremas anteriores o fato que a codimensao da imersdo é 1 é irrelevante. A condicao

essencial é que €) seja bidimensional.
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3. A representacao de Weierstrass

3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

No caso de superficies minimas em variedades Riemannianas n-dimensionais uma representagao
de tipo Weierstrass foi obtida por F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu em [18]. A representacao de
Weierstrass para superficies minimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais se encontra em
[16]. Vamos agora generalizar esta tltima para variedades Lorentzianas n-dimensionais.

Seja, entdo, M uma variedade munida de uma métrica Lorentziana g e f : M — M uma
superficie de classe C*° com uma métrica h ndo-degenerada. Temos que a aplicacdo f induz uma
métrica s = f*(g) que geralmente nido tem relagido com h.

Sejam ,V, ,V e ;V as derivadas covariantes com respeito as métricas g, h e s respectivamente.

Definicao 3.2.1. Diremos que f : M? — M é harménica se, e somente se,

w(f) = tra(nVdf) =
O campo 7(f) é dito campo de tensdio de f.

Em termos de coordenadas locais {uy,us} em M e {xy,...,x,} em M podemos escrever

2

ij=1
Portanto,
- 0fs 0fy
— ij re
;{Ahfwuwzlh glg 5 B, auj}a% (3.2.1)

onde (k") é a inversa da matriz (h;;) e A, é o operador de Laplace-Beltrami (2.3.1) para h.
Definicdo 3.2.2. Chamaremos H" = tr, a de vetor curvatura média-h em f.

Proposigao 3.2.3. Uma aplicacio f : (M,h) — (M, g) de classe C* ¢ harmonica se, e somente
se, f: (M, \h) — (M,g) é harmonica para toda fungdo A # 0 em M de classe C™.

Demonstragio. Tomando coordenadas isotérmicas {ui,us} em M, podemos escrever a métrica
h = pdul + epdu, onde p : U — R é uma funcio positiva de classe C® e ¢ = 1, se f ¢ do
tipo-espago (¢ = —1, se f é do tipo-tempo). De (2.3.3) e (3.2.1) temos que o campo de tensdo de
f é dado por

- S5« £ G < B (G o0

a,B=1



3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

Portanto, para a métrica hy = Ah de (3.2.2) resulta que

w15 (SRS (20§ ()2

a=1

0xy
Logo,

Thy (f) = X’rh<f)a

e o resultado segue.

[]
Definigao 3.2.4. Seja f: (M,h) —

(M, g) de classe C*. O par de métricas h = 37 ;_ hijdu;du;
es= Zij:l sijdu;du; em M define as fungoes

hassii + hi1sae — 2hips12 det s
H = H(h, K =K(h,s) = .
(h,s) = 2det h ¢ (h5) = Get
A funcdo H é também conhecida como a funcio energia E de f

1. Se H(h,s) # 0, a métrica T = |H|h é chamada de métrica de energia 1

2. Se K(h,s) # 0, a métrica I = /|K|h é chamada de métrica equiareal

Teorema 3.2.5. Uma aplicagao f
somente se,

(i)

: (M, h) — (M, g) de classe C* com K # 0 é harménica se, e

{ Luz - Mu1 = L(SF%Q) + M(SF%Q - sril) - N(SF%J,
L

3.2.3
(SF%Q) + M(SF%Q - sri2) - N(SP%2>‘ ( )
(i) H" =0,

onde IT = Ldu? + 2M duyduy + N du3.

As equagoes (3.2.3) sao conhecidas com as equagoes de Codazzi-Mainardi e a demonstragao do
Teorema 3.2.5 pode ser encontrada em [20]

Definicao 3.2.6. Seja f: (M, h) — (M, g) de classe C*. Entdo:

1. f é dita uma imersdo isométrica se, e somente se, s = h

2. f é dita uma imersdo conforme se, e somente se, s = Ah, para alguma fungdo A # 0 em M
de classe C*.

o1



3. A representacao de Weierstrass

Defini¢do 3.2.7. Uma aplicacio f : (M,h) — (M, g) de classe C* ¢ dita uma imersio minima
se, e somente se, det s £ 0 e H® = 0.

Lema 3.2.8. Uma imersdo isométrica f : (M, h) — (M, g) de classe C* é harmonica se, e somente

se, ¢ uma imersao minima.
Demonstra¢io. Como f é uma imersao isométrica, temos que s = h. Entéao

o dets=deth # 0,

det s det h

K =G T den 7Y

o as métricas s e h satisfazem as equagdes de Codazzi-Mainardi,
o H'=H".

Logo, pelo Teorema 3.2.5, temos que f é harménica se, e somente se, H" = 0, ou seja, H* = 0.

Portanto pela Definigdo 3.2.7 f é harmonica, se, e somente se, f for minima. O]

Teorema 3.2.9. Uma imersio conforme f : (M,h) — (M,g) de classe C* ¢ harménica se, e

somente se, ¢ uma imersao minima.

Demonstra¢do. Como f é uma imersao conforme temos que s = Ah, para alguma fungao A # 0
em M de classe C*°.

Seja hy = Ah. Assim h; = s e pelo item i) da Defini¢do 3.2.6 temos que f : (M, hy) — (M, g)
¢ uma imersdo isométrica. Portanto, pelo Lema 3.2.8, temos que f : (M,hy) — (M, g) é uma
imersao harmonica se, e somente se, é minima.

Agora pela Proposigao 3.2.3 temos que f : (M, h) (M, g) é harmonica se, e somente se,
f:(M,hy) = (M, g) é harmonica. Portanto f : (M, h)

minima. O

— 9
— (M, g) é harmonica se, e somente se, é
Consideremos o caso de imersoes tipo-espago e tipo-tempo em uma mesma abordagem. Para
isto denotaremos por K o conjunto C ou L e M denotard uma superficie de Riemann (no caso
tipo-espago) ou uma superficie de Lorentz (no caso tipo-tempo).
Seja (M", g) uma variedade Lorentziana n-dimensional e f : M — M" uma aplicacdo suave. A
métrica Lorentziana e a conexao de Levi-Civita de M induzem no fibrado pullback f*(T'M) uma

métrica e uma conexao compativel, a conexao pullback. Considere o fibrado (para)complexificado

E = f*(TM)®K. A métrica g pode ser estendida para E das seguintes maneiras:

o uma forma bilinear (para)complexa (.,.) : E x E — K;
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

« uma métrica (para)Hermitiana ((.,.)) : E x E — K;
Estas duas extensoes sao relacionadas por:
(V.w)) = (v.w).
Sejam (u,v) coordenadas locais em M.
o Se M é uma superficie de Riemann, seja z = u + iv o pardmetro local complexo e defina
21D 0y 0 10 0y
0z ou ov) 0z 2\0u Ov

e Se M é uma superficie de Lorentz, seja z = u+ 7v o parametro local paracomplexo e defina
0 L2, 0y 0 10 D)
0= 2\ou ' ow) 0z 2\ou ow)

oo

como uma se¢do de [E e nds temos as seguintes proprledades:

Podemos olhar

e Se f é uma imersao entao ((¢, ¢)) # 0.

De fato, se f é uma imersao do tipo tempo, sendo que ¢ = (21{ + Tgf) entao
o) = (3G, 753G + 7))
- ) () L))
- 15w 50) ~o(5- )
1 sof of
- 3950 a0)

pois foram escolhidas coordenadas isotérmicas. Analogamente, se f é uma imersao do tipo-

espago temos que ((¢, @)) # 0.

e Se f é uma imersdo entdo, f é conforme se, e somente se, (¢, ¢) = 0.

De fato, se f é uma imersdo do tipo-tempo, temos que

09 = (3o *75) 3(50 *750))

= 2G50 739G 50) i o)+ 3050 50)

=l ) oG 50+ 396 5)
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3. A representacao de Weierstrass

Portanto, (¢, ¢) = 0 se, e somente se,

(Gwon) = #(oron) © 9Gran) -

ou seja se, e somente se, f é conforme. Analogamente, se f é uma imersido do tipo-espago

)

temos que f é conforme se, e somente se, (¢, @) = 0.

Seja f uma imersdo do tipo-espaco (ou tipo-tempo) e z = u + v (ou w + T7v) um parametro

isotérmico local. Entdo a métrica induzida em M é dada por:
ds® = N2 (du® + dv®) = N?|dz|?

e o operador de Laplace-Beltrami em M ¢é definido por

0? 0? o 0
Ay =22 =—+——)=412——.

(8 27 v 2) 0z 0z
Seja {x1,xg,...,x,} um sistema de coordenadas locais em uma vizinhanga U de M" tal que
Un f(M) # 0, entdo em um conjunto aberto Q C M, temos que ¢ = >, (b,-%, onde ¢;
sao fungoes (para)complexas definidas em €. Logo, com respeito a decomposicao local de ¢, 7(f)

pode ser escrito como

: 2 7 8]8
n(f) = C{Afira ZFJ’“@Z aﬁc}axz

i=1

— 4N ;{%¢’+ Z rk¢]¢k}

onde T, sdo os simbolos de Christoffel de M.
Agora pelo Teorema 3.2.9 temos que f é minima se, e somente se, € harmoénica. Da Defini-

¢ao 3.2.1, f é minima se, e somente se, 7(f) = 0, ou seja

3@

- Z [idior=0, i=1,.,n. (3.2.4)
7,k=1

Podemos olhar (3.2.4) como um sistema de primeira ordem de equagoes diferenciais em ¢;, que

pode ser escrito como

3@

+22FkRe G;br) +ZF Jo;?=0, i=1,..,n.

i>k

0
Portanto ii € R. Logo,
0z
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

e Se M é uma superficie de Riemann, temos que

00; _ 1<8R€(¢z‘) _ 8]7”(@)) " i<a]m(¢i) " 3R6(¢i))_

0z 2 ou ov 2 ou ov

o Se M é uma superficie de Lorentz, temos que

0¢i 1<aR€(¢i) _ 8—’m(¢i)> n T<a]m(¢z‘) _ 8R6(¢i)).

0z 2 ou ov 2 ou ov

Assim, obtemos que

oIm(¢;) + ORe(¢:)
ou ov

A equagdo (3.2.5) diz que a 1-forma ¢;dz ndo tem periodos reais, entdo a integral Re fzzo ¢;dz esta

— 0. (3.2.5)

bem-definida. Portanto demonstramos o seguinte

Teorema 3.2.10 (Representacdo de Weierstrass). Seja (M, g) uma variedade Lorentziana e
{z1,...,z,} coordenadas locais. Sejam ¢;, j = 1,...,n, funcdes (para)complexas em um domi-
nio aberto simplesmente conexo €2 C K que sdo solugdes de (3.2.4). Entdo a aplicacdo f: Q — M

com fungodes coordenadas
filu,v) = 2Re(/ gbjdz), j=1,..,n,
20

é bem-definida e define uma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou tipo-espago) se, e somente

se, as seguintes condigoes sdo satisfeitas
n - .
© k=1 9k # 05

© 2ik=19k®i%k = 0.

3.2.1 A Representacao de Weierstrass para o caso de grupos de Lie

Seja G um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica invariante a esquerda Lorentz-
iana e com a conexao de Levi-Civita V. Sejam 2 C K um conjunto aberto e f : 2 — G uma imersao
minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo espago) e {E, Es, ..., E,, } um referencial ortonormal
de campos invariantes a esquerda com Fy, s, ..., F,_1 do tipo-espaco e E,, do tipo-tempo.

Fixado um pardmetro isotérmico z € 2, podemos escrever o campo tangente (para)complexo
g‘i ao longo de f tanto em termos de coordenadas locais {z1, z2,...,2,} em G, como usando os

campos invariantes a esquerda. Portanto, temos que
n 6 n
= Ori o
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3. A representacao de Weierstrass

onde as funcoes ¢; e 1;, com 7, j = 1,...,n, estao relacionadas por

¢)i = ZAZ]¢]7 i= 17...7117 (326)
7j=1
onde A: Q — GL(n,R). Em termos das componentes 1; a equacao (3.2.4) pode ser escrita como
awl 1 n i .
55 + 3 'kzl Ly =0, i=1,.n, (3.2.7)
=

onde os simbolos L, sao definidos por

n [k
Vi Ej=) 2” E,
f=1

comi,j=1,...,n.
Sejam C’Z-’“j as constantes de estrutura da édlgebra de Lie de G, ou seja, [E;, Ej] = >0, C’Z’;Ek

Assim, pelo Teorema de Levi-Civita, temos que

2<inEj’ Ek> = _<[EJ7E/€]7 Ez> - <[Ei7 Ek]7Ej> - <[Ej,EZ'], Ek>
= —Cy{Ei, B) — C (B, E;) + CH(Ey, Ey).

Como
Lk,
<VEiEj? Ek> = 2] <Ek7 Ek>7
entao,
LEAEy, Ey)® = —Cl(E;, Ei)(Ey, Ei) — ChE;, B)){(Ey, Ey) + CE( By, Ex)*.
Portanto,

L = Cf; = Cireier — Chejex, (3.2.8)

onde ¢; = (E;, E;), com i = 1,...,n. Assim o Teorema 3.2.10 pode ser escrito no caso de um grupo

de Lie n-dimensional da seguinte maneira:

Teorema 3.2.11. Seja G um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica Lorentziana
invariante a esquerda e {Ej, ..., E,,} campos ortonormais invariantes a esquerda. Seja f : Q — G
uma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo-espago), onde 2 C K é um conjunto

aberto. Defina o vetor tangente (para)complexo ¢ € I'( f*T'G ® K) por

_of

#2) = 5
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3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

Entao, as componentes ¥;, ¢ = 1,...,n, de ¢ definidas por

¢(Z) - Zleza
i=1
satisfazem as seguintes condigoes:
L P+ A [ [P =[9n]*# O,

o2 P o P — P2 =0,

i
0z

iii.

1 - .
ts > L =0, i=1.n.
]7k:1

Respectivamente, se ) é um conjunto simplesmente conexo e v¢; : 2 = K, com i = 1,...,n,

satisfazem as condigoes acima, entdo a aplicagdo f :  — G definida por

fi = QRG(/ZA1]¢]dZ)7 i= 1,...,11, (329)
j=1
é uma imersao minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo-espago).

As equagoes do item iii. do Teorema 3.2.11 tém a vantagem de serem equagdes com coeficientes
constantes, mas o uso da férmula (3.2.9) tem problemas pois as funcoes A;; devem ser calculadas
ao longo das solugbes. Porém, em muitos casos, podemos usar argumentos ad hoc para superar o

problema. Vamos dar alguns exemplos a seguir:

Exemplo 3.2.12 (O grupo produto H? x R.). Consideraremos o modelo do semi-plano superior
para o plano hiperbélico dado por H? = {(x,25) € R? : 25 > 0} e seja z3 o pardmetro natural
em R. O espaco H? x R é um grupo de Lie Lorentziano com a estrutura de produto e munido da
métrica invariante a esquerda Lorentziana dada por:
1
g= ?(dﬁ + da3) — dr3.
2

Com respeito a métrica g, uma base ortonormal de campos vetores invariantes a esquerda é dada

por:
0 3} 0
Bi=wer, Ey=as— e Ey= —.
1 m23x1’ 2 x28x2 € i3 Oz
Assim a matriz definida em (3.2.6) é dada por
To 0 0
d(Lg)h = O i) 0
0 0 1
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3. A representacao de Weierstrass

Logo, temos que

o2(u,v) = xotha(u, v), (3.2.10)

&
=
=
I
<
w
=
=

e, também,

Fi(u,v) = 2 Re( / Folw, 0)1 (u, v) d2),
fo(u,v) = exp(2 Re/z/JQ dz),
fa(u,v) = 2Re(/ ws(u,v) dz).

Da segunda equacao em (3.2.10) temos que fo = exp (2Re([ ¥9dz)). Além disso, as tinicas cons-
tantes de estruturas da dlgebra de Lie ndao nulas sdo C}, = —1 e C}, = 1. Logo L, = —2e L3, =2

e os outros Lf; sdo nulos. Assim o item iii) do Teorema 3.2.11 fica

iy

25 — h1ihy = 0,

9 _

awf + 1y = 0,
z

ovs

9z Y

oy

o _
Observe que se ¥y é L-diferenciavel, ou seja, 81#_2 = 0 entdo Y19, = 0 e ¢1? = 0. No¢s
z z

podemos considerar, por exemplo, que 1, = 0, ou seja, o plano x; = cte.
Exemplo 3.2.13 (O grupo de Heisenberg Hj). O grupo de Heisenberg Hjz é um grupo de Lie
nilpotente de grau 2 representado por

1 =z z+%xy
HgZ{ 01 Y ,x,y,zeR}.
00 1

A Algebra de Lie h3 de Hj é representada pelas matrizes da forma

T z
{ 0 0 y ,x,y,zeR}.
0 0



3.2 Superficies Minimas em Variedades Lorentzianas

O grupo de Heisenberg é isomorfo a R? com o produto

1
(21,91, 21) * (T2, Y2, 22) = (T1 + T, Y1 + Yo, 21 + 22 + §($1y2 — Y1T2)),
onde esse isomorfismo é dado por . Considere a métrica Lorentziana invariante a esquerda dada

por

1 1 2
_ 2 2 _ (= =
g=dz" +dy (dex Q:Edy—l—dz) .
Entao, uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda ¢ dada por

o yo 0 a:ﬁ 0

El(magﬁz):%_i@v E2(x7yvz):87y+§az € E3(I,y,2):7

0z’
com {F1, Es} tipo-espaco e Ej tipo-tempo. Logo,

1 0
A=| 0 1 ,

_y =z

2 2
assim

¢1(u7 ’U) = ¢1(U»U),

(bg(u,’l)) = %(U:U)a

) fi
¢3(u,v) = —5% + 51#2 + 3.

Logo,

I3 :2Re(/w1 dz),
f :2Re(/1/)2dz),
fz3= 2R€/ ( — J;QM + J;lwz —Hbg)dz.

Além disso os tinicos ij nao nulos sao

: 1 . 1
L?QIL%3:L§1:§ e ’LglzLézzL%3:—§.
Logo o item iii) do Teorema 3.2.11 se torna:
oy -
82 e(’(/]?),l/}Q) 5
0 _
V2 | Re(iin) = 0
oYs 1 - -~
—— — (¥ — ~0.
65 2(7/}171)2 w1w2)

59
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Exemplo 3.2.14 (O espago de De Sitter S). O espago De Sitter S? pode ser modelado com o
semi-espaco,
R? = {(21, 29, 23) € R® : 23 >0}

munido da métrica Lorentziana invariante & esquerda dada por
1 2 2 2
g= ?(dxl + dz; — dx3).
3

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é dada por

0 0 0
1 1’3(%17 2 = T3 Oy e 3 = I3 Y
com {E1, Es} do tipo-espago e E3 do tipo-tempo. Logo, sendo
T3 0 0
A= 0 XT3 0 5
0 0 I3
assim
¢1(u7 U) = 1;37!)1(“7 v),
P2(u,v) = w399(u, v), (3.2.11)
¢3(u7 U) = $3¢3(u7 U)'

Da terceira equagdo em (3.2.11) temos que f3 = exp (2Re([ 13dz)). Logo,

fi = 2Re( [ fuvndz),
fo= QRG(/ [3thadz),
f3 =exp(2 Re/i/)gdz).

Observe que os tUnicos ij nio nulos sdo L}, = L2, = L3, = L3, = —1. Logo o item iii) do
Teorema 3.2.11 se torna: o0
. -
=1 -0
7 7/’1¢3 )
0 _
Ve s =0,
z
oY - ~
87; — (191 + harp2) = 0.

Alguns exemplos explicitos de superficies minimas nos espagos acima considerados podem ser

encontrados em [16] e [18].
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Os espacgos acima considerados sdo importantes pois fazem partes das oito “geometrias 3-
dimensionais” considerada por W.P. Thurston (veja [24] e [25]). Estas “geometrias” sdo espagos

homogéneos simplesmente conexos, com quocientes compactos, e sao

S}, R, HP, Hs;, H2xR, S2xR, SI2,R) e Sol(3),

e~

onde SI(2,R) é o revestimento universal do grupo especial linear SI(2,R) e Sol(3) é um grupo
soltivel 3-dimensional.
A resposta positiva dada por G. Perelman a conjectura da geometrizacdo garante que toda

variedade Riemanniana 3-dimensional é obtida “colando pedagos” isomorfos a tais geometrias.
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Capitulo 4

Representacao de Weierstrass para

espacos de Damek-Ricci

Os espagos de Damek-Ricci sdo grupos de Lie conexos e simplesmente conexos, onde a al-
gebra de Lie é soma semi-direta da algebra generalizada de Heisenberg com um espago vetorial
unidimensional, dotado de uma métrica invariante a esquerda. Além disso, estes espagos podem
ser vistos como produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg com um grupo de Lie
unidimensional.

Consideraremos espagos de Damek-Ricci Lorentzianos de dois tipos:

o produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg com um grupo de Lie Lorentziano

unidimensional,

o produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg Lorentziano com um grupo de Lie

Riemanniano unidimensional.

Neste capitulo consideraremos, iremos desenvolver a férmula da representacao de Weierstrass
para os espacgos de Damek-Ricci Lorentianos 4-dimensionais mencionados acima e faremos alguns

exemplos.

4.1 O caso Riemanniano

Nesta se¢do, seguiremos [5].
Sejam by, e z, espagos vetoriais reais com produto interno, de dimensao m e n respectivamente,

e B :b, xb, = 2, uma aplicacio bilinear anti-simétrica.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Consideremos a soma-direta b, , = b, ® z, com o produto interno (-, -) tal que b, e z, sdo

hm«HL
perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-algebra J : z, — End(b,,), onde J(Z) = Jgz,

por
(J2U Vg = (BUV), Z)gins (4.1.1)
para todo U,V € b,, e Z € z,.
Proposicao 4.1.1. Sejam U + X,V +Y € b,,.,. Defina
U+ X,V+Y]=p(U,YV). (4.1.2)
Entéo [+, ] é um colchete de Lie em b,,1,, € consequentemente, b,,, é uma &lgebra de Lie.
Demonstragio. Como [ é bilinear e anti-simétrica temos que [-,:] é também bilinear e anti-
simétrica, assim basta mostrar a identidade de Jacobi. Como
U+X,[V+Y,W 2] = [U+X,B(V.IV)
= [U+X,0+p5(V,W)]
= BU,0)=0=0+0
= B0, W)+ B(V,0)
= [BUV),W+Z]+[V+Y,5UW)
= [[U+X,V+Y|,W+Z]|+[V+Y,[U+ X, W+ Z]]
temos o desejado. ]

Definicao 4.1.2. A élgebra de Lie h,,., ¢é dita dlgebra generalizada de Heisenberyg se

J% - _<Z7 Z)hm+nidbm7

para todo Z € z,. Além disso, como b,,, é uma algebra de Lie real de dimensao finita, existe um
grupo de Lie associado simplesmente conexo que denotamos por H,,,,, dotado de uma métrica

Riemanniana invariante a esquerda g, que é chamado de grupo generalizado de Heisenberg.

Considere a soma direta ;1011 = hman @ a, onde a é um espago vetorial unidimensional. Um
vetor em §,, ,+1 ¢ escrito de uma tnica maneira como U + X + sA, onde U € b,,,X € z,, s€E R e

A um vetor unitario em a.
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Proposicao 4.1.3. Sejam U + X +7A,V +Y + sA € 5,,,,.1. Defina

U+ X+rA VY +sA)=U+X,V+Y)y . +rs (4.1.3)

¢ 1 1
U+ X+rAV4+Y +sAl=[U V], + §TV — §sU +7rY —sX. (4.1.4)
Entao (-, -) é¢ uma métrica Riemanniana e [-, -] ¢ um colchete de Lie em 8,11 €, consequentemente,

Smant1 ¢ uma algebra de Lie com métrica Riemanniana.

Demonstragio. Primeiramente, vamos provar que (4.1.3) é uma métrica Riemanniana. Como
(*s*)bmsn € bilinear temos que (4.1.3) é bilinear. Basta mostrar que (4.1.3) é nao-degenerado e tem

indice zero.

o Suponhamos que (U + X + 1A,V 4+Y + sA) =0, para todo V+Y + sA € 6,,,,.1. Entéo,

em particular temos
U+X+rAV+Y)=0 ¢ (U+X+rAA) =0,
para todo V +Y € b, . Logo,

U+ X,V+Y) =0 e r=0.

hm-{—n

Como (-, )p,,..,, ¢ nao degenerada temos que U + X = 0. Portanto (4.1.3) é nao-degenerada.

o Sejam {Uy,...,Un} e {X1,..., X,,} bases ortonormais de b,, e z,, respectivamente. Entao

{U1,...;Up, X1, ..., X;n, A} é uma base ortonormal para §,,4,+1. Temos que
(U, Ui) = (Ui, Uiy, ..
(X, X;) = (X5, X;)

(A A) = 1.

:]_7

-1 (4.1.5)

hm+n )

Logo, (4.1.3) tem indice zero.

Vamos mostrar agora que (4.1.4) é um colchete de Lie. Uma vez que [-, -] é bilinear, temos que

bm+n

(4.1.4) é bilinear. Além disso, [U+X+rA, U+X +7rA] = 0 que implica que (4.1.4) é anti-simétrica.

Entéo basta mostrar que (4.1.4) satisfaz a identidade de Jacobi. Temos que

[ = [U+X+7A[V+Y +sAW + Z +tA]]
1 1
= [U+X+71A [V, W] +§SW—§tV+sZ—tY]

I'J'rr7,+'n
1 1 r /1 1
S AN T Ve R f(fsw - ftV> Y 1(sZ = tY) + [V, W]y,
2 2 m-+n 2 2 2 m n
¢ 1 1
- %[u Wlha = 510 VI, 471V Wy, + W = 20V + 152 = rtY.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Analogamente, temos que

II = [[U4+X+7rAV+Y +sA|, W+ Z +tA]
= SViWlhe = 510 Wl = U Vg, + istU = irtV +isX —rtY
e
III = [V4+Y +sA U+ X +rAW+Z+tA]
= g[‘/v Wit pin — %[V, Ulbpin + SIUWlp,v + ier - istU +srZ — stX.
Observe que I = II + I11. Portanto (4.1.4) satisfaz a identidade de Jacobi. O

Definicao 4.1.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a $,, 1,41 dotado com métrica

Riemanniana induzida invariante a esquerda é dito FEspaco de Damek-Ricci e é denotado por

Sm+n+1 .

Proposig¢do 4.1.5. A conexéo de Levi-Civita V de S,, 1,41 é dada por
1
vV+Y+sA(U + X+ T’A) = _i{JYU + JxV +rV + [U, V] +2rY — <U, V>A - 2<X, Y>A} (416)
Demonstragio. Usando a equacao (4.1.4), resulta que

I = (U+X+1AW+Z+tA,V+Y +sA)

1 1

— ([U, W}H,,ﬁn + §TW — §tU +rZ —tX,V+Y + sA)
1 1

= ([U,Wlg,,,, + oW =St +1Z =X,V + Y).

Como b,, e z, sdo ortogonais temos que
I = (UW]Y)+ (%rW, vy — (%tU, VY4 (rZ,Y) — (EX, V).
Usando (4.1.1) e (4.1.2), obtemos:
I = (WUW)+ {5V, W) = SHUV) + (Y, 2) ~ 1(X,Y)
= (NUWH+Z)+ (%TV, W+ Z)— %t(U, Vy+ (Y, W+ Z) —t(X,Y)
= (yU+ %TV +rY, W+ 72) — [%t(U, V) + (X, Y)].
Portanto, de (4.1.3), temos que

1 1
= (KU + 5V 1Y = (UV)A = (XY)AW + Z +14). (4.1.7)
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4.1 O caso Riemanniano

Analogamente, obtemos que

1 1
11 = (JxV + 55U + X = J(UVIA = (X, Y) AW + Z + t4) (4.1.8)

111 = (U, V]x

m4+n

1 1
+§TV—§SU+7'Y—3X,W+Z+75A>~ (4.1.9)

Somando (4.1.7), (4.1.8) e (4.1.9) resulta que

I+ 11+ 111 =(JyU+ JxV+rV+[UV]|+2rY —(UV)A-2(X, YA W + Z + tA)
Logo do Teorema de Levi-Civita temos que

V = (Vvpyviaa(U+ X +7A), W+ Z +tA)
= %{—[ —II -1}

1
= —§{<JYU + JIxV +rV + U V]+2rY — (U VYA - 2(X,Y)A W + Z + tA)}.
Portanto vale (4.1.6). O
O grupo de Lie S;,1,41 € 0 produto semi-direto H,, ., X R, onde

s — F

é definida por
Fy(expy,, .V +Y)) = emphm+n(egv +e’Y),

sendo expy,,., a exponencial de Lie de H,,4,.

4.1.1 O grupo S,

Sejam S, o espago de Damek-Ricci 4-dimensional e {z,y, z,t} coordenadas globais. A métrica

Riemanniana invariante a esquerda g em S, é dada por:
c c
g=cetda® + e tdy? + e H(dz + iydx - §szy)2 + dt?,

onde ¢ € R. A algebra de Lie s4 de S; tem a base ortonormal

0 cx o . 0 0
- + —
oy 2 0z 0z ot

61:6%(*—**), 62:"3%(
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

Calculando os colchetes de Lie obtemos que

1
[61’ 62] = C€sz, [617 63] = 07 [617 64] = _561)
1
[62763] = 07 [62764] = _5627 [637 64] = —€s3.

Escrevendo ey = U, e; =V, e3 = X e e, = A e usando a equagao da conexao (4.1.6) obtemos

que:
¢ Veer = Vol = HUU)A = Seu,
1 1 c
o Ve =VyV =—3[V,U] = —5[62761} = 58

o Vee3=VyX = —%JXU = —geQ. De fato,

<JXU7 U) = <5(U, U)7X> = <[U7 U],X> =0

(JxU,V) = (B(U,V), X) =([U, V], X) = (ces, e3) = c.

. V@eg = V\/V = %a/, V)A = —<€4,
o Vee3=VyX = —%JXV = 5e1. De fato,

(JxV,U) = (B(V,U), X) = ([V, U], X) = (—ces, e5) = —c

<‘]XV7 V> = <5(V>V)7X> = <[V>V]7X> =0.

Logo, JxV = —ce;.

1 1
° V62€4 = VVA = —§V = —562,
1 c
o Ve361 = VXU = —§JxU = —562,
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4.1 O caso Riemanniano

-mﬁfﬂuvz—ékvz%b
. Vees=VX = (X, X)A= ey,
o Vees=VxA=—-X=—e3,

. Vee1=VaU =0,

. Vees=Va4V =0,

o Ve,e3=V, X =0,

. V6464 == VAA =0.

Por outro lado, temos que

Logo,

L, =1, L3=¢ I’=—c L,=-1 13 =—c Li =1,
{ 11 12 13 14 21 22 (4'1.10)

L;L’» =G L§4 =—1, Lgl = —¢ LéQ =G L§3 =2, L§4 = —2.

e 0s outros ij sao nulos.

0
Seja ¢ = 8f Podemos escrever o campo tangente ¢ tanto em termos de coordenadas locais
z

T1,Ts € T3, como usando os campos invariantes a esquerda. Portanto,

4 o 4
o= bip— = Viei,

onde as fungoes ¢; e 1; sao fungdes complexas.
Existe uma matriz invertivel A = (A4;;), com A;; : f(Q)NU — R, onde Q é um dominio

simplesmente conexo em K = C tal que

4
(z)i - ZA1]¢]7 1 - 172,3,4.
j=1

Logo,
es 0 00
A 0 e 0 0
—fezy Sezzx e 0
0 0 0 1
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

E conhecido que ¢ é holomorfa se, somente, se V o ¢ = 0, isto é,
oz

aw Lo Z Ligap; =0, k=1234. (4.1.11)

’L]l

Lema 4.1.6. O sistema (4.1.11) é equivalente a:

a(;il - %1/;11/14 + cRe(1ha1p3) = 0
38770_2 - 1&21#4 - CR@(ZEH/)?)) =0
z (4.1.12)
Ot
5 Usths + Wll% Uathy) =0
85/;4 + 5(1/;11/11 + thathy) + gths = 0.
Demonstragio. Usando (4.1.9) e (4.1.11) temos que
0 1
O M+ S + ) =
5981/12 - 1%M - *(%1/13 +1hgthy) =0
¢3 — gths + (¢11/12 — i) =
aaw—[l (¢1¢1 + thathy) + st = 0,
que é equivalente ao sistema desejado. Ol

Logo temos o resultado:

Teorema 4.1.7. Seja ) C C um conjunto aberto dotado de uma coordenada complexa z = u+iwv.

Seja f : @ — S4 uma imersao minima conforme. Entao as componentes do vetor tangente complexo

of =
¢ = 92 ;M’eu
satisfazem o sistema (4.1.12) e as seguintes condigoes
i [Pl s 0,
i 0?4 o+ 1s” +1hs” = 0,
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4.1 O caso Riemanniano

Respectivamente, se ) é simplesmente conexo e ¢; : Q2 — C,i = 1,2, 3,4, sdo fungoes satisfazendo

as condi¢Oes acima, entdo a aplicacao f : Q2 — S, definida por
4
ﬁ:ﬂM/Z&MM)i:m&£
j=1

é uma imersao minima conforme em Sy.

4.1.2 Exemplos
Vamos fazer alguns exemplos de imersGes minimas conformes em Sy.

Exemplo 4.1.8. Considere as fun¢oes complexas
i 1
Yr=—, ta=13=0 e ty=—
u u
em 2 = {u+iv € C;u > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do

Teorema 4.1.7 sao satisfeitos, isto é,

L1901 + Yoty + h3ths + athy = % + % # 0,

1 1
ii. ¢12+¢22+w32+w42 = —724’72 = 0.
u? o ou
Além disso,
o i 1 - -
5z Y 57/117/}4 — cRe(Ya1)3),
0 1- =
8¢22 =0= 5%1/14 + cRe(Y1¢)3),
0 - c, - T
aw; =0=130s — 5(%% — Pathn),
0 1 1, - ~ -
(,;b; = oa = —5(11)1%1)1 + Pathy) — Y313,
uma vez que ¥y = 3 = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7, temos que f : Q — S, dada por:
fi = _M’
Uo
f2 = ]{;7
f, = Falv—w)
Ug
h:2m<ﬁ>,
Ug

é uma imersao minima conforme em Sy, com zy = ug + ivg € ).
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Exemplo 4.1.9. Analogamente ao Exemplo 4.1.8 temos que as fungbes complexas

U= =0, =" !

€ ¢4 = —
satisfazem as condigoes do Teorema 4.1.7. Logo, f : 2 — S, dada por

IS

u

fi =k,

fo— _2(111;) 1}0),
Iy = _k:l(vu; vo)’
Ji=2In (50)7

¢ uma imersao minima conforme em S;, com zy = ug + ivg € €.

Exemplo 4.1.10. Sejam as fungdes complexas
1 —1
Yr=—, ta=13=0 e Py=—,
v v
definidas em Q = {u + v € C;v > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens

1 e i1 do Teorema 4.1.7 sdo satisfeitos, isto é,

_ _ _ - 1 1
L 191 + athe + s3ths + Yupy = 22 + 22 # 0,
. 2 2 2 2 1 1
i 1"+ + 3" 4+ Yy :ﬁ_ﬁzo'
Além disso,
oy —i 1 - -
9z o2 §¢1¢4 — cRe(¥a13),
0 1- —
81/;2 =0= §¢2¢4 + cRe(Y1¢)3),
O _ _ _
s 0=t — Sty — Pt
0 -1 1 - ~ -
(,;b; =5 = *5(%% + arha) — Ysibs,
uma vez que ¥y = 3 = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : Q) — Sy, dada por
I = 2(u — uo)7
Vo
f? = k?
f3 = _kl(u — UO)7
Vo
f4 =2In (E)a
Vo
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4.1 O caso Riemanniano

¢ uma imersao minima conforme em Sy, com zy = ug + vy € €.

Exemplo 4.1.11. Tome as funcdes complexas
i
V2u'

em 2 = {u+iv € C;u > 0} dominio simplesmente conexo. Note que os itens i e ii do teorema

1
Y3 =0 e tPy=—,
u

Y1 =Py =

sao satisfeitos, isto é,

1. @/le_l + 1#21;2 + ¢3¢_3 + ¢4¢_4 = % + % ?é 07

. 1 1
1?4 o 4 1hs” +4® = 2T =0,

Além disso,

0 i 1- =
= 5z = 5V — cRe(tat),
0 i 1- -
8¢22 = NI = 5%% + cRe(Y1¢)3),
O _ c - _
8 — 0= g — St — Pt
0 1 1, - ~ -
524 = Tou2 = —§(¢1¢1 + othy) — P31,
uma vez que 3 = 0 e 110, — 1hoth; = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : Q — Sy, dada
por:
 2(v— )
fl - o ’
_ 2(v—o)
f2 - o ’
f3 = k?
f4 =2In <£)7
Ug

é uma imersao minima conforme em Sy, com zy = ug + vy € ).

Exemplo 4.1.12. Considere as fun¢des complexas
i 1

Y1 =1y =0, 1/13:2*; e Yy =

u

no dominio simplesmente conexo Q@ = {u + iv € C;u,v > 0}. Note que os items ¢ e ii do

Teorema 4.1.7 sao satisfeitos, isto é,

73



4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

L1 + athy + sty + Yathy = ﬁ + 1 # 0,

4u?
i o s+ = — s+ e = 0
- ¥l 2 3 YT a2
Além disso,
a;;l —0= %1/;11#4 — cRe(a1)s),
8(;? =0= %Qﬂ_2¢4 + CR€(w_1w3)a
) - - ;
a“’;’ — o = Ut — (it — ),
) R P ;
5@4 = — 15 = 5 (Dt Uan) — s,

uma vez que ¥; = Yo = 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : Q) — Sy, dada por

fl = klv

f2 — k27

f3 = _(/U_’UO)v
Up
u

f4 =In (U())’

é uma imersao minima conforme em Sy, com zy = ug + vy € ).

4.2 Primeiro caso Lorentziano

Sejam b, e z, espagos vetoriais reais com produto interno de dimensdo m e n respectivamente
e f: by X by, — z, uma aplicagio bilinear anti-simétrica.

Consideremos a soma-direta b1, = b, @ 2, com o produto interno Riemanniano (-, -) tal

hm+n

que by, e z, sdao perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-dlgebra J : z, — End(b,,),
onde J(Z) = Jz, por

<‘]ZU7 V>hm+n = </B(U, V)a Z>hm+n7 (4'2'1)
para todo U,V € b,, e Z € z,.
Proposicao 4.2.1. Sejam U + X,V +Y € b,;,4,,. Defina
U+ X,V+Y]=p5UV). (4.2.2)

Entéao [-, -] é um colchete de Lie em b, , e, consequentemente,h,, ., é uma algebra de Lie.
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Demonstragio. Como [ é bilinear e anti-simétrica, temos que [-,-] é também bilinear e anti-

simétrica. Assim basta mostrar a identidade de Jacobi. De fato,

U+X,[V+Y,W+2Z]] = [U+X BV, W)

= [U+X,04+5(V,W)]

= BU,00)=0=0+0

= B0,W)+B(V,0)

= BUOV) W+ Z]|+[V+Y,5U W)

= [U+X,V+Y,W+Z]|+[V+Y,[U+X, W+ Z]).

Portanto temos o desejado. ]

Definicao 4.2.2. A élgebra de Lie h,,.,, é dita dlgebra generalizada de Heisenberyg se

J% - _<Z7 Z)hm,+nidbm7

para todo Z € z,. Além disso, como b,,, é uma algebra de Lie real de dimensao finita existe um
grupo de Lie associado simplesmente conexo, que denotamos por H,,.,, dotado de uma métrica

Riemanniana invariante a esquerda g, que é chamado de grupo generalizado de Heisenberg.

Seja a soma direta $,,1n11 = Bimin @ @, onde a é um espago vetorial unidimensional. Um vetor
em S, 1,41 ¢ escrito de uma tinica maneira como U + X + sA, onde U € b,,,,X € z,, s € Re A um

vetor unitario em a.

Proposigao 4.2.3. Sejam U+ X +7A,V +Y + sA € 5,,,,.1. Definimos

U4+X4+1AV+Y +sA)=U+X,V+Y)y, . —rs (4.2.3)
e
1 1
U+ X+rAV4+Y +sA=[U V], + 57“\/ - §5U +rY —sX. (4.2.4)
Entéo (-, -) é uma métrica Lorentziana e [-, -] é um colchete de Lie em 8,141 €, consequentemente,

Smin+1 € uma algebra de Lie com métrica Lorentziana.

Demonstragio. Vamos provar que (4.2.3) é uma métrica Lorentziana. Como (-, )y, ., ¢ bilinear

temos que (4.2.3) ¢ bilinear. Basta mostrar que (4.2.3) é nado-degenerado e tem indice 1.
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

« Suponhamos que (U + X + 1A,V +Y + sA) =0, para todo V +Y + sA € 86,,,,4+1. Entao,
em particular
U+X+rAV+Y)=0 ¢ (U+X+rAA)=0,

para todo V +Y € b,,1. Logo,

U+ X,V+Y) =0 e r=0

bm+n

Como (-, *)p,.,, ¢ nao degenerada, temos que U + X = 0. Portanto (4.2.3) ¢ nao-degenerada.

o Sejam {Uy,...,U,} e {Xi,..., X, } bases ortonormais de b,, e z,, respectivamente. Entao

{U1,...; Upn, X1, ..., Xpn, A} é uma base ortonormal para $,,,,+1. Temos que

<Ui7 Ul> = <Uiﬂ Ui)hm+n =1,
(X5, X5) = (X5, Xi)pen = 1, (4.2.5)
(A A) = -1
Logo, (4.2.3) tem indice 1.
A prova de (4.2.4) é andloga ao caso Riemanniano. O

Definigao 4.2.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a §,,.,.1 dotado da métrica

Lorentziana induzida invariante a esquerda é dito Espaco de Damek-Ricci Lorentziano e é denotado

1
por S, 4o

Proposicao 4.2.5. A conexao de Levi-Civita V de S} .., é dada por

1
VvivisaU+ X +rA) = —§{JyU + JIxV+rV+[UV]+2rY + (U, V)A+2(X,Y)A}. (4.2.6)

Demonstragio. Usando a equacao (4.2.4), resulta que

I = (U+X+1AW+Z+tA,V+Y +sA)

1 1

= (U Wlpyo, + 51W = S 472 —1X,V +Y +54)
1 1

= <{U7W}hm+n+§TW—§tU+TZ—tX,V+Y>

Como b,, e z, sdo ortogonais temos que

[ = (UWLY)+ <%7~W, vy - étu V4 (rZ,Y) — (X, V).
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Usando (4.2.1) e (4.2.2) segue que
[ = (WUW)+ érv, WY — %t(U, V)4 (Y, Z) — H(X, V)
= (HUW+2Z)+ <%H/,W+ AR %t(U, V)y+ (Y, W+ 2Z) —t{(X,Y)
— WU+ %rv YW+ Z) — [%t(U, V) 4 HX, V)]
Portanto, de (4.2.3), temos que
I=(JU+ %rv +7rY + %(U, VYA + (X, VYA W + Z + tA). (4.2.7)
Analogamente, obtemos que

1 1
IT = (JxV + §sU +sX + 5<U, YA+ (X, VYA W + Z +tA) (4.2.8)

11 = ([U,V]

h'm+n

-l—%rV—%sU—FrY—sX,W—i—Z—i—tA). (4.2.9)
Somando (4.2.7), (4.2.8) e (4.2.9) temos que

IT+I11+111 =(JyU+JxV+rV+[UV]+2rY + (U V)A+2(X,Y)A W + Z + tA).
Logo do Teorema de Levi-Civita resulta que

V = (Vvpvsaa(U+ X +7A), W+ Z +tA)

1
= J{-I-11-111}

1
= —§{<JYU +JIxV +rV + U V]+2rY + (U VYA+2(X,Y)A W + Z +tA)}
Portanto vale (4.2.6). O
O grupo de Lie S}, +n+1 € 0 produto semi-direto H,,4,, X p R, com

s +— F

definida por
Fy(expy,, . (V+Y)) = eazphm+n(e%V +e%Y),

onde expy, .. ¢ a exponencial de Lie de H,, .
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4. Representacao de Weierstrass para espagos de Damek-Ricci

4.2.1 O grupo S}

Sejam S} o espago de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano e {x, vy, z,t} coordenadas globais.

A métrica Lorentziana invariante & esquerda g em S} é dada por
c c
g=etde® +e7tdy? + e *(dz + §ydx — il‘dy)Z — dt?,

onde ¢ € R. A dlgebra de Lie s} de S} tem a base ortonormal

0 ¢y 0

2 _wo 0 cx o ;0 0
or 2 0z

@+282

IS

e =e ), 62:6%(

onde ey, eq, e3 sA0 tipo-espagos e ey tipo-tempo. Calculando os colchetes de Lie obtemos que

1
[61’ 62] = €3, [617 63] = 07 [617 64] - _5617
1
[62’63] = O’ [62764] = _5627 [63a 64] = —€3.

Escrevendo e; = U, e3 =V, e3 = X e e, = A e usando a equagao da conexao (4.2.6) obtemos que:

1 1
* v6161 = VUU = *§<U, U>A = *564,

1 1 c
* Veea =VyV = _5[‘/’ U] = _5[62761] = 563,

1
o Vees=VyX = _§JXU = —gez. De fato,

(IxU,U) = (B0, V), X) = ([U,U], X) = 0

<JXU7 V> = <5(U7 V)>X> = <{U7 V]7X> = <C€3,63> =cC.

Logo, JxU = ces.

1 1

¢ v6164 =VyA = _iU = —5617
1 1 c

* Veer =VvlU = _i[U» V)= —5[61,62] = 5%
1 1

* Ve, =VyV = —§<V7 V)A = —5e
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1
Vees =VyX = —§JXV = %el. De fato,

(JxV,U) = (B(V,U), X) = ([V,U], X) = (—ces, e5) = —c

(IxV,V) = (B(V,V), X) = ([V, V], X) = 0.

Logo, JxU = —ce;.

1 1
Ve,e4=VyA= —§V = —562,
Voo = Vall = — g = — Sy
2 2
Veer = ViV = —%JXV - gel,

Vees =VxX = —(X, X)A = —ey,
Vees =VxA=—-X = —es,

Vee1 =VaU =0,

Ve,e2 =VaAV =0,

Vees =VaX =0,

Ve4e4 = VAA = 0.

Por outro lado, temos que

Logo,

e os outros Lj; sdo nulos. Seja ¢ =

{Lzﬁ =-1, L?2 =G L%3 = —¢ L14 =—1, L§1 = —¢ LgQ

(4.2.10)

Ly,=c¢, Ly =-1, L3 =—c, Ly=c, Li,z=-2 L3 =-2

of
0z

. Podemos escrever o campo tangente ¢ tanto em termos

de coordenadas locais x1, x5 € £3 como usando os campos invariantes & esquerda. Portanto, temos

que

4 o 4
O=) bimg— =) e,
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onde as fungoes ¢; e 1; sdo fungdes (para)complexas. Existe uma matriz invertivel A =

(A;j), com

A f()NU — R, onde Q é dominio simplesmente conexo em K(dado por L ou C) tal que

4
=Y Ay, 1=1234.

=1
Logo,

ez 0 00

a | © 62 0 0

—Sezy Sexx e 0

0 0 0 1

Portanto, f é minima se, e somente, se vale (3.2.7), ou seja,

0z

,j=1

Lema 4.2.6. O sistema (4.2.11) é equivalente a

a(,;él - %&ﬂm + CRG(&Q%) =0
081/;2 - 1152% — cRe({11)3) = 0

0

(;ig — P3thy + = (¢11/12 Yotfy) =0
8524 - 5(1511#1 + 1/12%) - 1/;3¢3 =0.

Demonstragio. Usando (4.2.10) e (4.2.11) temos que

aaw_l ;¢1¢4 + = (1/12¢3 + ¢3¢2)

0Py 1

5 *%M - *(%1/13 + 3ty) =0
% — 3y + = (¢1¢2 — ¢2¢1)

aawf — *(1#1% + Z/J21/12) 1/131/13 =0,

que é equivalente ao sistema desejado.

Logo temos o resultado:
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Teorema 4.2.7. Seja @ C K um conjunto aberto dotado de uma coordenada (para)complexa.

Seja f : Q2 — S} uma imersio minima conforme. Entao o vetor tangente (para)complexo

9 Ny
6=27 =2 v (4.2.13)

i=1

satisfaze o sistema (4.2.12) e as seguintes condigoes

L[t [P+ [va] P+ [s]*—[a]*# 0,

iy ? +ho® + ahs® —hy® = 0.
Respectivamente, se () é simplesmente conexo e ¢; : @ — K, 7= 1,2, 3,4, sdo fungoes satisfazendo
as condigdes acima, entao a aplicagdo f : Q — S} definida por

4
fi=2 Re(/ S Ajtidz), i=1,2, 3,4, (4.2.14)
j=1

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-tempo (ou do tipo espago) em Sj.

4.2.2 Exemplos
Vamos fazer alguns exemplos de imersdes do tipo tempo minimas conformes em S}.

Exemplo 4.2.8. Considere as func¢oes paracomplexas
T 1
Yr=—, t=19Y3=0 e M:E

u

em 2 = {u+7v € L;u > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do

Teorema 4.2.7 sdo satisfeitos, isto é,

- _ _ _ 11
L)y + othy + 1Psihs — Yy = T2 2 #0,
. 2 2 2 o 1 1
1"+ 0"+ 03" =" = 5 — = =0,

U U

Além disso,

0 1 - i

81/;1 = —# = §¢1¢4 - CR€(¢2¢3)7

8(;#22 —0= %1/;21/)4 + cRe(yr13),

o e i (4.2.15)
a—; =0 =131y — 5(%% — Path),

ég/; = _ﬁ = %(w_lwl + Poth2) + Patf,
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uma vez que 1y = 13 = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7 temos que f : Q — S} dada por

= 2(v — vo)7
Ug
f? - ka
£ = kl(v _ Uo) (4.2.16)
3= _T’
f4 =2In <;LO>7

¢ uma imersdo minima conforme do tipo tempo em S}, com 2y = ug + vy € Q.

Exemplo 4.2.9. Analogamente ao exemplo anterior, as fungdes paracomplexas

P =13 =0, %Z% e 1/1421

u

satisfazem as condigoes do Teorema 4.2.7. Logo, f : Q — S} dada por

fl = ka
Iy = 2(1};} 1}0)7
(v — o) (4.2.17)
fa=—-—75,
Up
f4 =21In <7Z))’

é uma imersdo minima conforme do tipo tempo em S}, com zy = ug + Tvy € Q.

Exemplo 4.2.10. Tome as fungoes paracomplexas

U= S da—is =0 e =
v v

em Q = {u+7v € L;v > 0} dominio simplesmente conexo. Temos entdo que os itens i. e ii. do

Teorema 4.2.7 sdo satisfeitos pois

1. 1y + Pothy + Ysths — Yyrhy = ;12 + ;12 #0,

.. 1 1
1. ¢12+¢22+¢32—¢42=ﬁ—§=0~

82



4.2 Primeiro caso Lorentziano

Além disso,
ﬁwl T 1 - -
E = 27)2 = §¢1¢4 - CR@WQ%),
0 1 - -
if =0 = S99thy + cRe(Y113),
0z 2 4.2.18
O3 T C r T (4:2.18)
55 = 0 =13hy — 5(1/111/12 — o),
0 1 1, - - -
aw; = 202 = §(¢1¢1 + Pathe) + Y31s
uma vez que 1), = 13 = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7 temos que f : Q — S} dada por
2 _
= (u uo),
Vo
f2 — k?
ot (1 — ) (4.2.19)
fy= -,
Vo
f4 =2In (3)7
Vo

¢ uma imersdo minima conforme do tipo tempo em S}, com zy = ug + Tvy € €.

Exemplo 4.2.11. Tomando as func¢oes paracomplexas
T
\/§u’

em Q ={u+ v € L;u > 0} entdo os items i. e ii. do Teorema 4.2.7 sdo satisfeitos, isto é,

Uy =hy = 1/13:061%:%

_ _ _ - 1 1
L 191 + aths + P3ths — Yuthy = R 70,
.. 2 2 2 2 1 1
. ™ + " + 3™ — 1y =—5-—5=0
u? w
Além disso,
0 1= D
Iy 7 L )y
2 _ = —athy + cRe(Y11)3),
a@; 2\/_§u2 i 2_ ! _ o (4.2.20)
T = 0= s — St — ),
) 11 . ;
ggz_mﬂ:%%m+wwg+%w,
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uma vez que 13 = 0 e Y11y — othy = 0. Portanto pelo, Teorema 4.2.7, temos que f : Q — S} dada

por
f= 2(v— vo)7
Ug
B 2(v — )
= (4.2.21)
f3=F,
u
fi=2In <u0),

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-tempo em S}, com zy = ug + Ty € €.

Exemplo 4.2.12. As fungoes paracomplexas
1
Y1 =1 =0, ¢3=? e Py=_—

.
u 2u
definidas Q = {u + 7v € L;u > 0} satisfazem os itens i. e ii. do Teorema 4.2.7, isto &,

1 1

L1ty + Yoty + hsths — gty = T2 a2 70,
o 1 + e +1” — iy = é —ﬁ =0.
Além disso, 9
C;il — 0= %1/;11#4 — cRe(a1)3),
85#_2 — 0= lqp_ﬂm + cRe(Y11)3),
z 2 (4.2.22)

O3 T ‘ € )
i P3thy — §(¢1¢2 — i),
aa,(/:l = —# = %(1&11,[11 + 7/;2%) + 1/331!)37

uma vez que 1, = 1, = 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7, temos que f : Q — S} dada por

fi =k,
Ja =k,
Iy = (v— vo)’ (4.2.23)
Up
U
fi=1In <Uo)’

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-tempo em S}, com zy = ug + Ty € €.
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4.3 Segundo caso Lorentziano

Sejam by, e z, espacos vetoriais reais com produto interno, de dimensao m e n respectivamente,
e f:b, xb, = z, uma aplicacao bilinear anti-simétrica.

Consideremos a soma-direta B, 1, = by, @ 2, com o produto interno Lorentziano (-, -) tal

hm+n
que by, e z, sdo perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-algebra J : z, — End(by,),

onde J(Z) = Jz, por

<JZU7 V> = <B(Ua V)aZ>

hm+n hm+n7

para todo U,V € b,, e Z € z,.

Assim como no caso anterior, b,,,, é uma algebra de Lie com o colchete definido por

U+ X,V+Y]=p5UV).
Definicao 4.3.1. A algebra de Lie b, é dita dlgebra generalizada de Heisenberg Lorentziana se:

J% = <Z7 Z> hvrb+nidbm7

para todo Z € z, do tipo-tempo e

J2 = —{(Z, 2, . idy,,

b'rn,+n

para todo Z € z, do tipo-espaco. Além disso, como b,,,, é uma algebra de Lie real de dimensao
finita existe, um grupo de Lie associado simplesmente conexo, que denotamos por H,,,, dotado
de uma métrica invariante a esquerda Lorentziana g, que é chamado de grupo generalizado de

Heisenberg Lorentziano.

Seja a soma direta $,,1n11 = Bimin @ @, onde a é um espago vetorial unidimensional. Um vetor
em S, 1,41 ¢ escrito de uma tinica maneira como U + X + sA, onde U € b,,,,X € z,, s € Re A um

vetor unitdrio em a.
Proposicao 4.3.2. Sejam U+ X +7A,V +Y + sA € 5,,,,.1. Defina

(U+X+rAV+Y +s4) =(U+X,V+Y)y, . +7s

U+ X +rAV+Y +sA] = [U,V]

hnz+n

1 1
+§7“V— §8U+T’Y—SX.

Entéo (-,-) é um produto escalar Lorentziano e [, -] ¢ um colchete de Lie em 8,441 €, consequen-

temente, 5,111 ¢ uma algebra de Lie com produto escalar Lorentziano.
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Definigcao 4.3.3. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a $,,,,+1 munido de com mé-

trica Lorentziana induzida invariante a esquerda é dito espago Lorentziano de Damek-Ricci e nos

. m—+n
denotamos por S}, 1.

m+n

Proposicao 4.3.4. A conexao de Levi-Civita V de S;;7 ., é dada por
VvivasalU+ X +1A) = —%{JyU +JJxV +1rV +[UV]+2rY — (U, V)A - 2(X,Y)A}. (4.3.1)
Demonstracio. A demonstracdo é andloga ao caso anterior. Ol
O grupo de Lie S'1" ., é o produto semi-direto H,,, xr R, com

F:R — Aut(Hnyy,)

s — Fj

definida por
Fs(expmn«HL (V + Y)) = exphm+n (egv + 68Y)7

onde expy, .. ¢ a exponencial de Lie de H,, .

4.3.1 O grupo S}

Seja S3 o espago de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano e {z,y, z,t} coordenadas globais.

A métrica Lorentziana invariante & esquerda g em S? é dada por
g=etdx® + e tdy® — e (dz + %ydx - gycdy)2 + dt?,

onde ¢ € R. A dlgebra de Lie 55 de S} tem a base ortonormal

0 cr 0 0 0

e =7 (o — =), 62263(@+?£)’ e3 = el —

onde ey, eq, €4 80 tipo-espacgos e eg tipo-tempo. Calculando os colchetes de Lie obtemos que

1

[61’ 62] = €3, [617 63] - 07 [617 64] = _5617
1
[62763] = O’ [62764] = _5627 [637 64] = _63.

Escrevendo e; = U, ea =V, e3 = X e e, = A e usando a equagao da conexao (4.3.1) obtemos que:

1 1
o Velel = VUU = §<U7 U>A = 564,
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1 1 c
o Ve =VyV = —i[V, Ul = —5[62761] = §€3a

1
o Vees=VyX = _EJXU = %eQ. De fato,

<JXU7 U> = <5(U, U)7X> = <[U7 U],X> =0

<JXU7 V> = <B(Uv V)>X> = <[Ua V]7X> = <C€3,63> = —¢C

Logo, JxU = —ces.

1 1
° Vele4 == VUA == _iU = —561,

1 1 c
° vezel =VyU = _i[U, V] = —5[61,62] = —5637

1 1
J V62€2 = VVV = §<‘/, V>A = 564,

1
o Ve,e3=VyX = —iJXV = —gel. De fato,

(JxV,U) = (B(V,U), X) = ([V, U], X) = (—ces, e5) = ¢

<‘]XV7 V> = <5(V>V)7X> = <[V>V]7X> =0.

Logo, JxU = ce;.
1 1

e Veeq=VyA= —§V =3¢

. Veer=VylU = -2 00 = Sy,
2 2

e Vees=VyV = —%JXV - —%el,

. Vies=VxX = (X, X)A = —e,,
o Veeg=VxA=—-X=—e3,

o V1 =V4U =0,

o Vo =V4V =0,

e Vee3=V4X =0,
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° Ve464 == VAA =0.

Por outro lado temos que

Logo,

Ll =1, L3,=¢ L’ =¢ L,=-1 L3 =—¢ Li =1
{ 11 12 13 14 21 22 (4.3.2)

1 2 2 1 4 _ 3 _
Loy =—c, Lyy=-1, L3 =c, Lzg=—c, Ly3=-2, L3 =-2
e os outros ij sao nulos.

0
Seja ¢ = s Podemos escrever o campo tangente ¢ tanto em termos de coordenadas locais
z

T1, T € T3, como usando os campos invariantes a esquerda. Portanto, temos que

¢ = Z ¢z Z Yiei,

Z
onde as fungoes ¢; e ¥; sdo fungoes (para)complexas. EXlste uma matriz invertivel A = (4;;), com

A f(Q)NU — R, onde Q é dominio simplesmente conexo em K (dado por L ou C) tal que

4
=Y Ay, i=1,23 4

J=1
Logo,
es 0 00
A ot e 0 0
—fezy Sezzx e 0
0 0 0 1
Portanto, f é minima se, e somente, se vale (3.2.7), ou seja,
0
wk Z L =0, k=1,23 4 (4.3.3)
= 1

Lema 4.3.5. O sistema (4.3.3) é equivalente a

0 _ _
aw; - %%M — cRe(Yy1P3) = 0
Wo Lot + cReliv) =
(4.3.4)
a%
— st + o (¢1¢2 Potfr) =0
681/14 (¢1l/i1 + 1hothy) — sty = 0.
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Demonstragio. Usando (4.3.2) e (4.3.3) temos que

0 1 - - -
8@21 - §¢1¢4 - gwﬂ% + 3h9) = 0,
% - 1&2% + 5(151@113 + P3thy) =0,
(,;2; 22 7 (4.3.5)
8723 — 3thy + 5(%% — Path1) = 0,
aa?ﬁ; + %W_ﬂh + atho) — by = 0,
que é equivalente ao sistema desejado. O

Logo temos o resultado:

Teorema 4.3.6. Seja 2 C K um conjunto aberto dotado de uma coordenada (para)complexa.
Seja f : Q — S? uma imersio minima conforme. Entdo as componentes do vetor tangente

(para)complexo

4
¢ = o > e, (4.3.6)

0z i=1
satisfazem o sistema (4.3.4) e as seguintes condigdes
L 1P e = s> O,
il 1? +o” = s” +s” = 0.

Respectivamente, se € é simplesmente conexo e t; : Q — K 7 = 1,2, 3,4 sdo fungoes satisfazendo

as condicbes acima, entdo a aplicacao
4
fi= 2Re(/2Aij¢idz) i=1.234 (4.3.7)
j=1

¢ uma imersdo minima conforme do tipo tempo(ou tipo espago) em S3.

4.3.2 Exemplos

Exemplo 4.3.7. Considere as fun¢oes complexas
i 1
Yr=—, Pa=193=0 e 1114:;

u

em Q = {u+iv € C;u > 0}, que é um dominio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do

Teorema 4.3.6 sdo satisfeitos, isto é,
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i 1ahy 4 hathy — Psthy + hythy = % + % # 0,

o 4 o — s” 41 = _ulz + % =0,
Além disso, o sistema abaixo
aaw; = —2%2 = %1511#4 + cRe(1ha1)3),
a@% =0= %1/;21@1 — cRe(in1)s),
881/;_3 =0 = thgthy — 5(1517/)2 — i),
ég/); = —ﬁ = —%(1/;11?1 + o) + V3t

¢ verificado. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : Q — S? dada por

~ 2(v =)
fi= -,
f2:k7

_lﬁ(v_vo)
fa= 2
fi=2m (L),

é uma imersio minima conforme do tipo espago em S3, com zy = ug + vy € Q.

Exemplo 4.3.8. Analogamente, considerando

P =13 =0, ¢2=% € ¢4=1

U

obtemos que f: Q — S}, dada por

fi=t.

f= -2zt
f= Azt
)

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-espago em S3, com zy = ug + vy € Q.
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4.3 Segundo caso Lorentziano

Exemplo 4.3.9. Tome as fungoes complexas

1
77/)1:;; Yo=1P3=0 e Py=—.
em = {u+w € C;v > 0}. Entado

1

_ — - — — 1
Lo 1thy + othy — Y3ths + Yuthy = 2 + 2 # 0,
. 2 2 2 2 1 1
o™ + 9" ="+ " = 5 — 5 =0,
v v
Além disso,
oy —1 1- —
5 e §¢1¢4 + ¢ Re(21)3),
0 1 - —
2 = 0= s — e Re(du),
z 2 (4.3.11)
M3 - c, - - o
5 0 =31y — 5(%% — i),
0 -1 1, - — -
87/;4 =02 —5(%% + Poha) + b3ihs,
uma vez que 1y = 13 = 0. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : 2 — S} dada por
2 —
fl = (u UO)7
Vo
f2 = ka
ey (w0 — o) (4.3.12)
fo =R
Vo
fi=2In (3)
Vo

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-espago em S3, com zy = ug + vy € Q.

Exemplo 4.3.10. Tomando as fungoes complexas
)
\@u’

em Q = {u+iv € C;u > 0} temos que os itens i. e ii. do Teorema 4.3.6 sdo satisfeitos, isto é,

Py =y = P3=0 e ¢4=%

o _ . |
L. ¢1¢1+¢2¢2—¢3¢3+¢4¢4=ﬁﬁL??ﬁQ
s 2 2 2 2 1 1

o™+ " + 15" — Uy :—ﬁﬂLﬁ:Q
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Além disso, o sistema

8¢1 N 1 B 1- -
FERE N 5%% + cRe(tha13),
Oy i 1= -
CE _2\/§u2 = 5%% cRe(Y1¢3),
o _ _ _
Vs — 0= it — S (s — G,
0 1 1, - - -
87/;4 = o —§(¢1¢1 + Pathe) + 313
¢ sastisfeito. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : Q — S} dada por
fi= _M7
Uo
2Ny —
= 2= w)
Uo
f3 = k?
f4 =2In <£)
Ug

é uma imersio minima conforme do tipo espago em S3, com zy = ug + vy € Q.

Exemplo 4.3.11. Considere as fungoes paracomplexas

1
2

Y1 =1y =0, 1?3:21; e 1Yy
u

(4.3.13)

(4.3.14)

em = {u+7v € L;u > 0}. Como as hipdteses i. e ii. do Teorema 4.3.6 sdo verificados e o

sistema

vale. Entao f:Q — S3, dada por

8;;1 —0= %w}w + cRe(a)3),
2 0= s — cRelinty)
881”; = =y = gty — (it — dat),
M o =~ () + s
J1=Fa,
fo =k,
fi=m ()

¢ uma imersdo minima conforme do tipo-tempo em S}, com zy = ug + Tvy € .
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Capitulo 5
O Problema de Bjorling

O objetivo desse capitulo é mostrar como a férmula da Representagao de Weierstrass pode
ser usada no caso em que o espaco ambiente é um grupo de Lie 3-dimensional Lorentziano para
provar a existéncia e unicidade da solu¢ao do Problema Bjorling. Relembramos que o Problema
de Bjorling cléssico foi proposto por Bjorling (veja [7]) em 1844 e pode ser formulado da seguinte
maneira:

Dada uma curva real analitica 3 : (0,1) — R® e um campo de vetores analitico unitario V' ao
longo de 3, com <ﬁ, V) = 0, determinar uma superficie minima f : I X (—¢,¢) = Q C C — R? tal

que
i f(u,0) = B(u),
ii. N(u,0)=V(u),

para todo u € I, onde N :  — R? é a aplicacdo normal de Gauss da superficie.

Este problema foi resolvido por Schwarz em 1890 (ver [23]) e algumas extensoes desse problema
em outros espagos ambientes, como por exemplos grupos de Lie tridimensionais Riemannianos e o
espaco de Lorentz-Minkowski L? foram propostos e resolvidos em [1],[3], [9] e [17].

Neste capitulo primeiramente iremos formular e resolver o problema de Bjorling para superficies
minimas em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais. No caso de superficies minimas do tipo
tempo consideraremos dois casos: quando  é uma curva do tipo tempo e chamaremos o problema
correspondente de Problema de Bjérling do tipo tempo, e quando S é uma curva do tipo espaco
e chamaremos de Problema de Bjorling do tipo espaco. Em seguida nds iremos apresentar alguns
exemplos de superficies minimas construidas através do Teorema de Bjorling para o caso em que
o espago ambiente é o grupo de Heisenberg Hs, para o espaco de De Sitter S? e para o espaco

H? x R, dotados de uma métrica Lorentziana invariante a esquerda (veja [10]).
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5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos

3-dimensionais

Seja M um grupo de Lie 3-dimensional dotado de uma métrica Lorentziana invariante a es-
querda g. Denotaremos por 2 C K, onde K = C ou L, um dominio simplesmente conexo com
coordenadas (para)complexas z.

Seja f : I — M uma curva analitica e V' : I — T'M um campo de vetores do tipo-espaco (
respectivamente do tipo-tempo) unitarios analiticos ao longo de [ e tal que g(ﬁ'7 V) =0. O pro-
blema de Bjorling consiste em determinar uma superficie minima do tipo-tempo (respectivamente
do tipo-espago) f: I x (—€,¢6) = Q C K — M tal que

L f(u,0) = B(u),
ii. N(u,0)="V(u),
para todo u € I, onde N :  — T'M é a aplicagdo normal de Gauss da superficie.

Lema 5.1.1. Sejam ¢; : Q C K — K, i = 1,2, duas fungoes diferencidveis e ¢3 = 9} + 2.
Suponhamos que ;, i = 1, 2, satisfazem as duas primeiras equagoes do item (iii) do Teorema 3.2.11.

Entao 3 satisfaz a terceira equagao.

Demonstragio. Derivando ¥2 = ¥} + 12 com respeito a z e usando que 9;, i = 1,2, satisfazem as

duas primeiras equagoes do item (iii) do Teorema 3.2.11 temos que

s O Vs

P3—— = 1+1/)2a

1 g -
= 75 > [L;M/fl + L?k%]%%-
Gk=1
Portanto, para provar o lema, basta mostrar que

3

> (Lt + Litbs — Li]tbjih = 0.

Jrk=1

Podemos escrever a soma acima da seguinte maneira
Z{L 1%+ Lipn® — Ls® + (L3 + Lip)uatha + (Liz — Liy)uatbs + (L — Lip)ustha}th.
De (3.2.8) temos que LY = L% + L, = L, — L} = L% — L%, =0, para i = 1,2,3. Logo,

3
(‘9% % Z ]k@Eﬂ/}k =0
k=
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Portanto, pelo Lema 5.1.1, basta analisar as duas primeiras equagoes da condicao iii. do
Teorema 3.2.11.

5.1.1 Para superficies do tipo tempo

Observe que se f é uma imersao minima conforme do tipo tempo as duas primeiras equagoes da
condicao iii. do Teorema 3.2.11 é equivalentemente ao sistema de equagoes diferencidveis parciais

de primeira ordem:

ORetdy  Olmiy < Lj[Rew; Re gy — Imy; Im yiy] = 0,
ou v jk=1
Olmiy  ORety —0
aé}u mé‘v ’ (5.1.1)
e o _ m7/12 Z L L[Re; Rey — Imp; Im ] = 0,
8u j,k=1
almd)g _ 3R67/)2 -0
ou o

Logo, o problema de Bjorling pode ser interpretado como um problema de existéncia e unicidade
de solugoes do problema de Cauchy envolvendo as equagoes diferencidveis parciais quasilineares

(5.1.1), com dado iniciais:

¥(u,0) = A7H(B(u)) ¢(u,0),

onde
o(u,0) = %(ﬁ(u) + 7V (u) x B(u)) (5.1.2)
Sejam u; = Re )y, us = Im )y, us = Rehs e uy = Imapy. Entdo o sistema acima é escrito na
fora F(u,v,(0°U)| <1) = 0,
wn(u,0) = Re [(A7 (B(w)) 6(u,0)) ],
us(u, 0) = Im [ (A7 (B(w)) ¢(u,0))) |, (5.1.3)
us(u,0) = Re [ (A (B(w)) ¢(u,0)) |,
us(u,0) = Tm [ (A7 (B(u)) ¢(u,0)), ],

onde U = (uy,us,us,uy). Agora como a curva ((u) e o campo de vetores sao analiticos, para
verificar que o sistema pode ser transformado em do tipo Cauchy-Kovalevskaya, temos que mostrar
que F' = (Fy, Fy, F3, Fy) é analitica e tomar os dados iniciais sobre curvas ndo caracteristicas

analiticas.
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Claramente F' é analitica pois o sistema possui coeficientes constantes.

Seja y(s) = (u(s),v(s)) uma curva caracteristica em €2, entao

0
0
isto &, u'(s)*> —v/(s)? = 0. Logo, ¥(s) sdo retas paralelas a u = +v em ().
Essas retas correspondem as curvas do tipo-luz. De fato, como f(u) = f(u, £u), entdo 3(u) =
fulu, £u) £ f,(u, +u). Uma vez que f é conforme temos que
of of of of of of
9L Iy o g2l 2L 9L 9Ty o,
g(au’au) g(av’av) ¢ g(au’av)
Logo,

9(B(u), Bw) = g(fu £ for fu £ fo) = 9(fur fu) £29(fu o) + 9(fus fo) = 0.

Portanto f(u) é uma curva do tipo-luz.

E conhecido que o problema de Cauchy pode néo ter solucdo unica, ou nao ter solugdo, se os
dados iniciais sdo sobre as curvas caracteristicas (veja [6], [12] e [22]) e o Problema de Bjorling
pode nao ter solugdo tnica ou nem ter solugao.

Por causa disso, dividiremos o problema em dois casos e usaremos a nomenclatura definida em
[9]. Se 8 uma curva do tipo-tempo, chamaremos o correspondente problema de problema de
Bjorling do tipo-tempo e se 5 for do tipo-espaco, chamaremos de problema de Bjorling do

tipo-espaco.

Teorema 5.1.2 (Problema de Bjorling do tipo-tempo). Seja §: [ — M uma curva analitica
regular do tipo-tempo e V : I — TM um campo de vetores unitarios do tipo-espago tal que

g(ﬁ ,V) = 0. Entao, existe uma tnica superficie minima conforme do tipo-tempo
f:Ix(—€6e)=QCL— M,
tal que

i f(u,0) = B(u),
it N(u,0) =V(u),

para todo u € I, onde N : @ — T'M é a aplicacdo de Gauss da superficie.
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5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

Demonstracao. Considere o sistema de equagoes abaixo

%‘Z’} + = Z Ly, =0,
jkl

o

8¢2+ Z L2y = 0,

(5.1.4)

onde ¥; : Q — L e ¥2 = ¢ + 2. Como B(u) é ndo caracteristica temos que esse sistema ¢ do tipo

Cauchy-Kovaleskaya entéo, fixando os dados iniciais pelo Teorema de Cauchy-Kovaleskaya B.0.10,

o sistema tem uma tnica solucao localmente. Portanto temos que fixar a condigdo inicial. Se f é

solugdo do problema de Bjorling temos que

Como f é conforme temos que

of of of of
(au Gu)i (av 01))

com A > 0. Assim obtemos que

of _of af of
g(% o’ du 01)) X,

Logo,
of JOf
N(u,v) = /\(8u 8?))

e, portanto,

of of

V(w) = N(u,0) = A(&L (1,0) % 2 (u,0)) = %(B(u) < (u,0))

Usando o item (ii) do Lema 1.2.1 temos que

V() % Bu) = 5 (Bu) x 92 (,0)) x Alw) = L (w0).

Consequentemente,
1,. .
6(u,0) = 5 (Blu) + 7V (w) x B(u)).
Portanto, o dado inicial para o sistema é
U(u,0) = A7 (B(w)) ¢(u, 0).
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5. O Problema de Bjorling

Observe que pelo Lema 5.1.1 temos que as fungoes 9; satisfazem a equagao (iii) do Teorema da

representagao de Weierstrass 3.2.11. Além disso, de (5.1.6), resulta que

((6(0,0),0(,0))) = (a8 5) — gV x B,V x )] <0,

pois usando o Lema 1.2.1 temos g(V x 3,V x ) = —g(53, 3) e 8 é uma curva do tipo tempo.
Podemos assumir, a menos de restringir o dominio, que ((¢(u,v), ¢(u,v))) < 0 em Q. Logo,

como A é uma matriz Jacobiana da translagdo a esquerda de G que é invariante, temos entdao que

(1w, v) P+ (2, ) [P = |13 (u, 0) = ((@(u,0), d(u,0))) <0, (u,v) € Q.

Portanto as fungoes 1); satisfazem as condicdes do Teorema da Representacao Weierstrass 3.2.11.
Logo existe uma imersdo minima conforme do tipo-tempo. Do Teorema de Cauchy-Kovaleskaya,
pela condicio 2 = ¥? 4+ 93 e ainda pela condigdo inicial temos uma tnica escolha para 13, o que
garante a unicidade. Portanto temos a existéncia de solugao local.

Podemos considerar I como sendo compacto. Se 5(I) estd contido em uma vizinhanga coorde-
nada temos existéncia e unicidade de solucdo, para € suficientemente pequeno, pois localmente a
solucao é tnica e I é compacto. Se ndo estiver, como I é compacto podemos cobri-lo com um ni-
mero finito de imagens inversas de vizinhangas coordenadas através de 5(u) e, usando novamente

a unicidade local da solugao do problema, temos a solugao global. O

Teorema 5.1.3 (Problema de Bjorling do tipo-espago). Seja 3 : I — M uma curva regular
analitica do tipo-espaco e V : I — T'M um campo de vetores unitarios do tipo-espago tal que
g(ﬁ ,V) = 0. Entao existe uma tnica superficie minima conforme do tipo-tempo
filx(—6e)=QCL—>M

tal que:

i f(u,0) = B(u),

ii N(u,0)=V(u),
para todo u € I, onde N : Q — T'M é a aplicacdo de Gauss da superficie.

Demonstracdo. A demonstragdo segue analogamente ao caso do Problema de Bjorling do tipo-

tempo, tomando o cuidado que

of of, . 0f of, of of, _
g(au?%)i g(avﬂav>7 € g(au7av)707
com A > 0. Assim

6(u,0) = 5 (3u) — 7V (u) x Hlu).
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5.1 Problema de Bjorling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

5.1.2 Para superficies do tipo espaco

Neste caso as duas primeiras equagdes da condicdo iii) do Teorema 3.2.11 é equivalente ao

sistema de equagoes diferencidveis parciais de primeira ordem: (veja [6], [12] e [22]):

ORe (‘9Im
auwl ¢1 + Z L qu)]wk
7,k=1
0 Im iy 8Re1/)1
+ =0,
) ffqu ala”w (5.1.7)
€ YPo m o
_ 12 —
ou o +J;1 itn =0,
almwz aRer .
ou + o 0

Logo, o problema de Bjorling pode ser interpretado como um problema de existéncia e unicidade
de solugdes do problema de Cauchy envolvendo as equagoes diferencidveis parciais quase lineares
(5.1.7), com dado inicial:

¥(u,0) = A7 (B(u)) ¢(u, 0),

onde
H(u,0) = 3(Bu) + 1V () x Hlu).
Seja v(s) = (u(s),v(s)) uma curva caracteristica em €2, entao
u'(s) —=v'(s) O 0
det v'(s)  (s) 0 0 0
0 0 u'(s) —v'(s)
0 0 v'(s)  u(s)

isto é, u'(s)* + v'(s)®> = 0. Logo o sistema nao possui curvas caracteristicas. Portanto podemos
usar novamente o Teorema Cauchy-Kovalevskaya para mostrar que o problema possui uma tnica

solucao e a demonstracao é andloga ao caso de superficies do tipo tempo.

Teorema 5.1.1 (Problema de Bjorling). Seja, : I — M uma curva regular analitica do tipo
espaco em M e V : I — T'M um campo de vetores analiticos unitarios do tipo tempo ao longo de

0, tais que g(ﬁ ,V) = 0. Entao existe uma tnica superficie minima conforme do tipo espago
fiIx(—€e)=QCC—-M
tal que:
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5. O Problema de Bjorling

i f(u,0) = B(u),
ii N(u,0)="V(u),

para todo u € I, onde N : Q — T'M ¢é a aplicacdo de Gauss da superficie.

5.2 Grupo de Heisenberg Hj

O grupo de Heisenberg H3 é um grupo de Lie nilpotente de grau 2 representado por

1 =z z—i—%xy
H3:{ 0 1 Y ,x,y,zeR}.
0 0 1

A algebra de Lie h3 de Hj é representada pelas matrizes da forma

0 z =z
{ 0 0 vy ,:c,y,zG]R}.
0 00
Seja ¢ : R? — Hj a aplicacdo dada por
1 =z z—i—%xy
elry.2z)=10 1 y
00 1

O grupo de Heisenberg é isomorfo a R? com o produto

1
(1,91, 21) * (T2, Yo, 22) = (X1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22 + 5(1’13/2 — y112)),

onde esse isomorfismo é dado por . Considere a métrica Lorentziana invariante a esquerda
1 1 2
3.2 2 (L 1
g=dx"+dy (dex 2:zdy+dz) .

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é dada por

g yo 0 x0
Y _J99 g 2. Y
or 20z’ 2(7,9,2) Ay + 20z

com {F1, Ey} tipo-espaco e Ej3 tipo-tempo. Logo,

e FEi(x,y,z) = 2

El(l’;%z) = 82’

1
A=1 0

g = O

N
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5.2 Grupo de Heisenberg Hj

assim

f= 2Re(/w1 dz),
fo= 2Re(/ Y2 dz), (5.2.1)

fi=2Re [ (= 2y Dy, 4 g)ae

Temos que os tnicos ij nao nulos sao
L3, =1 =12 = E L3 =L, =L=——
12 13 317 5 € Lo 32 23

O sistema (5.1.4) se escreve como:

501/11 — Re(¥s¢9) = 0,
5 wZ . (5.2.2)
87; + Re(¢311) = 0.

Exemplo 5.2.1. [Plano vertical do tipo tempo y = ¢ - caso tipo-tempo| Sejam
B(u) = (coshu,c, —g cosh u + sinh )
e V(u) = Ey, com I = (a,b). Como

B(u) = (sinhu,0, —g sinh u + cosh u)
= sinhwu (1,0, —¢/2) + coshu (0,0, 1)
= sinhwu £y + coshu Fs

entdo g(f(u), f(u)) = —1. Além disso, g(V (u),V(u)) = 1 e g(B(u),V(u)) = 0. Portanto temos
um problema de Bjérling do tipo-tempo. Como
Eyx By =By e Eyx Es—FE,
entdao V(u) x B(u) = sinhuFs + coshuFE;. Portanto, obtemos que
o(u,0) = %(ﬁ(u) +7V x B(u)) = %[(sinhu + 7 coshu)Ey 4 (coshu + 7sinh u) Es].

Logo,
1
¢1(u,0) = E(Sinhu + 7 coshu),

¢2(u,0) =0,

1
¢3(u,0) = g(sinhu + 7 coshu) + §(coshu + 7sinh u).
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5. O Problema de Bjorling

Portanto,
Y(u,0) = A~ (B(u))o(u,0) = %(sinh u + 7 coshu, 0, cosh u + 7 sinh u). (5.2.3)
A solugao de (5.2.2) que satisfaz (5.2.3) é
Uy (u,v) = %(sinhu + 7 cosh u) exp v,
Po(u,v) =0, (5.2.4)
Y3(u,v) = %(Coshu + 7sinh u) exp v.

Além disso (5.2.4) satisfaz as condigoes do Teorema 5.1.2. Portanto, integrando (5.2.1), temos que

f(u,v) = (coshuexpuw,c, (—g cosh u + sinh u) exp v)
¢ a imersao minima conforme desejada.
Exemplo 5.2.2. [Plano vertical do tipo tempo y = ¢ - caso tipo espago| Sejam
B(u) = (sinhu,c, —g sinh u + cosh u)
e V(u) = Ey, com I = (a,b). Como
B(u) = (coshu,0, —g coshu + sinh u)
= coshu(1,0,—c/2) + sinh u(0,0,1)

= coshu E; + sinhu Ej3,

entdo g(B(u), B(u)) = 1. Além disso, g(V (u),V(u)) = 1 e g(f(u), V(u)) = 0. Portanto temos um
problema de Bjérling do tipo-espago. Como

EQXEleg e EQXEgIEl.
entdao V(u) x B(u) = coshuFs + sinhuFE;. Portanto, obtemos que

(u,0) = %(B(u) — V() x Blu) = %[(coshu — rsinhu)E) + (sinh u — 7 cosh u) By,

Logo,
1
o1(u,0) = i(coshu — 7sinhu),

¢a(u,0) =0, (5.2.5)

1
o3(u,0) = %(Coshu — 7sinhu) + i(sinhu — 7 coshu)
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5.2 Grupo de Heisenberg Hj

Y(u,0) = A7HB(u))d(u, 0) = %(coshu — 7sinh u, 0, sinh u — 7 cosh u). (5.2.6)
A solugao de (5.2.2) que satisfaz (5.2.6) é dada por:
P (u,v) = %(cosh u — 7sinh u) exp(—v),
a(u,v) =0, (5.2.7)
Ps(u,v) = %(sinh u — 7 cosh u) exp(—v).

Além disso (5.2.7) satisfaz as condigoes do Teorema 5.1.3. Portanto, integrando (5.2.1), temos que:

f(u,v) = (sinh wexp(—v),c, (—g sinh u + cosh u) exp(—v))
é a imersao minima conforme desejada.
Exemplo 5.2.3. [Helicéides] Sejam [G(u) = (p(u),0,b) definida em I = [a,d] e

2
-2
V= 200 =2 o)
2/ (u) P (u)
onde b, ¢ € R e p é uma fungao diferenciavel real que satisfaz
i)
2
Como B(u) = p/(u)Ey, entdo g(B(u),B(u)) = p*(u). Assim temos um problema de Bjorling
do tipo-espaco. Além disso, g(V(u),V(u)) = 1 e g(B(u),V(u)) = 0. Como Ey x Ey = Es e
FEs; x E; = Es,, obtemos que

3

() + () =

. 2(u) — 0 0
V) % Ae) = SO — ) = —plu) 5 o
L (w) plu)
(P W) p(u)T cT
¢(’U,,O) - < 2 I 2 bl 2 )
Portanto,

o) = (£00, P07 _lote? =20y 5s)

A solugao de (5.2.2) que satisfaz (5.2.8) é

a,0) = 56! (u) cosv — Tp(u)sinv),

o (u,v) = %(p’(u) sinv + 7p(u) cosv), (5.2.9)
(. v) =~ (7*(u) — 20)
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5. O Problema de Bjorling

Além disso (5.2.9) satisfaz as condigoes do Teorema 5.1.3. Portanto, integrando (5.2.1), temos que

f(u,v) = (p(u) cos v, p(u) sinv, cv + b)

¢é a imersao minima conforme desejada.

Exemplo 5.2.4. [Superficie tipo-sela] Sejam [(u) = (4cu,—4Q(0), =8 cu@(0)) uma curva
diferencidvel em I = [a,b] e
4¢Q(0) c
- B+
Q) Q)

onde ¢ € R e Q(v) é uma fungao diferencidvel real que satisfaz

V(u) = Es,

16QW) = Q)+ &

e Q'(v) # 0 para todo v € R. Como B(u) = 4cE; — 16¢cQ(0) Fs, entdo g(B(u), f(u)) =
—16 Q’(0)%. Assim temos um problema de Bjorling do tipo-tempo. Além disso, g(V (u),V (u)) = 1

e g(B(u), V(u)) = 0. Resulta que

V(u) x B(u) = —4Q'(0) Es.

Logo,
$(u,0) — (2 ¢, —2Q/(0)7, —4cQ(0) — 4aQ/(O)T>.
Portanto,
b(u,0) = (2 ¢, —2Q(0), —80uQ(O)>. (5.2.10)
A solugao do sistema (5.2.2) que satisfaz (5.2.10) é
P1(u,v) = 2¢,
o(u,v) = =2Q' (v), T (5.2.11)

1/]3(1'67 U) = _8CQ(U)'

Além disso (5.2.11) satisfaz as condigoes do Teorema 5.1.2. Portanto, integrando (5.2.1), temos

que
flu,v) = (4decu,—4Q(v), =8 cuQ(v))

¢é a imersao minima conforme desejada.

A imagem da imersdo estd contida no grafico da funcéo z = JTye é um superficie do tipo sela.
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5.3 O espaco de De Sitter S}

O espago de De Sitter S pode ser modelado com o semi-espago
R? = {(z1,29,23) ER® : 13 >0}
dotado com a métrica Lorentziana invariante a esquerda dada por
1
g= ?(dx% + das — dx3).

3

Uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é dada por

0
E1 = T3~ E2 = T3~ ¢€ E3 = T3~

89:1 ’ 8-’172 83)3 ’
com {E1, Es} do tipo-espago e E3 do tipo-tempo. Logo,

T3 0 0
A= 0 ZT3 0
0 0 I3

fi=2Re( [ fundz),
f2= QRG(/ fabadz), (5.3.1)
fs = exp(2Re / badz).

! “nicos LE. na cAio Tl — T2 — 73 — 73 _ ;
Temos que os tnicos L;; ndo nulos sdo Lj; = Ly = L}, = Ly, = —1. Assim (5.1.4) se escreve
como:

0 _
(;bl — 13 =0,
z (5.3.2)
W s =0
oz T
Exemplo 5.3.1. [Plano vertical y = ¢ do tipo-tempo] Sejam ((u) = (sinhu, ¢, coshu), com
I =(a,b) e V(u) = Ey. Como

. sinh u
Blu) = B+ coshu ™
entao )
g(B(w), B(u)) = cosh?(w) > 0.

Assim temos um problema de Bjérling do tipo-espago. Além disso, g(V (u), V(u)) = 1e g(B(u), V(u)) =

0. Dado que
sinh u

V(u) x B(u) = Es + Ey = (sinhu, 0, cosh u)

coshu
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5. O Problema de Bjorling

entao

o(u,0) = %(6(11) — 7V (u) x fu)) = %(coshu — 7sinh u, 0, sinh u — 7 cosh u).

Logo,
1 coshu — 7sinhw sinhu — 7 cosh

0(w,0) = A7 (B(w)(,0) = (T TR,

Como 9(u,0) é solugao de (5.3.2) e a solucdo ¢é unica, temos que ¥(u,v) = 1(u,0). Portanto

) )

integrando (5.3.1) temos que
f(u,v) = (sinh uwexp(—wv), ¢, cosh u exp(—v))

¢ a imersao minima conforme desejada.
1

V2

1 1
Exemplo 5.3.2. Sejam §(u) = (— sinh u, —= sinh u, cosh u), com I = (a,b) e V(u) = E,+

X V2 V2

ﬂEg. Como

. 1 1 sinh u
= —F —F —F
Blu) V2 Lt V2 2+ coshu >

entao
9(B(u), Bu) = —5— > 0.

cosh’® u
Assim temos um problema de Bjérling do tipo-espago. Além disso,

g(V(u), V() =1 e g(Bu),V(u))=0.

Dado que

V(u) x f(u) =

1sinhuE+1sinhuE+ _<1
" V2coshu” " 2coshu 3

\ﬁ sinh u, ﬁ sinh u, cosh u) )
entao
o(u,0) = E (1(coshu — 7sinhu) i(coshu — 7sinhu), 1 sinh u — 7 cosh u)
) 22 o) )

Logo,

1<coshu—rsinhu coshu — 7sinh sinhu—rcoshu)

70 = A_l aO =35 ) )
¥(u,0) (B(w))d(u,0) = 3 J3coshu T3 eoshu p—
Como (u,0) é solugdo de (5.3.2) e a solu¢do é unica, temos que ¥(u,v) = 1(u,0). Portanto

integrando (5.3.1) temos que
1 1
flu,v) = (% sinh u exp(—v), 7 sinh u exp(—v), cosh u exp(—v))

¢ a imersao minima conforme desejada.
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5.4 O grupo produto H? x R

Consideraremos o modelo do semi-plano superior para o plano hiperbélico dado por H? =
{(x1,22) € R*: 5 > 0} e seja w3 0 parAmetro natural em R. O espago H? x R é um grupo de Lie
Lorentziano com a estrutura de produto e munido da métrica invariante a esquerda Lorentziana

dada por:

1
g= z—%(dﬁ + dazg) — dx%.

Com respeito a métrica g, uma base ortonormal de campos vetores invariantes a esquerda é dada

por:

0
E = _— E = —_ E - .
1= T2 3361’ 2 = T2 Oty € i3 Oz
Assim a matriz definida em (3.2.6) é dada por
i) 0 0
d(Lg)h = 0 29 0
0 0 1
Além disso, as unicas constantes de estruturas da dlgebra de Lie nao nulas sdo Ci, = —1e Cy; = 1.
Logo Li, = —2 e L}, = 2 e os outros L}; sdo nulos. Assim o item iii) do Teorema 3.2.11 fica
0 _
=0,
z (5.4.1)
Iy | -
2 1y = 0.
z

Portanto a imersdao minima conforme f ¢ dada por:
filuv) = 2Re( [ folu, v (u,0) dz).
fo(u,v) = exp(2 Re/@bQ dz),
f3(u,v) = 2Re(/ s(u,v) dz).

Exemplo 5.4.1. [Plano horizontal do tipo espago z = ¢| Considere
B(u) = (cosu,sinu,c), u€ (o,m)

e V(u) = E3. Temos que

cos U . . 1

By, g(Bu), Bu) = > 0.

B(u) = —E1 +

sin w
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5. O Problema de Bjorling

Além disso, g(V,V) = —1 e g(3,V) = 0. Portanto o par (3,V) produz um Problema de Bjorling

para superficies do tipo tempo. Como

Ey = (= cosu, —sinu, 0),

entao

o(u,0) = %(ﬁ(u) +iV(u) x fu)) = %(—Sinu — i cosu,cosu — isinu,0).

Portanto

0(,0) = A7 (Bu)olu,0) = o (- LI OIS )

Uma vez que 1(u,0) é solugao de (5.4.1), a unicidade implica que ¥ (u,v) = ¥(u,0). Portanto a

sinu ’ sin u
imersdo minima conforme do tipo espaco que contém [5(u) é dada por:

fu,v) = (e’ cosu, e’ sinu, c).
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Apéndice A
Diferenciacao paracomplexa

Neste apéndice vamos relembrar alguns fatos sobre a dlgebra dos niimeros paracomplexos (ou
de Lorentz). Para mais detalhes veja [9], [15] e [16]. A dlgebra dos ntimeros paracomplexos é a
dlgebra L = {a + 7b : a,b € R}, onde 7 é uma unidade imagindria que satisfaz 72 = 1, com as

seguintes operacoes:

(ur + Tu2) + (v1 + 7v2) == (w1 + v1) + 7(u2 + v2),

(Ul + TUQ) . ('Ul + TUQ) = (Ul’Ul =+ ’LLQ’UQ) =+ T(Ulvg + Ug’Ul).
Temos duas representagoes interessantes para esta algebra:

o L éisomorfa a R@® R (com a multiplicagdo de coordenadas) via a aplicacao

p:L—R®R, pla+7b)=(a+b,a—0).

o L é isomorfa a algebra

a b
A:{MGM(Q,R):M:L a]}

via a aplicagao

pla+ 7b) = [a b ]
b a
A conjugacao em LL é definida como no caso complexo, isto é,
a+71b:=a—T1b
e a L-norma de z = a+ 7b € L é definida como

|2]= |22]3= |a® — b?[2.
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A. Diferenciagcao paracomplexa

Podemos também definir a norma Euclideana ||z]|?= a® + b* e a topologia relativa.
Na algebra L temos o conjunto dos divisores de zero K = {z € L : |z|= 0}. Observe que se
< . . . 4z
z ¢ K, entao z é inversivel e o inverso é dado por z7' = —.
2z
Definicdo A.0.2. Seja 2 C L um conjunto aberto e zy € 2. A L-derivada de uma fungio

f:L — L em z, é definida por

O (A01)
z—zp€L\K

se o limite existe. Se f’(zg) existe, dizemos que f é L-diferencidvel em z.

Observacao A.0.3. Observemos que (A.0.1) é equivalente a

£+ h) = f(z0)

i
h—0, hgK h

A condicao de LL-diferenciabilidade é muito menos restritiva que a diferenciabilidade complexa

usual. Por exemplo, a L-diferenciabilidade em zy ndo implica na continuidade de f em z.

Proposi¢dao A.0.4. A LL-diferenciabilidade em um conjunto aberto €2 C I implica na diferencia-
bilidade usual em Q e df (20)(z) = f'(20)z, V 2z € Q.

Demonstragio. Da Observacao A.0.3 temos que (A.0.1) é equivalente a

lim f(ZO + h) — f(ZO) — hf/<20) =0. (AOQ)

h—0 h

Colocando-se o(h) = f(zo + h) — f(20) — hf'(20), vemos que (A.0.2) é equivalente a
o(h) y h o(h)

lim = lim — =0,

h=0 |h|  h=o0 |kl h

onde h ¢ K. Escrevendo f = a+ 7b, 0 = 01 + 702, h = hy + Tha, 20 = ug + 709 € f'(20) = ¢+ 7d

temos que:

{ f(z0)+Fhf (20) + 0(h) = alug, vo) + (hic + had) + o1 (h) + T[b(ug, vo) + (hid + hac) + 0y(h)],
f(Z() + h) = G(UO + hl, Vg + hz) + Tb(UO + hl, Uy + hg)

Como f(zo + h) = f(z0) + hf'(20) + 0(h), resulta que:

a(ug + hi,vo + ha) = a(ug, vo) + (hic + had) + 01(h),
b(uo + h1,uo + ha) = b(ug, vo) + (had + hac) + 02(h),
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onde ) )
.01 . 02 _
T R AR

Portanto, a(u,v) e b(u,v) sao diferenciaveis em zp. Além disto,
df (20)(h1 + Tha) = (hyc + had) + 7(hid + hac) = (¢ + 7d) (b1 + The) = f'(20)(h1 + Tha).
Portanto, df (zp) é a transformacao linear de L dada por z — f'(z)z. O

Observe, também, que existem func¢oes IL-diferenciaveis de qualquer classe de diferenciabilidade
(real).
Seja f : 0 — L uma funcao diferenciavel, no sentido usual. Entéo, pela Proposi¢do A.0.4 f é

L-diferencidvel em zy € € se, e somente se a matriz de df(zg) é da forma

[ Z Z ] , (A.0.3)

onde f'(z9) = a + 7b. Portanto, se f(x,y) = (u(z,y),v(x,y)), temos que f é L-diferencidvel se, e
somente se, valem

Uy = Uy, Uy = Uy
Essas equagbes sao as analogas das equagoes de Cauchy-Riemann do caso complexo. Derivando

estas equagoes temos a condicao de integrabilidade
Upy — Uyy = 0.

Analogamente ao caso complexo, temos uma interpretacio geométrica da L-diferenciabilidade.
Consideramos L com a métrica Lorentziana se df(zy) # 0 entao df (zo) é uma aplicagdo conforme,
em relagdo & métrica Lorentziana, com coeficiente de conformidade positivo se df (z) preserva a
orientagdo, e negativo caso contrario.

Anélogo ao caso complexo, podemos definir os operadores paracomplexos

0 1,0 0 o 1,0 0
= (et Ta), a= (=Tl
0z 2 0u ov 0z 2°0u ov
onde z = u + 7v. Esses sdo os campos de vetores duais das 1-formas em L
dz :=du+ 1tdv, dz:=du— Tdv.
Teorema A.0.5. Seja f: Q — L tal que f(u+ 7b) = a(u,v) + 7b(u,v), onde a,b sdo de classe

C'. Entao f é L-diferenciavel se, e somente se 25 = 0.
z
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A. Diferenciagao paracomplexa

Demonstragio. Como f é L-diferencidvel se, e somente, se df (x) é uma matriz da forma (A.0.3)

entdao f é L-diferencidvel se, e somente, se

@ _ob
ou v’
da b (A.0.4)
ov  Ou
Desde que
of _ 105 _ o,
0z~ 20u ' ow
R L)
~ 2% T T T a0 T T
1.,0a 0Ob ob  Oa
= 5[(% - %) +T(% - %)],
of . :
resulta que —— = 0 se, e somente, se valem as equagoes (A.0.4). Logo temos o desejado. L]

0z

Observagao A.0.6. Seja f: Q2 — L tal que f(u+7b) = a(u,v)+ 7b(u, v), onde a, b sao de classe
Cl. Se f é L-diferenciavel, usando (A.0.4) temos que

8f_1<8f+ W)_l{(anrab)JrT(abJraa)

1 1r/0a Ob ob  Oda _ Oa ob b da
9z 2\ 0u T@U 21\9u v ou Ov

0
Proposi¢dao A.0.7. Seja v uma curva em LL. Se f é uma fungdo LL-diferenciavel com o1 continua,

0z

entao 5
[ 5z = s,

Além disso, a integral ndo depende do caminho escolhido.

Demonstragio. Como f é L-diferencidvel, de (A.0.5) temos que

of . of _
A gdz = | o (du + Tdv) = A(au + 7b,)du + 7(b, + Tay,)dv
= /(audu + a,dv) + 7(bydu + b,dv) = / d(a +7b) = (a+ 7b)|,= f(2)|-
v o

0l

Proposicao A.0.8. Se f = a + 7b é L-diferenciavel, entdo existe uma fungao L-diferencidvel

g:LﬁLtalque@:f.
0z
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A. Diferenciacdo paracomplexa

Demonstragio. Como f é L-diferencidvel, entao f satisfaz (A.0.4). Logo, as formas diferencidveis
bdu+adv e adu+bdv

sdo exatas. Portanto, existem funcoes diferencidveis o, 3 : R? — R tais que

da 0B
ou v "
dB  Oda
o v
Defina g : . - IL por g = a + 75. Temos que g é LL-diferenciavel pois
da 0
ou "7 o
oo _, 05
ov ou’

Portanto,

dg O« 86_% éLa_ B
dz 6u+7—8u v +T8v —atrb=7. (4.06)

O

Das Proposigdes A.0.7 e A.0.8, resulta que toda integral de linha de uma fungao L-diferencidvel

¢ independente do caminho.

A.0.1 Raizes quadrada de nimeros paracomplexos

Queremos definir a func¢ao raiz quadrada diferenciavel de um nimero paracomplexo. Seja w € L

tal que w = v/z. Logo, z = w? Se w = a + 7b entdo
z = (a® + b%) + 2abr.
Além disso, para a funcio da raiz seja diferencidvel temos z—0. Assim
2z = (a® + b*)? — 4a?h* = (a* — b*)* > 0.

Logo, z pertence ao cone espacial I.
Portanto, a raiz quadrada de z estd definida somente se z pertence ao cone espacial 1.
Agora iremos encontrar que sdo as raizes de z.

Como z pertence ao cone espacial I, podemos escrever z da forma

z = p(coshu + 7sinh u),

onde z=a+7ep=+va>+b.

Agora observe que se w é raiz quadrada de z pode estar em algum dos quatro cones:
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A y
tipo| | r
tempo
tipo tipo

el?pago espaco K

tipo
tempolll

1) Se w estd no cone espacial I. Entao w pode ser escrito como

w = py(coshuy + 7sinh uy).

2

Agora w® = z. Logo,

(p1)*(cosh 2u; + 7sinh 2uy) = z = p(coshu + 7 sinh w).

Entao,

P1 = \/ﬁa
cosh 2u; = coshu, (A.0.7)

sinh 2u; = sinh u.

Assim u; = 5 Portanto, a raiz é

w = \fp(cosh% + 7sinh g)

2) Agora se w estd no cone espacial 1] temos que w = a+7b tal que a < 0 e a®> —b* > 0. Logo
—w pertence ao cone espacial [ e (—w)2 = z. Assim —w é uma raiz no cone espacial I, entao
pelo item 1) temos que

—w = \/ﬁ(coshg + 7sinh g)

Portanto,
w = —,/p(cosh % + 7sinh g)
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3) Agora se w estd no cone temporal I temos que w = a + 7b tal que b > 0 e a® — b? < 0.
Logo 7w = b+ T a pertence ao cone espacial I e (Tw)? = 2. Assim 7w ¢é uma raiz no cone

espacial I, entao pelo item 1) temos que
u U
Tw = /p(cosh 5 + 7sinh 5)

Portanto,

w = \/ﬁ(sinh% + 7 cosh g)

4) Agora se w estd no cone temporal IT temos que w = a + 7b tal que b < 0 e a® — b* < 0.
Logo —7w = b+ T a pertence ao cone espacial I e (—7w)? = z. Assim —7 w é uma raiz no

cone espacial I, entdo pelo item 1) temos que

—Tw = ﬁ(coshg + 7sinh g)

Portanto,
LU U
w = —,/p(sinh 5 + 7 cosh 5)
Portanto, temos quatro raizes distintas, uma cada cone.

Observagao A.0.9. Como LL ndo é um corpo, podemos possuir mais de duas raizes.
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Apéndice B
O Teorema de Cauchy-Kovalevskaya

O Teorema de Cauchy-Kovalevskaya aplica-se a sistemas de equagoes diferenciais parciais ana-
liticas, com dados analiticos (reais ou complexos) que, por mudanga de varidveis adequadas podem,

ser reescritos de forma a ser aplicado o seguinte teorema (veja [6], [12] e [22], por exemplo).

Teorema B.0.10 (Cauchy—Kovalevskaya). Seja x = (21, ...,2,) € R" e considere o sistema

+c(u,2’), para |z|<r,
i 5% (B.0.1)

uw=0, para [2'|[<r e x,=0,

M?

8azn

onde 2/ = (21, .., xp_1), B; i R" xR — M™"(R),j=1,..,n—1ec:R"xR*" ! = R™ sdo

analiticas. Entdo, existe r > 0 e uma unica funcdo analitica u(x) = (u1(z), ..., u(z)) da forma

= S uaa®, (B.0.2)
Du(0)
al

onde 2% = z7'..22", o = (A1, ..., Q) € Uy = tal que u é solugao de (B.0.1).

Vamos escrever para um sistema de primeira ordem as condi¢des que permitem reduzir o sistema

a forma (B.0.1). Considere o seguinte problema: achar u (localmente) tal que

F(z, (aau)ha\g) =0,

ulg =P,

(B.0.3)

onde F = (F,..., F,,) é analitica, S é uma hipersuperficie analitica em R" e & = ($y,...,D,,) é

analitica definida em S. Suponhamos que (5, ®) é nao caracteristica, isto ¢,
F(SE, (8aq)(x))‘|a\§1) = 07 T e Sa

(B.0.4)
det [V, F (2, (Gaq)(x))ha\g)] #0, z€S8,
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onde V. . F denota a matriz Jacobiana de F' com respeito as variaveis zj,, j = 1,...,m,
ou;
correspondentes a —=,j = 1, ...,m. Quando escrevemos F' como
oz,
ouy Oy, ouy Oy,
F(xl,...,xn,ul,...,um, ) :07 (BO5>

ax17..., aml ,...,axn,..., amn

temos que (B.0.4) s@o exatamente as condi¢oes para podermos aplicar o Teorema da fun¢ao Im-

plicita (na versdo analitica) e, entdo, localmente (B.0.3) é equivalente a:

du ou ., _
= G(z, (87%)1:11),

or,
ulg =®(z),z €S CS,

(B.0.6)

onde G = (G, ..., Gy,) ¢ analitica.

Observagao B.0.11. Temos que

ou,;
1. As condigdes para que (S, ®) seja ndo caracteristica estdo escritas de forma a explicitar —2.
n

Condigoes andlogas permitiriam explicitar outras derivadas.

2. E possivel generalizar a condicio (B.0.4) pela condigao de que V.F tem posto m, onde

s
2= (211, -, Zm1, Z1ns -, Zmn) € Zjj corresponde a 8—] em (B.0.5).
Tk

A partir de (B.0.6) usando mudanga de varidveis e a introdugdo de varidveis dependentes

auxiliares, de forma trabalhosa é possivel reduzir ao caso de (B.0.1).
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