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Abstract

In this thesis we study minimal surfaces immersed in Lorentzian manifolds. First, we develop
a general version of the Weierstrass representation formula for timelike and spacelike minimal
surfaces immersed in a n-dimensional Lorentzian manifold. A special treatment is presented for
the case of a Lie group equipped with a left invariant Lorentzian metric. More specifically, we
consider the case of the 4-dimensional Damek-Ricci space, Riemannian and Lorentzian. Applying
the Weierstrass representation formula, we prove that there exists a unique solution to the Björling
problem for timelike surfaces immersed in a Lorenzian Lie group, when the initial curve is a timelike
or spacelike curve. Finally, we present some examples of minimal surfaces constructed via Björling
problem for the cases in which the ambient manifolds, equipped with a left invariant Lorentzian
metric, are the Heisenberg group, the De Sitter space, and the product of the hyperbolic plane
and the real line.

Keywords: Minimal surfaces, Lorentzian manifolds, Weierstrass representation formula, Damek-
Ricci spaces, Björling problem.

Resumo
Nesta tese estudamos as superfícies mínimas imersas em variedades Lorentzianas. Desenvol-

vemos uma versão geral da fórmula da representação de Weierstrass para superfícies mínimas
do tipo tempo e tipo espaço imersas em uma variedade Lorentziana n-dimensional. Um trata-
mento especial é apresentado para o caso em que a variedade é um grupo de Lie munido de uma
métrica Lorentziana invariante à esquerda. Mais especificamente, tratamos o caso do espaço de
Damek-Ricci 4-dimensional, Riemanniano e Lorentziano. Usando a fórmula da representação de
Weierstrass mostramos que existe uma única solução do problema de Björling para superfícies imer-
sas em grupo de Lie Lorenzianos. Por fim, apresentamos alguns exemplos de superfícies mínimas
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construídas através do prolema de Björling para os casos em que os espaços ambientes, dotados
de uma métrica Lorentziana invariante à esquerda, são o grupo de Heisenberg de dimensão três, o
espaço de De Sitter e o espaço dado pelo produto do plano hiperbólico com a reta real.

Palavras-chave: Superfícies mínimas, variedades Lorentzianas, fórmula da representação de
Weierstrass, espaços de Damek-Ricci, Problema de Björling.
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“Pode ser que um dia deixemos de nos falar...
Mas, enquanto houver amizade,

Faremos as pazes de novo.
Pode ser que um dia o tempo passe...

Mas, se a amizade permanecer,
Um de outro se há-de lembrar.

Pode ser que um dia nos afastemos...
Mas, se formos amigos de verdade,

A amizade nos reaproximará.
Pode ser que um dia não mais existamos...

Mas, se ainda sobrar amizade,
Nasceremos de novo, um para o outro.

Pode ser que um dia tudo acabe...
Mas, com a amizade construiremos tudo novamente,

Cada vez de forma diferente.
Sendo único e inesquecível cada momento

Que juntos viveremos e nos lembraremos para sempre.
Há duas formas para viver a sua vida:

Uma é acreditar que não existe milagre.
A outra é acreditar que todas as coisas são um milagre.”

Albert Einstein
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Introdução

A Fórmula da representação de Weierstrass clássica fornece uma descrição das superfícies mí-
nimas em espaços Euclidianos em termos de dados holomorfos. Portanto é uma ferramenta fun-
damental na construção de exemplos de tais superfícies. Além disso, é bastante importante no
estudo de propriedades gerais de tais superfícies pois permite o uso da análise complexa, a qual é
uma teoria muito bem desenvolvida.

Uma generalização de tal representação para superfícies mínimas em variedades Riemannianas
foi obtida por F .Mercuri, S. Montaldo and P. Piu em [18].

No espaço de Lorentz-Minkowski L3, ou seja, o espaço afim R3 munido da métrica Lorentziana

ds2 = dx2

1

+ dx2

2

≠ dx2

3

,

um teorema do tipo representação de Weierstrass foi obtido em 1983 por Kobayashi [13] para as
imersões mínimas do tipo espaço e em 2005 por Konderak [15] para superfícies do tipo tempo. Esses
teoremas foram estendidos para superfícies mínimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais em
[16].

No caso de variedades Riemannianas e/ou Lorentzianas, a condição de holomorfia é substituída
pela condição que os dados são soluções de certas EDPs, que, na realidade, é a condição de
holomorfia para uma estrutura complexa não padrão. Estas equações são, em geral, complicadas
demais para que se espere obter soluções explícitas. No entanto para certas variedades ambiente,
mais precisamente certos grupos de Lie, as equações são mais “amigáveis” e, com argumentos ad
hoc, que dependem do espaço ambiente, é possível achar soluções explícitas e, portanto, construir
exemplos (veja [14], [18]).

Neste trabalho pretendemos dar uma contribuição ao estudo das superfícies mínimas em vari-
edades Lorentzianas, usando essencialmente a representação de Weierstrass para tais superfícies.
Para isso organizamos a tese da maneira que segue:

No Capítulo 1, vamos falar sobre a geometria Lorentziana (veja [8], [21], [27]) e daremos algumas
definições e propriedades, fazendo um paralelo com a Geometria Riemanniana, que serão utilizadas
nos demais capítulos.
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Introdução

No Capítulo 2, calculamos a primeira e a segunda variação da área de uma subvariedade mínima
imersa em uma variedade semi-Riemanniana n-dimensionail. No caso de variedades tridimensionais
concluiremos que as superfícies mínimas do tipo tempo são pontos críticos da função área e que a
estabilidade de um domínio na superfície mínima depende da escolha da variação normal. Além
disso, estudamos as superfícies mínimas do tipo tempo que são do tipo gráfico no espaço de
Lorentz-Minkowski (veja [2])

No Capítulo 3, falaremos sobre a representação de Weierstrass e iremos construir a versão geral
para superfícies mínimas em variedade Lorentziana e para o caso de grupos de Lie munidos de
uma métrica invariante à esquerda Lorentziana.

No Capítulo 4, vamos desenvolver o Teorema da representação de Weierstrass para o espaço de
Damek-Ricci Riemanniano e Lorentziano, que é um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo,
cuja a álgebra de Lie é soma semi-direta da álgebra de Heisenberg com um espaço vetorial unidi-
mensional, dotado de uma métrica invariante à esquerda. Além disso, este espaço pode ser visto
como produto semi-direto do grupo de Heisenberg com um grupo de Lie unidimensional.

Finalmente, no Capítulo 5, vamos formular o problema de Björling para superfícies mínimas
em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais da seguinte maneira:

Seja — : I æ M uma curva analítica e V : I æ TM um campo de vetores do tipo-espaço
(respectivamente do tipo-tempo) unitário analítico ao longo de — e tal que g(—̇, V ) © 0. O problema
de Björling consiste em determinar uma superfície mínima do tipo-tempo (respectivamente do tipo-
espaço) f : I ◊ (≠‘, ‘) = � ™ K æ M tal que

i. f(u, 0) = —(u),

ii. N(u, 0) = V (u),

para todo u œ I, onde N : � æ TM é a aplicação normal de Gauss da superfície.
E mostraremos que este problema tem solução única. No caso de superfícies do tipo tempo

consideraremos dois casos: quando — é uma curva do tipo tempo e chamaremos o problema cor-
respondente de Problema de Björling do tipo tempo, e quando — é uma curva do tipo espaço e
chamaremos de Problema de Björling do tipo espaço. Além disso, iremos apresentar alguns exem-
plos de superfícies mínimas construídas através do Teorema de Björling para o caso em que o
espaço ambiente é o grupo de Heisenberg H

3

, o espaço de De Sitter S3

1

e o espaço H2 ◊R, dotados
de uma métrica Lorentziana invariante à esquerda.

2



Capítulo 1

Variedades Lorentzianas

Neste capítulo iremos relembrar a definição e as propriedades das variedades semi-Riemannianas,
em particular das variedades Lorentzianas, que são as variedades que possuem métrica cujo o índice
é 1. Estas métricas são chamadas métricas Lorentzianas em homenagem ao físico Hendrik Lorentz
e são muito utilizadas pelos físicos na teoria da Relatividade Geral, pois o espaço-tempo pode ser
modelado como uma variedade de Lorentz 4-dimensional.

Além disso, relembraremos alguns resultados da geometria Riemanniana que podem ser gene-
ralizados na geometria semi-Riemanniana como, por exemplo, o Teorema de Levi-Civita. Também
veremos que (veja Teorema 1.5.4), diferentemente da geometria Riemanniana, nem sempre pode-
mos munir uma variedade diferenciável com uma métrica Lorentziana.

1.1 Formas bilineares simétricas
Seja E um espaço vetorial real de dimensão finita e g : E ◊ E ≠æ R uma forma bilinear

simétrica. Então g induz uma aplicação linear

˜ := ˜
g

:E ≠æ Eú

˜(u)(v) = g(u, v).

Claramente
ker ˜ = {u œ E : g(u, w) = 0, ’ w œ E}. (1.1.1)

Definição 1.1.1. A forma g é não degenerada ou um produto escalar se ker ˜ = {0}. Neste caso
usaremos as notações:

˜≠1 = ˘, Èu, vÍ := g(u, v).

Os isomorfismos ˜ e ˘ são frequentemente chamados de isomorfismos musicais.

3



1. Variedades Lorentzianas

Definição 1.1.2. Se L : E ≠æ E é uma aplicação linear, diremos que L é uma isometria se

ÈL(u), L(v)Í = Èu, vÍ, u, v œ E.

Definimos também a forma quadrática associada a g e a g-norma por

q = q
g

: E ≠æ R, q(v) = g(v, v),

ÎvÎ:= ÎvÎ
g

= |q(v)| 1
2 .

A forma bilinear g pode ser recuperada a partir da forma quadrática usando a fórmula de inter-
polação:

g(u, v) = 1
2(q(u + v) ≠ q(u) ≠ q(v)).

Definição 1.1.3. Seja E um espaço vetorial real com produto escalar g e a forma quadrática q

associada a g. Se v œ E \ {0}, dizemos que

• v é do tipo espaço, se q(v) > 0,

• v é do tipo tempo, se q(v) < 0,

• v é do tipo luz, se q(v) = 0.

Observações 1.1.4. No caso do vetor nulo não temos uma convenção consolidada. Ele será de
um dos tipos acima quando claro no contexto.

Definição 1.1.5. Seja E um espaço vetorial real com produto escalar.

• Diremos que v, w œ E são ortogonais se Èu, vÍ = 0. Neste caso escreveremos v ‹ w.

• Diremos que uma base de E, {e
1

, . . . , e
n

}, é ortonormal se Èe
i

, e
j

Í = ±”
ij

.

• Se F ™ E é um subespaço vetorial, definimos

F ‹ = {v œ E : Èv, wÍ = 0, ’w œ F}.

• Se F ™ E é um subespaço vetorial, diremos que F é não degenerado se F fl F‹ = {0}, ou
equivalentemente, se o produto escalar, restrito a F é ainda um produto escalar.

Os fatos a seguir são simples e uma demonstração encontra-se, por exemplo, em [8].

Lema 1.1.6. Seja E um espaço vetorial com produto escalar e F um subespaço. Então:
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1.1 Formas bilineares simétricas

1. O espaço E admite uma base ortonormal.

2. O número de vetores de tipo tempo em uma base ortonormal não depende da base.

3. dimF + dimF‹ = dimE.

4. (F‹)‹ = F.

5. E = F + F‹ … F é não degenerado e, neste caso, a soma é direta, pelo item 3.

Definição 1.1.7. O número de vetores do tipo tempo em uma base ortonormal se chama o índice
do produto escalar.

Definição 1.1.8. Seja E um espaço vetorial real.

• Um produto escalar de índice zero é dito uma métrica Euclideana.

• Um produto escalar de índice 1 é dito uma métrica Lorentziana.

Um espaço vetorial com uma métrica Lorentziana será chamado de espaço Lorentziano.

Seja E um espaço Lorentziano. É simples de se ver que o conjunto dos vetores não nulos de
tipo tempo tem duas componentes conexas, ambas convexas.

Definição 1.1.9. Um cone temporal é uma das componentes conexas dos vetores do tipo tempo.
Uma orientação temporal é a escolha de um cone temporal.

Exemplo 1.1.10. O exemplo básico de espaço Lorentziano é o espaço Rn com a métrica dada
por:

È(x
1

, . . . , x
n

), (y
1

, . . . , y
n

)Í =
n≠1ÿ

i=1

x
i

y
i

≠ x
n

y
n

.

Tal espaço será denotado por Rn

1

.
Se E é um espaço Lorentziano, a escolha de uma base ortonormal equivale a escolha de uma

isometria de E com Rn

1

. Temos que os vetores nas retas r e s da Figura A.0.1 são do tipo-luz e
temos duas regiões convexas de vetores do tipo tempo e duas de tipo espaço.
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1. Variedades Lorentzianas

Figura 1.1: Cone Temporal - caso n = 2.

1.2 O espaço de Lorentz-Minkowski

O espaço de Lorentz-Minkowski L3 é o espaço R3

1

, isto é, R3 com o produto interno Lorentziano

È(u
1

, u
2

, u
3

), (v
1

, v
2

, v
3

)Í = u
1

v
1

+ u
2

v
2

≠ u
3

v
3

. (1.2.1)

O produto vetorial de Minkowski entre os vetores u = (u
1

, u
2

, u
3

) e v = (v
1

, v
2

, v
3

) de L3 é definido
por

u ◊ v =

---------

į j̨ ≠k̨

u
1

u
2

u
3

v
1

v
2

v
3

---------

(1.2.2)

ou equivalentemente,

Èu ◊ v, wÍ = det [u, v, w],

para todo w œ L3.
Observe que u ◊ v = ≠v ◊ u. Além disso, temos o seguinte

Lema 1.2.1. Sejam u, v, w, z œ L3. Vale que
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1.3 Variedades Semi-Riemannianas

i. Èu ◊ v, w ◊ zÍ = Èu, zÍÈv, wÍ ≠ Èu, wÍÈv, zÍ,

ii. (u ◊ v) ◊ w = Èv, wÍu ≠ Èu, wÍv.

Demonstração.

i. Observe primeiramente que

Èu ◊ v, xÍÈw ◊ z, yÍ = det[u, v, x] det[w, z, y] = ≠

---------

Èu, wÍ Èu, zÍ Èu, yÍ
Èv, wÍ Èv, zÍ Èv, yÍ
Èx, wÍ Èx, zÍ Èx, yÍ

---------

.

Logo, tomando y = u ◊ v, temos que

Èu ◊ v, xÍÈw ◊ z, u ◊ vÍ = Èu, zÍÈv, wÍÈx, u ◊ vÍ ≠ Èu, wÍÈv, zÍÈx, u ◊ vÍ,

para todo x œ L3. Assim podemos tomar x de maneira que Èu ◊ v, xÍ ”= 0. Portanto, temos
o desejado.

ii. Usando o item i. resulta que

È(u ◊ v) ◊ w, zÍ = det[u ◊ v, w, z] = det[w, z, u ◊ v]
= Èw ◊ z, u ◊ zÍ = Èu, zÍÈv, wÍ ≠ Èu, wÍÈv, zÍ
= ÈÈv, wÍu ≠ Èu, wÍv, zÍ,

para todo z œ L3. Logo, temos o desejado.

Observem que as fórmulas do Lema 1.2.1 são as fórmulas do caso Euclideano a menos de sinal.

1.3 Variedades Semi-Riemannianas

Nesta seção vamos discutir fatos básicos de geometria semi-Riemanniana, que generalizam os
correspondentes em geometria Riemanniana. Referiremos a [8], [11] e [21] para as demonstrações.

Seja M uma variedade diferenciável. Denotaremos com F(M) o espaço das funções diferenciá-
veis em M e com H(M) o espaço dos campos de vetores (diferenciáveis) em M .
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1. Variedades Lorentzianas

Definição 1.3.1. Uma métrica semi-Riemanniana em M é uma lei que associa a cada espaço
tangente T

p

M , p œ M , um produto escalar g
p

: T
p

M ◊T
p

M ≠æ R que depende diferenciavelmente
de p. Isso significa que, dados campos X, Y œ H(M), a função que associa a p œ M o número real
g

p

(X(p), Y (p)) é uma função diferenciável.
Uma variedade com uma métrica semi-Riemanniana fixada será chamada de uma variedade

semi-Riemanniana.

Se g é uma métrica semi-Riemanniana em M e o índice de g
p

não depende de p, este será
chamado de índice de g. É simples ver que isso acontece, por exemplo, se M for conexa.

Definição 1.3.2. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Então M é dita

• Riemanniana, se o índice de g é 0,

• Lorentziana, se o índice de g é 1.

Analogamente ao caso Riemanniano temos uma (única) conexão de Levi-Civita associada a
uma métrica semi-Riemanniana, isto é, uma única aplicação R-bilinear

Ò : H(M) ◊ H(M) ≠æ F(M)

tal que

• Ò
fX

Y = fÒ
X

Y, Ò
X

fY = X(f)Y + fÒ
X

Y, ’ f œ F(M), X, Y œ H(M),

• Ò
X

Y ≠ Ò
Y

X = [X, Y ],

• Xg(Y, Z) = g(Ò
X

Y, Z) + g(Y, Ò
X

Z), ’ X, Y, Z œ H(M).

A partir da conexão (ou derivada covariante) podemos então, como no caso Riemanniano, definir:

• o conceito de derivada covariante de campos de vetores ao longo de uma curva (denotada
por Ò

dt
),

• o transporte paralelo ao longo de uma curva diferenciável por partes (que, como no caso
Riemanniano, resulta ser uma isometria entre os espaços tangentes nos pontos inicial e final
da curva),

• geodésicas como curvas cujo campo de vetores tangentes é paralelo,

• a aplicação exponencial exp
p

: T
p

M æ M .
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1.4 O tensor curvatura

Se (x
1

, . . . , x
n

) são coordenadas locais em um aberto U ™ M , a métrica semi-Riemanniana g é
dada, em termos das coordenadas, pela seguinte matriz com entradas em F(U):

g = [g
ij

] := [g( ˆ

ˆx
i

,
ˆ

ˆx
j

)],

e a conexão em termos dos símbolos de Christo�el �k

ij

definidos pela relação

Ò ˆ

ˆx
i

ˆ

ˆx
j

=
ÿ

k

�k

ij

ˆ

ˆx
k

.

Definição 1.3.3. Seja — : I µ R æ M uma curva regular. A curva — é dita do tipo espaço
(respectivamente do tipo tempo, tipo luz) se —Õ(t) é do tipo espaço (respectivamente do tipo tempo,
tipo luz), para todo t œ I.

1.4 O tensor curvatura
Definição 1.4.1. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana com a conexão de Levi-Civita Ò.
A função R : H(M)3 æ H(M) dada por

R(X, Y )Z = Ò
Y

Ò
X

Z ≠ Ò
X

Ò
Y

Z + Ò
[X,Y ]

Z, (1.4.1)

é um campo de tensor de tipo (1, 3), chamado tensor curvatura de M .

Analogamente ao caso Riemanniano podemos definir as componentes em coordenadas locais
do tensor curvatura.

Proposição 1.4.2. Em uma vizinhança coordenada de um sistema de coordenadas {x
1

, ..., x
n

} de
uma variedade semi-Riemanniana M (de dimensão n) temos que o tensor curvatura é dado por

R
3

ˆ

ˆx
k

,
ˆ

ˆx
l

4
ˆ

ˆx
j

=
nÿ

i=1

Ri

jkl

ˆ

ˆx
i

,

onde
Ri

jkl

=
ˆ�i

kj

ˆx
l

≠ ˆ�i

jl

ˆx
k

+
1ÿ

m=1

�i

lm

�m

kj

≠
1ÿ

m=1

�i

km

�m

lj

.

Proposição 1.4.3. Sejam X, Y, Z, W œ H(M). Definimos

R(X, Y, Z, W ) = g(R(X, Y )Z, W ).

Então, valem as seguintes propriedades
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1. Variedades Lorentzianas

1. R(X, Y, Z, W ) = ≠R(Y, X, Z, W ),

2. R(X, Y, Z, W ) = ≠R(X, Y, W, Z),

3. R(X, Y, Z, W ) = R(Z, W, X, Y ),

4. R(X, Y )Z + R(Z, X)Y + R(Y, Z)X = 0, (primeira Identidade de Bianchi),

5. (Ò
Z

R)(X, Y ) + (Ò
Y

R)(Z, X) + (Ò
X

R)(Y, Z) = 0, (segunda Identidade de Bianchi).

Definição 1.4.4. A curvatura de Ricci e a curvatura escalar são definidas por

Ric
M

(Y, Z)(p) := tr R(·, Y (p))Z(p) =
nÿ

i,j=1

gijg
3

R
3

ˆ

ˆx
i

|
p

, Y (p)
4

Z(p), ˆ

ˆx
j

|
p

4

=
nÿ

i,j=1

gijR
3

ˆ

ˆx
i

|
p

, Y (p), Z(p), ˆ

ˆx
j

|
p

4

e
S(p) =

nÿ

i,j=1

gij(p)Ric
3

ˆ

ˆx
i

|
p

,
ˆ

ˆx
j

|
p

4
,

respectivamente, onde Y, Z œ H(M) e p œ M .

Observação 1.4.5. Estamos usando a notação gij para o elemento ij da matriz inversa, g≠1.

Se g é uma métrica Riemanniana e ‡ ™ T
p

M é um plano no espaço tangente a M em p com
base {u, v}, a curvatura seccional de ‡ é definida por

K
S

(‡) = R(u, v, u, v)
g(u, u)g(v, v) ≠ g(u, v)2

, (1.4.2)

a qual é independente da escolha da base {u, v} de ‡. No caso em que g é uma métrica semi-
Riemanniana (1.4.2) faz sentido desde que o plano ‡ seja não degenerado.

Seja
Q(u, v) = g(u, u)g(v, v) ≠ g(u, v)2.

Temos que

Q(u, v) =

Y
___]

___[

> 0 se e somente, se g|‡ é definida,

= 0 se e somente, se g|‡ é degenerada,

< 0 se e somente, se g|‡ é indefinida.

(1.4.3)
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1.5 Existência de métricas Lorentzianas

Observe que o sinal do numerador em (1.4.2) independente da escolha da base uma vez que
R(u, v, v, u) é um tensor e satisfaz a Proposição 1.4.3. Assim, se ‡ é degenerado, definimos a
assinatura da curvatura como sendo

N (‡) =

Y
___]

___[

+1 se R(u, v, u, v) > 0,

0 se R(u, v, u, v) = 0,

≠1 se R(u, v, u, v) < 0.

(1.4.4)

Definição 1.4.6. Seja ‡ ™ T
p

M um plano tangente com base {u, v}.

1. Se ‡ é não degenerado, definimos a curvatura seccional K
S

(‡) usando (1.4.2).

2. Se ‡ é degenerado, definimos a assinatura de sua curvatura seccional N (‡) usando (1.4.4).

Assim como no caso Riemanniano as curvaturas seccionais K
S

(‡), para todo plano não degene-
rado tangente a p, e a assinatura nos planos degenerados, determinam o valor do tensor curvatura
R em p. A demonstração pode ser encontrada em [8].

1.5 Existência de métricas Lorentzianas

É bem conhecido o resultado que garante que qualquer variedade diferenciável admite uma
métrica Riemanniana. Isso não acontece para métricas Lorentzianas e, de fato, temos obstruções á
existência de tais métricas. Para explicar tais obstruções, vamos começar introduzindo o conceito
de orientação temporal.

Definição 1.5.1. Seja M uma variedade Lorentziana. Uma orientação temporal em M é a escolha
de um cone temporal ·

p

µ T
p

M em cada espaço tangente, que depende diferenciavelmente de
p œ M . Isso significa que para todo p œ M , existe uma vizinhança U

p

µ M de p e um campo não
nulo do tipo tempo X œ H(U

p

) tal que X(q) œ ·
q

, para todo q œ U
p

. Além disso

1. se existir uma orientação temporal diremos que M é t-orientável,

2. se M é t-orientável e uma t-orientação for fixada, diremos que M é t-orientada.

Proposição 1.5.2. Uma variedade Lorentziana é t-orientável, se e somente se, existe um campo
vetorial globalmente definido X œ H(M) tal que g(X, X) < 0, isto é, X é tipo tempo.
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1. Variedades Lorentzianas

Demonstração. Se existir um campo X œ H(M) tal que g(X, X) < 0, dado p œ M escolhemos o
cone temporal ·

p

µ T
p

M que contem X(p).
Vamos mostrar a recíproca. Se M é t-orientável, então para cada p œ M podemos escolher um

cone temporal ·
p

µ T
p

M que depende diferenciavelmente de p. Isto é, para todo p œ M , existe
uma vizinhança U

p

µ M de p e um campo não nulo do tipo tempo X œ H(U
p

) que satisfaz a
Definição 1.5.1.

Seja {µ
i

; i œ N} uma partição da unidade subordinada à cobertura aberta {U
p

; p œ M} de M ,
isto é,

a) µ
i

: M æ [0, 1] é uma função diferenciável.

b) {Supp µ
i

} é um recobrimento de M localmente finito.

c) O conjunto Supp µ
i

está contido em algum aberto U
p

i

da cobertura.

d) q
i

µ
i

(x) = 1, ’x œ M .

Seja X
i

o campo de vetores do tipo tempo correspondente a U
i

. Definimos

X =
ÿ

i

µ
i

X
i

.

Como os cones temporais ·
p

são convexos, temos que
ÿ

i

µ
i

X
i

(p
i

) œ ·
p

i

,

pois X
i

(p
i

) œ ·
p

i

. Portanto X está globalmente definido, X(p) œ ·
p

, para todo p œ M , e
g(X, X) < 0.

Observação 1.5.3. No caso de variedades diferenciáveis a orientabilidade é uma propriedade que
depende somente da topologia da variedade. No caso Lorentziano a t-orientabilidade é uma proprie-
dade que depende da métrica. De fato, como veremos no Teorema 1.5.4, se uma variedade admite
uma métrica Lorentziana ela admite também uma métrica Lorentziana t-orientável, possivelmente
diferente da primeira.

Teorema 1.5.4 ([8]). Seja M uma variedade diferenciável conexa. Então as seguintes condições
são equivalentes:

i) M admite uma métrica Lorentziana.

ii) M admite uma métrica Lorentziana com orientação temporal.
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1.5 Existência de métricas Lorentzianas

iii) M admite um campo de vetores X sem zeros.

iv) Ou M não é compacta ou a sua característica de Euler ‰(M) é zero.

Demonstração. a) Observemos que obviamente ii) implica i).

b) Vamos mostrar que iii) implica ii). Como M é uma variedade diferenciável, então admite
uma métrica Riemanniana g

R

. Além disso M possui um campo de vetores X sem zeros.
Então podemos definir

g
L

(Y, Z) = g
R

(Y, Z) ≠ 2g
R

(X, Y )g
R

(X, Z)
g

R

(X, X) , (1.5.1)

com Y, Z œ H(M). Vamos mostrar que g
L

é uma métrica Lorentziana.

Primeiramente, temos que g
L

é uma forma bilinear e simétrica pois g
R

o é. Além disso, g
L

é
não degenerada. De fato, seja V œ ker(g

L

), então g
L

(V, W ) = 0, para todo W œ H(M). Em
particular para W = X. Logo

0 = g
L

(V, X) = g
R

(V, X) ≠ 2g
R

(X, V )g
R

(X, X)
g

R

(X, X) = ≠g
R

(V, X).

Consequentemente, V é ortogonal a X. Dessa forma g
L

(V, W ) = g
R

(V, W ). Assim V œ
ker g

R

= {0}. Portanto, g
L

é não degenerada.

Seja p œ M e {u, v
1

, ...., v
n

} uma base ortonormal de T
p

M , onde

u = X(p)
Ò

g
R

(X(p), X(p))
.

Logo:

• g
L

(u, u) = ≠g
R

(u, u) = ≠1. Logo u é do tipo tempo.

• g
L

(u, v
i

) = 0, para i = 1, ..., n.

• g
L

(v
i

, v
j

) = g
R

(v
i

, v
j

) = ”
ij

. Logo, cada v
i

é do tipo-espaço.

Então o índice de g
L

é 1. Portanto g
L

é uma métrica Lorentziana.

Observamos que g
L

(X, X) = ≠g
R

(X, X) < 0. Assim X é um campo do tipo-tempo. Portanto
pela Proposição 1.5.2 temos que M é t-orientável.

c) A equivalência entre iii) e iv) é um clássico da topologia algébrica e pode ser encontrado em
[26].
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1. Variedades Lorentzianas

d) Vamos mostrar que i) implica iv). Seja M uma variedade Lorentziana compacta.

Se M é t-orientável então pela Proposição 1.5.2 temos que M possui um campo de vetores
sem zeros, ou seja, sem singularidades. Portanto, se M for compacta, a característica de
Euler de M é zero.

Se M não é t-orientável, então existe um recobrimento duplo (M̃, g̃) t-orientável. Portanto
‰(M̃) = 0. Mas ‰(M̃) = 2‰(M). Ou seja ‰(M) = 0.

1.6 Superfícies de Riemann e de Lorentz
Seja M uma superfície, isto é, uma variedade 2-dimensional e g uma métrica Riemanniana.

É bem conhecido que para todo p œ M existe uma carta local Ï
p

: � µ R2 ƒ C æ M tal que
p œ Ï

p

(�) e Ïú
p

g = ⁄(dx2 + dy2), onde ⁄ : � æ R é uma função positiva. Uma tal carta é
chamada isotérmica. Dadas duas cartas isotérmicas, a mudança de coordenadas é, onde definida,
uma aplicação conforme entre abertos de C, portanto holomorfa se preserva orientação e anti-
holomorfa se inverte orientação. Em particular se M é orientável, ela admite um atlas holomorfo.

Definição 1.6.1. Uma superfície de Riemann é um par constituído de uma superfície M e uma
classe de métricas Riemannianas conformes.

Queremos agora introduzir conceitos análogos para o caso de métricas Lorentzianas. Seja M

uma superfície e g uma métrica Lorentziana em M .

Proposição 1.6.2 ([27]). Dado p œ M , existe uma carta local Ï
p

: � µ R2 ƒ C æ M , com
p œ Ï

p

(�), tal que Ïú
p

(g) = 2Bdxdy, onde B é uma função positiva. Essas coordenadas são ditas
coordenadas nulas.

Demonstração. Em alguma vizinhança U de p œ M escolha campos linearmente independentes
X, Y tais que q(X) = q(Y ) = 0. É bem conhecido que existem funções ⁄, µ > 0 de classe CŒ tais
que [⁄X, µY ] = 0. Podemos portanto assumir que [X, Y ] = 0. Pelo Teorema de Frobenius existe
uma carta local Ï

p

: � µ R2 ƒ C æ M tal que dÏ
p

( ˆ

ˆx

) = X e dÏ
p

( ˆ

ˆy

) = Y . Logo,

Ïú
p

g
3

ˆ

ˆx
,

ˆ

ˆx

4
= g(X, X) = 0,

Ïú
p

g
3

ˆ

ˆx
,

ˆ

ˆy

4
= g(X, Y ) = B,

Ïú
p

g
3

ˆ

ˆy
,

ˆ

ˆy

4
= g(Y, Y ) = 0.
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1.6 Superfícies de Riemann e de Lorentz

Portanto Ïú
p

g = 2B dxdy, onde B > 0.

Teorema 1.6.3. Seja (M, g) uma superfície Lorentziana e p œ M . Então em alguma vizinhança
U µ M de p existem coordenadas {u, v} em termos das quais a métrica g é dada por B(du2 ≠ dv2)
sobre U , onde B > 0.

Demonstração. Pelo Proposição 1.6.2, existem coordenadas locais x, y em alguma vizinhança U de
p tal que a métrica g é dada por g = 2B dxdy, onde B > 0. Agora tome as coordenadas

u = 1Ô
2

(x + y) e v = 1Ô
2

(x ≠ y).

Portanto, Y
___]

___[

ˆ

ˆu
= 1Ô

2

3
ˆ

ˆx
+ ˆ

ˆy

4
,

ˆ

ˆv
= 1Ô

2

3
ˆ

ˆx
≠ ˆ

ˆy

4
.

(1.6.1)

Logo g = B(du2 ≠ dv2).

Observação 1.6.4. Analogamente ao caso Riemanniano temos que em um aberto U
0

µ R2 no qual
coordenadas isotérmicas {u, v} e {x, y} estão definidas, a mudança de variável é L-diferenciável se
preserva orientação e anti-L-diferenciável se inverte orientação.

De fato, seja f : U
0

≠æ M uma parametrização de M . Temos que g = –(du2 ≠ dv2) e
ĝ = —(dx2 ≠ dy2), onde –, — > 0. Como

Y
]

[
f

x

= f
u

u
x

+ f
v

v
x

,

f
y

= f
u

u
y

+ f
v

v
y

,
(1.6.2)

então Y
_____]

_____[

— = –(u2

x

≠ v2

x

)

0 = u
x

u
y

≠ v
x

v
y

≠— = –(u2

y

≠ v2

y

).

Logo, Y
_]

_[

u2

x

≠ v2

x

= ≠(u2

y

≠ v2

y

),

0 = u
x

u
y

≠ v
x

v
y

.
(1.6.3)

Assim temos que
u

x

v
y

= v
x

u
y

15



1. Variedades Lorentzianas

e
u2

x

≠ v2

x

= u2

x

v2

y

v2

y

≠ v2

x

u2

y

u2

y

=
3

u
x

v
y

4
2

(v2

y

≠ u2

y

).

Por outro lado, como u
x

e v
x

satisfazem (1.6.3), então
3

v
x

u
y

4
2

= 1.

Além disso, podemos escrever

det
S

U u
x

u
y

v
x

v
y

T

V = v
x

u
y

(v2

y

≠ u2

y

),

em que v2

y

≠ u2

y

> 0. Portanto se a mudança preserva a orientação, v
x

u
y

= 1 e, consequentemente,

Y
]

[
u

x

= v
y

u
y

= v
x

.

Logo a mudança é L-diferenciável. Se a mudança de variável inverte a orientação, então v
x

u
y

= ≠1,
ou seja a mudança é anti-L-diferenciável.

Definição 1.6.5. Uma superfície de Lorentz é um par constituído de uma superfície M e uma
classe de métricas Lorentzianas conformes.

Observação 1.6.6. O Teorema de uniformização garante que uma superfície de Riemann sim-
plesmente conexa é conformemente equivalente a um dos modelos padrões, i.e, a esfera S2, a reta
complexa C, ou ao disco D = {z œ C : |z|< 1}. Observamos explicitamente que C e D são difeo-
morfos mas não bi-holomorfos pois, pelo Teorema de Liouville, uma aplicação holomorfa f : C æ D

é necessariamente constante.
No caso Lorentziano a situação é completamente diferente. De fato, pode se mostrar que existem

infinitas superfícies de Lorentz simplesmente conexa, não conformemente equivalentes (veja [19]).
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Capítulo 2

Subvariedades mínimas em variedades
Lorentzianas

Neste capítulo iremos calcular a primeira e a segunda variação da área para uma subvariedade
mínima de uma variedade semi-Riemanniana. Veremos que, assim como no caso Riemanniano,
uma subvariedade mínima é um ponto crítico para a função área para qualquer variação normal.
Particularmente, para o caso de superfícies do tipo tempo imersas em variedades tridimensionais
estudamos a segunda variação para determinar se esta superfície é mínimo, máximo ou sela para
a função área. Concluiremos que superfícies mínimas do tipo tempo são pontos de sela para o
funcional da área.

Além disso, estudamos as superfícies mínimas do tipo tempo que são do tipo gráfico no espaço
de Lorentz-Minkowski. Concluímos que o helicóide não é a única superfície mínima regrada do tipo-
tempo em L3 e que Teorema de Bernstein não é válido no espaço de Lorentz L3, pois encontramos
outras superfícies mínimas do tipo-tempo que são completas e gráficos que não são planos.

Alguns dos resultados acima, em particular as formas variacionais, podem ser encontrados em
[2].

2.1 Subvariedades em variedades semi-Riemannianas

Seja M
n uma variedade semi-Riemanniana munida da métrica g, Mk uma variedade diferen-

ciável e f : Mk ≠æ M
n uma imersão. O superescritos denotam as respectivas dimensões e serão

omitidos quando claro do contexto.

Definição 2.1.1. Diremos que f é não degenerada se f úg for não degenerada.
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Se f é não degenerada, a forma bilinear f úg define uma métrica semi-Riemanniana em M , tal
que f é uma imersão isométrica.

Assumiremos, daqui adiante, que f seja não degenerada.

Sendo f localmente um mergulho podemos identificar, localmente, M com f(M) e assim o
faremos em todos os argumentos de caracter local. Denotaremos com Ò a conexão de Levi Civita
de M e com Ò a de M . Pelo Lema 1.1.6 temos a decomposição ortogonal

T
p

M = T
p

M ü [T
p

M ]‹, p œ M

e portanto, se X, Y œ H(M), temos

Ò
Y

X = [Ò
Y

X]€ + [Ò
Y

X]‹.

É fácil ver que o operador [Ò
Y

X]€ verifica as propriedades da conexão de Levi- Civita de M

e, portanto, Ò
Y

X = [Ò
Y

X]€. Além disso, a aplicação

– : H(M) ◊ H(M) ≠æ H(M), –(X, Y ) := [Ò
Y

X]‹

é simétrica e F(M)-bilinear.

Definição 2.1.2. A aplicação – é chamada de segunda forma fundamental de M (ou, melhor, de
f).

Seja N : M ≠æ TM um campo normal ao longo de M , isto é, N(p) œ [T
p

M ]‹, e p œ M ,
X œ H(M). Temos a decomposição ortogonal

Ò
X

N(p) = ≠A
N

X(p) + Ò‹
X

N(p),

onde A
N

: T
p

M ≠æ T
p

M é uma aplicação linear simétrica, para cada p œ M , caracterizada por

g(A
N

X, Y ) = g(–(X, Y ), N). (2.1.1)

Seja {e
1

, ..., e
k

} um referencial local ortonormal de T
p

M , p œ M .

Definição 2.1.3. A norma ao quadrado da segunda forma fundamental em p œ M é definida por

|–|2=
kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), –(e
i

, e
j

)), (2.1.2)

onde Á
i

= g(e
i

, e
i

).
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2.1 Subvariedades em variedades semi-Riemannianas

É fácil ver que a definição não depende da escolha da base.

Definição 2.1.4. Seja p œ M . Então, definimos o vetor curvatura média H(p) de M em p por

H(p) = tr
g

–(p) =
kÿ

i=1

Á
i

–(e
i

, e
i

), (2.1.3)

onde Á
i

= g(e
i

, e
i

). Dizemos que M é uma subvariedade mínima se H(p) = 0, ’p œ M .

Seja M uma variedade semi-Riemanniana com métrica s e conexão de Levi Civita Ò. Se
h œ F(M), o gradiente de h, Òh, é definido pela identidade

s(Òh, Y ) = df(Y ), ’ Y œ H(M).

Dado Y œ H(M), consideramos a aplicação linear L : T
p

M ≠æ T
p

M, L(X) = Ò
X

Y . O divergente
de Y é definido como

div Y = tr
s

(L),

onde o traço é em relação a métrica s. Pode-se verificar que o divergente satisfaz a Regra de
Leibniz

divf X = fdivX + h(Òf, X).

Seja h œ F(M). A partir do gradiente e da divergência, podemos definir o operador de Laplace-
Beltrami, �

s

h, como
�

s

h = div Òh.

Observação 2.1.5. Vamos supor que o referencial {e
1

, ..., e
k

} seja um referencial ortonormal
geodésico em um ponto p œ M , isto é, Ò

e

i

e
j

(p) = 0, i, j = 1, ..., k. Dados X œ H(M), h œ F(M),
temos:

div X(p) =
kÿ

i=1

Á
i

s(Ò
e

i

X, e
i

), Òh(p) =
kÿ

i=1

Á
i

e
i

(f)e
i

, �
s

h(p) =
kÿ

i=1

Á
i

e
i

(e
i

f).

Voltamos ao caso das subvariedades.

Proposição 2.1.6. Sejam Mk um subvariedade de M e Y um campo de vetores normais ao longo
de M . Então

div Y = ≠g(Y, H).

Demonstração. Como g(e
i

, Y ) = 0, i = 1, ..., k, temos que

0 = e
i

g(e
i

, Y ) = g(Ò
e

i

Y, e
i

) + g(Y, Ò
e

i

e
i

),
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

para todo i = 1, ..., k. Portanto,

div Y =
kÿ

i=1

Á
i

g(Ò
e

i

Y, e
i

) = ≠
kÿ

i=1

Á
i

g(Y, Ò
e

i

e
i

)

= ≠
kÿ

i=1

Á
i

g(Y, Ò‹
e

i

e
i

) = ≠g(Y,
kÿ

i=1

Á
i

–(e
i

, e
i

))

= ≠g(Y, H̨).

2.2 Fórmulas variacionais

Seja M
n uma variedade semi-Riemanniana com métrica g, Mk uma variedade diferenciável,

compacta e com bordo ˆM ”= ÿ e seja f : M ≠æ M uma imersão não degenerada.

Definição 2.2.1. Uma variação (diferenciável) de f é uma aplicação diferenciável

F : M ◊ (≠‘, ‘) æ M

tal que:

a) cada aplicação F
t

= F (·, t) : M æ M é uma imersão,

b) F
0

(p) = F (p, 0) = f(p), para todo p œ M ,

c) F (p, t) = f(p), para todo p œ ˆM .

O campo de vetores ao longo de M , E = ˆF

ˆt
|
t=0

, é chamado de campo variacional. Uma variação
de M é dita normal se E€ © 0.

Seja {e
1

, ..., e
k

} um referencial ortonormal local em M . Os coeficientes da métrica induzida em
M por F

t

são dados por g
ij

(t) = g(e
i

(t), e
j

(t)), onde e
i

(t) = dF
t

(e
i

). Seja ‹ o índice da métrica
induzida em M . Então o volume de F

t

é dado por

V ol(t) =
⁄

M

Ò
|det(g

ij

(t))| dV.

Lema 2.2.2. Temos que
d

dt
(det(g

ij

(t)))
----
t=0

= (≠1)‹ tr
g

(gÕ
ij

(0)).
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2.2 Fórmulas variacionais

Demonstração. Seja d(t) = det(g
ij

(t)) = det[g
1

(t), ..., g
k

(t)], onde g
i

(t) são as colunas da matriz
(g

ij

(t)). Como o determinante é uma aplicação multilinear, obtemos que:

dÕ(t) =
kÿ

i=1

det[g
1

(t), ..., gÕ
i

(t), ..., g
k

(t)]. (2.2.1)

Sendo {e
1

, ..., e
k

} é um referencial ortonormal, temos que

g
ij

(0) =
Y
]

[
0, se i ”= j,

Á
i

, se i = j.

Sejam I
i

= (0...1...0). Portanto, em t = 0, temos que

dÕ(0) =
kÿ

i=1

det[g
1

(0), ..., gÕ
i

(0), ..., g
k

(0)] =
kÿ

i=1

det[Á
1

I
1

, ..., gÕ
i

(0), ..., Á
k

I
k

]

=
kÿ

i=1

Á
1

...Á̂
i

...Á
k

gÕ
ii

(0) = (≠1)‹

kÿ

i=1

Á
i

gÕ
ii

(0) = (≠1)‹ (tr
g

gÕ
ij

(0)),

pois Á
1

...Á
i

...Á
k

= det(g
ij

(0)) = (≠1)‹ .

Teorema 2.2.3. [Primeira Variação da Área] Com as notações acima temos

V olÕ(0) = ≠
⁄

M

g(E, H) dV.

Demonstração. Seja w(t) =
Ò

(≠1)‹ d(t). Assim, do lema anterior e usando que d(0) = (≠1)‹ ,
temos

wÕ(0) = (≠1)‹ dÕ(0)
2w(0) =

tr
g

gÕ
ij

(0)
2 = 1

2

kÿ

i=1

Á
i

gÕ
ii

(0).

Como g
ii

(t) = g(e
i

(t), e
i

(t)), então

gÕ
ii

(t) = 2 g
3

ÒˆF

ˆt

e
i

(t), e
i

(t)
4

.

Seja p œ M e considere um sistema de coordenadas em U ◊ (≠‘, ‘), onde U é uma vizinhança de
p em M , com campos coordenados

;
ˆ

ˆt
, e

i

<
, i = 1, ..., k. Logo, temos que

5
ˆF

ˆt
, e

i

(t)
6

=
5
dF

t

3
ˆ

ˆt

4
, dF

t

(e
i

)
6

= dF
t

35
ˆ

ˆt
, e

i

64
= 0.

Assim,
ÒˆF

ˆt

e
i

(t) = Ò
e

i

(t)

ˆF

ˆt
.

21



2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Então,
gÕ

ii

(t) = 2 g
3

Òe
i

(t)
ˆF

ˆt
, e

i

(t)
4

.

Portanto,

wÕ(0) = 1
2

kÿ

i=1

Á
i

gÕ
ii

(0) =
kÿ

i=1

Á
i

g
3

Òe
i

(0)
ˆF

ˆt
|
0

), e
i

(0)
4

=
kÿ

i=1

Á
i

g(Ò
e

i

E, e
i

) = div
M

E = ≠g(E, H),

onde foi usada a Proposição 2.1.6. Portanto,

V olÕ(0) =
⁄

M

wÕ(0) dV = ≠
⁄

M

g(E, H) dV.

Agora, cada campo E ao longo f é campo variacional da variação F (p, t) = exp
p

(tE). Portanto
temos

Corolário 2.2.4. M é uma subvariedade mínima se e somente se V olÕ(0) = 0, para toda variação
normal de M .

Vamos agora calcular a derivada segunda do funcional volume.
Sejam Mk µ M

n subvariedade mínima, F : M ◊ (≠‘, ‘) æ M uma variação normal de M e
{e

1

, ..., e
k

} um referencial ortonormal geodésico em T
p

M , com p œ M . Precisaremos dos seguintes
resultados preliminares.

Lema 2.2.5. Seja d(t) = det(g
ij

(t)). Então

d ÕÕ(0) = (≠1)‹

kÿ

i=1

Á
i

gÕÕ
ii

(0) + 2(≠1)‹

kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ii

(0)gÕ
jj

(0) + 2(≠1)‹+1

kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ij

(0)gÕ
ji

(0).

Demonstração. De (2.2.1), obtemos que

d ÕÕ(t) =
kÿ

i=1

det[g
1

(t), ..., gÕÕ
i

(t), ..., g
k

(t)] + 2
kÿ

i<j=1

det[g
1

(t), ..., gÕ
i

(t), gÕ
j

(t), ..., g
k

(t)].

Logo, em t = 0 temos que

d ÕÕ(0) =
kÿ

i=1

det[g
1

(0), ..., gÕÕ
i

(0), ..., g
k

(0)] + 2
kÿ

i<j=1

det[g
1

(0), ..., gÕ
i

(0), gÕ
j

(0), ..., g
k

(0)].

=
kÿ

i=1

det[Á
1

I
1

, ..., gÕÕ
i

(0), ..., Á
k

I
k

] + 2
kÿ

i<j=1

det[Á
1

I
1

, ..., gÕ
i

(0), gÕ
j

(0), ..., Á
k

I
k

].

= (≠1)‹

kÿ

i=1

Á
i

gÕÕ
ii

(0) + 2(≠1)‹

kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ii

(0)gÕ
jj

(0) ≠ 2(≠1)‹

kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ij

(0)gÕ
ji

(0).
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2.2 Fórmulas variacionais

Lema 2.2.6. Seja w(t) =
Ò

(≠1)‹ d(t). Então

2w ÕÕ(0) = tr
g

(g
ij

ÕÕ(0)) ≠ tr
g

([gÕ
ij

(0)]2).

Demonstração. Derivando e usando que w(0) = 1, temos que:

2w ÕÕ(0) = (≠1)‹ d ÕÕ(0) ≠ [dÕ(0)]2
2 . (2.2.2)

Do Lema 2.2.2, resulta que

[d Õ(0)]2 = [(≠1)‹ tr
g

(gÕ
ij

(0))]2 =
5

kÿ

i=1

Á
i

gÕ
ii

(0)
6

2

=
kÿ

i=1

[gÕ
ii

(0)]2 + 2
kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ii

(0)gÕ
jj

(0). (2.2.3)

Agora, usando o Lema 2.2.5, obtemos que

(≠1)‹ d ÕÕ(0) ≠ [dÕ(0)]2
2 =

kÿ

i=1

Á
i

gÕÕ
ii

(0) +
kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ii

(0)gÕ
jj

(0) ≠ 2
kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ij

(0)gÕ
ji

(0) ≠
kÿ

i=1

1
2[gÕ

ii

(0)]2

= tr
g

(g
ij

ÕÕ(0)) ≠
;

2
kÿ

i<j=1

Á
i

Á
j

gÕ
ij

(0)gÕ
ji

(0) +
kÿ

i=1

[gÕ
ii

(0)]2
<

+ 1
2[tr

g

(gÕ
ij

(0))]2

= tr
g

(g
ij

ÕÕ(0)) ≠ tr
g

([gÕ
ij

(0)]2) + 1
2[tr

g

(gÕ
ij

(0))]2.

Como M é uma subvariedade mínima, então tr
g

(gÕ
ij

(0)) = 0. Portanto, temos o desejado.

Lema 2.2.7. Temos que

a) tr
g

([gÕ
ij

(0)]2) = 4|g(–(·, ·), E)|2

b) tr
g

(g
ij

ÕÕ(0)) = 2|g(–(·, ·), E)|2+2|(ÒE)‹|2+2 tr
g

g(R
M

(·, E)E, ·) + 2 div(Ò
E

E),

onde R
M

é o tensor curvatura de M ,

|(ÒE)‹|2:=
kÿ

i=1

Á
i

g((Ò
e

i

E)‹, (Ò
e

i

E)‹).

e
|g(–(·, ·), E)|2:=

kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), E)2

Demonstração. a) Como [e
i

(t), ˆF

ˆt
] = 0, então

gÕ
ij

(t) = g
3

Òe
i

(t)
ˆF

ˆt
, e

j

(t)
4

+ g
3

e
i

(t), Òe
j

(t)
ˆF

ˆt

4
.
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Portanto, em t = 0 temos que

gÕ
ij

(0) = g(Òe
i

E, e
j

) + g(e
i

, Òe
j

E).

Como a variação é normal, então g(E, e
i

) = 0, para todo i = 1, ..., k. Logo,

0 = e
j

g(E, e
i

) = g(Òe
i

E, e
j

) + g(Òe
i

e
j

, E).

Com isso concluímos que

gÕ
ij

(0) = ≠2g(Òe
i

e
j

, E) = ≠2g((Òe
i

e
j

)‹, E) = ≠2g(–(e
i

, e
j

), E),

pois E€ = 0. Portanto,

tr
g

([gÕ
ij

(0)]2) = 4 tr
g

([g(–(·, ·), E)]2) = 4|g(–(·, ·), E)|2,

já que a métrica g e a segunda formal fundamental – são simétricas.

b) Uma vez que
gÕ

ii

(t) = 2 g
3

ÒˆF

ˆt

e
i

(t), e
i

(t)
4

,

por derivação obtemos que

g
ii

ÕÕ(t) = 2 g
3

ÒˆF

ˆt

ÒˆF

ˆt

e
i

(t), e
i

(t)
4

+ 2 g
3

ÒˆF

ˆt

e
i

(t), ÒˆF

ˆt

e
i

(t)
4

.

Assim, em t = 0, temos que

g
ii

ÕÕ(0) = 2 g(Ò
E

Ò
E

e
i

, e
i

) + 2 g(Ò
E

e
i

, Ò
E

e
i

).

i) Como [e
i

, E] = 0, então o tensor curvatura de M (1.4.1) fica

R
M

(e
i

, E)E = Ò
E

Òe
i

E ≠ Òe
i

Ò
E

E.

Dessa maneira temos que

g(Ò
E

Ò
E

e
i

, e
i

) = g(R
M

(e
i

, E)E, e
i

) + g(Òe
i

Ò
E

E, e
i

).

Assim,
kÿ

i=1

Á
i

g(Ò
E

Ò
E

e
i

, e
i

) =
kÿ

i=1

Á
i

g(R
M

(e
i

, E)E, e
i

) +
kÿ

i=1

Á
i

g(Ò
e

i

Ò
E

E, e
i

).

= tr
g

g(R
M

(·, E)E, ·) + div
M

(Ò
E

E)
= ≠ tr g(R

M

(E, ·)E, ·) + div
M

(Ò
E

E).
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2.2 Fórmulas variacionais

ii) Da decomposição
T

p

M = T
p

M ü [T
p

M ]‹,

temos que

g(Ò
E

e
i

, Ò
E

e
i

) = g((Ò
E

e
i

)€, (Ò
E

e
i

)€) + g((Ò
E

e
i

)‹, (Ò
E

e
i

)‹).

Como (Ò
E

e
i

)€ œ T
p

M , então podemos escrever

(Ò
E

e
i

)€ =
kÿ

j=1

Á
j

g((Ò
E

e
i

)€, e
j

)e
j

.

Portanto,

g((Ò
E

e
i

)€, (Ò
E

e
i

)€) =
kÿ

j=1

Á2

j

g((Ò
E

e
i

)€, e
j

)2g(e
j

, e
j

) =
kÿ

j=1

Á
j

g((Ò
E

e
i

)€, e
j

)2.

Uma vez que E€ = 0, de (2.1.1) resulta que

g((Ò
E

e
i

)€, (Ò
E

e
i

)€) =
kÿ

j=1

Á
j

g((Ò
E

e
i

)€, e
j

)2 =
kÿ

j=1

Á
j

g(≠A
E

(e
i

), e
j

)2 =
kÿ

j=1

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), E)2.

Logo
kÿ

i=1

Á
i

g(Ò
E

e
i

, Ò
E

e
i

) =
kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), E)2 +
kÿ

i=1

Á
i

g((Ò
E

e
i

)‹, (Ò
E

e
i

)‹)

= |g(–(·, ·), E)|2+|(ÒE)‹|2.
Os itens i) e ii) implicam que

tr
g

(g
ij

ÕÕ(0)) =
kÿ

i=1

Á
i

gÕ
ii

(0) = 2|g(–(·, ·), E)|2+2|(ÒE)‹|2+2 tr
g

g(R
M

(·, E)E, ·)+2div
M

(Ò
E

E).

Assim, usando os Lemas 2.2.6 e 2.2.7, temos que

w ÕÕ(0) = ≠|g(–(·, ·), E)|2+|(ÒE)‹|2≠ tr
g

g(R
M

(E, ·)E, ·) + div
M

(Ò
E

E). (2.2.4)

Considere o operador de Laplace-Beltrami no fibrado normal (TM)‹ dado por

�‹
M

÷(p) =
kÿ

i=1

Á
i

Ò‹
e

i

Ò‹
e

i

÷(p), (2.2.5)

onde ÷ œ [T
p

M ]‹ e {e
1

, ..., e
k

} um referencial local ortonormal e geodésico em p. Considere também,
o operador Ã : HM‹ æ H(M)‹ definido por

Ã(X) =
kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), X)–(e
i

, e
j

).
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Teorema 2.2.8. [Segunda Variação da Área] Com as notações acima, temos

V olÕÕ(0) = ≠
⁄

M

g(�‹
M

E + Ã(E), E) + tr
g

g(R
M

(E, ·)E, ·) dV.

Demonstração. Integrando (2.2.4) temos que

V olÕ(0) =
⁄

M

w ÕÕ(0) dV =
⁄

M

{≠|g(–(·, ·), E)|2+|(ÒE)‹|2≠ tr
g

g(R
M

(E, ·)E, ·) + div
M

(Ò
E

E)}dV.

a) Usando o Teorema de Stokes e que E = 0 em ˆM temos que:
⁄

M

div
M

(Ò
E

E)dV =
⁄

ˆM

(Ò
E

E) = 0.

b) Usando que a conexão é compatível com métrica temos que

e
i

g(Ò‹
e

i

E, E) = g(Ò‹
e

i

Ò‹
e

i

E, E) + g(Ò‹
e

i

E, Ò‹
e

i

E). (2.2.6)

Logo,
⁄

M

|(ÒE)‹|2 dV =
⁄

M

kÿ

i=1

Á
i

g((Ò
E

e
i

)‹, (Ò
E

e
i

)‹) dV =
kÿ

i=1

Á
i

⁄

M

g((Ò
E

e
i

)‹, (Ò
E

e
i

)‹) dV

=
kÿ

i=1

Á
i

⁄

M

{e
i

g(Ò‹
e

i

E, E) ≠ g(Ò‹
e

i

Ò‹
e

i

E, E)}dV.

Usando o Teorema de Stokes e o fato de que E = 0 em ˆM , temos que
⁄

M

e
i

g(Ò‹
e

i

E, E)dV =
⁄

ˆM

g(Ò‹
e

i

E, E)dV = 0.

Logo,
⁄

M

|(ÒE)‹|2 dV = ≠
kÿ

i=1

Á
i

⁄

M

g(Ò‹
e

i

Ò‹
e

i

E, E) dV = ≠
⁄

M

g(
kÿ

i=1

Á
i

Ò‹
e

i

Ò‹
e

i

E, E) dV.

Portanto, de (2.2.5) e (2.2.6) obtemos que:
⁄

M

|(ÒE)‹|2 dV = ≠
⁄

M

g(�‹
M

E, E) dV.

c) Finalmente, temos que
⁄

M

|g(–(·, ·), E)|2 dV =
⁄

M

kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), E)2 dV

=
⁄

M

g
3

kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), E)–(e
i

, e
j

), E
4

dV

=
⁄

M

g(Ã(E), E) dV.
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2.3 Caso de superfícies em variedades 3-dimensionais

De a), b) e c), concluímos que

V olÕ(0) = ≠
⁄

M

g(�‹
M

E + Ã(E), E) + tr
g

g(R
M

(E, ·)E, ·) dV.

Observação 2.2.9. Sejam Mn≠1 uma hipersuperfície Lorentziana de uma variedade Lorentziana
M

n e N : M æ TM a aplicação normal de Gauss. Como M é Lorentziana, então N é do tipo-
espaço e assim g(N, N) = 1. Consideramos uma variação normal com campo variacional E = hN ,
onde h : M æ R é diferenciável.

a) Como

Ã(hN) = h
kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), N)–(e
i

, e
j

),

temos que

g(Ã(hN), hN) = h2

kÿ

i,j=1

Á
i

Á
j

g(–(e
i

, e
j

), N)2 = h2|–|2.

b) tr
g

g(R
M

(hN, .)hN, .) = h2 tr
g

g(R
M

(N, .)N, .) = h2Ric
M

(N).

c) Como g(N, N) = 1, temos que g(Ò
e

i

N, N) = 0. Assim Ò‹
e

i

N = 0. Portanto,

�‹
M

hN =
n≠1ÿ

i=1

h Á
i

Ò‹
e

i

Ò‹
e

i

N +
n≠1ÿ

i=1

2e
i

(h)Ò‹
e

i

N +
n≠1ÿ

i=1

Á
i

e
i

(e
i

(h))N

=
n≠1ÿ

i=1

Á
i

e
i

(e
i

(h))N = (�
s

h)N.

Logo, resulta:
g(�‹

M

E, E) = g((�
M

h)N, hN) = h(�
s

h).

Portanto, usando a), b) e c), a segunda variação da área se escreve como:

V olÕÕ(0) = ≠
⁄

M

{h(�
s

h) + h2|–|2+h2Ric
M

(N)} dV. (2.2.7)

2.3 Caso de superfícies em variedades 3-dimensionais
Seja M uma variedade Lorentziana, 3-dimensional, com métrica g, e f : M ≠æ M uma imersão

de uma superfície M em M

Definição 2.3.1. A imersão f é dita de tipo
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

i) espaço, se a métrica induzida s = f úg é Riemanniana,

ii) tempo, se a métrica induzida s = f úg é Lorentziana.

Usaremos algumas notações clássicas.

Definição 2.3.2. A primeira forma fundamental é a forma bilinear induzida por f , isto é, se
p œ M ,

I
p

: R2 ◊ R2 ≠æ R

I(v, w) = f úg(v, w) := g
f(p)

(df(p)(v), df(p)(w)).

Se {u, v} são coordenadas locais em M , em uma vizinhança de p œ M , a forma I se escreve
como

I = E(u, v)du2 + 2F (u, v)dudv + G(u, v)dv2,

onde
E = I

3
ˆ

ˆu
,

ˆ

ˆu

4
, F = I

3
ˆ

ˆu
,

ˆ

ˆv

4
, G = I

3
ˆ

ˆv
,

ˆ

ˆv

4
.

Seja N : M ≠æ TM um campo normal ao longo de f , isto é, N(p) œ [T
p

M ]‹. Se M é do tipo-
espaço, então N é do tipo-tempo. Por outro lado se M é do tipo-tempo, então N é do tipo-espaço.
Para a segunda forma fundamental temos, em coordenadas locais {u, v}, a expressão

– = e(u, v)du2 + 2f(u, v)dudv + g(u, v)dv2,

onde
e = ≠I

3
ˆ

ˆu
, N

u

4
, f = ≠I

3
ˆ

ˆu
, N

v

4
= ≠I

3
N

u

,
ˆ

ˆv

4
, g = ≠I

3
ˆ

ˆv
, N

v

4
.

Além disso, as curvaturas média e Gaussiana (seccional) de M são dadas (respectivamente) por:

H = Eg ≠ 2fF + Ge

EG ≠ F 2

, K = eg ≠ f 2

EG ≠ F 2

.

Definição 2.3.3. Seja h œ F(M). O operador de Laplace-Beltrami �
s

h = div(grad h) pode ser
escrito (em coordenadas locais) como:

�
s

h =
2ÿ

i,j=1

sij

3
ˆ2h

ˆu
i

ˆu
j

≠
2ÿ

k=1

s

�k

ij

ˆh

ˆu
k

4
, (2.3.1)

onde
s

�k

ij

são os símbolos de Christo�el para a métrica s e (sij) é a inversa da matriz (s
ij

).
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2.3 Caso de superfícies em variedades 3-dimensionais

Observação 2.3.4. Considerando coordenadas isotérmicas {u
1

, u
2

} em M , podemos escrever a
métrica s = Ïdu2

1

+ ÁÏdu2

2

, onde Ï : U æ R é uma função positiva de classe CŒ e Á = 1, se f é do
tipo-espaço, e Á = ≠1, se f é do tipo-tempo. Os símbolos de Christo�el são dados por

Y
___]

___[

s

�1

11

= 1
2Ï

ˆÏ

ˆu
1

,
s

�2

11

= ≠Á
1

2Ï

ˆÏ

ˆu
2

,
s

�1

12

= 1
2Ï

ˆÏ

ˆu
2

,

s

�2

12

= 1
2Ï

ˆÏ

ˆu
1

,
s

�1

22

= ≠Á
1

2Ï

ˆÏ

ˆu
1

,
s

�2

22

= 1
2Ï

ˆÏ

ˆu
2

(2.3.2)

e, pela equação (2.3.1), o operador de Laplace-Beltrami se torna

�
s

h =
2ÿ

i=1

sii

3
ˆ2h

ˆu2

i

≠
2ÿ

k=1

s

�k

ii

ˆh

ˆu
k

4

= 1
Ï

3
ˆ2h

ˆu2

1

+ Á
ˆ2h

ˆu2

2

4
+ 1

Ï

3
2ÿ

k=1

s

�k

11

ˆh

ˆu
k

+ Á
s

�k

22

ˆh

ˆu
k

4

= 1
Ï

3
ˆ2h

ˆu2

1

+ Á
ˆ2h

ˆu2

2

4
+ 1

Ï

53
s

�1

11

+ Á
s

�1

22

4
ˆh

ˆu
1

+
3

s

�2

11

+ Á
s

�2

22

4
ˆh

ˆu
2

6

pois s
ij

= 0, se i ”= j. Como Á2 = 1, então de (2.3.2) temos que
Y
___]

___[

s

�1

11

+ Á
s

�1

22

= 1
2Ï

ˆÏ

ˆu
1

≠ 1
2Ï

ˆÏ

ˆu
1

= 0,

s

�2

11

+ Á
s

�2

22

= ≠Á

2Ï

ˆÏ

ˆu
2

+ Á

2Ï

ˆÏ

ˆu
2

= 0.

Portanto,
�

s

h = 1
Ï

3
ˆ2h

ˆu2

1

+ Á
ˆ2h

ˆu2

2

4
. (2.3.3)

Consequentemente, a menos do fator Ï≠1, se a métrica induzida é Riemanniana temos que o
operador de Laplace-Beltrami é o operador de Laplace e, quando a métrica induzida é Lorentziana,
é o operador da onda. Sejam M2 uma superfície mínima do tipo-tempo em M

3, N : M æ TM

a aplicação normal de Gauss de M e {e
1

, e
2

} um base ortonormal de T
p

M , p œ M , com e
1

do
tipo-espaço e e

2

do tipo-tempo. Temos que

–(e
1

, e
1

) = ⁄
1

N, –(e
2

, e
2

) = ⁄
2

N e –(e
1

, e
2

) = ⁄
3

N.

Então a equação de Gauss fica:

K
S

(e
1

, e
2

) = K̄
S

(e
1

, e
2

) ≠ (⁄
1

⁄
2

≠ ⁄3) = K̄
S

(e
1

, e
2

) ≠ det(–), (2.3.4)

onde K
S

(e
1

, e
2

) e K̄
S

(e
1

, e
2

) são as curvaturas seccionais de M e M , respectivamente. Como M é
mínima temos que:

H(p) = (⁄
1

≠ ⁄
2

)N = 0.
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Assim

0 = (⁄
1

≠ ⁄
2

)2 = ⁄2

1

+ ⁄2

2

≠ 2⁄
1

⁄
2

= ⁄2

1

+ ⁄2

2

≠ 2⁄2

3

≠ 2(⁄
1

⁄
2

≠ ⁄2

3

) = |–|2≠2 det(–).

Então (2.3.4) se torna:

K
S

(e
1

, e
2

) = K̄
S

(e
1

, e
2

) ≠ |–|2
2 .

Usando (1.4.2) resulta que

K̄
S

(e
1

, e
2

) = ≠g(R(e
1

, e
2

)e
1

, e
2

) = ≠R
1212

.

Logo,
R

1212

= ≠K
S

(e
1

, e
2

) ≠ |–|2
2 . (2.3.5)

Por outro lado temos que

Ric
M

(e
1

) = ≠g(R(e
1

, e
2

)e
1

, e
2

) + g(R(e
1

, e
3

)e
1

, e
3

) = ≠R
1212

+ R
1313

,

Ric
M

(e
2

) = g(R(e
1

, e
2

)e
1

, e
2

) + g(R(e
2

, e
3

)e
2

, e
3

) = R
1212

+ R
2323

,

Ric
M

(e
3

) = g(R(e
1

, e
3

)e
1

, e
3

) ≠ g(R(e
2

, e
3

)e
2

, e
3

) = R
1313

≠ R
2323

,

(2.3.6)

onde e
3

= N . Podemos escrever a curvatura escalar de M da seguinte maneira:

S(p) = Ric
M

(e
1

) ≠ Ric
M

(e
2

) + Ric
M

(N)
= ≠2R

1212

+ 2(R
1313

≠ R
2323

)
= ≠2R

1212

+ 2Ric
M

(N).

(2.3.7)

Usando (2.3.5) temos que a curvatura escalar S(p) de M fica

S(p) = 2K
S

(e
1

, e
2

) + |–|2+2Ric
M

(N). (2.3.8)

Portanto,
|–|2= S(p) ≠ 2K

S

(e
1

, e
2

) ≠ 2Ric
M

(N). (2.3.9)

Substituindo em (2.2.7) temos que a segunda variação da área se torna:

AÕÕ(0) = ≠
⁄

M

{h(�
s

h) + h2[S(p) ≠ 2K
S

(e
1

, e
2

) ≠ Ric
M

(N)]} dV.

Por exemplo, se o ambiente tem curvatura constante temos que S(p) = Ric
M

(N) e a segunda
fórmula da variação é dada por:

AÕÕ(0) =
⁄

¯

D

{≠h�
s

h + 2h2K
S

}dS. (2.3.10)
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2.3 Caso de superfícies em variedades 3-dimensionais

Definição 2.3.5. Seja uma parametrização Ï : U µ R2 æ M , onde D µ U um domínio limitado
e uma função diferenciável h : D̄ æ R. Dizemos que

i) D é h-estável, se AÕÕ(0) > 0.

ii) D é h-instável, se AÕÕ(0) < 0.

Lema 2.3.6. Dado um domínio limitado D µ U na forma (a, b) ◊ (c, d) tal que

b ≠ a = kfi e d ≠ c = k
1

fi, (2.3.11)

para algum k, k
1

œ Z. Então existe uma função diferenciável h : D̄ æ R que é solução do problema
Y
_]

_[

h
uu

≠ h
vv

= 4nh, para todo (u, v) œ D,

h|ˆD = 0,
(2.3.12)

para todo n œ Z.

Demonstração. Sejam F
1

(t) = sin(t) e F
2

(t) = cos(t + fi

2

). Temos que
Y
]

[
F

1

(0) = F
1

(n
1

fi) = 0
F

2

(0) = F
2

(n
2

fi) = 0,
(2.3.13)

para todo n
1

, n
2

œ Z. Além disso,
Y
]

[
F ÕÕ

1

(t) = ≠F
1

(t)
F ÕÕ

2

(t) = ≠F
2

(t).
(2.3.14)

Definimos
h

n

(u, v) = F
i

((n ≠ 1)(u ≠ a))F
j

((n + 1)(v ≠ c)), i, j = 1, 2. (2.3.15)

Vamos mostrar que h
n

(u, v) satisfaz o problema (2.3.12). Calculando as derivadas parciais e usando
(2.3.14) temos que

Y
___]

___[

ˆ2h
n

(u, v)
ˆu2

= ≠(n ≠ 1)2F
i

((n ≠ 1)(u ≠ a))F
j

((n + 1)(v ≠ c)) = ≠(n ≠ 1)2h
n

(u, v),

ˆ2h
n

(u, v)
ˆv2

= ≠(n + 1)2F
i

((n ≠ 1)(u ≠ a))F
j

((n + 1)(v ≠ c)) = ≠(n + 1)2h
n

(u, v).

Logo,
ˆ2h

n

(u, v)
ˆu2

≠ ˆ2h
n

(u, v)
ˆv2

= 4nh
n

(u, v). (2.3.16)
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Além disso, de (2.3.11) e (2.3.13), temos que
Y
_______]

_______[

h
n

(a, v) = F
i

(0)F
j

((n + 1)(v ≠ c)) = 0,

h
n

(b, v) = F
i

((n ≠ 1)(b ≠ a))F
j

((n + 1)(v ≠ c)) = F
i

((n ≠ 1)kfi)F
j

((n + 1)(v ≠ c)) = 0,

h
n

(u, c) = F
i

((n ≠ 1)(u ≠ a))F
j

(0) = 0,

h
n

(u, d) = F
i

((n ≠ 1)(u ≠ a))F
j

((n + 1)(d ≠ c)) = F
i

((n ≠ 1)(u ≠ a))F
j

((n + 1)k
1

fi) = 0,

(2.3.17)
pois (n ≠ 1)k, (n + 1)k

1

œ Z.
Uma vez que ˆD = ({a} ◊ [c, d]) fi ({b} ◊ [c, d]) fi ([a, b] ◊ {c}) fi ([a, b] ◊ {d}), de (2.3.17) temos

que h
n

se anula na fronteira. Portanto de (2.3.16) e (2.3.17), h
n

é solução de (2.3.12).

Como a curvatura seccional K
S

é uma função diferenciável e para uma parametrização isotér-
mica E = ≠G = ⁄ > 0 e F = 0, a função ⁄ é de classe CŒ, então ⁄K

S

também é diferenciável de
classe CŒ. Além disso D̄ é compacto, logo podemos garantir a existência de máximos e mínimos
de ⁄K em D̄.

Teorema 2.3.7. Seja Ï : U µ R2 æ M uma parametrização isotérmica, D µ U um domínio
limitado da forma (a, b) ◊ (c, d) satisfazendo (2.3.11) e h

n

uma função diferenciável da forma
(2.3.15) com n œ Z.

i) Se 2n < min
(u,v)œ ¯

D

(⁄K
S

), então D é h
n

-estável.

ii) Se 2n > max
(u,v)œ ¯

D

(⁄K
S

), então D é h
n

-instável.

Demonstração. Como h
n

é da forma (2.3.15), então h
n

satisfaz o problema (2.3.12). Portanto,

⁄�
s

h
n

= h
uu

≠ h
vv

= 4nh
n

e h
n

se anula na fronteira de D. Portanto a segunda variação da área (2.3.10) fica

V olÕÕ(0) =
⁄

¯

D

(≠h
n

⁄�
s

h
n

+ 2⁄h2

n

K) dudv

=
⁄

¯

D

(≠4nh2

n

+ 2⁄h2

n

K
S

) dudv

=
⁄

¯

D

2 h2

n

[≠2n + ⁄K
S

] dudv.

Consequentemente:

i) Se 2n < min
(u,v)œ ¯

D

(⁄K
S

), então 2n < ⁄K
S

para todo (u, v) œ D. Portanto ≠2n + ⁄K
S

> 0, o

que implica que V olÕÕ(0) > 0. Logo, D é h
n

-estável.
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2.3 Caso de superfícies em variedades 3-dimensionais

ii) Se 2n > max
(u,v)œ ¯

D

(⁄K
S

), então 2n > ⁄K
S

para todo (u, v) œ D. Portanto ≠2n + ⁄K
S

< 0, o

que implica que V olÕÕ(0) < 0. Logo, D é h
n

-instável.

Exemplo 2.3.8. [Helicóide Lorentziano] Considere a imersão Ï : U µ R2 ≠æ L3 dada por

Ï(u, v) = (u, sinh u sinh v, cosh u sinh v)

e o domínio limitado D = (0, kfi) ◊ (0, k
1

fi). Temos que:
Y
]

[
x

u

= (1, cosh u sinh v, sinh u sinh v),
x

v

= (0, sinh u cosh v, cosh u cosh v).

Logo a métrica induzida é
I = cosh2(v)(du2 ≠ dv2)

e det I = ≠ cosh4(v) < 0. Logo Ï é uma imersão do tipo tempo. Portanto, de (1.2.2) o campo
normal é

N(u, v) =
3 sinh v

cosh v
, ≠cosh u

cosh v
, ≠ sinh u

cosh v

4

e g(N, N) = 1, isto é N é do tipo-espaço. De
Y
____]

____[

x
uu

= (0, sinh u sinh v, cosh u sinh v),
x

uv

= (0, cosh u cosh v, sinh u cosh v),
x

vv

= (0, sinh u sinh v, cosh u sinh v),

resulta que a segunda forma fundamental é dada por:

II = ≠2dudv.

Portanto as curvaturas Gaussiana e média ficam:

K = 1
cosh4(v)

e H = 0.

Logo, Ï é minima e a segunda variação da área (2.3.10) é

AÕÕ(0) =
⁄

¯

D

{≠h�
s

h + 2h2

cosh4(v)
}dS

=
⁄

¯

D

{≠h(h
uu

≠ h
vv

) + 2h2

cosh2(v)
} dudv. (2.3.18)

33
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Uma vez que ⁄K = 1
cosh2(v)

obtemos que

min
¯

D

⁄K = 1
cosh2(k

1

fi)
> 0 e max

¯

D

⁄K = 1

Como 2n > 1 para todo n > 0 e 2n < 1

cosh

2
(k1fi)

para todo n Æ 0, então pelo Teorema 2.3.7 temos
que, para todo n œ Z e h

n

uma função diferenciável da forma (2.3.15) resulta:

i) se n Æ 0, então D̄ é h
n

-estável,

ii) se n > 0, então D̄ é h
n

-instável.

Através desse exemplo vemos que a região Ï(D̄) dependendo da variação normal h é ponto
mínimo ou é um ponto máximo da função área, isto é, dependendo de h temos que AÕÕ(0) > 0 ou
AÕÕ(0) < 0.

2.4 Gráficos Mínimos do tipo tempo em L3

Nesta seção vamos determinar a equação das superfícies mínimas para superfícies do tipo tempo
no espaço de Lorentz L3. As superfícies mostradas nesta seção podem ser encontradas em [2] e
[13].

Seja M µ L3 uma superfície mínima dada como gráfico de uma função diferenciável f : � æ M

de classe C2, com � µ R2.
Vamos separar em dois casos, pois a equação das superfícies mínimas vai depender da escolha

da parametrização por causa da métrica ser Lorentziana.

2.4.1 Caso 1 - z = f(x, y)

Seja M a superfície parametrizada por:

Ï(x, y) = (x, y, f(x, y)), (x, y) œ �,

com a função f(x, y) satisfazendo:
f 2

x

+ f 2

y

> 1. (2.4.1)

Como
Ï

x

(x, y) = (1, 0, f
x

(x, y)),
Ï

y

(x, y) = (0, 1, f
y

(x, y)),
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2.4 Gráficos Mínimos do tipo tempo em L3

os coeficientes da primeira forma fundamental de M são:

E = 1 ≠ f 2

x

, F = ≠f
x

f
y

e G = 1 ≠ f 2

y

.

Portanto de (2.4.1) temos que

EG ≠ F 2 = 1 ≠ f 2

x

≠ f 2

y

< 0.

Logo Ï é do tipo tempo e o campo normal é dado por:

N = 1
Ò

f 2

x

+ f 2

y

≠ 1
(≠f

x

, ≠f
y

, ≠1).

Além disso, os coeficientes da segunda forma fundamental de M são:

e = f
xxÒ

f 2

x

+ f 2

y

≠ 1
, f = f

xyÒ
f 2

x

+ f 2

y

≠ 1
e g = f

yyÒ
f 2

x

+ f 2

y

≠ 1
.

Portanto as curvaturas Gaussiana e média de M são, respectivamente, dadas por

K = ≠f
xx

f
yy

≠ f 2

xy

f 2

x

+ f 2

y

≠ 1 ,

H =
f

xx

(f 2

y

≠ 1) ≠ 2f
x

f
y

f
xy

+ f
yy

(f
x

2 ≠ 1)
2(f 2

x

+ f 2

y

≠ 1) 3
2

.

Como vimos anteriormente M é critico da função área se e somente se H © 0. Logo a equação
das superfície mínimas para as superfícies do tipo tempo da forma z = f(x, y)é

f
xx

(f 2

y

≠ 1) ≠ 2f
x

f
y

f
xy

+ f
yy

(f
x

2 ≠ 1) = 0. (2.4.2)

Em seguida, vamos apresentar alguns exemplos de gráficos mínimos.

Exemplo 2.4.1. Seja f(x, y) = –(x), onde – : R æ R é uma função diferenciável que depende
somente de x. Nesse caso a equação (2.4.2) se torna –ÕÕ(x) = 0. Portanto –(x) = ax + b, onde
a, b œ R com |a|> 1. Analogamente, se f(x, y) = –(y), onde – : R æ R é uma função diferenciável
que depende somente de y, então –(y) = ay + b, onde a, b œ R com |a|> 1.

Exemplo 2.4.2. [Superfície do tipo Scherk] Seja f(x, y) = –(x) + —(y), onde – : R æ R e
— : R æ R são funções diferenciáveis que dependem somente de x e de y, respectivamente. Nesse
caso, a equação (2.4.2) se torna

–ÕÕ(x)(—Õ(y)2 ≠ 1) + —ÕÕ(y)(–Õ(x)2 ≠ 1) = 0,
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

que é equivalente a
–ÕÕ(x)

–Õ(x)2 ≠ 1 = ≠ —ÕÕ(y)
—Õ(y)2 ≠ 1 .

Uma vez que x e y são variáveis independentes, cada lado da equação é constante. Indicando por
a œ R esta constante, obtemos duas equações diferenciáveis ordinárias:

Y
]

[
–ÕÕ(x) = a(–Õ(x)2 ≠ 1)
—ÕÕ(y) = ≠a(—Õ(y)2 ≠ 1).

(2.4.3)

Portanto,

1. Se a = 0, então –ÕÕ(x) = —ÕÕ(y) = 0. Logo,

–(x) = a
1

x + b
1

e —(y) = a
2

y + b
2

.

Portanto,
f(x, y) = a

1

x + a
2

y + b
3

, onde a2

1

+ a2

2

> 1.

2. Se a ”= 0, então a solução de (2.4.3) é

–(x) = ≠1
a

ln(|sinh(ax)|) e —(y) = 1
a

ln(|sinh(ay)|),

com � = {(x, y) œ R2; x, y ”= 0}. Uma vez que
----
cosh(w)
sinh(w)

---- > 1, para todo w œ R≠ {0}, temos
que 3cosh(x)

sinh(x)

4
2

+
3cosh(x)

sinh(y)

4
2

> 1.

Portanto, o gráfico da função f : � æ M dada por:

f(x, y) = ≠1
a

ln(|sinh(ax)|) + 1
a

ln(|sinh(ay)|),

é uma superfície mínima do tipo tempo.
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2.4 Gráficos Mínimos do tipo tempo em L3

Figura 2.1: Superfície do tipo Scherk.

Exemplo 2.4.3. [Helicóide] Neste exemplo vamos procurar superfícies do tipo gráfico cujas curvas
de níveis são retas. Seja a curva de nível –(t) = (x(t), y(t), f(x(t), y(t))) tal que f(x(t), y(t)) = c.
Então,

f
x

xÕ + f
y

yÕ = 0.

Uma vez que a curva está contida em um plano paralelo ao plano (x, y), que possui a métrica
Euclideana dx2 + dy2, então grad f é ortogonal a curva, o que implica que –Õ(t) = (f

y

, ≠f
x

).
Portanto,

–ÕÕ(t) = (xÕÕ, yÕÕ) = (≠f
x

f
yy

+ f
xy

f
y

, ≠f
y

f
xx

+ f
xy

f
x

).

Logo, a curvatura da curva – é dada por:

k(–) = ≠xÕÕyÕ + xÕyÕÕ

[(xÕ)2 + (yÕ)2] 3
2

= ≠f
xx

+ 2f
x

f
y

f
xy

≠ f
yy

||grad f ||3 .

Como estamos procurando gráficos mínimos, temos que f(x, y) satisfaz a equação (2.4.2), logo

k(–) = ≠ f
xx

+ f
yy

||grad f ||3 .
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Uma vez que as curvas de nível são retas temos que k(–) = 0, ou seja

f
xx

+ f
yy

= 0.

Portanto,

f(x, y) = A arctan
1y

x

2
+ B,

onde A, B œ R. Além disso,

f 2

x

+ f 2

y

= A2

x2 + y2

.

Logo, o gráfico de f : � æ R, onde � = {(x, y) œ R2 ≠ {(0, 0)}; x2 + y2 < A2}, é uma superfície
do tipo tempo que é um pedaço do helicóide:

Ï(u, v) = (u cos v, u sin v, Av + B),

onde u œ R tal que |u|< |A|.

Figura 2.2: A superfície do Helicóide.
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2.4 Gráficos Mínimos do tipo tempo em L3

2.4.2 Caso 2 - x = f(y, z)

Considere a superfície M parametrizada por:

Ï(y, z) = (f(y, z), y, z), (y, z) œ �,

tal que a função f(y, z) satisfaz:
f 2

z

≠ f 2

y

< 1. (2.4.4)

De
Ï

y

(y, z) = (f
y

(y, z), 1, 0),
Ï

z

(y, z) = (f
z

(y, z), 0, 1),
resulta que os coeficientes da primeira forma fundamental de M são:

E = f 2

y

+ 1, F = f
y

f
z

e G = f 2

z

≠ 1.

Portanto, de (2.4.4), temos que

EG ≠ F 2 = ≠1 + f 2

z

≠ f 2

y

< 0.

Logo Ï é do tipo tempo. O campo normal é dado por:

N = 1
Ò

1 ≠ f 2

z

+ f 2

y

(1, ≠f
y

, f
z

),

e os coeficientes da segunda forma fundamental de M são:

e = f
yyÒ

1 ≠ f 2

z

+ f 2

y

, f = f
yzÒ

1 ≠ f 2

z

+ f 2

y

e g = f
zzÒ

1 ≠ f 2

z

+ f 2

y

.

Portanto as curvaturas Gaussiana e média de M são, respectivamente,

K = ≠f
yy

f
zz

≠ f 2

yz

1 ≠ f 2

z

+ f 2

y

,

H = ≠f
yy

(f 2

z

≠ 1) ≠ 2f
y

f
z

f
yz

+ f
zz

(f
y

2 + 1)
2(1 ≠ f 2

z

+ f 2

y

) 3
2

.

Como vimos anteriormente M é critico da função área se, somente, se H © 0. Logo a equação das
superfícies mínimas para as superfícies do tipo tempo da forma x = f(y, z) é:

f
yy

(f 2

z

≠ 1) ≠ 2f
y

f
z

f
yz

+ f
zz

(f
y

2 + 1) = 0. (2.4.5)

Vamos apresentar em seguida alguns exemplos de gráficos mínimos.
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Exemplo 2.4.4. Seja f(y, z) = –(y), onde – : R æ R é uma função diferenciável que depende
somente de y. Nesse caso, a equação (2.4.5) se torna –ÕÕ(y) = 0. Portanto –(y) = ay + b, com
a, b œ R.

Exemplo 2.4.5. Seja f(y, z) = –(z), onde – : R æ R é uma função diferenciável que depende
somente de z. Nesse caso a equação (2.4.5) se torna –ÕÕ(z) = 0. Portanto –(z) = az + b, com
a, b œ R e |a|< 1. Se a ”= 0, podemos reparametrizar este plano da seguinte maneira

Ï(x, y) =
1
x, y,

x

a
≠ b

a

2

que é o plano obtido Exemplo 2.4.1, pois |a|< 1.

Exemplo 2.4.6. [Superfície do tipo Scherk 2] Seja f(y, z) = –(y) + —(z), onde – : R æ R e
— : R æ R são funções diferenciáveis que dependem somente de y e de z, respectivamente. Nesse
caso, a equação (2.4.5) se torna

–ÕÕ(y)(—Õ(z)2 ≠ 1) + —ÕÕ(z)(–Õ(y)2 + 1) = 0,

que é equivalente a
–ÕÕ(y)

–Õ(y)2 + 1 = ≠ —ÕÕ(z)
—Õ(z)2 ≠ 1 .

Uma vez que y e z são variáveis independentes, cada lado da equação é constante. Indicando por
a œ R esta constante, obtemos duas equações diferenciáveis ordinárias:

Y
]

[
–ÕÕ(y) = a(–Õ(y)2 + 1)
—ÕÕ(z) = ≠a(—Õ(z)2 ≠ 1).

(2.4.6)

Portanto,

1. Se a = 0, então –ÕÕ(y) = —ÕÕ(z) = 0. Logo, –(y) = a
1

y + b
1

e —(z) = a
2

z + b
2

. Portanto,
f(y, z) = a

1

y + a
2

z + b
3

onde a2

2

≠ a2

1

< 1.

2. Se a ”= 0, então a solução de (2.4.6) é

–(y) = ≠1
a

ln(|cos(ay)|) e —(z) = 1
a

ln(cosh(az)),

onde � =
;

(y, z) œ R2; fi

4a
< y <

7fi

4a

<
. Logo,

f 2

z

≠ f 2

y

=
3 sinh(az)

cosh(az)

4
2

≠
3 sin(ay)

cos(ay)

4
2

= 1 ≠ tan2 ay < 0,

(2.4.7)
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2.4 Gráficos Mínimos do tipo tempo em L3

pois
----
sinh(z)
cosh(z)

---- < 1, para todo z œ R e |y|> fi

4a
. Portanto, o gráfico da função dada por:

f(y, z) = ≠1
a

ln(|cos(ay)|) + 1
a

ln(cosh(az))

é uma superfície mínima do tipo tempo.

Figura 2.3: Superfície do tipo Scherk 2.

Exemplo 2.4.7. Vamos considerar superfícies do tipo gráfico cujas curvas de níveis são retas.
Seja a curva de nível –(t) = (f(y(t), z(t)), y(t), z(t)) tal que f(y(t), z(t)) = c. Então,

f
y

yÕ + f
z

zÕ = 0.

Uma vez que a curva está contida em um plano paralelo ao plano (y, z), que possui a métrica
Lorentziana dy2 ≠ dz2, então (f

y

, ≠f
z

) é ortogonal á curva, o que implica que –Õ(t) = (≠f
z

, f
y

).
Portanto,

–ÕÕ(t) = (yÕÕ, zÕÕ) = (≠f
y

f
zz

+ f
yz

f
z

, ≠f
z

f
yy

+ f
yz

f
y

).

Como a curva é uma reta, temos que –ÕÕ(t) = 0. Logo,
Y
]

[
≠f

y

f
zz

+ f
yz

f
z

= 0
≠f

z

f
yy

+ f
yz

f
y

= 0
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e Y
]

[
≠f 2

y

f
zz

+ f
yz

f
z

f
y

= 0
≠f 2

z

f
yy

+ f
yz

f
y

f
z

= 0.

Portanto,
≠f 2

y

f
zz

+ 2f
yz

f
z

f
y

≠ f 2

z

f
yy

= 0.

Como estamos procurando gráficos mínimos, temos que f(y, z) satisfaz a equação (2.4.5), logo

f
zz

≠ f
yy

= 0. (2.4.8)

Temos os seguintes casos:

1. A curva de nível é uma reta do tipo espaço, isto é, f 2

z

≠ f 2

y

> 0, então a solução de (2.4.8) é

f(y, z) = A arctanh
1z

y

2
+ B,

onde A, B œ R. Portanto o gráfico de f : � æ R onde � = {(y, z) œ R2; y2 ≠ z2 > A2} é
uma superfície do tipo tempo que é um pedaço do helicóide Lorentziano

Ï(u, v) = (Av + B, u cosh v, u sinh v),

onde u œ R tal que |u|> |A|. Veja Figura 2.4(a).

2. A curva de nível é uma reta do tipo tempo, isto é, f 2

z

≠ f 2

y

< 0, então a solução de (2.4.8) é

f(y, z) = A arctanh
1y

z

2
+ B,

onde A, B œ R. Portanto o gráfico de f : � æ R, onde

� = {(y, z) œ R2 ≠ {(0, 0)}; y2 ≠ z2 < 0},

é uma superfície do tipo tempo que é um pedaço do helicóide Lorentziano

Ï(u, v) = (Av + B, u sinh v, u cosh v),

onde u œ R. Veja Figura 2.4(b).
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2.4 Gráficos Mínimos do tipo tempo em L3

(a)

(b)

Figura 2.4: (a) Helicóide Lorentziano 1 e (b) Helicoide Lorentziano 2.

3. A curva de nível é uma reta do tipo luz, isto é, f 2

z

≠ f 2

y

= 0, então a solução de (2.4.8) é

f(y, z) = A h(y + z) + B,

onde h : I æ R é uma função de classe C2. Portanto o gráfico de f : � æ R é uma superfície
do tipo tempo. Como exemplo, podemos escolher h(w) = cosh(w) obtendo

f(y, z) = cosh(y + z),

que está definida em todo R2. Portanto o gráfico de f é uma superfície mínima do tipo
tempo completa.
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2. Subvariedades mínimas em variedades Lorentzianas

Figura 2.5: A superfície gráfico de f(y, z) = cosh(y + z).

Exemplo 2.4.8. [Catenóide Hiperbólico Lorentziano] Vamos considerar agora f(y, z) = h(z2≠y2),
onde h : I æ R é uma função de classe C2. Como

Y
]

[
f

y

= ≠2yhÕ e f
z

= 2zhÕ

f
yy

= ≠2hÕ + 4y2hÕÕ, f
zz

= 2hÕ + 4z2hÕÕ e f
yz

= ≠4yzhÕÕ,
(2.4.9)

então a condição (2.4.5) se transforma em

xhÕÕ(x) ≠ 2x(hÕ(x))3 + hÕ(x) = 0, (2.4.10)

cuja solução é
h(x) = 2

c
arcsinh

1c
Ô

x

2
2
, (2.4.11)

onde c œ R é uma constante não nula. Portanto o gráfico de f : � æ R, onde � = {(y, z) œ
R2; z2 ≠ y2 > 0} é uma superfície do tipo tempo pois

f 2

z

≠ f 2

y

= 4
4 + c2(z2 ≠ y2) < 1.

Observe que esta superfície pode ser parametrizada por

Ï(u, v) =
12

c
arcsinh(c|u|

2 ), u sinh v, u cosh v
2
,
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onde {(u, v) œ R2; u ”= 0}.

Figura 2.6: Catenóide hiperbólico Lorentziano.

Com estes exemplos, concluímos que o helicóide não é a única superfície mínima regrada do
tipo-tempo em L3. Para concluir esta seção, vamos fazer algumas observações sobre o Teorema de
Bernstein, cuja versão clássica de Bernstein estabelece que se f : R2 æ R é uma função diferenciável
cujo gráfico é uma superfície mínima, então tal gráfico é um plano. Este resultado foi estendido
por Ossermann que provou que uma superfície mínima completa do tipo espaço em L3 é um plano.
Para gráficos mínimos completos de tipo-tempo, o resultado não vale, como mostra o Exemplo 2.5.
Porém T. Weiestein tem provado que um gráfico mínimo completo do tipo-tempo é conformemente
equivalente ao plano de Lorentz L2. Este resultado é significativo pois o teorema da uniformização
para superfícies Riemannianas não vale para superfícies Lorentzianas e, de fato, temos infinitas
classes conformes de superfícies Lorentzianas simplesmentes conexas (ver a Observação 1.6.6 do
Capítulo 1).
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Capítulo 3

A representação de Weierstrass

A fórmula da representação de Weierstrass é uma ferramenta básica na teoria clássica de su-
perfícies mínimas em R3. Uma versão local pode ser dada da seguinte maneira:

Teorema 3.0.1. (Representação de Weierstrass). Seja � ™ C um conjunto aberto dotado de
uma coordenada complexa z = u + iv. Seja f : � æ R3 uma imersão mínima conforme. Definimos
„ œ �(f úTM ¢ C) como o vetor tangente complexo

„ = ˆf

ˆz
= 1

2

3
ˆf

ˆu
≠ i

ˆf

ˆv

4
.

Então, as componentes Euclideanas „
a

, a = 1, 2, 3, de „ definidas por:

„ =
3ÿ

a=1

„
a

ˆ

ˆx
a

,

satisfazem as seguintes condições:

i) |„
1

|2+|„
2

|2+|„
3

|2> 0,

ii) „
1

2 + „
2

2 + „
3

2 = 0,

iii) ˆ„
a

ˆz̄
= 0.

Além disso, se � é simplesmente conexo, „
a

: � æ C, a = 1, 2, 3, são funções satisfazendo as três
condições acima e z

o

œ �, então a aplicação:

f = 2 Re
3 ⁄

z

z

o

„ dz
4

(3.0.1)

é bem definida e representa uma imersão mínima conforme.
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3. A representação de Weierstrass

Observação 3.0.2. As formas „
i

dz, i = 1, 2, 3, são fechadas pois „
i

são holomorfas. Portanto,
„

i

dz são exatas se � for simplesmente conexo, e as integrais em (3.0.1) não dependem do caminho
da integração escolhido.

A condição i) do Teorema 3.0.1 nos diz que f é uma imersão, ii) que f é conforme e iii) que
f é mínima. Para mais detalhes veja [4], por exemplo.

A fórmula da representação de Weierstrass tem uma dupla importância. Por um lado é uma
grande ferramenta para a produção de exemplos, e por outro lado permite o uso da teoria de
funções holomorfas para a investigação de propriedades estruturais de superfícies mínimas.

Um exemplo típico de um resultado geral que deriva do Teorema 3.0.1 é o Teorema de Björling
que afirma que, dada uma curva real analítica — : (0, 1) æ R3 e um campo de vetores analítico
unitário › ao longo de —, com È›, —̇Í = 0, existem ‘ > 0 e uma imersão mínima conforme

f : (0, 1) ◊ (≠‘, ‘) æ R3

tal que f(t, 0) = —(t) e › é normal a f ao longo de —. Além disso, duas tais imersões coincidem ao
longo da intersecção de seus domínios.

3.1 Superfícies mínimas no espaço de Lorentz-Minkowski

Para o caso de imersões mínimas tipo espaço no espaço de Lorentz-Minkowski L3, um teorema
do tipo representação de Weierstrass foi provado por Kobayashi em [13] e pode ser enunciado da
seguinte maneira:

Teorema 3.1.1. Seja � ™ C um conjunto aberto dotado de uma coordenada complexa z = u+ iv.
Seja f : � æ L3 uma imersão mínima conforme do tipo espaço. Então as componentes do vetor
tangente complexo

„ = ˆf

ˆz
=

3ÿ

a=1

„
a

ˆ

ˆx
a

,

satisfazem as seguintes condições:

i) |„
1

|2+|„
2

|2≠|„
3

|2> 0,

ii) „
1

2 + „
2

2 ≠ „
3

2 = 0,

iii) ˆ„
a

ˆz̄
= 0.
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3.1 Superfícies mínimas no espaço de Lorentz-Minkowski

Além disso, se � é simplesmente conexo e „
a

: � æ C, a = 1, 2, 3, são funções satisfazendo as
condições acima, então a aplicação:

f = 2 Re(
⁄

„ dz)

é uma imersão mínima conforme do tipo espaço em L3.

No caso de superfícies mínimas do tipo tempo em L3 é exigido que parâmetros locais pertençam
a uma estrutura de Lorentz nessas superfícies. Essa estrutura é modelada através da álgebra dos
números paracomplexos L = {a + ·b : a, b œ R}, onde · 2 = 1 (Veja Apêndice A). Novamente,
nós temos um teorema do tipo representação de Weierstrass para imersões do tipo tempo que foi
provado por Konderak em [15] e pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.1.2. Seja � ™ L um conjunto aberto dotado de uma coordenada paracomplexa
z = u+·v. Seja f : � æ L3 uma imersão mínima conforme do tipo tempo. Então as componentes
do vetor tangente paracomplexo definidas por:

„ = ˆf

ˆz
=

3ÿ

a=1

„
a

ˆ

ˆx
a

,

satisfazem as seguintes condições:

i) |„
1

|2+|„
2

|2≠|„
3

|2> 0,

ii) „
1

2 + „
2

2 ≠ „
3

2 = 0,

iii) ˆ„
a

ˆz̄
= 0.

Além disso, se � é simplesmente conexo e „
a

: � æ L, a = 1, 2, 3, são funções satisfazendo as
condições acima, então a aplicação

f = 2 Re(
⁄

„ dz)

é uma imersão mínima conforme do tipo tempo em L3.

Observação 3.1.3. No teorema acima as derivadas ˆ„
a

ˆz̄
são no sentido de Lorentz. Como no

caso complexo, a condição ˆ„
a

ˆz̄
= 0 nos garante que a integral não depende da escolha do caminho

(veja Apêndice A).

Nos teoremas anteriores o fato que a codimensão da imersão é 1 é irrelevante. A condição
essencial é que � seja bidimensional.
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3. A representação de Weierstrass

3.2 Superfícies Mínimas em Variedades Lorentzianas
No caso de superfícies mínimas em variedades Riemannianas n-dimensionais uma representação

de tipo Weierstrass foi obtida por F. Mercuri, S. Montaldo e P. Piu em [18]. A representação de
Weierstrass para superfícies mínimas em variedades Lorentzianas 3-dimensionais se encontra em
[16]. Vamos agora generalizar esta última para variedades Lorentzianas n-dimensionais.

Seja, então, M
n uma variedade munida de uma métrica Lorentziana g e f : M æ M uma

superfície de classe CŒ com uma métrica h não-degenerada. Temos que a aplicação f induz uma
métrica s = f ú(g) que geralmente não tem relação com h.

Sejam
g

Ò,
h

Ò e
s

Ò as derivadas covariantes com respeito as métricas g, h e s respectivamente.

Definição 3.2.1. Diremos que f : M2 æ M
n é harmônica se, e somente se,

·
h

(f) = tr
h

(
h

Òdf) = 0,

O campo ·(f) é dito campo de tensão de f .

Em termos de coordenadas locais {u
1

, u
2

} em M e {x
1

, ..., x
n

} em M podemos escrever

h =
2ÿ

i,j=1

h
ij

du
i

du
j

.

Portanto,

·
h

(f) =
nÿ

–=1

Ó
�

h

f
–

+
2ÿ

i,j=1

hij

nÿ

–,—=1

g

�–

—,“

ˆf
—

ˆu
i

ˆf
“

ˆu
j

Ô ˆ

ˆx
–

, (3.2.1)

onde (hij) é a inversa da matriz (h
ij

) e �
h

é o operador de Laplace-Beltrami (2.3.1) para h.

Definição 3.2.2. Chamaremos Hh = tr
h

– de vetor curvatura média-h em f .

Proposição 3.2.3. Uma aplicação f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ é harmônica se, e somente
se, f : (M, ⁄ h) æ (M, g) é harmônica para toda função ⁄ ”= 0 em M de classe CŒ.

Demonstração. Tomando coordenadas isotérmicas {u
1

, u
2

} em M , podemos escrever a métrica
h = Ï du2

1

+ ÁÏ du2

2

, onde Ï : U æ R é uma função positiva de classe CŒ e Á = 1, se f é do
tipo-espaço (Á = ≠1, se f é do tipo-tempo). De (2.3.3) e (3.2.1) temos que o campo de tensão de
f é dado por

·
h

(f) =
nÿ

–=1

1
Ï

;3
ˆ2f

–

ˆu2

1

+ Á
ˆ2f

–

ˆu2

2

4
+

nÿ

–,—=1

g

�–

—,“

3
ˆf

—

ˆu
1

4
2

+ Á
nÿ

–,—=1

g

�–

—,“

3
ˆf

—

ˆu
2

4
2

<
ˆ

ˆx
–

. (3.2.2)
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3.2 Superfícies Mínimas em Variedades Lorentzianas

Portanto, para a métrica h
1

= ⁄ h de (3.2.2) resulta que

·
h1(f) = 1

⁄

nÿ

–=1

1
Ï

;3
ˆ2f

–

ˆu2

1

+ Á
ˆ2f

–

ˆu2

2

4
+

nÿ

–,—=1

g

�–

—,“

3
ˆf

—

ˆu
1

4
2

+ Á
nÿ

–,—=1

g

�–

—,“

3
ˆf

—

ˆu
2

4
2

<
ˆ

ˆx
–

.

Logo,
·

h1(f) = 1
⁄

·
h

(f),

e o resultado segue.

Definição 3.2.4. Seja f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ. O par de métricas h = q
2

i,j=1

h
ij

du
i

du
j

e s = q
2

i,j=1

s
ij

du
i

du
j

em M define as funções

H = H(h, s) = h
22

s
11

+ h
11

s
22

≠ 2h
12

s
12

2 det h
e K = K(h, s) = det s

det h
.

A função H é também conhecida como a função energia E de f .

1. Se H(h, s) ”= 0, a métrica � = |H|h é chamada de métrica de energia 1.

2. Se K(h, s) ”= 0, a métrica II =
Ò

|K|h é chamada de métrica equiareal.

Teorema 3.2.5. Uma aplicação f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ com K ”= 0 é harmônica se, e
somente se,

(i) Y
]

[
L

u2 ≠ M
u1 = L(

s

�1

12

) + M(
s

�2

12

≠
s

�1

11

) ≠ N(
s

�2

11

),
M

u2 ≠ N
u1 = L(

s

�1

22

) + M(
s

�2

22

≠
s

�1

12

) ≠ N(
s

�2

12

).
(3.2.3)

(ii) Hh = 0,

onde II = L du2

1

+ 2M du
1

du
2

+ N du2

2

.

As equações (3.2.3) são conhecidas com as equações de Codazzi-Mainardi e a demonstração do
Teorema 3.2.5 pode ser encontrada em [20].

Definição 3.2.6. Seja f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ. Então:

1. f é dita uma imersão isométrica se, e somente se, s = h.

2. f é dita uma imersão conforme se, e somente se, s = ⁄h, para alguma função ⁄ ”= 0 em M

de classe CŒ.
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3. A representação de Weierstrass

Definição 3.2.7. Uma aplicação f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ é dita uma imersão mínima
se, e somente se, det s ”= 0 e Hs = 0.

Lema 3.2.8. Uma imersão isométrica f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ é harmônica se, e somente
se, é uma imersão mínima.

Demonstração. Como f é uma imersão isométrica, temos que s = h. Então

• det s = det h ”= 0,

• K = det s

det h
= det h

det h
= 1 ”= 0,

• as métricas s e h satisfazem as equações de Codazzi-Mainardi,

• Hh = Hs.

Logo, pelo Teorema 3.2.5, temos que f é harmônica se, e somente se, Hh = 0, ou seja, Hs = 0.
Portanto pela Definição 3.2.7 f é harmônica, se, e somente se, f for mínima.

Teorema 3.2.9. Uma imersão conforme f : (M, h) æ (M, g) de classe CŒ é harmônica se, e
somente se, é uma imersão mínima.

Demonstração. Como f é uma imersão conforme temos que s = ⁄h, para alguma função ⁄ ”= 0
em M de classe CŒ.

Seja h
1

= ⁄ h. Assim h
1

= s e pelo item i) da Definição 3.2.6 temos que f : (M, h
1

) æ (M, g)
é uma imersão isométrica. Portanto, pelo Lema 3.2.8, temos que f : (M, h

1

) æ (M, g) é uma
imersão harmônica se, e somente se, é minima.

Agora pela Proposição 3.2.3 temos que f : (M, h) æ (M, g) é harmônica se, e somente se,
f : (M, h

1

) æ (M, g) é harmônica. Portanto f : (M, h) æ (M, g) é harmônica se, e somente se, é
mínima.

Consideremos o caso de imersões tipo-espaço e tipo-tempo em uma mesma abordagem. Para
isto denotaremos por K o conjunto C ou L e M denotará uma superfície de Riemann (no caso
tipo-espaço) ou uma superfície de Lorentz (no caso tipo-tempo).

Seja (Mn

, g) uma variedade Lorentziana n-dimensional e f : M æ M
n uma aplicação suave. A

métrica Lorentziana e a conexão de Levi-Civita de M induzem no fibrado pullback f ú(TM) uma
métrica e uma conexão compatível, a conexão pullback. Considere o fibrado (para)complexificado
E = f ú(TM) ¢ K. A métrica g pode ser estendida para E das seguintes maneiras:

• uma forma bilinear (para)complexa (., .) : E ◊ E æ K;
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3.2 Superfícies Mínimas em Variedades Lorentzianas

• uma métrica (para)Hermitiana ÈÈ., .ÍÍ : E ◊ E æ K;

Estas duas extensões são relacionadas por:

ÈÈV, W ÍÍ = (V, W̄ ).

Sejam (u, v) coordenadas locais em M .

• Se M é uma superfície de Riemann, seja z = u + iv o parâmetro local complexo e defina
ˆ

ˆz
= 1

2

3
ˆ

ˆu
≠ i

ˆ

ˆv

4
,

ˆ

ˆz̄
= 1

2

3
ˆ

ˆu
+ i

ˆ

ˆv

4
.

• Se M é uma superfície de Lorentz, seja z = u + ·v o parâmetro local paracomplexo e defina
ˆ

ˆz
= 1

2

3
ˆ

ˆu
+ ·

ˆ

ˆv

4
,

ˆ

ˆz̄
= 1

2

3
ˆ

ˆu
≠ ·

ˆ

ˆv

4
.

Podemos olhar
„ = ˆf

ˆz
como uma seção de E e nós temos as seguintes propriedades:

• Se f é uma imersão então ÈÈ„, „ÍÍ ”= 0.

De fato, se f é uma imersão do tipo tempo, sendo que „ = 1
2

1ˆf

ˆu
+ ·

ˆf

ˆv

2
, então

ÈÈ„, „ÍÍ =
==1

2(ˆf

ˆu
+ ·

ˆf

ˆv
), 1

2(ˆf

ˆu
+ ·

ˆf

ˆv
)
>>

= 1
4g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

4
≠ ·

4g
3

ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv

4
+ ·

4g
3

ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆu

4
≠ · 2

4 g
3

·
ˆf

ˆv
, ·

ˆf

ˆv

4

= 1
4

5
g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

4
≠ g

3
ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv

46

= 1
2g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

4
,

pois foram escolhidas coordenadas isotérmicas. Analogamente, se f é uma imersão do tipo-
espaço temos que ÈÈ„, „ÍÍ ”= 0.

• Se f é uma imersão então, f é conforme se, e somente se, („, „) = 0.

De fato, se f é uma imersão do tipo-tempo, temos que

(„, „) =
31

2

3
ˆf

ˆu
+ ·

ˆf

ˆv

4
,
1
2

3
ˆf

ˆu
+ ·

ˆf

ˆv

44

= 1
4g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

4
+ ·

1
4g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv

4
+ ·

1
4g

3
ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆu

4
+ · 2

1
4g

3
ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv

4

= 1
4

5
g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

4
+ g

3
ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv

46
+ ·

2g
3

ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv

4
.
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3. A representação de Weierstrass

Portanto, („, „) = 0 se, e somente se,

g
3

ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

4
= ≠g

3
ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv

4
e g

3
ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv

4
= 0,

ou seja se, e somente se, f é conforme. Analogamente, se f é uma imersão do tipo-espaço
temos que f é conforme se, e somente se, („, „) = 0.

Seja f uma imersão do tipo-espaço (ou tipo-tempo) e z = u + iv (ou u + ·v) um parâmetro
isotérmico local. Então a métrica induzida em M é dada por:

ds2 = ⁄2(du2 ± dv2) = ⁄2|dz|2

e o operador de Laplace-Beltrami em M é definido por

�
s

= ⁄≠2

1 ˆ2

ˆu2

± ˆ2

ˆv2

2
= 4⁄≠2

ˆ

ˆz̄

ˆ

ˆz
.

Seja {x
1

, x
2

, ..., x
n

} um sistema de coordenadas locais em uma vizinhança U de M
n tal que

U fl f(M) ”= ÿ, então em um conjunto aberto � µ M , temos que „ = q
n

i=1

„
i

ˆ

ˆx

i

, onde „
i

são funções (para)complexas definidas em �. Logo, com respeito à decomposição local de „, ·
s

(f)
pode ser escrito como

·
s

(f) =
nÿ

i=1

Ó
�

s

f
i

+ 4⁄≠2

nÿ

j,k=1

�i

jk

ˆf
j

ˆz̄

ˆf
k

ˆz

Ô ˆ

ˆx
i

= 4⁄≠2

nÿ

i=1

Óˆ„
i

ˆz̄
+

nÿ

j,k=1

�i

jk

„̄
j

„
k

Ô ˆ

ˆx
i

,

onde �i

jk

são os símbolos de Christo�el de M .
Agora pelo Teorema 3.2.9 temos que f é minima se, e somente se, é harmônica. Da Defini-

ção 3.2.1, f é mínima se, e somente se, ·(f) = 0, ou seja

ˆ„
i

ˆz̄
+

nÿ

j,k=1

�i

jk

„̄
j

„
k

= 0, i = 1, ..., n. (3.2.4)

Podemos olhar (3.2.4) como um sistema de primeira ordem de equações diferenciais em „
i

, que
pode ser escrito como

ˆ„
i

ˆz̄
+ 2

ÿ

j>k

�i

jk

Re(„̄
j

„
k

) +
ÿ

j

�i

jj

|„
j

|2= 0, i = 1, ..., n.

Portanto ˆ„
i

ˆz̄
œ R. Logo,
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• Se M é uma superfície de Riemann, temos que

ˆ„
i

ˆz̄
= 1

2

3
ˆRe(„

i

)
ˆu

≠ ˆIm(„
i

)
ˆv

4
+ i

2

3
ˆIm(„

i

)
ˆu

+ ˆRe(„
i

)
ˆv

4
.

• Se M é uma superfície de Lorentz, temos que

ˆ„
i

ˆz̄
= 1

2

3
ˆRe(„

i

)
ˆu

≠ ˆIm(„
i

)
ˆv

4
+ ·

2

3
ˆIm(„

i

)
ˆu

≠ ˆRe(„
i

)
ˆv

4
.

Assim, obtemos que
ˆIm(„

i

)
ˆu

± ˆRe(„
i

)
ˆv

= 0. (3.2.5)

A equação (3.2.5) diz que a 1-forma „
i

dz não tem períodos reais, então a integral Re
s

z

z0 „
i

dz está
bem-definida. Portanto demonstramos o seguinte

Teorema 3.2.10 (Representação de Weierstrass). Seja (Mn

, g) uma variedade Lorentziana e
{x

1

, ..., x
n

} coordenadas locais. Sejam „
j

, j = 1, ..., n, funções (para)complexas em um domí-
nio aberto simplesmente conexo � µ K que são soluções de (3.2.4). Então a aplicação f : � æ M

com funções coordenadas

f
j

(u, v) = 2Re
3 ⁄

z

z0
„

j

dz
4

, j = 1, ..., n,

é bem-definida e define uma imersão mínima conforme do tipo-tempo (ou tipo-espaço) se, e somente
se, as seguintes condições são satisfeitas

• q
n

j,k=1

g
jk

„̄
j

„
k

”= 0;

• q
n

j,k=1

g
jk

„
j

„
k

= 0.

3.2.1 A Representação de Weierstrass para o caso de grupos de Lie

Seja G um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica invariante à esquerda Lorentz-
iana e com a conexão de Levi-Civita Ò. Sejam � µ K um conjunto aberto e f : � æ G uma imersão
mínima conforme do tipo-tempo (ou do tipo espaço) e {E

1

, E
2

, ..., E
n

} um referencial ortonormal
de campos invariantes à esquerda com E

1

, E
2

, ..., E
n≠1

do tipo-espaço e E
n

do tipo-tempo.
Fixado um parâmetro isotérmico z œ �, podemos escrever o campo tangente (para)complexo

ˆf

ˆz
ao longo de f tanto em termos de coordenadas locais {x

1

, x
2

, ..., x
n

} em G, como usando os
campos invariantes à esquerda. Portanto, temos que

„ =
nÿ

i=1

„
i

ˆ

ˆx
i

=
nÿ

j=1

Â
j

E
i

,
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onde as funções „
i

e Â
j

, com i, j = 1, ..., n, estão relacionadas por

„
i

=
nÿ

j=1

A
ij

Â
j

, i = 1,...,n, (3.2.6)

onde A : � æ GL(n,R). Em termos das componentes Â
i

a equação (3.2.4) pode ser escrita como

ˆÂ
i

ˆz̄
+ 1

2

nÿ

j,k=1

Li

jk

Â̄
j

Â
k

= 0, i = 1,...,n, (3.2.7)

onde os símbolos Li

jk

são definidos por

Ò
E

i

E
j

=
nÿ

k=1

Lk

ij

2 E
k

,

com i, j = 1, ..., n.
Sejam Ck

ij

as constantes de estrutura da álgebra de Lie de G, ou seja, [E
i

, E
j

] = q
n

k=1

Ck

ij

E
k

.
Assim, pelo Teorema de Levi-Civita, temos que

2ÈÒ
E

i

E
j

, E
k

Í = ≠È[E
j

, E
k

], E
i

Í ≠ È[E
i

, E
k

], E
j

Í ≠ È[E
j

, E
i

], E
k

Í
= ≠Ci

jk

ÈE
i

, E
i

Í ≠ Cj

ik

ÈE
j

, E
j

Í + Ck

ij

ÈE
k

, E
k

Í.

Como
ÈÒ

E

i

E
j

, E
k

Í =
Lk

ij

2 ÈE
k

, E
k

Í,
então,

Lk

ij

ÈE
k

, E
k

Í2 = ≠Ci

jk

ÈE
i

, E
i

ÍÈE
k

, E
k

Í ≠ Cj

ik

ÈE
j

, E
j

ÍÈE
k

, E
k

Í + Ck

ij

ÈE
k

, E
k

Í2.

Portanto,
Lk

ij

= Ck

ij

≠ Ci

jk

Á
i

Á
k

≠ Cj

ik

Á
j

Á
k

, (3.2.8)

onde Á
i

= ÈE
i

, E
i

Í, com i = 1, ..., n. Assim o Teorema 3.2.10 pode ser escrito no caso de um grupo
de Lie n-dimensional da seguinte maneira:

Teorema 3.2.11. Seja G um grupo de Lie n-dimensional dotado de uma métrica Lorentziana
invariante à esquerda e {E

1

, ..., E
n

} campos ortonormais invariantes à esquerda. Seja f : � æ G

uma imersão mínima conforme do tipo-tempo (ou do tipo-espaço), onde � ™ K é um conjunto
aberto. Defina o vetor tangente (para)complexo „ œ �(f úTG ¢ K) por

„(z) = ˆf

ˆz
.
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3.2 Superfícies Mínimas em Variedades Lorentzianas

Então, as componentes Â
i

, i = 1, ..., n, de „ definidas por

„(z) =
nÿ

i=1

Â
i

E
i

,

satisfazem as seguintes condições:

i. |Â
1

|2+|Â
2

|2+... + |Â
n≠1

|2≠|Â
n

|2 ”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + ... + Â
n≠1

2 ≠ Â
n

2 = 0,

iii. ˆÂ
i

ˆz̄
+ 1

2

nÿ

j,k=1

Li

jk

Â̄
j

Â
k

= 0, i = 1, ..., n.

Respectivamente, se � é um conjunto simplesmente conexo e Â
i

: � æ K, com i = 1, ..., n,
satisfazem as condições acima, então a aplicação f : � æ G definida por

f
i

= 2 Re(
⁄

nÿ

j=1

A
ij

Â
j

dz), i = 1,...,n, (3.2.9)

é uma imersão mínima conforme do tipo-tempo (ou do tipo-espaço).

As equações do item iii. do Teorema 3.2.11 têm a vantagem de serem equações com coeficientes
constantes, mas o uso da fórmula (3.2.9) tem problemas pois as funções A

ij

devem ser calculadas
ao longo das soluções. Porém, em muitos casos, podemos usar argumentos ad hoc para superar o
problema. Vamos dar alguns exemplos a seguir:

Exemplo 3.2.12 (O grupo produto H2 ◊ R.). Consideraremos o modelo do semi-plano superior
para o plano hiperbólico dado por H2 = {(x

1

, x
2

) œ R2 : x
2

> 0} e seja x
3

o parâmetro natural
em R. O espaço H2 ◊ R é um grupo de Lie Lorentziano com a estrutura de produto e munido da
métrica invariante à esquerda Lorentziana dada por:

g = 1
x2

2

(dx2

1

+ dx2

2

) ≠ dx2

3

.

Com respeito à métrica g, uma base ortonormal de campos vetores invariantes à esquerda é dada
por:

E
1

= x
2

ˆ

ˆx
1

, E
2

= x
2

ˆ

ˆx
2

e E
3

= ˆ

ˆx
3

.

Assim a matriz definida em (3.2.6) é dada por

d(L
g

)
h

=

S

WWWU

x
2

0 0
0 x

2

0
0 0 1

T

XXXV .
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3. A representação de Weierstrass

Logo, temos que Y
____]

____[

„
1

(u, v) = x
2

Â
1

(u, v),
„

2

(u, v) = x
2

Â
2

(u, v),
„

3

(u, v) = Â
3

(u, v),

(3.2.10)

e, também, Y
______]

______[

f
1

(u, v) = 2 Re(
⁄

f
2

(u, v)Â
1

(u, v) dz),

f
2

(u, v) = exp(2 Re
⁄

Â
2

dz),

f
3

(u, v) = 2 Re(
⁄

Â
3

(u, v) dz).

Da segunda equação em (3.2.10) temos que f
2

= exp (2 Re(
s

Â
2

dz)). Além disso, as únicas cons-
tantes de estruturas da álgebra de Lie não nulas são C1

12

= ≠1 e C1

21

= 1. Logo L1

12

= ≠2 e L2

11

= 2
e os outros Lk

ij

são nulos. Assim o item iii) do Teorema 3.2.11 fica
Y
_______]

_______[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ Â

1

Â̄
2

= 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
+ Â̄

1

Â
1

= 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
= 0.

Observe que se Â
2

é L-diferenciável, ou seja, ˆÂ
2

ˆz̄
= 0 então Â̄

1

Â
1

= 0 e Â
1

ˆÂ
1

ˆz̄
= 0. Nós

podemos considerar, por exemplo, que Â
1

= 0, ou seja, o plano x
1

= cte.

Exemplo 3.2.13 (O grupo de Heisenberg H
3

). O grupo de Heisenberg H
3

é um grupo de Lie
nilpotente de grau 2 representado por

H
3

=
I

S

WWWU

1 x z + 1

2

xy

0 1 y

0 0 1

T

XXXV , x, y, z œ R
J

.

A álgebra de Lie h
3

de H
3

é representada pelas matrizes da forma

I
S

WWWU

0 x z

0 0 y

0 0 0

T

XXXV , x, y, z œ R
J

.

Seja Ï : R3 æ H
3

a aplicação dada por

Ï(x, y, z) =

S

WWWU

1 x z + 1

2

xy

0 1 y

0 0 1

T

XXXV .
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3.2 Superfícies Mínimas em Variedades Lorentzianas

O grupo de Heisenberg é isomorfo a R3 com o produto

(x
1

, y
1

, z
1

) ú (x
2

, y
2

, z
2

) = (x
1

+ x
2

, y
1

+ y
2

, z
1

+ z
2

+ 1
2(x

1

y
2

≠ y
1

x
2

)),

onde esse isomorfismo é dado por Ï. Considere a métrica Lorentziana invariante à esquerda dada
por

g = dx2 + dy2 ≠
11

2ydx ≠ 1
2xdy + dz

2
2

.

Então, uma base ortonormal de campos invariantes à esquerda é dada por

E
1

(x, y, z) = ˆ

ˆx
≠ y

2
ˆ

ˆz
, E

2

(x, y, z) = ˆ

ˆy
+ x

2
ˆ

ˆz
e E

3

(x, y, z) = ˆ

ˆz
,

com {E
1

, E
2

} tipo-espaço e E
3

tipo-tempo. Logo,

A =

S

WWWU

1 0 0
0 1 0

≠y

2

x

2

1

T

XXXV ,

assim Y
_____]

_____[

„
1

(u, v) = Â
1

(u, v),
„

2

(u, v) = Â
2

(u, v),

„
3

(u, v) = ≠f
2

2 Â
1

+ f
1

2 Â
2

+ Â
3

.

Logo, Y
_______]

_______[

f
1

= 2 Re(
⁄

Â
1

dz),

f
2

= 2 Re(
⁄

Â
2

dz),

f
3

= 2 Re
⁄ 3

≠ f
2

2 Â
1

+ f
1

2 Â
2

+ Â
3

4
dz.

Além disso os únicos Lk

ij

não nulos são

L3

12

= L2

13

= L2

31

= 1
2 e , L3

21

= L1

32

= L1

23

= ≠1
2 .

Logo o item iii) do Teorema 3.2.11 se torna:
Y
_______]

_______[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ Re(Â̄

3

Â
2

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
+ Re(Â̄

3

Â
1

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ 1

2(Â
1

Â̄
2

≠ Â̄
1

Â
2

) = 0.
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3. A representação de Weierstrass

Exemplo 3.2.14 (O espaço de De Sitter S3

1

). O espaço De Sitter S3

1

pode ser modelado com o
semi-espaço,

R3

+

= {(x
1

, x
2

, x
3

) œ R3 : x
3

> 0}
munido da métrica Lorentziana invariante à esquerda dada por

g = 1
x2

3

(dx2

1

+ dx2

2

≠ dx2

3

).

Uma base ortonormal de campos invariantes à esquerda é dada por

E
1

= x
3

ˆ

ˆx
1

, E
2

= x
3

ˆ

ˆx
2

e E
3

= x
3

ˆ

ˆx
3

,

com {E
1

, E
2

} do tipo-espaço e E
3

do tipo-tempo. Logo, sendo

A =

S

WWWU

x
3

0 0
0 x

3

0
0 0 x

3

T

XXXV ,

assim Y
____]

____[

„
1

(u, v) = x
3

Â
1

(u, v),
„

2

(u, v) = x
3

Â
2

(u, v),
„

3

(u, v) = x
3

Â
3

(u, v).

(3.2.11)

Da terceira equação em (3.2.11) temos que f
3

= exp (2 Re(
s

Â
3

dz)). Logo,
Y
______]

______[

f
1

= 2 Re(
⁄

f
3

Â
1

dz),

f
2

= 2 Re(
⁄

f
3

Â
2

dz),

f
3

= exp(2 Re
⁄

Â
3

dz).

Observe que os únicos Lk

ij

não nulos são L1

13

= L2

23

= L3

11

= L3

22

= ≠1. Logo o item iii) do
Teorema 3.2.11 se torna: Y

_______]

_______[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ Â̄

1

Â
3

= 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ Â̄

2

Â
3

= 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ (Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) = 0.

Alguns exemplos explícitos de superfícies mínimas nos espaços acima considerados podem ser
encontrados em [16] e [18].
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3.2 Superfícies Mínimas em Variedades Lorentzianas

Os espaços acima considerados são importantes pois fazem partes das oito “geometrias 3-
dimensionais” considerada por W.P. Thurston (veja [24] e [25]). Estas “geometrias” são espaços
homogêneos simplesmente conexos, com quocientes compactos, e são

S3, R3, H3, H
3

, H2 ◊ R, S2 ◊ R, ^Sl(2,R) e Sol(3),

onde ^Sl(2,R) é o revestimento universal do grupo especial linear Sl(2,R) e Sol(3) é um grupo
solúvel 3-dimensional.

A resposta positiva dada por G. Perelman à conjectura da geometrização garante que toda
variedade Riemanniana 3-dimensional é obtida “colando pedaços” isomorfos a tais geometrias.
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Capítulo 4

Representação de Weierstrass para
espaços de Damek-Ricci

Os espaços de Damek-Ricci são grupos de Lie conexos e simplesmente conexos, onde a ál-
gebra de Lie é soma semi-direta da álgebra generalizada de Heisenberg com um espaço vetorial
unidimensional, dotado de uma métrica invariante à esquerda. Além disso, estes espaços podem
ser vistos como produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg com um grupo de Lie
unidimensional.

Consideraremos espaços de Damek-Ricci Lorentzianos de dois tipos:

• produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg com um grupo de Lie Lorentziano
unidimensional,

• produto semi-direto do grupo generalizado de Heisenberg Lorentziano com um grupo de Lie
Riemanniano unidimensional.

Neste capítulo consideraremos, iremos desenvolver a fórmula da representação de Weierstrass
para os espaços de Damek-Ricci Lorentianos 4-dimensionais mencionados acima e faremos alguns
exemplos.

4.1 O caso Riemanniano

Nesta seção, seguiremos [5].
Sejam b

m

e z
n

espaços vetoriais reais com produto interno, de dimensão m e n respectivamente,
e — : b

m

◊ b
m

æ z
n

uma aplicação bilinear anti-simétrica.

63



4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

Consideremos a soma-direta h
m+n

= b
m

üz
n

com o produto interno È·, ·Íh
m+n

tal que b
m

e z
n

são
perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-álgebra J : z

n

æ End(b
m

), onde J(Z) = J
Z

,
por

ÈJ
Z

U, V Íh
m+n

= È—(U, V ), ZÍh
m+n

, (4.1.1)

para todo U, V œ b
m

e Z œ z
n

.

Proposição 4.1.1. Sejam U + X, V + Y œ h
m+n

. Defina

[U + X, V + Y ] = —(U, V ). (4.1.2)

Então [·, ·] é um colchete de Lie em h
m+n

, e consequentemente, h
m+n

é uma álgebra de Lie.

Demonstração. Como — é bilinear e anti-simétrica temos que [·, ·] é também bilinear e anti-
simétrica, assim basta mostrar a identidade de Jacobi. Como

[U + X, [V + Y, W + Z]] = [U + X, —(V, W )]
= [U + X, 0 + —(V, W )]
= —(U, 0) = 0 = 0 + 0
= —(0, W ) + —(V, 0)
= [—(U, V ), W + Z] + [V + Y, —(U, W )]
= [[U + X, V + Y ], W + Z]] + [V + Y, [U + X, W + Z]]

temos o desejado.

Definição 4.1.2. A álgebra de Lie h
m+n

é dita álgebra generalizada de Heisenberg se

J2

Z

= ≠ÈZ, ZÍh
m+n

id
b

m

,

para todo Z œ z
n

. Além disso, como h
m+n

é uma álgebra de Lie real de dimensão finita, existe um
grupo de Lie associado simplesmente conexo que denotamos por H

m+n

, dotado de uma métrica
Riemanniana invariante à esquerda g, que é chamado de grupo generalizado de Heisenberg.

Considere a soma direta s
m+n+1

= h
m+n

ü a, onde a é um espaço vetorial unidimensional. Um
vetor em s

m+n+1

é escrito de uma única maneira como U + X + sA, onde U œ b
m

,X œ z
n

, s œ R e
A um vetor unitário em a.
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4.1 O caso Riemanniano

Proposição 4.1.3. Sejam U + X + rA, V + Y + sA œ s
m+n+1

. Defina

ÈU + X + rA, V + Y + sAÍ = ÈU + X, V + Y Íh
m+n

+ rs (4.1.3)

e
[U + X + rA, V + Y + sA] = [U, V ]h

m+n

+ 1
2rV ≠ 1

2sU + rY ≠ sX. (4.1.4)

Então È·, ·Í é uma métrica Riemanniana e [·, ·] é um colchete de Lie em s
m+n+1

e, consequentemente,
s

m+n+1

é uma álgebra de Lie com métrica Riemanniana.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que (4.1.3) é uma métrica Riemanniana. Como
È·, ·Íh

m+n

é bilinear temos que (4.1.3) é bilinear. Basta mostrar que (4.1.3) é não-degenerado e tem
índice zero.

• Suponhamos que ÈU + X + rA, V + Y + sAÍ = 0, para todo V + Y + sA œ s
m+n+1

. Então,
em particular temos

ÈU + X + rA, V + Y Í = 0 e ÈU + X + rA, AÍ = 0,

para todo V + Y œ h
m+n

. Logo,

ÈU + X, V + Y Íh
m+n

= 0 e r = 0.

Como È·, ·Íh
m+n

é não degenerada temos que U + X = 0. Portanto (4.1.3) é não-degenerada.

• Sejam {U
1

, ..., U
m

} e {X
1

, ..., X
n

} bases ortonormais de b
m

e z
n

, respectivamente. Então
{U

1

, ..., U
m

, X
1

, ..., X
n

, A} é uma base ortonormal para s
m+n+1

. Temos que
Y
____]

____[

ÈU
i

, U
i

Í = ÈU
i

, U
i

Íh
m+n

= 1,

ÈX
j

, X
j

Í = ÈX
j

, X
j

Íh
m+n

= 1,

ÈA, AÍ = 1.

(4.1.5)

Logo, (4.1.3) tem índice zero.

Vamos mostrar agora que (4.1.4) é um colchete de Lie. Uma vez que [·, ·]h
m+n

é bilinear, temos que
(4.1.4) é bilinear. Além disso, [U +X +rA, U +X +rA] = 0 que implica que (4.1.4) é anti-simétrica.
Então basta mostrar que (4.1.4) satisfaz a identidade de Jacobi. Temos que

I = [U + X + rA, [V + Y + sA, W + Z + tA]]

= [U + X + rA, [V, W ]h
m+n

+ 1
2sW ≠ 1

2tV + sZ ≠ tY ]

= [U,
1
2sW ≠ 1

2tV ]h
m+n

+ r

2

31
2sW ≠ 1

2tV
4

+ r(sZ ≠ tY ) + r[V, W ]h
m+n

= s

2[U, W ]h
m+n

≠ t

2[U, V ]h
m+n

+ r[V, W ]h
m+n

+ 1
4rsW ≠ 1

4rtV + rsZ ≠ rtY.
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

Analogamente, temos que

II = [[U + X + rA, V + Y + sA], W + Z + tA]

= r

2[V, W ]h
m+n

≠ s

2[U, W ]h
m+n

≠ t[U, V ]h
m+n

+ 1
4stU ≠ 1

4rtV + tsX ≠ rtY

e

III = [V + Y + sA, [U + X + rA, W + Z + tA]]

= r

2[V, W ]h
m+n

≠ t

2[V, U ]h
m+n

+ s[U, W ]h
m+n

+ 1
4srW ≠ 1

4stU + srZ ≠ stX.

Observe que I = II + III. Portanto (4.1.4) satisfaz a identidade de Jacobi.

Definição 4.1.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a s
m+n+1

dotado com métrica
Riemanniana induzida invariante à esquerda é dito Espaço de Damek-Ricci e é denotado por
S

m+n+1

.

Proposição 4.1.5. A conexão de Levi-Civita Ò de S
m+n+1

é dada por

Ò
V +Y +sA

(U + X + rA) = ≠1
2{J

Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY ≠ ÈU, V ÍA ≠ 2ÈX, Y ÍA}. (4.1.6)

Demonstração. Usando a equação (4.1.4), resulta que

I = È[U + X + rA, W + Z + tA], V + Y + sAÍ
= È[U, W ]H

m+n

+ 1
2rW ≠ 1

2tU + rZ ≠ tX, V + Y + sAÍ

= È[U, W ]H
m+n

+ 1
2rW ≠ 1

2tU + rZ ≠ tX, V + Y Í.

Como b
m

e z
n

são ortogonais temos que

I = È[U, W ], Y Í + È1
2rW, V Í ≠ È1

2tU, V Í + ÈrZ, Y Í ≠ ÈtX, Y Í.

Usando (4.1.1) e (4.1.2), obtemos:

I = ÈJ
Y

U, W Í + È1
2rV, W Í ≠ 1

2tÈU, V Í + ÈrY, ZÍ ≠ tÈX, Y Í

= ÈJ
Y

U, W + ZÍ + È1
2rV, W + ZÍ ≠ 1

2tÈU, V Í + ÈrY, W + ZÍ ≠ tÈX, Y Í

= ÈJ
Y

U + 1
2rV + rY, W + ZÍ ≠ [12tÈU, V Í + tÈX, Y Í].

Portanto, de (4.1.3), temos que

I = ÈJ
Y

U + 1
2rV + rY ≠ 1

2ÈU, V ÍA ≠ ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ. (4.1.7)
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4.1 O caso Riemanniano

Analogamente, obtemos que

II = ÈJ
X

V + 1
2sU + sX ≠ 1

2ÈU, V ÍA ≠ ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ (4.1.8)

e
III = È[U, V ]H

m+n

+ 1
2rV ≠ 1

2sU + rY ≠ sX, W + Z + tAÍ. (4.1.9)

Somando (4.1.7), (4.1.8) e (4.1.9) resulta que

I + II + III = ÈJ
Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY ≠ ÈU, V ÍA ≠ 2ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ

Logo do Teorema de Levi-Civita temos que

Ò = ÈÒ
V +Y +sA

(U + X + rA), W + Z + tAÍ
= 1

2{≠I ≠ II ≠ III}

= ≠1
2{ÈJ

Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY ≠ ÈU, V ÍA ≠ 2ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ}.

Portanto vale (4.1.6).

O grupo de Lie S
m+n+1

é o produto semi-direto H
m+n

◊
F

R, onde

F : R æ Aut(H
m+n

)
s ‘æ F

s

é definida por
F

s

(exph
m+n

(V + Y )) = exph
m+n

(e s

2 V + esY ),

sendo exph
m+n

a exponencial de Lie de H
m+n

.

4.1.1 O grupo S4

Sejam S
4

o espaço de Damek-Ricci 4-dimensional e {x, y, z, t} coordenadas globais. A métrica
Riemanniana invariante à esquerda g em S

4

é dada por:

g = e≠tdx2 + e≠tdy2 + e≠2t(dz + c

2ydx ≠ c

2xdy)2 + dt2,

onde c œ R. A álgebra de Lie s
4

de S
4

tem a base ortonormal

e
1

= e
t

2 ( ˆ

ˆx
≠ cy

2
ˆ

ˆz
), e

2

= e
t

2 ( ˆ

ˆy
+ cx

2
ˆ

ˆz
), e

3

= et

ˆ

ˆz
, e

4

= ˆ

ˆt
,
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

Calculando os colchetes de Lie obtemos que
Y
__]

__[

[e
1

, e
2

] = ce
3

, [e
1

, e
3

] = 0, [e
1

, e
4

] = ≠1
2e

1

,

[e
2

, e
3

] = 0, [e
2

, e
4

] = ≠1
2e

2

, [e
3

, e
4

] = ≠e
3

.

Escrevendo e
1

= U , e
2

= V , e
3

= X e e
4

= A e usando a equação da conexão (4.1.6) obtemos
que:

• Ò
e1e

1

= Ò
U

U = 1

2

ÈU, UÍA = 1
2e

4

,

• Ò
e1e

2

= Ò
U

V = ≠1

2

[V, U ] = ≠1
2[e

2

, e
1

] = c

2e
3

,

• Ò
e1e

3

= Ò
U

X = ≠1

2

J
X

U = ≠ c

2e
2

. De fato,

ÈJ
X

U, UÍ = È—(U, U), XÍ = È[U, U ], XÍ = 0

e
ÈJ

X

U, V Í = È—(U, V ), XÍ = È[U, V ], XÍ = Èce
3

, e
3

Í = c.

Logo, J
X

U = c e
2

.

• Ò
e1e

4

= Ò
U

A = ≠1

2

U = ≠1
2e

1

,

• Ò
e2e

1

= Ò
V

U = ≠1

2

[U, V ] = ≠1

2

[e
1

, e
2

] = ≠ c

2e
3

,

• Ò
e2e

2

= Ò
V

V = 1

2

ÈV, V ÍA = 1
2e

4

,

• Ò
e2e

3

= Ò
V

X = ≠1

2

J
X

V = c

2

e
1

. De fato,

ÈJ
X

V, UÍ = È—(V, U), XÍ = È[V, U ], XÍ = È≠ce
3

, e
3

Í = ≠c

e
ÈJ

X

V, V Í = È—(V, V ), XÍ = È[V, V ], XÍ = 0.

Logo, J
X

V = ≠c e
1

.

• Ò
e2e

4

= Ò
V

A = ≠1
2V = ≠1

2e
2

,

• Ò
e3e

1

= Ò
X

U = ≠1
2J

X

U = ≠ c

2e
2

,
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4.1 O caso Riemanniano

• Ò
e3e

2

= Ò
X

V = ≠1
2J

X

V = c

2e
1

,

• Ò
e3e

3

= Ò
X

X = ÈX, XÍA = e
4

,

• Ò
e3e

4

= Ò
X

A = ≠X = ≠e
3

,

• Ò
e4e

1

= Ò
A

U = 0,

• Ò
e4e

2

= Ò
A

V = 0,

• Ò
e4e

3

= Ò
A

X = 0,

• Ò
e4e

4

= Ò
A

A = 0.

Por outro lado, temos que

Ò
e

i

e
j

=
4ÿ

1

Lk

ij

2 e
k

.

Logo,
Y
]

[
L4

11

= 1, L3

12

= c, L2

13

= ≠c, L1

14

= ≠1, L3

21

= ≠c, L4

22

= 1,

L1

23

= c, L2

24

= ≠1, L2

31

= ≠c, L1

32

= c, L4

33

= 2, L3

34

= ≠2.
(4.1.10)

e os outros Lk

ij

são nulos.

Seja „ = ˆf

ˆz
. Podemos escrever o campo tangente „ tanto em termos de coordenadas locais

x
1

, x
2

e x
3

, como usando os campos invariantes à esquerda. Portanto,

„ =
4ÿ

i=1

„
i

ˆ

ˆx
i

=
4ÿ

i=1

Â
i

e
i

,

onde as funções „
i

e Â
i

são funções complexas.
Existe uma matriz invertível A = (A

ij

), com A
ij

: f(�) fl U æ R, onde � é um domínio
simplesmente conexo em K = C tal que

„
i

=
4ÿ

j=1

A
ij

Â
j

, i = 1,2,3,4.

Logo,

A =

S

WWWWWWU

e
t

2 0 0 0
0 e

t

2 0 0
≠ c

2

e
t

2 y c

2

e
t

2 x et 0
0 0 0 1

T

XXXXXXV
.
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

É conhecido que „ é holomorfa se, somente, se Ò ˆ

ˆz̄

„ = 0, isto é,

ˆÂ
k

ˆz̄
+ 1

2

4ÿ

i,j=1

Lk

ij

Â̄
i

Â
j

= 0, k = 1,2,3,4. (4.1.11)

Lema 4.1.6. O sistema (4.1.11) é equivalente a:

Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
1

Â
4

+ cRe(Â̄
2

Â
3

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ cRe(Â̄
1

Â
3

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ Â̄

3

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

) = 0,

ˆÂ
4

ˆz̄
+ 1

2(Â̄
1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

= 0.

(4.1.12)

Demonstração. Usando (4.1.9) e (4.1.11) temos que
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
1

Â
4

+ c

2(Â̄
2

Â
3

+ Â̄
3

Â
2

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
3

+ Â̄
3

Â
1

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ Â̄

3

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

) = 0,

ˆÂ
4

ˆz̄
+ 1

2(Â̄
1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

= 0,

que é equivalente ao sistema desejado.

Logo temos o resultado:

Teorema 4.1.7. Seja � ™ C um conjunto aberto dotado de uma coordenada complexa z = u+i v.
Seja f : � æ S

4

uma imersão mínima conforme. Então as componentes do vetor tangente complexo

„ = ˆf

ˆz
=

4ÿ

i=1

Â
i

e
i

,

satisfazem o sistema (4.1.12) e as seguintes condições

i. |Â
1

|2+|Â
2

|2+|Â
3

|2+|Â
4

|2 ”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 + Â
4

2 = 0,
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4.1 O caso Riemanniano

Respectivamente, se � é simplesmente conexo e Â
i

: � æ C, i = 1, 2, 3, 4, são funções satisfazendo
as condições acima, então a aplicação f : � æ S

4

definida por

f
i

= 2 Re(
⁄

4ÿ

j=1

A
ij

Â
i

dz), i = 1,2,3,4,

é uma imersão mínima conforme em S
4

.

4.1.2 Exemplos

Vamos fazer alguns exemplos de imersões mínimas conformes em S
4

.

Exemplo 4.1.8. Considere as funções complexas

Â
1

= i

u
, Â

2

= Â
3

= 0 e Â
4

= 1
u

em � = {u + iv œ C; u > 0}, que é um domínio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do
Teorema 4.1.7 são satisfeitos, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
u2

+ 1
u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 + Â
4

2 = ≠ 1
u2

+ 1
u2

= 0.

Além disso,
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠ i

2u2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

,

uma vez que Â
2

= Â
3

= 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7, temos que f : � æ S
4

dada por:
Y
____________]

____________[

f
1

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
2

= k,

f
3

= k
1

(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

é uma imersão mínima conforme em S
4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

Exemplo 4.1.9. Analogamente ao Exemplo 4.1.8 temos que as funções complexas

Â
1

= Â
3

= 0, Â
2

= i

u
e Â

4

= 1
u

satisfazem as condições do Teorema 4.1.7. Logo, f : � æ S
4

dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= k,

f
2

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
3

= ≠k
1

(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

é uma imersão mínima conforme em S
4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

Exemplo 4.1.10. Sejam as funções complexas

Â
1

= 1
v

, Â
2

= Â
3

= 0 e Â
4

= ≠i

v
,

definidas em � = {u + iv œ C; v > 0}, que é um domínio simplesmente conexo. Note que os itens
i e ii do Teorema 4.1.7 são satisfeitos, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
v2

+ 1
v2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 + Â
4

2 = 1
v2

≠ 1
v2

= 0.

Além disso, Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠i

2v2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠1

2v2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

,

uma vez que Â
2

= Â
3

= 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : � æ S
4

, dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= 2(u ≠ u
0

)
v

0

,

f
2

= k,

f
3

= ≠k
1

(u ≠ u
0

)
v

0

,

f
4

= 2 ln
3

v

v
0

4
,
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4.1 O caso Riemanniano

é uma imersão mínima conforme em S
4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

Exemplo 4.1.11. Tome as funções complexas

Â
1

= Â
2

= iÔ
2u

, Â
3

= 0 e Â
4

= 1
u

,

em � = {u + iv œ C; u > 0} domínio simplesmente conexo. Note que os itens i e ii do teorema
são satisfeitos, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
u2

+ 1
u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 + Â
4

2 = ≠ 1
u2

+ 1
u2

= 0,

Além disso,
Y
_____________]

_____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠ i

2
Ô

2u2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),

ˆÂ
2

ˆz̄
= ≠ i

2
Ô

2u2

= 1
2 Â̄

2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),

ˆÂ
3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

,

uma vez que Â
3

= 0 e Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

= 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : � æ S
4

, dada
por: Y

____________]

____________[

f
1

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
2

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
3

= k,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

é uma imersão mínima conforme em S
4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

Exemplo 4.1.12. Considere as funções complexas

Â
1

= Â
2

= 0, Â
3

= i

2u
, e Â

4

= 1
2u

no domínio simplesmente conexo � = {u + iv œ C; u, v > 0}. Note que os items i e ii do
Teorema 4.1.7 são satisfeitos, isto é,
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
4u2

+ 1
4u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 + Â
4

2 = ≠ 1
4u2

+ 1
4u2

= 0,

Além disso,
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= ≠ i

4u2

= Â̄
3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

4u2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

,

uma vez que Â
1

= Â
2

= 0. Portanto pelo Teorema 4.1.7 temos que f : � æ S
4

, dada por
Y
__________]

__________[

f
1

= k
1

,

f
2

= k
2

,

f
3

= ≠(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= ln
3

u

u
0

4
,

é uma imersão mínima conforme em S
4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

4.2 Primeiro caso Lorentziano
Sejam b

m

e z
n

espaços vetoriais reais com produto interno de dimensão m e n respectivamente
e — : b

m

◊ b
m

æ z
n

uma aplicação bilinear anti-simétrica.
Consideremos a soma-direta h

m+n

= b
m

ü z
n

com o produto interno Riemanniano È·, ·Íh
m+n

tal
que b

m

e z
n

são perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-álgebra J : z
n

æ End(b
m

),
onde J(Z) = J

Z

, por
ÈJ

Z

U, V Íh
m+n

= È—(U, V ), ZÍh
m+n

, (4.2.1)

para todo U, V œ b
m

e Z œ z
n

.

Proposição 4.2.1. Sejam U + X, V + Y œ h
m+n

. Defina

[U + X, V + Y ] = —(U, V ). (4.2.2)

Então [·, ·] é um colchete de Lie em h
m+n

e, consequentemente,h
m+n

é uma álgebra de Lie.
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Demonstração. Como — é bilinear e anti-simétrica, temos que [·, ·] é também bilinear e anti-
simétrica. Assim basta mostrar a identidade de Jacobi. De fato,

[U + X, [V + Y, W + Z]] = [U + X, —(V, W )]
= [U + X, 0 + —(V, W )]
= —(U, 0) = 0 = 0 + 0
= —(0, W ) + —(V, 0)
= [—(U, V ), W + Z] + [V + Y, —(U, W )]
= [[U + X, V + Y ], W + Z]] + [V + Y, [U + X, W + Z]].

Portanto temos o desejado.

Definição 4.2.2. A álgebra de Lie h
m+n

é dita álgebra generalizada de Heisenberg se

J2

Z

= ≠ÈZ, ZÍh
m+n

id
b

m

,

para todo Z œ z
n

. Além disso, como h
m+n

é uma álgebra de Lie real de dimensão finita existe um
grupo de Lie associado simplesmente conexo, que denotamos por H

m+n

, dotado de uma métrica
Riemanniana invariante à esquerda g, que é chamado de grupo generalizado de Heisenberg.

Seja a soma direta s
m+n+1

= h
m+n

ü a, onde a é um espaço vetorial unidimensional. Um vetor
em s

m+n+1

é escrito de uma única maneira como U + X + sA, onde U œ b
m

,X œ z
n

, s œ R e A um
vetor unitário em a.

Proposição 4.2.3. Sejam U + X + rA, V + Y + sA œ s
m+n+1

. Definimos

ÈU + X + rA, V + Y + sAÍ = ÈU + X, V + Y Íh
m+n

≠ rs (4.2.3)

e
[U + X + rA, V + Y + sA] = [U, V ]h

m+n

+ 1
2rV ≠ 1

2sU + rY ≠ sX. (4.2.4)

Então È·, ·Í é uma métrica Lorentziana e [·, ·] é um colchete de Lie em s
m+n+1

e, consequentemente,
s

m+n+1

é uma álgebra de Lie com métrica Lorentziana.

Demonstração. Vamos provar que (4.2.3) é uma métrica Lorentziana. Como È·, ·Íh
m+n

é bilinear
temos que (4.2.3) é bilinear. Basta mostrar que (4.2.3) é não-degenerado e tem índice 1.
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

• Suponhamos que ÈU + X + rA, V + Y + sAÍ = 0, para todo V + Y + sA œ s
m+n+1

. Então,
em particular

ÈU + X + rA, V + Y Í = 0 e ÈU + X + rA, AÍ = 0,

para todo V + Y œ h
m+n

. Logo,

ÈU + X, V + Y Íh
m+n

= 0 e r = 0

Como È·, ·Íh
m+n

é não degenerada, temos que U + X = 0. Portanto (4.2.3) é não-degenerada.

• Sejam {U
1

, ..., U
m

} e {X
1

, ..., X
n

} bases ortonormais de b
m

e z
n

, respectivamente. Então
{U

1

, ..., U
m

, X
1

, ..., X
n

, A} é uma base ortonormal para s
m+n+1

. Temos que
Y
____]

____[

ÈU
i

, U
i

Í = ÈU
i

, U
i

Íh
m+n

= 1,

ÈX
j

, X
j

Í = ÈX
j

, X
j

Íh
m+n

= 1,

ÈA, AÍ = ≠1

(4.2.5)

Logo, (4.2.3) tem índice 1.

A prova de (4.2.4) é análoga ao caso Riemanniano.

Definição 4.2.4. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a s
m+n+1

dotado da métrica
Lorentziana induzida invariante à esquerda é dito Espaço de Damek-Ricci Lorentziano e é denotado
por S1

m+n+1

.

Proposição 4.2.5. A conexão de Levi-Civita Ò de S1

m+n+1

é dada por

Ò
V +Y +sA

(U + X + rA) = ≠1
2{J

Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY + ÈU, V ÍA + 2ÈX, Y ÍA}. (4.2.6)

Demonstração. Usando a equação (4.2.4), resulta que

I = È[U + X + rA, W + Z + tA], V + Y + sAÍ
= È[U, W ]h

m+n

+ 1
2rW ≠ 1

2tU + rZ ≠ tX, V + Y + sAÍ

= È[U, W ]h
m+n

+ 1
2rW ≠ 1

2tU + rZ ≠ tX, V + Y Í.

Como b
m

e z
n

são ortogonais temos que

I = È[U, W ], Y Í + È1
2rW, V Í ≠ È1

2tU, V Í + ÈrZ, Y Í ≠ ÈtX, Y Í.
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Usando (4.2.1) e (4.2.2) segue que

I = ÈJ
Y

U, W Í + È1
2rV, W Í ≠ 1

2tÈU, V Í + ÈrY, ZÍ ≠ tÈX, Y Í

= ÈJ
Y

U, W + ZÍ + È1
2rV, W + ZÍ ≠ 1

2tÈU, V Í + ÈrY, W + ZÍ ≠ tÈX, Y Í

= ÈJ
Y

U + 1
2rV + rY, W + ZÍ ≠ [12tÈU, V Í + tÈX, Y Í]

Portanto, de (4.2.3), temos que

I = ÈJ
Y

U + 1
2rV + rY + 1

2ÈU, V ÍA + ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ. (4.2.7)

Analogamente, obtemos que

II = ÈJ
X

V + 1
2sU + sX + 1

2ÈU, V ÍA + ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ (4.2.8)

e
III = È[U, V ]h

m+n

+ 1
2rV ≠ 1

2sU + rY ≠ sX, W + Z + tAÍ. (4.2.9)

Somando (4.2.7), (4.2.8) e (4.2.9) temos que

I + II + III = ÈJ
Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY + ÈU, V ÍA + 2ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ.

Logo do Teorema de Levi-Civita resulta que

Ò = ÈÒ
V +Y +sA

(U + X + rA), W + Z + tAÍ
= 1

2{≠I ≠ II ≠ III}

= ≠1
2{ÈJ

Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY + ÈU, V ÍA + 2ÈX, Y ÍA, W + Z + tAÍ}

Portanto vale (4.2.6).

O grupo de Lie S1

m+n+1

é o produto semi-direto H
m+n

◊
F

R, com

F : R æ Aut(H
m+n

)
s ‘æ F

s

definida por
F

s

(exph
m+n

(V + Y )) = exph
m+n

(e s

2 V + esY ),

onde exph
m+n

é a exponencial de Lie de H
m+n

.

77



4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

4.2.1 O grupo S1
4

Sejam S1

4

o espaço de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano e {x, y, z, t} coordenadas globais.
A métrica Lorentziana invariante à esquerda g em S1

4

é dada por

g = e≠tdx2 + e≠tdy2 + e≠2t(dz + c

2ydx ≠ c

2xdy)2 ≠ dt2,

onde c œ R. A álgebra de Lie s1

4

de S1

4

tem a base ortonormal

e
1

= e
t

2 ( ˆ

ˆx
≠ cy

2
ˆ

ˆz
), e

2

= e
t

2 ( ˆ

ˆy
+ cx

2
ˆ

ˆz
), e

3

= et

ˆ

ˆz
, e

4

= ˆ

ˆt
,

onde e
1

, e
2

, e
3

são tipo-espaços e e
4

tipo-tempo. Calculando os colchetes de Lie obtemos que
Y
__]

__[

[e
1

, e
2

] = ce
3

, [e
1

, e
3

] = 0, [e
1

, e
4

] = ≠1
2e

1

,

[e
2

, e
3

] = 0, [e
2

, e
4

] = ≠1
2e

2

, [e
3

, e
4

] = ≠e
3

.

Escrevendo e
1

= U , e
2

= V , e
3

= X e e
4

= A e usando a equação da conexão (4.2.6) obtemos que:

• Ò
e1e

1

= Ò
U

U = ≠1
2ÈU, UÍA = ≠1

2e
4

,

• Ò
e1e

2

= Ò
U

V = ≠1
2[V, U ] = ≠1

2[e
2

, e
1

] = c

2e
3

,

• Ò
e1e

3

= Ò
U

X = ≠1
2J

X

U = ≠ c

2e
2

. De fato,

ÈJ
X

U, UÍ = È—(U, U), XÍ = È[U, U ], XÍ = 0

e
ÈJ

X

U, V Í = È—(U, V ), XÍ = È[U, V ], XÍ = Èce
3

, e
3

Í = c.

Logo, J
X

U = c e
2

.

• Ò
e1e

4

= Ò
U

A = ≠1
2U = ≠1

2e
1

,

• Ò
e2e

1

= Ò
V

U = ≠1
2[U, V ] = ≠1

2[e
1

, e
2

] = ≠ c

2e
3

,

• Ò
e2e

2

= Ò
V

V = ≠1
2ÈV, V ÍA = ≠1

2e
4

,
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

• Ò
e2e

3

= Ò
V

X = ≠1
2J

X

V = c

2e
1

. De fato,

ÈJ
X

V, UÍ = È—(V, U), XÍ = È[V, U ], XÍ = È≠ce
3

, e
3

Í = ≠c

e
ÈJ

X

V, V Í = È—(V, V ), XÍ = È[V, V ], XÍ = 0.

Logo, J
X

U = ≠c e
1

.

• Ò
e2e

4

= Ò
V

A = ≠1
2V = ≠1

2e
2

,

• Ò
e3e

1

= Ò
X

U = ≠1
2J

X

U = ≠ c

2e
2

,

• Ò
e3e

2

= Ò
X

V = ≠1
2J

X

V = c

2e
1

,

• Ò
e3e

3

= Ò
X

X = ≠ÈX, XÍA = ≠e
4

,

• Ò
e3e

4

= Ò
X

A = ≠X = ≠e
3

,

• Ò
e4e

1

= Ò
A

U = 0,

• Ò
e4e

2

= Ò
A

V = 0,

• Ò
e4e

3

= Ò
A

X = 0,

• Ò
e4e

4

= Ò
A

A = 0.

Por outro lado, temos que

Ò
e

i

e
j

=
4ÿ

1

Lk

ij

2 e
k

.

Logo,
Y
]

[
L4

11

= ≠1, L3

12

= c, L2

13

= ≠c, L1

14

= ≠1, L3

21

= ≠c, L4

22

= ≠1,

L1

23

= c, L2

24

= ≠1, L2

31

= ≠c, L1

32

= c, L4

33

= ≠2, L3

34

= ≠2
(4.2.10)

e os outros Lk

ij

são nulos. Seja „ = ˆf

ˆz
. Podemos escrever o campo tangente „ tanto em termos

de coordenadas locais x
1

, x
2

e x
3

como usando os campos invariantes à esquerda. Portanto, temos
que

„ =
4ÿ

i=1

„
i

ˆ

ˆx
i

=
4ÿ

i=1

Â
i

e
i

,
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

onde as funções „
i

e Â
i

são funções (para)complexas. Existe uma matriz invertível A = (A
ij

), com
A

ij

: f(�) fl U æ R, onde � é domínio simplesmente conexo em K(dado por L ou C) tal que

„
i

=
4ÿ

j=1

A
ij

Â
j

, i = 1,2,3,4.

Logo,

A =

S

WWWWWWU

e
t

2 0 0 0
0 e

t

2 0 0
≠ c

2

e
t

2 y c

2

e
t

2 x et 0
0 0 0 1

T

XXXXXXV
.

Portanto, f é mínima se, e somente, se vale (3.2.7), ou seja,

ˆÂ
k

ˆz̄
+

4ÿ

i,j=1

1
2Lk

ij

Â̄
i

Â
j

= 0, k = 1,2,3,4. (4.2.11)

Lema 4.2.6. O sistema (4.2.11) é equivalente a
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
1

Â
4

+ cRe(Â̄
2

Â
3

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ cRe(Â̄
1

Â
3

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ Â̄

3

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

) = 0,

ˆÂ
4

ˆz̄
≠ 1

2(Â̄
1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

= 0.

(4.2.12)

Demonstração. Usando (4.2.10) e (4.2.11) temos que
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
1

Â
4

+ c

2(Â̄
2

Â
3

+ Â̄
3

Â
2

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
3

+ Â̄
3

Â
1

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ Â̄

3

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

) = 0,

ˆÂ
4

ˆz̄
≠ 1

2(Â̄
1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

= 0,

que é equivalente ao sistema desejado.

Logo temos o resultado:
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Teorema 4.2.7. Seja � ™ K um conjunto aberto dotado de uma coordenada (para)complexa.
Seja f : � æ S1

4

uma imersão mínima conforme. Então o vetor tangente (para)complexo

„ = ˆf

ˆz
=

4ÿ

i=1

Â
i

e
i

, (4.2.13)

satisfaze o sistema (4.2.12) e as seguintes condições

i. |Â
1

|2+|Â
2

|2+|Â
3

|2≠|Â
4

|2 ”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 ≠ Â
4

2 = 0.

Respectivamente, se � é simplesmente conexo e Â
i

: � æ K, i = 1, 2, 3, 4, são funções satisfazendo
as condições acima, então a aplicação f : � æ S1

4

definida por

f
i

= 2 Re(
⁄

4ÿ

j=1

A
ij

Â
i

dz), i = 1, 2, 3, 4, (4.2.14)

é uma imersão mínima conforme do tipo-tempo (ou do tipo espaço) em S1

4

.

4.2.2 Exemplos

Vamos fazer alguns exemplos de imersões do tipo tempo mínimas conformes em S1

4

.

Exemplo 4.2.8. Considere as funções paracomplexas

Â
1

= ·

u
, Â

2

= Â
3

= 0 e Â
4

= 1
u

em � = {u + ·v œ L; u > 0}, que é um domínio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do
Teorema 4.2.7 são satisfeitos, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

≠ Â
4

Â̄
4

= ≠ 1
u2

≠ 1
u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 ≠ Â
4

2 = 1
u2

≠ 1
u2

= 0,

Além disso, Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠ ·

2u2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= 1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

,

(4.2.15)
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

uma vez que Â
2

= Â
3

= 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7 temos que f : � æ S1

4

dada por

Y
____________]

____________[

f
1

= 2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
2

= k,

f
3

= ≠k
1

(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

(4.2.16)

é uma imersão mínima conforme do tipo tempo em S1

4

, com z
0

= u
0

+ ·v
0

œ �.

Exemplo 4.2.9. Analogamente ao exemplo anterior, as funções paracomplexas

Â
1

= Â
3

= 0, Â
2

= ·

2 e Â
4

= 1
u

satisfazem as condições do Teorema 4.2.7. Logo, f : � æ S1

4

dada por

Y
____________]

____________[

f
1

= k,

f
2

= 2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
3

= k
1

(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

(4.2.17)

é uma imersão mínima conforme do tipo tempo em S1

4

, com z
0

= u
0

+ ·v
0

œ �.

Exemplo 4.2.10. Tome as funções paracomplexas

Â
1

= 1
v

, Â
2

= Â
3

= 0 e Â
4

= ·

v

em � = {u + ·v œ L; v > 0} domínio simplesmente conexo. Temos então que os ítens i. e ii. do
Teorema 4.2.7 são satisfeitos pois

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

≠ Â
4

Â̄
4

= 1
v2

+ 1
v2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 ≠ Â
4

2 = 1
v2

≠ 1
v2

= 0.
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4.2 Primeiro caso Lorentziano

Além disso, Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ·

2v2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= 1

2v2

= 1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

(4.2.18)

uma vez que Â
2

= Â
3

= 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7 temos que f : � æ S1

4

dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= 2(u ≠ u
0

)
v

0

,

f
2

= k,

f
3

= ≠k
1

(u ≠ u
0

)
v

0

,

f
4

= 2 ln
3

v

v
0

4
,

(4.2.19)

é uma imersão mínima conforme do tipo tempo em S1

4

, com z
0

= u
0

+ ·v
0

œ �.

Exemplo 4.2.11. Tomando as funções paracomplexas

Â
1

= Â
2

= ·Ô
2u

, Â
3

= 0 e Â
4

= 1
u

em � = {u + ·v œ L; u > 0} então os items i. e ii. do Teorema 4.2.7 são satisfeitos, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

≠ Â
4

Â̄
4

= ≠ 1
u2

≠ 1
u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 ≠ Â
4

2 = 1
u2

≠ 1
u2

= 0.

Além disso, Y
_____________]

_____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠ ·

2
Ô

2u2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),

ˆÂ
2

ˆz̄
= ≠ ·

2
Ô

2u2

= 1
2 Â̄

2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),

ˆÂ
3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= 1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

,

(4.2.20)

83



4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

uma vez que Â
3

= 0 e Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

= 0. Portanto pelo, Teorema 4.2.7, temos que f : � æ S1

4

dada
por

Y
____________]

____________[

f
1

= 2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
2

= 2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
3

= k,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

(4.2.21)

é uma imersão mínima conforme do tipo-tempo em S1

4

, com z
0

= u
0

+ ·v
0

œ �.

Exemplo 4.2.12. As funções paracomplexas

Â
1

= Â
2

= 0, Â
3

= ·

2u
e Â

4

= 1
2u

definidas � = {u + ·v œ L; u > 0} satisfazem os ítens i. e ii. do Teorema 4.2.7, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

+ Â
3

Â̄
3

≠ Â
4

Â̄
4

= ≠ 1
4u2

≠ 1
4u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 ≠ Â
4

2 = 1
4u2

≠ 1
4u2

= 0.

Além disso, Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= ≠ ·

4u2

= Â̄
3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= 1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

,

(4.2.22)

uma vez que Â
1

= Â
2

= 0. Portanto, pelo Teorema 4.2.7, temos que f : � æ S1

4

dada por
Y
__________]

__________[

f
1

= k
1

,

f
2

= k
2

,

f
3

= (v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= ln
3

u

u
0

4
,

(4.2.23)

é uma imersão mínima conforme do tipo-tempo em S1

4

, com z
0

= u
0

+ ·v
0

œ �.
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4.3 Segundo caso Lorentziano

4.3 Segundo caso Lorentziano
Sejam b

m

e z
n

espaços vetoriais reais com produto interno, de dimensão m e n respectivamente,
e — : b

m

◊ b
m

æ z
n

uma aplicação bilinear anti-simétrica.
Consideremos a soma-direta h

m+n

= b
m

ü z
n

com o produto interno Lorentziano È·, ·Íh
m+n

tal
que b

m

e z
n

são perpendiculares e definimos um homomorfismo de R-álgebra J : z
n

æ End(b
m

),
onde J(Z) = J

Z

, por
ÈJ

Z

U, V Íh
m+n

= È—(U, V ), ZÍh
m+n

,

para todo U, V œ b
m

e Z œ z
n

.
Assim como no caso anterior, h

m+n

é uma álgebra de Lie com o colchete definido por

[U + X, V + Y ] = —(U, V ).

Definição 4.3.1. A álgebra de Lie h
m+n

é dita álgebra generalizada de Heisenberg Lorentziana se:

J2

Z

= ÈZ, ZÍh
m+n

id
b

m

,

para todo Z œ z
n

do tipo-tempo e

J2

Z

= ≠ÈZ, ZÍh
m+n

id
b

m

,

para todo Z œ z
n

do tipo-espaço. Além disso, como h
m+n

é uma álgebra de Lie real de dimensão
finita existe, um grupo de Lie associado simplesmente conexo, que denotamos por H

m+n

, dotado
de uma métrica invariante à esquerda Lorentziana g, que é chamado de grupo generalizado de
Heisenberg Lorentziano.

Seja a soma direta s
m+n+1

= h
m+n

ü a, onde a é um espaço vetorial unidimensional. Um vetor
em s

m+n+1

é escrito de uma única maneira como U + X + sA, onde U œ b
m

,X œ z
n

, s œ R e A um
vetor unitário em a.

Proposição 4.3.2. Sejam U + X + rA, V + Y + sA œ s
m+n+1

. Defina

ÈU + X + rA, V + Y + sAÍ = ÈU + X, V + Y Íh
m+n

+ rs

e
[U + X + rA, V + Y + sA] = [U, V ]h

m+n

+ 1
2rV ≠ 1

2sU + rY ≠ sX.

Então È·, ·Í é um produto escalar Lorentziano e [·, ·] é um colchete de Lie em s
m+n+1

e, consequen-
temente, s

m+n+1

é uma álgebra de Lie com produto escalar Lorentziano.
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

Definição 4.3.3. O grupo de Lie simplesmente conexo associado a s
m+n+1

munido de com mé-
trica Lorentziana induzida invariante à esquerda é dito espaço Lorentziano de Damek-Ricci e nós
denotamos por Sm+n

m+n+1

.

Proposição 4.3.4. A conexão de Levi-Civita Ò de Sm+n

m+n+1

é dada por

Ò
V +Y +sA

(U + X + rA) = ≠1
2{J

Y

U + J
X

V + rV + [U, V ] + 2rY ≠ ÈU, V ÍA ≠ 2ÈX, Y ÍA}. (4.3.1)

Demonstração. A demonstração é análoga ao caso anterior.

O grupo de Lie Sm+n

m+n+1

é o produto semi-direto H
m+n

◊
F

R, com

F : R æ Aut(H
m+n

)
s ‘æ F

s

definida por
F

s

(exph
m+n

(V + Y )) = exph
m+n

(e s

2 V + esY ),

onde exph
m+n

é a exponencial de Lie de H
m+n

.

4.3.1 O grupo S3
4

Seja S3

4

o espaço de Damek-Ricci 4-dimensional Lorentziano e {x, y, z, t} coordenadas globais.
A métrica Lorentziana invariante à esquerda g em S3

4

é dada por

g = e≠tdx2 + e≠tdy2 ≠ e≠2t(dz + c

2ydx ≠ c

2xdy)2 + dt2,

onde c œ R. A álgebra de Lie s3

4

de S3

4

tem a base ortonormal

e
1

= e
t

2 ( ˆ

ˆx
≠ cy

2
ˆ

ˆz
), e

2

= e
t

2 ( ˆ

ˆy
+ cx

2
ˆ

ˆz
), e

3

= et

ˆ

ˆz
, e

4

= ˆ

ˆt
,

onde e
1

, e
2

, e
4

são tipo-espaços e e
3

tipo-tempo. Calculando os colchetes de Lie obtemos que
Y
__]

__[

[e
1

, e
2

] = ce
3

, [e
1

, e
3

] = 0, [e
1

, e
4

] = ≠1
2e

1

,

[e
2

, e
3

] = 0, [e
2

, e
4

] = ≠1
2e

2

, [e
3

, e
4

] = ≠e
3

.

Escrevendo e
1

= U , e
2

= V , e
3

= X e e
4

= A e usando a equação da conexão (4.3.1) obtemos que:

• Ò
e1e

1

= Ò
U

U = 1
2ÈU, UÍA = 1

2e
4

,
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4.3 Segundo caso Lorentziano

• Ò
e1e

2

= Ò
U

V = ≠1
2[V, U ] = ≠1

2[e
2

, e
1

] = c

2e
3

,

• Ò
e1e

3

= Ò
U

X = ≠1
2J

X

U = c

2e
2

. De fato,

ÈJ
X

U, UÍ = È—(U, U), XÍ = È[U, U ], XÍ = 0

e
ÈJ

X

U, V Í = È—(U, V ), XÍ = È[U, V ], XÍ = Èce
3

, e
3

Í = ≠c.

Logo, J
X

U = ≠c e
2

.

• Ò
e1e

4

= Ò
U

A = ≠1
2U = ≠1

2e
1

,

• Ò
e2e

1

= Ò
V

U = ≠1
2[U, V ] = ≠1

2[e
1

, e
2

] = ≠ c

2e
3

,

• Ò
e2e

2

= Ò
V

V = 1
2ÈV, V ÍA = 1

2e
4

,

• Ò
e2e

3

= Ò
V

X = ≠1
2J

X

V = ≠ c

2e
1

. De fato,

ÈJ
X

V, UÍ = È—(V, U), XÍ = È[V, U ], XÍ = È≠ce
3

, e
3

Í = c

e
ÈJ

X

V, V Í = È—(V, V ), XÍ = È[V, V ], XÍ = 0.

Logo, J
X

U = c e
1

.

• Ò
e2e

4

= Ò
V

A = ≠1
2V = ≠1

2e
2

,

• Ò
e3e

1

= Ò
X

U = ≠1
2J

X

U = c

2e
2

,

• Ò
e3e

2

= Ò
X

V = ≠1
2J

X

V = ≠ c

2e
1

,

• Ò
e3e

3

= Ò
X

X = ÈX, XÍA = ≠e
4

,

• Ò
e3e

4

= Ò
X

A = ≠X = ≠e
3

,

• Ò
e4e

1

= Ò
A

U = 0,

• Ò
e4e

2

= Ò
A

V = 0,

• Ò
e4e

3

= Ò
A

X = 0,
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

• Ò
e4e

4

= Ò
A

A = 0.

Por outro lado temos que

Ò
e

i

e
j

=
4ÿ

1

Lk

ij

2 e
k

.

Logo,
Y
]

[
L4

11

= 1, L3

12

= c, L2

13

= c, L1

14

= ≠1, L3

21

= ≠c, L4

22

= 1
L1

23

= ≠c, L2

24

= ≠1, L2

31

= c, L1

32

= ≠c, L4

33

= ≠2, L3

34

= ≠2
(4.3.2)

e os outros Lk

ij

são nulos.

Seja „ = ˆf

ˆz
. Podemos escrever o campo tangente „ tanto em termos de coordenadas locais

x
1

, x
2

e x
3

, como usando os campos invariantes à esquerda. Portanto, temos que

„ =
4ÿ

i=1

„
i

ˆ

ˆx
i

=
4ÿ

i=1

Â
i

e
i

,

onde as funções „
i

e Â
i

são funções (para)complexas. Existe uma matriz invertível A = (A
ij

), com
A

ij

: f(�) fl U æ R, onde � é domínio simplesmente conexo em K (dado por L ou C) tal que

„
i

=
4ÿ

j=1

A
ij

Â
j

, i = 1, 2, 3, 4.

Logo,

A =

S

WWWWWWU

e
t

2 0 0 0
0 e

t

2 0 0
≠ c

2

e
t

2 y c

2

e
t

2 x et 0
0 0 0 1

T

XXXXXXV
.

Portanto, f é mínima se, e somente, se vale (3.2.7), ou seja,

ˆÂ
k

ˆz̄
+

4ÿ

i,j=1

1
2Lk

ij

Â̄
i

Â
j

= 0, k = 1, 2, 3, 4. (4.3.3)

Lema 4.3.5. O sistema (4.3.3) é equivalente a
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
1

Â
4

≠ cRe(Â̄
2

Â
3

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
2

Â
4

+ cRe(Â̄
1

Â
3

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ Â̄

3

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

) = 0,

ˆÂ
4

ˆz̄
+ 1

2(Â̄
1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

= 0.

(4.3.4)
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4.3 Segundo caso Lorentziano

Demonstração. Usando (4.3.2) e (4.3.3) temos que
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
1

Â
4

≠ c

2(Â̄
2

Â
3

+ Â̄
3

Â
2

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ 1

2 Â̄
2

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
3

+ Â̄
3

Â
1

) = 0,

ˆÂ
3

ˆz̄
≠ Â̄

3

Â
4

+ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

) = 0,

ˆÂ
4

ˆz̄
+ 1

2(Â̄
1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) ≠ Â̄
3

Â
3

= 0,

(4.3.5)

que é equivalente ao sistema desejado.

Logo temos o resultado:

Teorema 4.3.6. Seja � ™ K um conjunto aberto dotado de uma coordenada (para)complexa.
Seja f : � æ S3

4

uma imersão mínima conforme. Então as componentes do vetor tangente
(para)complexo

„ = ˆf

ˆz
=

4ÿ

i=1

Â
i

e
i

, (4.3.6)

satisfazem o sistema (4.3.4) e as seguintes condições

i. |Â
1

|2+|Â
2

|2≠|Â
3

|2+|Â
4

|2> 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 ≠ Â
3

2 + Â
4

2 = 0.

Respectivamente, se � é simplesmente conexo e Â
i

: � æ K, i = 1, 2, 3, 4 são funções satisfazendo
as condições acima, então a aplicação

f
i

= 2 Re(
⁄

4ÿ

j=1

A
ij

Â
i

dz) i = 1,2,3,4 (4.3.7)

é uma imersão mínima conforme do tipo tempo(ou tipo espaço) em S3

4

.

4.3.2 Exemplos

Exemplo 4.3.7. Considere as funções complexas

Â
1

= i

u
, Â

2

= Â
3

= 0 e Â
4

= 1
u

em � = {u + iv œ C; u > 0}, que é um domínio simplesmente conexo. Note que os itens i. e ii. do
Teorema 4.3.6 são satisfeitos, isto é,
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

≠ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
u2

+ 1
u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 ≠ Â
3

2 + Â
4

2 = ≠ 1
u2

+ 1
u2

= 0,

Além disso, o sistema abaixo
Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠ i

2u2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

+ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

,

(4.3.8)

é verificado. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : � æ S3

4

dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
2

= k,

f
3

= k
1

(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

(4.3.9)

é uma imersão mínima conforme do tipo espaço em S3

4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

Exemplo 4.3.8. Analogamente, considerando

Â
1

= Â
3

= 0, Â
2

= i

2 e Â
4

= 1
u

obtemos que f : � æ S3

4

, dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= k,

f
2

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
3

= ≠k
1

(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4
,

(4.3.10)

é uma imersão mínima conforme do tipo-espaço em S3

4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.
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4.3 Segundo caso Lorentziano

Exemplo 4.3.9. Tome as funções complexas

Â
1

= 1
v

, Â
2

= Â
3

= 0 e Â
4

= ≠i

v
.

em � = {u + iv œ C; v > 0}. Então

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

≠ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
v2

+ 1
v2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 ≠ Â
3

2 + Â
4

2 = 1
v2

≠ 1
v2

= 0,

Além disso, Y
____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠i

2v2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

+ c Re(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ c Re(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠1

2v2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

,

(4.3.11)

uma vez que Â
2

= Â
3

= 0. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : � æ S3

4

dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= 2(u ≠ u
0

)
v

0

,

f
2

= k,

f
3

= ≠k
1

(u ≠ u
0

)
v

0

,

f
4

= 2 ln
3

v

v
0

4

(4.3.12)

é uma imersão mínima conforme do tipo-espaço em S3

4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

Exemplo 4.3.10. Tomando as funções complexas

Â
1

= Â
2

= iÔ
2u

, Â
3

= 0 e Â
4

= 1
u

em � = {u + iv œ C; u > 0} temos que os itens i. e ii. do Teorema 4.3.6 são satisfeitos, isto é,

i. Â
1

Â̄
1

+ Â
2

Â̄
2

≠ Â
3

Â̄
3

+ Â
4

Â̄
4

= 1
u2

+ 1
u2

”= 0,

ii. Â
1

2 + Â
2

2 + Â
3

2 ≠ Â
4

2 = ≠ 1
u2

+ 1
u2

= 0,
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4. Representação de Weierstrass para espaços de Damek-Ricci

Além disso, o sistema
Y
_____________]

_____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= ≠ i

2
Ô

2u2

= 1
2 Â̄

1

Â
4

+ cRe(Â̄
2

Â
3

),

ˆÂ
2

ˆz̄
= ≠ i

2
Ô

2u2

= 1
2 Â̄

2

Â
4

≠ cRe(Â̄
1

Â
3

),

ˆÂ
3

ˆz̄
= 0 = Â̄

3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

(4.3.13)

é sastisfeito. Portanto, pelo Teorema 4.3.6, temos que f : � æ S1

4

dada por
Y
____________]

____________[

f
1

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
2

= ≠2(v ≠ v
0

)
u

0

,

f
3

= k,

f
4

= 2 ln
3

u

u
0

4

(4.3.14)

é uma imersão mínima conforme do tipo espaço em S3

4

, com z
0

= u
0

+ iv
0

œ �.

Exemplo 4.3.11. Considere as funções paracomplexas

Â
1

= Â
2

= 0, Â
3

= ·

2u
, e Â

4

= 1
2u

em � = {u + ·v œ L; u > 0}. Como as hipóteses i. e ii. do Teorema 4.3.6 são verificados e o
sistema Y

____________]

____________[

ˆÂ
1

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
1

Â
4

+ cRe(Â̄
2

Â
3

),
ˆÂ

2

ˆz̄
= 0 = 1

2 Â̄
2

Â
4

≠ cRe(Â̄
1

Â
3

),
ˆÂ

3

ˆz̄
= ≠ ·

4u2

= Â̄
3

Â
4

≠ c

2(Â̄
1

Â
2

≠ Â̄
2

Â
1

),
ˆÂ

4

ˆz̄
= ≠ 1

2u2

= ≠1
2(Â̄

1

Â
1

+ Â̄
2

Â
2

) + Â̄
3

Â
3

(4.3.15)

vale. Então f : � æ S3

4

, dada por Y
__________]

__________[

f
1

= k
1

,

f
2

= k
2

,

f
3

= (v ≠ v
0

)
u

0

,

f
4

= ln
3

u

u
0

4

(4.3.16)

é uma imersão mínima conforme do tipo-tempo em S3

4

, com z
0

= u
0

+ ·v
0

œ �.
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Capítulo 5

O Problema de Björling

O objetivo desse capítulo é mostrar como a fórmula da Representação de Weierstrass pode
ser usada no caso em que o espaço ambiente é um grupo de Lie 3-dimensional Lorentziano para
provar a existência e unicidade da solução do Problema Björling. Relembramos que o Problema
de Björling clássico foi proposto por Björling (veja [7]) em 1844 e pode ser formulado da seguinte
maneira:

Dada uma curva real analítica — : (0, 1) æ R3 e um campo de vetores analítico unitário V ao
longo de —, com È—̇, V Í = 0, determinar uma superfície mínima f : I ◊ (≠‘, ‘) = � ™ C æ R3 tal
que

i. f(u, 0) = —(u),

ii. N(u, 0) = V (u),

para todo u œ I, onde N : � æ R3 é a aplicação normal de Gauss da superfície.
Este problema foi resolvido por Schwarz em 1890 (ver [23]) e algumas extensões desse problema

em outros espaços ambientes, como por exemplos grupos de Lie tridimensionais Riemannianos e o
espaço de Lorentz-Minkowski L3 foram propostos e resolvidos em [1],[3], [9] e [17].

Neste capítulo primeiramente iremos formular e resolver o problema de Björling para superfícies
mínimas em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais. No caso de superfícies mínimas do tipo
tempo consideraremos dois casos: quando — é uma curva do tipo tempo e chamaremos o problema
correspondente de Problema de Björling do tipo tempo, e quando — é uma curva do tipo espaço
e chamaremos de Problema de Björling do tipo espaço. Em seguida nós iremos apresentar alguns
exemplos de superfícies mínimas construídas através do Teorema de Björling para o caso em que
o espaço ambiente é o grupo de Heisenberg H

3

, para o espaço de De Sitter S3

1

e para o espaço
H2 ◊ R, dotados de uma métrica Lorentziana invariante à esquerda (veja [10]).
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5. O Problema de Björling

5.1 Problema de Björling em grupos de Lie Lorentzianos
3-dimensionais

Seja M um grupo de Lie 3-dimensional dotado de uma métrica Lorentziana invariante à es-
querda g. Denotaremos por � ™ K, onde K = C ou L, um domínio simplesmente conexo com
coordenadas (para)complexas z.

Seja — : I æ M uma curva analítica e V : I æ TM um campo de vetores do tipo-espaço (
respectivamente do tipo-tempo) unitários analíticos ao longo de — e tal que g(—̇, V ) © 0. O pro-
blema de Björling consiste em determinar uma superfície mínima do tipo-tempo (respectivamente
do tipo-espaço) f : I ◊ (≠‘, ‘) = � ™ K æ M tal que

i. f(u, 0) = —(u),

ii. N(u, 0) = V (u),

para todo u œ I, onde N : � æ TM é a aplicação normal de Gauss da superfície.

Lema 5.1.1. Sejam Â
i

: � ™ K æ K, i = 1, 2, duas funções diferenciáveis e Â2

3

= Â2

1

+ Â2

2

.
Suponhamos que Â

i

, i = 1, 2, satisfazem as duas primeiras equações do item (iii) do Teorema 3.2.11.
Então Â

3

satisfaz a terceira equação.

Demonstração. Derivando Â2

3

= Â2

1

+ Â2

2

com respeito a z̄ e usando que Â
i

, i = 1, 2, satisfazem as
duas primeiras equações do item (iii) do Teorema 3.2.11 temos que

Â
3

ˆÂ
3

ˆz̄
= Â

1

ˆÂ
1

ˆz̄
+ Â

2

ˆÂ
2

ˆz̄

= ≠1
2

3ÿ

j,k=1

[L1

jk

Â
1

+ L2

jk

Â
2

]Â̄
j

Â
k

.

Portanto, para provar o lema, basta mostrar que
3ÿ

j,k=1

[L1

jk

Â
1

+ L2

jk

Â
2

≠ L3

jk

Â
3

]Â̄
j

Â
k

= 0.

Podemos escrever a soma acima da seguinte maneira
3ÿ

i=1

{L1

i1

Â
1

2 + L2

i2

Â
2

2 ≠ L3

i3

Â
3

2 + (L2

i1

+ L1

i2

)Â
1

Â
2

+ (L1

i3

≠ L3

i1

)Â
1

Â
3

+ (L2

i3

≠ L3

i2

)Â
3

Â
2

}Â̄
i

.

De (3.2.8) temos que Lk

ik

= L2

i1

+ L1

i2

= L1

i3

≠ L3

i1

= L2

i3

≠ L3

i2

= 0, para i = 1, 2, 3. Logo,

ˆÂ
3

ˆz̄
+ 1

2

3ÿ

j,k=1

L3

jk

Â̄
j

Â
k

= 0.
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5.1 Problema de Björling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

Portanto, pelo Lema 5.1.1, basta analisar as duas primeiras equações da condição iii. do
Teorema 3.2.11.

5.1.1 Para superfícies do tipo tempo

Observe que se f é uma imersão mínima conforme do tipo tempo as duas primeiras equações da
condição iii. do Teorema 3.2.11 é equivalentemente ao sistema de equações diferenciáveis parciais
de primeira ordem:

Y
_______________]

_______________[

ˆ Re Â
1

ˆu
≠ ˆ Im Â

1

ˆv
+

3ÿ

j,k=1

L1

jk

[Re Â
j

Re Â
k

≠ Im Â
j

Im Â
k

] = 0,

ˆ Im Â
1

ˆu
≠ ˆ Re Â

1

ˆv
= 0,

ˆ Re Â
2

ˆu
≠ ˆ Im Â

2

ˆv
+

3ÿ

j,k=1

L2

jk

[Re Â
j

Re Â
k

≠ Im Â
j

Im Â
k

] = 0,

ˆ Im Â
2

ˆu
≠ ˆ Re Â

2

ˆv
= 0,

(5.1.1)

Logo, o problema de Björling pode ser interpretado como um problema de existência e unicidade
de soluções do problema de Cauchy envolvendo as equações diferenciáveis parciais quasilineares
(5.1.1), com dado iniciais:

Â(u, 0) = A≠1(—(u)) „(u, 0),

onde
„(u, 0) = 1

2
1
—̇(u) ± ·V (u) ◊ —̇(u)

2
. (5.1.2)

Sejam u
1

= Re Â
1

, u
2

= Im Â
1

, u
3

= Re Â
2

e u
4

= Im Â
2

. Então o sistema acima é escrito na
forma Y

____________]

____________[

F (u, v,(ˆ–U)||–|Æ1

) = 0,

u
1

(u, 0) = Re
Ë1

A≠1(—(u)) „(u, 0)
2

1

È
,

u
2

(u, 0) = Im
Ë1

A≠1(—(u)) „(u, 0))
2

1

È
,

u
3

(u, 0) = Re
Ë1

A≠1(—(u)) „(u, 0)
2

2

È
,

u
4

(u, 0) = Im
Ë1

A≠1(—(u)) „(u, 0)
2

2

È
,

(5.1.3)

onde U = (u
1

, u
2

, u
3

, u
4

). Agora como a curva —(u) e o campo de vetores são analíticos, para
verificar que o sistema pode ser transformado em do tipo Cauchy-Kovalevskaya, temos que mostrar
que F = (F

1

, F
2

, F
3

, F
4

) é analítica e tomar os dados iniciais sobre curvas não características
analíticas.
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5. O Problema de Björling

Claramente F é analítica pois o sistema possui coeficientes constantes.
Seja “(s) = (u(s), v(s)) uma curva característica em �, então

det

S

WWWWWWU

uÕ(s) ≠vÕ(s) 0 0
≠vÕ(s) uÕ(s) 0 0

0 0 uÕ(s) ≠vÕ(s)
0 0 ≠vÕ(s) uÕ(s)

T

XXXXXXV
= 0

isto é, uÕ(s)2 ≠ vÕ(s)2 = 0. Logo, “(s) são retas paralelas a u = ±v em �.
Essas retas correspondem as curvas do tipo-luz. De fato, como —(u) = f(u, ±u), então —̇(u) =

f
u

(u, ±u) ± f
v

(u, ±u). Uma vez que f é conforme temos que

g
1ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

2
= ≠g

1ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv

2
e g

1ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv

2
= 0.

Logo,
g( ˙—(u), —̇(u)) = g(f

u

± f
v

, f
u

± f
v

) = g(f
u

, f
u

) ± 2g(f
u

, f
v

) + g(f
v

, f
v

) = 0.

Portanto —(u) é uma curva do tipo-luz.
É conhecido que o problema de Cauchy pode não ter solução única, ou não ter solução, se os

dados iniciais são sobre as curvas características (veja [6], [12] e [22]) e o Problema de Björling
pode não ter solução única ou nem ter solução.

Por causa disso, dividiremos o problema em dois casos e usaremos a nomenclatura definida em
[9]. Se — uma curva do tipo-tempo, chamaremos o correspondente problema de problema de
Björling do tipo-tempo e se — for do tipo-espaço, chamaremos de problema de Björling do
tipo-espaço.

Teorema 5.1.2 (Problema de Björling do tipo-tempo). Seja — : I æ M uma curva analítica
regular do tipo-tempo e V : I æ TM um campo de vetores unitários do tipo-espaço tal que
g(—̇, V ) © 0. Então, existe uma única superfície mínima conforme do tipo-tempo

f : I ◊ (≠‘, ‘) = � ™ L æ M,

tal que

i. f(u, 0) = —(u),

ii N(u, 0) = V (u),

para todo u œ I, onde N : � æ TM é a aplicação de Gauss da superfície.
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5.1 Problema de Björling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

Demonstração. Considere o sistema de equações abaixo
Y
______]

______[

ˆÂ
1

ˆz̄
+ 1

2

3ÿ

j,k=1

L1

jk

Â̄
j

Â
k

= 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
+ 1

2

3ÿ

j,k=1

L2

jk

Â̄
j

Â
k

= 0,

(5.1.4)

onde Â
i

: � æ L e Â2

3

= Â2

1

+ Â2

2

. Como —(u) é não característica temos que esse sistema é do tipo
Cauchy-Kovaleskaya então, fixando os dados iniciais pelo Teorema de Cauchy-Kovaleskaya B.0.10,
o sistema tem uma única solução localmente. Portanto temos que fixar a condição inicial. Se f é
solução do problema de Björling temos que

ˆf

ˆu
(u, 0) = —̇(u). (5.1.5)

Como f é conforme temos que

g
1ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu

2
= ≠g

1ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv

2
= ≠⁄ e g

1ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv

2
= 0,

com ⁄ > 0. Assim obtemos que

g
1ˆf

ˆu
◊ ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆu
◊ ˆf

ˆv

2
= ⁄2.

Logo,
N(u, v) = 1

⁄

1ˆf

ˆu
◊ ˆf

ˆv

2

e, portanto,

V (u) = N(u, 0) = 1
⁄

1ˆf

ˆu
(u, 0) ◊ ˆf

ˆv
(u, 0)

2
= 1

⁄

1
—̇(u) ◊ ˆf

ˆv
(u, 0)

2
.

Usando o item (ii) do Lema 1.2.1 temos que

V (u) ◊ —̇(u) = 1
⁄

1
—̇(u) ◊ ˆf

ˆv
(u, 0)) ◊ —̇(u) = ˆf

ˆv
(u, 0).

Consequentemente,
„(u, 0) = 1

2
1
—̇(u) + ·V (u) ◊ —̇(u)

2
. (5.1.6)

Portanto, o dado inicial para o sistema é

Â(u, 0) = A≠1(—(u)) „(u, 0).
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5. O Problema de Björling

Observe que pelo Lema 5.1.1 temos que as funções Â
i

satisfazem a equação (iii) do Teorema da
representação de Weierstrass 3.2.11. Além disso, de (5.1.6), resulta que

ÈÈ„(u, 0), „(u, 0)ÍÍ = 1
4[g(—̇, —̇) ≠ g(V ◊ —̇, V ◊ —̇)] < 0,

pois usando o Lema 1.2.1 temos g(V ◊ —̇, V ◊ —̇) = ≠g(—̇, —̇) e — é uma curva do tipo tempo.
Podemos assumir, a menos de restringir o domínio, que ÈÈ„(u, v), „(u, v)ÍÍ < 0 em �. Logo,

como A é uma matriz Jacobiana da translação à esquerda de G que é invariante, temos então que

|Â
1

(u, v)|2+|Â
2

(u, v)|2≠|Â
3

(u, v)|2= ÈÈ„(u, v), „(u, v)ÍÍ < 0, (u, v) œ �.

Portanto as funções Â
i

satisfazem as condições do Teorema da Representação Weierstrass 3.2.11.
Logo existe uma imersão mínima conforme do tipo-tempo. Do Teorema de Cauchy-Kovaleskaya,
pela condição Â2

3

= Â2

1

+ Â2

2

e ainda pela condição inicial temos uma única escolha para Â
3

, o que
garante a unicidade. Portanto temos a existência de solução local.

Podemos considerar I como sendo compacto. Se —(I) está contido em uma vizinhança coorde-
nada temos existência e unicidade de solução, para ‘ suficientemente pequeno, pois localmente a
solução é única e I é compacto. Se não estiver, como I é compacto podemos cobri-lo com um nú-
mero finito de imagens inversas de vizinhanças coordenadas através de —(u) e, usando novamente
a unicidade local da solução do problema, temos a solução global.

Teorema 5.1.3 (Problema de Björling do tipo-espaço). Seja — : I æ M uma curva regular
analítica do tipo-espaço e V : I æ TM um campo de vetores unitários do tipo-espaço tal que
g(—̇, V ) © 0. Então existe uma única superfície mínima conforme do tipo-tempo

f : I ◊ (≠‘, ‘) = � ™ L æ M

tal que:

i. f(u, 0) = —(u),

ii N(u, 0) = V (u),

para todo u œ I, onde N : � æ TM é a aplicação de Gauss da superfície.

Demonstração. A demonstração segue analogamente ao caso do Problema de Björling do tipo-
tempo, tomando o cuidado que

g(ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆu
) = ≠g(ˆf

ˆv
,
ˆf

ˆv
) = ⁄ e g(ˆf

ˆu
,
ˆf

ˆv
) = 0,

com ⁄ > 0. Assim
„(u, 0) = 1

2(—̇(u) ≠ ·V (u) ◊ —̇(u)).
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5.1 Problema de Björling em grupos de Lie Lorentzianos 3-dimensionais

5.1.2 Para superfícies do tipo espaço

Neste caso as duas primeiras equações da condição iii) do Teorema 3.2.11 é equivalente ao
sistema de equações diferenciáveis parciais de primeira ordem: (veja [6], [12] e [22]):

Y
_______________]

_______________[

ˆ Re Â
1

ˆu
≠ ˆ Im Â

1

ˆv
+

3ÿ

j,k=1

L1

jk

Â̄
j

Â
k

= 0,

ˆ Im Â
1

ˆu
+ ˆ Re Â

1

ˆv
= 0,

ˆ Re Â
2

ˆu
≠ ˆ Im Â

2

ˆv
+

3ÿ

j,k=1

L2

jk

Â̄
j

Â
k

= 0,

ˆ Im Â
2

ˆu
+ ˆ Re Â

2

ˆv
= 0.

(5.1.7)

Logo, o problema de Björling pode ser interpretado como um problema de existência e unicidade
de soluções do problema de Cauchy envolvendo as equações diferenciáveis parciais quase lineares
(5.1.7), com dado inicial:

Â(u, 0) = A≠1(—(u)) „(u, 0),

onde
„(u, 0) = 1

2(—̇(u) + i V (u) ◊ —̇(u)).

Seja “(s) = (u(s), v(s)) uma curva característica em �, então

det

S

WWWWWWU

uÕ(s) ≠vÕ(s) 0 0
vÕ(s) uÕ(s) 0 0

0 0 uÕ(s) ≠vÕ(s)
0 0 vÕ(s) uÕ(s)

T

XXXXXXV
= 0

isto é, uÕ(s)2 + vÕ(s)2 = 0. Logo o sistema não possui curvas características. Portanto podemos
usar novamente o Teorema Cauchy-Kovalevskaya para mostrar que o problema possui uma única
solução e a demonstração é análoga ao caso de superfícies do tipo tempo.

Teorema 5.1.1 (Problema de Björling). Seja, — : I æ M uma curva regular analítica do tipo
espaço em M e V : I æ TM um campo de vetores analíticos unitários do tipo tempo ao longo de
—, tais que g(—̇, V ) © 0. Então existe uma única superfície mínima conforme do tipo espaço

f : I ◊ (≠‘, ‘) = � ™ C æ M

tal que:
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5. O Problema de Björling

i. f(u, 0) = —(u),

ii N(u, 0) = V (u),

para todo u œ I, onde N : � æ TM é a aplicação de Gauss da superfície.

5.2 Grupo de Heisenberg H3

O grupo de Heisenberg H
3

é um grupo de Lie nilpotente de grau 2 representado por

H
3

=
I

S

WWWU

1 x z + 1

2

xy

0 1 y

0 0 1

T

XXXV , x, y, z œ R
J

.

A álgebra de Lie h
3

de H
3

é representada pelas matrizes da forma

I
S

WWWU

0 x z

0 0 y

0 0 0

T

XXXV , x, y, z œ R
J

.

Seja Ï : R3 æ H
3

a aplicação dada por

Ï(x, y, z) =

S

WWWU

1 x z + 1

2

xy

0 1 y

0 0 1

T

XXXV .

O grupo de Heisenberg é isomorfo a R3 com o produto

(x
1

, y
1

, z
1

) ú (x
2

, y
2

, z
2

) = (x
1

+ x
2

, y
1

+ y
2

, z
1

+ z
2

+ 1
2(x

1

y
2

≠ y
1

x
2

)),

onde esse isomorfismo é dado por Ï. Considere a métrica Lorentziana invariante à esquerda

g = dx2 + dy2 ≠
11

2ydx ≠ 1
2xdy + dz

2
2

.

Uma base ortonormal de campos invariantes à esquerda é dada por

E
1

(x, y, z) = ˆ

ˆx
≠ y

2
ˆ

ˆz
, E

2

(x, y, z) = ˆ

ˆy
+ x

2
ˆ

ˆz
e E

3

(x, y, z) = ˆ

ˆz
,

com {E
1

, E
2

} tipo-espaço e E
3

tipo-tempo. Logo,

A =

S

WWWU

1 0 0
0 1 0

≠y

2

x

2

1

T

XXXV ,
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5.2 Grupo de Heisenberg H
3

assim Y
_______]

_______[

f
1

= 2 Re(
⁄

Â
1

dz),

f
2

= 2 Re(
⁄

Â
2

dz),

f
3

= 2 Re
⁄ 3

≠ f
2

2 Â
1

+ f
1

2 Â
2

+ Â
3

4
dz.

(5.2.1)

Temos que os únicos Lk

ij

não nulos são

L3

12

= L2

13

= L2

31

= 1
2 e L3

21

= L1

32

= L1

23

= ≠1
2 .

O sistema (5.1.4) se escreve como:
Y
___]

___[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ Re(Â̄

3

Â
2

) = 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
+ Re(Â̄

3

Â
1

) = 0.

(5.2.2)

Exemplo 5.2.1. [Plano vertical do tipo tempo y = c - caso tipo-tempo] Sejam

—(u) = (cosh u, c, ≠ c

2 cosh u + sinh u)

e V (u) = E
2

, com I = (a, b). Como

—̇(u) = (sinh u, 0, ≠ c

2 sinh u + cosh u)
= sinh u (1, 0, ≠c/2) + cosh u (0, 0, 1)
= sinh u E

1

+ cosh u E
3

então g(—̇(u), —̇(u)) = ≠1. Além disso, g(V (u), V (u)) = 1 e g(—̇(u), V (u)) = 0. Portanto temos
um problema de Björling do tipo-tempo. Como

E
2

◊ E
1

= E
3

e E
2

◊ E
3

= E
1

,

então V (u) ◊ —̇(u) = sinh uE
3

+ cosh uE
1

. Portanto, obtemos que

„(u, 0) = 1
2(—̇(u) + ·V ◊ —̇(u)) = 1

2[(sinh u + · cosh u)E
1

+ (cosh u + · sinh u)E
2

].

Logo, Y
______]

______[

„
1

(u, 0) = 1
2(sinh u + · cosh u),

„
2

(u, 0) = 0,

„
3

(u, 0) = c

2(sinh u + · cosh u) + 1
2(cosh u + · sinh u).
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5. O Problema de Björling

Portanto,

Â(u, 0) = A≠1(—(u))„(u, 0) = 1
2(sinh u + · cosh u, 0, cosh u + · sinh u). (5.2.3)

A solução de (5.2.2) que satisfaz (5.2.3) é
Y
______]

______[

Â
1

(u, v) = 1
2(sinh u + · cosh u) exp v,

Â
2

(u, v) = 0,

Â
3

(u, v) = 1
2(cosh u + · sinh u) exp v.

(5.2.4)

Além disso (5.2.4) satisfaz as condições do Teorema 5.1.2. Portanto, integrando (5.2.1), temos que

f(u, v) = (cosh u exp v, c, (≠ c

2 cosh u + sinh u) exp v)

é a imersão mínima conforme desejada.

Exemplo 5.2.2. [Plano vertical do tipo tempo y = c - caso tipo espaço] Sejam

—(u) = (sinh u, c, ≠ c

2 sinh u + cosh u)

e V (u) = E
2

, com I = (a, b). Como

—̇(u) = (cosh u, 0, ≠ c

2 cosh u + sinh u)
= cosh u(1, 0, ≠c/2) + sinh u(0, 0, 1)
= cosh u E

1

+ sinh u E
3

,

então g(—̇(u), —̇(u)) = 1. Além disso, g(V (u), V (u)) = 1 e g(—̇(u), V (u)) = 0. Portanto temos um
problema de Björling do tipo-espaço. Como

E
2

◊ E
1

= E
3

e E
2

◊ E
3

= E
1

.

então V (u) ◊ —̇(u) = cosh uE
3

+ sinh uE
1

. Portanto, obtemos que

„(u, 0) = 1
2(—̇(u) ≠ ·V (u) ◊ —̇(u)) = 1

2[(cosh u ≠ · sinh u)E
1

+ (sinh u ≠ · cosh u)E
2

].

Logo, Y
______]

______[

„
1

(u, 0) = 1
2(cosh u ≠ · sinh u),

„
2

(u, 0) = 0,

„
3

(u, 0) = c

2(cosh u ≠ · sinh u) + 1
2(sinh u ≠ · cosh u)

(5.2.5)
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5.2 Grupo de Heisenberg H
3

e
Â(u, 0) = A≠1(—(u))„(u, 0) = 1

2(cosh u ≠ · sinh u, 0, sinh u ≠ · cosh u). (5.2.6)

A solução de (5.2.2) que satisfaz (5.2.6) é dada por:
Y
______]

______[

Â
1

(u, v) = 1
2(cosh u ≠ · sinh u) exp(≠v),

Â
2

(u, v) = 0,

Â
3

(u, v) = 1
2(sinh u ≠ · cosh u) exp(≠v).

(5.2.7)

Além disso (5.2.7) satisfaz as condições do Teorema 5.1.3. Portanto, integrando (5.2.1), temos que:

f(u, v) = (sinh u exp(≠v), c, (≠ c

2 sinh u + cosh u) exp(≠v))

é a imersão mínima conforme desejada.

Exemplo 5.2.3. [Helicóides] Sejam —(u) = (fl(u), 0, b) definida em I = [a, d] e

V (u) = fl2(u) ≠ 2c

2flÕ(u) E
2

≠ fl(u)
flÕ(u)E

3

onde b, c œ R e fl é uma função diferenciável real que satisfaz
Ò

flÕ(u)2 + fl2(u) = fl2(u)
2 ≠ c.

Como —̇(u) = flÕ(u)E
1

, então g(—̇(u), —̇(u)) = flÕ2(u). Assim temos um problema de Björling
do tipo-espaço. Além disso, g(V (u), V (u)) = 1 e g(—̇(u), V (u)) = 0. Como E

2

◊ E
1

= E
3

e
E

3

◊ E
1

= E
2

, obtemos que

V (u) ◊ —̇(u) = fl2(u) ≠ 2c

2 E
3

≠ fl(u)E
2

= ≠fl(u) ˆ

ˆy
≠ c

ˆ

ˆz
.

Logo,
„(u, 0) =

3
flÕ(u)

2 ,
fl(u)·

2 ,
c·

2

4
.

Portanto,
Â(u, 0) =

3
flÕ(u)

2 ,
fl(u)·

2 , ≠·(fl(u)2 ≠ 2c)
4

4
. (5.2.8)

A solução de (5.2.2) que satisfaz (5.2.8) é
Y
_______]

_______[

Â
1

(u, v) = 1
2(flÕ(u) cos v ≠ ·fl(u) sin v),

Â
2

(u, v) = 1
2(flÕ(u) sin v + ·fl(u) cos v),

Â
3

(u, v) = ≠·

4(fl2(u) ≠ 2c).

(5.2.9)
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Além disso (5.2.9) satisfaz as condições do Teorema 5.1.3. Portanto, integrando (5.2.1), temos que

f(u, v) = (fl(u) cos v, fl(u) sin v, cv + b)

é a imersão mínima conforme desejada.

Exemplo 5.2.4. [Superfície tipo-sela] Sejam —(u) = (4 c u, ≠4 Q(0), ≠8 c uQ(0)) uma curva
diferenciável em I = [a, b] e

V (u) = ≠4 c Q(0)
QÕ(0) E

1

+ c

QÕ(0)E
3

,

onde c œ R e Q(v) é uma função diferenciável real que satisfaz

4 c Q(v) =
Ò

QÕ(v)2 + c2

e QÕ(v) ”= 0 para todo v œ R. Como —̇(u) = 4 c E
1

≠ 16 c Q(0) E
3

, então g(—̇(u), —̇(u)) =
≠16 QÕ(0)2. Assim temos um problema de Björling do tipo-tempo. Além disso, g(V (u), V (u)) = 1
e g(—̇(u), V (u)) = 0. Resulta que

V (u) ◊ —̇(u) = ≠4 QÕ(0) E
2

.

Logo,
„(u, 0) =

3
2 c, ≠2 QÕ(0)·, ≠4 c Q(0) ≠ 4 a QÕ(0)·

4
.

Portanto,
Â(u, 0) =

3
2 c, ≠2 QÕ(0), ≠8 c u Q(0)

4
. (5.2.10)

A solução do sistema (5.2.2) que satisfaz (5.2.10) é
Y
____]

____[

Â
1

(u, v) = 2 c,

Â
2

(u, v) = ≠2 QÕ(v), ·

Â
3

(u, v) = ≠8 c Q(v).

(5.2.11)

Além disso (5.2.11) satisfaz as condições do Teorema 5.1.2. Portanto, integrando (5.2.1), temos
que

f(u, v) = (4 c u, ≠4 Q(v), ≠8 c u Q(v))

é a imersão mínima conforme desejada.
A imagem da imersão está contida no gráfico da função z = 1

2x y e é um superfície do tipo sela.
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1

5.3 O espaço de De Sitter S3
1

O espaço de De Sitter S3

1

pode ser modelado com o semi-espaço

R3

+

= {(x
1

, x
2

, x
3

) œ R3 : x
3

> 0}

dotado com a métrica Lorentziana invariante à esquerda dada por

g = 1
x2

3

(dx2

1

+ dx2

2

≠ dx2

3

).

Uma base ortonormal de campos invariantes à esquerda é dada por

E
1

= x
3

ˆ

ˆx
1

, E
2

= x
3

ˆ

ˆx
2

e E
3

= x
3

ˆ

ˆx
3

,

com {E
1

, E
2

} do tipo-espaço e E
3

do tipo-tempo. Logo,

A =

S

WWWU

x
3

0 0
0 x

3

0
0 0 x

3

T

XXXV

e Y
______]

______[

f
1

= 2 Re(
⁄

f
3

Â
1

dz),

f
2

= 2 Re(
⁄

f
3

Â
2

dz),

f
3

= exp(2 Re
⁄

Â
3

dz).

(5.3.1)

Temos que os únicos Lk

ij

não nulos são L1

13

= L2

23

= L3

11

= L3

22

= ≠1. Assim (5.1.4) se escreve
como: Y

___]

___[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ Â̄

1

Â
3

= 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
≠ Â̄

2

Â
3

= 0.

(5.3.2)

Exemplo 5.3.1. [Plano vertical y = c do tipo-tempo] Sejam —(u) = (sinh u, c, cosh u), com
I = (a, b) e V (u) = E

2

. Como
—̇(u) = E

1

+ sinh u

cosh u
E

3

,

então
g(—̇(u), —̇(u)) = 1

cosh2(u)
> 0.

Assim temos um problema de Björling do tipo-espaço. Além disso, g(V (u), V (u)) = 1 e g(—̇(u), V (u)) =
0. Dado que

V (u) ◊ —̇(u) = E
3

+ sinh u

cosh u
E

1

= (sinh u, 0, cosh u)
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5. O Problema de Björling

então

„(u, 0) = 1
2(—̇(u) ≠ ·V (u) ◊ —̇(u)) = 1

2(cosh u ≠ · sinh u, 0, sinh u ≠ · cosh u).

Logo,
Â(u, 0) = A≠1(—(u))„(u, 0) = 1

2(cosh u ≠ · sinh u

cosh u
, 0,

sinh u ≠ · cosh u

cosh u
).

Como Â(u, 0) é solução de (5.3.2) e a solução é única, temos que Â(u, v) = Â(u, 0). Portanto
integrando (5.3.1) temos que

f(u, v) = (sinh u exp(≠v), c, cosh u exp(≠v))

é a imersão mínima conforme desejada.

Exemplo 5.3.2. Sejam —(u) =
3 1Ô

2
sinh u,

1Ô
2

sinh u, cosh u
4

, com I = (a, b) e V (u) = ≠ 1Ô
2

E
1

+
1Ô
2

E
2

. Como

—̇(u) = 1Ô
2

E
1

+ 1Ô
2

E
2

+ sinh u

cosh u
E

3

,

então
g(—̇(u), —̇(u)) = 1

cosh2 u
> 0.

Assim temos um problema de Björling do tipo-espaço. Além disso,

g(V (u), V (u)) = 1 e g(—̇(u), V (u)) = 0.

Dado que

V (u) ◊ —̇(u) = 1Ô
2

sinh u

cosh u
E

1

+ 1Ô
2

sinh u

cosh u
E

2

+ E
3

=
3 1Ô

2
sinh u,

1Ô
2

sinh u, cosh u
4

,

então

„(u, 0) = 1
2

3 1Ô
2

(cosh u ≠ · sinh u), 1Ô
2

(cosh u ≠ · sinh u), 1 sinh u ≠ · cosh u
4

.

Logo,

Â(u, 0) = A≠1(—(u))„(u, 0) = 1
2

3cosh u ≠ · sinh uÔ
2 cosh u

,
cosh u ≠ · sinh uÔ

2 cosh u
,
sinh u ≠ · cosh u

cosh u

4
.

Como Â(u, 0) é solução de (5.3.2) e a solução é única, temos que Â(u, v) = Â(u, 0). Portanto
integrando (5.3.1) temos que

f(u, v) = ( 1Ô
2

sinh u exp(≠v), 1Ô
2

sinh u exp(≠v), cosh u exp(≠v))

é a imersão mínima conforme desejada.
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5.4 O grupo produto H2 ◊ R

Consideraremos o modelo do semi-plano superior para o plano hiperbólico dado por H2 =
{(x

1

, x
2

) œ R2 : x
2

> 0} e seja x
3

o parâmetro natural em R. O espaço H2 ◊ R é um grupo de Lie
Lorentziano com a estrutura de produto e munido da métrica invariante à esquerda Lorentziana
dada por:

g = 1
x2

2

(dx2

1

+ dx2

2

) ≠ dx2

3

.

Com respeito à métrica g, uma base ortonormal de campos vetores invariantes à esquerda é dada
por:

E
1

= x
2

ˆ

ˆx
1

, E
2

= x
2

ˆ

ˆx
2

e E
3

= ˆ

ˆx
3

.

Assim a matriz definida em (3.2.6) é dada por

d(L
g

)
h

=

S

WWWU

x
2

0 0
0 x

2

0
0 0 1

T

XXXV .

Além disso, as únicas constantes de estruturas da álgebra de Lie não nulas são C1

12

= ≠1 e C1

21

= 1.
Logo L1

12

= ≠2 e L2

11

= 2 e os outros Lk

ij

são nulos. Assim o item iii) do Teorema 3.2.11 fica
Y
___]

___[

ˆÂ
1

ˆz̄
≠ Â

1

Â̄
2

= 0,

ˆÂ
2

ˆz̄
+ Â̄

1

Â
1

= 0.

(5.4.1)

Portanto a imersão mínima conforme f é dada por:
Y
______]

______[

f
1

(u, v) = 2 Re(
⁄

f
2

(u, v)Â
1

(u, v) dz),

f
2

(u, v) = exp(2 Re
⁄

Â
2

dz),

f
3

(u, v) = 2 Re(
⁄

Â
3

(u, v) dz).

Exemplo 5.4.1. [Plano horizontal do tipo espaço z = c] Considere

—(u) = (cos u, sin u, c), u œ (o, fi)

e V (u) = E
3

. Temos que

—̇(u) = ≠E
1

+ cos u

sin u
E

2

, g(—̇(u), —̇(u)) = 1
sin2(u) > 0.
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5. O Problema de Björling

Além disso, g(V, V ) = ≠1 e g(—̇, V ) = 0. Portanto o par (—, V ) produz um Problema de Björling
para superfícies do tipo tempo. Como

V (u) ◊ —̇(u) = ≠E
2

≠ cos u

sin u
E

1

= (≠ cos u, ≠ sin u, 0),

então
„(u, 0) = 1

2(—̇(u) + i V (u) ◊ —̇(u)) = 1
2(≠ sin u ≠ i cos u, cos u ≠ i sin u, 0).

Portanto
Â(u, 0) = A≠1(—(u))„(u, 0) = 1

2

3
≠ sin u + i cos u

sin u
,
cos u ≠ i sin u

sin u
, 0

4
.

Uma vez que Â(u, 0) é solução de (5.4.1), a unicidade implica que Â(u, v) = Â(u, 0). Portanto a
imersão mínima conforme do tipo espaço que contém —(u) é dada por:

f(u, v) = (ev cos u, ev sin u, c).
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Apêndice A

Diferenciação paracomplexa

Neste apêndice vamos relembrar alguns fatos sobre a álgebra dos números paracomplexos (ou
de Lorentz). Para mais detalhes veja [9], [15] e [16]. A álgebra dos números paracomplexos é a
álgebra L = {a + ·b : a, b œ R}, onde · é uma unidade imaginária que satisfaz · 2 = 1, com as
seguintes operações:

(u
1

+ ·u
2

) + (v
1

+ ·v
2

) := (u
1

+ v
1

) + ·(u
2

+ v
2

),
(u

1

+ ·u
2

) · (v
1

+ ·v
2

) := (u
1

v
1

+ u
2

v
2

) + ·(u
1

v
2

+ u
2

v
1

).

Temos duas representações interessantes para esta álgebra:

• L é isomorfa a R ü R (com a multiplicação de coordenadas) via a aplicação

fl : L ≠æ R ü R, fl(a + ·b) = (a + b, a ≠ b).

• L é isomorfa a álgebra

A =
Ó
M œ M(2,R) : M =

S

U a b

b a

T

V
Ô

via a aplicação

fl(a + ·b) =
S

U a b

b a

T

V .

A conjugação em L é definida como no caso complexo, isto é,

a + ·b := a ≠ ·b

e a L-norma de z = a + ·b œ L é definida como

|z|= |zz̄| 1
2 = |a2 ≠ b2| 1

2 .
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A. Diferenciação paracomplexa

Podemos também definir a norma Euclideana ÎzÎ2= a2 + b2 e a topologia relativa.
Na álgebra L temos o conjunto dos divisores de zero K = {z œ L : |z|= 0}. Observe que se

z /œ K, então z é inversível e o inverso é dado por z≠1 = z̄

zz̄
.

Definição A.0.2. Seja � ™ L um conjunto aberto e z
0

œ �. A L-derivada de uma função
f : L æ L em z

0

é definida por

f Õ(z
0

) := lim
zæz0

z≠z0œL\K

f(z) ≠ f(z
0

)
z ≠ z

0

, (A.0.1)

se o limite existe. Se f Õ(z
0

) existe, dizemos que f é L-diferenciável em z
0

.

Observação A.0.3. Observemos que (A.0.1) é equivalente a

lim
hæ0, h”œK

f(z
0

+ h) ≠ f(z
0

)
h

.

A condição de L-diferenciabilidade é muito menos restritiva que a diferenciabilidade complexa
usual. Por exemplo, a L-diferenciabilidade em z

0

não implica na continuidade de f em z
0

.

Proposição A.0.4. A L-diferenciabilidade em um conjunto aberto � ™ L implica na diferencia-
bilidade usual em � e df(z

0

)(z) = f Õ(z
0

)z, ’ z œ �.

Demonstração. Da Observação A.0.3 temos que (A.0.1) é equivalente a

lim
hæ0

f(z
0

+ h) ≠ f(z
0

) ≠ hf Õ(z
0

)
h

= 0. (A.0.2)

Colocando-se o(h) = f(z
0

+ h) ≠ f(z
0

) ≠ hf Õ(z
0

), vemos que (A.0.2) é equivalente a

lim
hæ0

o(h)
|h| = lim

hæ0

h

|h| .
o(h)

h
= 0,

onde h /œ K. Escrevendo f = a + ·b, o = o
1

+ ·o
2

, h = h
1

+ ·h
2

, z
0

= u
0

+ ·v
0

e f Õ(z
0

) = c + ·d

temos que:
Y
]

[
f(z

0

)+hf Õ(z
0

) + 0(h) = a(u
0

, v
0

) + (h
1

c + h
2

d) + o
1

(h) + · [b(u
0

, v
0

) + (h
1

d + h
2

c) + o
2

(h)],
f(z

0

+ h) = a(u
0

+ h
1

, v
0

+ h
2

) + ·b(u
0

+ h
1

, u
0

+ h
2

).

Como f(z
0

+ h) = f(z
0

) + hf Õ(z
0

) + 0(h), resulta que:
Y
]

[
a(u

0

+ h
1

, v
0

+ h
2

) = a(u
0

, v
0

) + (h
1

c + h
2

d) + o
1

(h),
b(u

0

+ h
1

, u
0

+ h
2

) = b(u
0

, v
0

) + (h
1

d + h
2

c) + o
2

(h),
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onde
lim
hæ0

o
1

(h)
|h| = lim

hæ0

o
2

(h)
|h| = 0.

Portanto, a(u, v) e b(u, v) são diferenciáveis em z
0

. Além disto,

df(z
0

)(h
1

+ ·h
2

) = (h
1

c + h
2

d) + ·(h
1

d + h
2

c) = (c + ·d)(h
1

+ ·h
2

) = f Õ(z
0

)(h
1

+ ·h
2

).

Portanto, df(z
0

) é a transformação linear de L dada por z ‘æ f Õ(z
0

)z.

Observe, também, que existem funções L-diferenciáveis de qualquer classe de diferenciabilidade
(real).

Seja f : � ≠æ L uma função diferenciável, no sentido usual. Então, pela Proposição A.0.4 f é
L-diferenciável em z

0

œ � se, e somente se a matriz de df(z
0

) é da forma
S

U a b

b a

T

V , (A.0.3)

onde f Õ(z
0

) = a + ·b. Portanto, se f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)), temos que f é L-diferenciável se, e
somente se, valem

u
x

= v
y

, u
y

= v
x

.

Essas equações são as análogas das equações de Cauchy-Riemann do caso complexo. Derivando
estas equações temos a condição de integrabilidade

u
xx

≠ u
yy

= 0.

Analogamente ao caso complexo, temos uma interpretação geométrica da L-diferenciabilidade.
Consideramos L com a métrica Lorentziana se df(z

0

) ”= 0 então df(z
0

) é uma aplicação conforme,
em relação à métrica Lorentziana, com coeficiente de conformidade positivo se df(z

0

) preserva a
orientação, e negativo caso contrário.

Análogo ao caso complexo, podemos definir os operadores paracomplexos

ˆ

ˆz
= 1

2( ˆ

ˆu
+ ·

ˆ

ˆv
), ˆ

ˆz̄
= 1

2( ˆ

ˆu
≠ ·

ˆ

ˆv
),

onde z = u + ·v. Esses são os campos de vetores duais das 1-formas em L

dz := du + ·dv, dz̄ := du ≠ ·dv.

Teorema A.0.5. Seja f : � æ L tal que f(u + ·b) = a(u, v) + ·b(u, v), onde a, b são de classe
C1. Então f é L-diferenciável se, e somente se ˆf

ˆz̄
= 0.
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A. Diferenciação paracomplexa

Demonstração. Como f é L-diferenciável se, e somente, se df(x) é uma matriz da forma (A.0.3)
então f é L-diferenciável se, e somente, se

Y
___]

___[

ˆa

ˆu
= ˆb

ˆv
,

ˆa

ˆv
= ˆb

ˆu
.

(A.0.4)

Desde que

ˆf

ˆz̄
= 1

2(ˆf

ˆu
≠ ·

ˆf

ˆv
)

= 1
2[(ˆa

ˆu
+ ·

ˆb

ˆu
) ≠ ·(ˆa

ˆv
+ ·

ˆb

ˆv
)]

= 1
2[(ˆa

ˆu
≠ ˆb

ˆv
) + ·( ˆb

ˆu
≠ ˆa

ˆv
)],

resulta que ˆf

ˆz̄
= 0 se, e somente, se valem as equações (A.0.4). Logo temos o desejado.

Observação A.0.6. Seja f : � æ L tal que f(u + ·b) = a(u, v) + · b(u, v), onde a, b são de classe
C1. Se f é L-diferenciável, usando (A.0.4) temos que

ˆf

ˆz
= 1

2

3
ˆf

ˆu
+ ·

ˆf

ˆv

4
= 1

2

53
ˆa

ˆu
+ ˆb

ˆv

4
+ ·

3
ˆb

ˆu
+ ˆa

ˆv

46
= ˆa

ˆu
+ ·

ˆb

ˆu
= ˆb

ˆv
+ ·

ˆa

ˆv
. (A.0.5)

Proposição A.0.7. Seja “ uma curva em L. Se f é uma função L-diferenciável com ˆf

ˆz
contínua,

então ⁄

“

ˆf

ˆz
dz = f(z)|

“

.

Além disso, a integral não depende do caminho escolhido.

Demonstração. Como f é L-diferenciável, de (A.0.5) temos que
⁄

“

ˆf

ˆz
dz =

⁄

“

ˆf

ˆz
(du + ·dv) =

⁄

“

(a
u

+ ·b
u

)du + ·(b
v

+ ·a
v

)dv

=
⁄

“

(a
u

du + a
v

dv) + ·(b
u

du + b
v

dv) =
⁄

“

d(a + ·b) = (a + ·b)|
“

= f(z)|
“

.

Proposição A.0.8. Se f = a + ·b é L-diferenciável, então existe uma função L-diferenciável
g : L æ L tal que ˆg

ˆz
= f .
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A. Diferenciação paracomplexa

Demonstração. Como f é L-diferenciável, então f satisfaz (A.0.4). Logo, as formas diferenciáveis

b du + a dv e a du + b dv

são exatas. Portanto, existem funções diferenciáveis –, — : R2 æ R tais que
Y
___]

___[

ˆ–

ˆu
= ˆ—

ˆv
= a,

ˆ—

ˆu
= ˆ–

ˆv
= b.

Defina g : L æ L por g = – + ·—. Temos que g é L-diferenciável pois
Y
___]

___[

ˆ–

ˆu
= a = ˆ—

ˆv
,

ˆ–

ˆv
= b = ˆ—

ˆu
.

Portanto,
ˆg

ˆz
= ˆ–

ˆu
+ ·

ˆ—

ˆu
= ˆ—

ˆv
+ ·

ˆ–

ˆv
= a + ·b = f. (A.0.6)

Das Proposições A.0.7 e A.0.8, resulta que toda integral de linha de uma função L-diferenciável
é independente do caminho.

A.0.1 Raízes quadrada de números paracomplexos

Queremos definir a função raiz quadrada diferenciável de um número paracomplexo. Seja w œ L
tal que w =

Ô
z. Logo, z = w2. Se w = a + ·b então

z = (a2 + b2) + 2ab·.

Além disso, para a função da raiz seja diferenciável temos z¬0. Assim

zz̄ = (a2 + b2)2 ≠ 4a2b2 = (a2 ≠ b2)2 > 0.

Logo, z pertence ao cone espacial I.
Portanto, a raiz quadrada de z está definida somente se z pertence ao cone espacial I.
Agora iremos encontrar que são as raízes de z.
Como z pertence ao cone espacial I, podemos escrever z da forma

z = fl(cosh u + · sinh u),

onde z = a + · e fl =
Ô

a2 + b2 .
Agora observe que se w é raiz quadrada de z pode estar em algum dos quatro cones:
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1) Se w está no cone espacial I. Então w pode ser escrito como

w = fl
1

(cosh u
1

+ · sinh u
2

).

Agora w2 = z. Logo,

(fl
1

)2(cosh 2u
1

+ · sinh 2u
2

) = z = fl(cosh u + · sinh u).

Então,
fl

1

= Ô
fl,

cosh 2u
1

= cosh u,

sinh 2u
1

= sinh u.

(A.0.7)

Assim u
1

= u

2 . Portanto, a raiz é

w = Ô
fl(cosh u

2 + · sinh u

2 ).

2) Agora se w está no cone espacial II temos que w = a + · b tal que a < 0 e a2 ≠ b2 > 0. Logo
≠w pertence ao cone espacial I e (≠w)2 = z. Assim ≠w é uma raiz no cone espacial I, então
pelo item 1) temos que

≠w = Ô
fl(cosh u

2 + · sinh u

2 ).

Portanto,
w = ≠Ô

fl(cosh u

2 + · sinh u

2 ).
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3) Agora se w está no cone temporal I temos que w = a + · b tal que b > 0 e a2 ≠ b2 < 0.
Logo · w = b + · a pertence ao cone espacial I e (· w)2 = z. Assim · w é uma raiz no cone
espacial I, então pelo item 1) temos que

· w = Ô
fl(cosh u

2 + · sinh u

2 ).

Portanto,
w = Ô

fl(sinh u

2 + · cosh u

2 ).

4) Agora se w está no cone temporal II temos que w = a + · b tal que b < 0 e a2 ≠ b2 < 0.
Logo ≠· w = b + · a pertence ao cone espacial I e (≠· w)2 = z. Assim ≠· w é uma raiz no
cone espacial I, então pelo item 1) temos que

≠· w = Ô
fl(cosh u

2 + · sinh u

2 ).

Portanto,
w = ≠Ô

fl(sinh u

2 + · cosh u

2 ).

Portanto, temos quatro raízes distintas, uma cada cone.

Observação A.0.9. Como L não é um corpo, podemos possuir mais de duas raízes.
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Apêndice B

O Teorema de Cauchy-Kovalevskaya

O Teorema de Cauchy-Kovalevskaya aplica-se a sistemas de equações diferenciais parciais ana-
líticas, com dados analíticos (reais ou complexos) que, por mudança de variáveis adequadas podem,
ser reescritos de forma a ser aplicado o seguinte teorema (veja [6], [12] e [22], por exemplo).

Teorema B.0.10 (Cauchy-Kovalevskaya). Seja x = (x
1

, ..., x
n

) œ Rn e considere o sistema
Y
___]

___[

ˆu

ˆx
n

=
n≠1ÿ

j=1

B
j

(u, xÕ) ˆu

ˆx
j

+ c(u, xÕ), para |x|< r,

u = 0, para |xÕ|< r e x
n

= 0,

(B.0.1)

onde xÕ = (x
1

, ..., x
n≠1

), B
j

: Rm ◊ Rn≠1 æ Mm◊n(R), j = 1, ..., n ≠ 1 e c : Rm ◊ Rn≠1 æ Rm são
analíticas. Então, existe r > 0 e uma única função analítica u(x) = (u

1

(x), ..., u
m

(x)) da forma

u(x) =
ÿ

–

u
–

x–, (B.0.2)

onde x– = x–1
1

...x–

n

n

, – = (–
1

, ..., –
n

) e u
–

= D–u(0)
–! tal que u é solução de (B.0.1).

Vamos escrever para um sistema de primeira ordem as condições que permitem reduzir o sistema
à forma (B.0.1). Considere o seguinte problema: achar u (localmente) tal que

Y
_]

_[

F (x, (ˆ–u)||–|Æ1

) = 0,

u|
S

= �,
(B.0.3)

onde F = (F
1

, ..., F
m

) é analítica, S é uma hipersuperfície analítica em Rn e � = (�
1

, ..., �
m

) é
analítica definida em S. Suponhamos que (S, �) é não característica, isto é,

Y
_]

_[

F (x, (ˆ–�(x))||–|Æ1

) = 0, x œ S,

det [Ò
z1n

,...,z

mn

F (x, (ˆ–�(x))||–|Æ1

)] ”= 0, x œ S,
(B.0.4)
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onde Ò
z1n

,...,z

mn

F denota a matriz Jacobiana de F com respeito às variáveis z
jn

, j = 1, ..., m,
correspondentes a ˆu

j

ˆx
n

, j = 1, ..., m. Quando escrevemos F como

F (x
1

, ..., x
n

, u
1

, ..., u
m

,
ˆu

1

ˆx
1

, ...,
ˆu

m

ˆx
1

, ...,
ˆu

1

ˆx
n

, ...,
ˆu

m

ˆx
n

) = 0, (B.0.5)

temos que (B.0.4) são exatamente as condições para podermos aplicar o Teorema da função Im-
plícita (na versão analítica) e, então, localmente (B.0.3) é equivalente a:

Y
__]

__[

ˆu

ˆx
n

= G(x, ( ˆu

ˆx
j

)n≠1

j=1

),

u|
¯

S

= �(x̄), x̄ œ S̄ µ S,

(B.0.6)

onde G = (G
1

, ..., G
m

) é analítica.

Observação B.0.11. Temos que

1. As condições para que (S, �) seja não característica estão escritas de forma a explicitar ˆu
j

ˆx
n

.
Condições análogas permitiriam explicitar outras derivadas.

2. É possível generalizar a condição (B.0.4) pela condição de que Ò
z

F tem posto m, onde
z = (z

11

, ..., z
m1

, z
1n

, ..., z
mn

) e z
jk

corresponde a ˆu
j

ˆx
k

em (B.0.5).

A partir de (B.0.6) usando mudança de variáveis e a introdução de variáveis dependentes
auxiliares, de forma trabalhosa é possível reduzir ao caso de (B.0.1).
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