L’INTEGRABILITA SECONDO RIEMANN

Tutto cio che ho sempre desiderato sapere...
e non ho mai osato chiedere

PROF. ANTONIO GRECO
http://people.unica.it/antoniogreco

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA E INFORMATICA
UNIVERSITA DI CAGLIARI

18-12-2019


http://people.unica.it/antoniogreco

Indice

PREFAZIONE

INTEGRALI SEMPLICI

Due impostazioni a confronto
Vantaggi e svantaggi . . . . . .
Equivalenza: dimostrazione ele-
mentare . . . ... .. ..
Equivalenza: dimostrazione col
teorema di Lebesgue-Vitali

INTEGRALI DOPPI

Premessa . . . ... ... ...
L’impostazione semplificata e-
quivale a quella usuale
Integrabilita per rettangoli chiusi
Integrabilita per successioni
Limitatezza . . . . . . . .. ..
Definizione tramite la misura
Il teorema di Lebesgue-Vitali

APPENDICE

La tesi di Riemann . . . . . . .

BIBLIOGRAFIA

10

11
12
13
13
14
15

18
21



PREFAZIONE

QUESTA DISPENSA, ANCORA NELLO
STATO DI BOZZA DA VERIFICARE E COM-
PLETARE, SCATURISCE DA DIVERSE ESI-
GENZE:

1) RISPONDERE ALLA DOMANDA “COSA
C’E DI MALE SE DIVIDO L’ INTERVALLO
DI INTEGRAZIONE IN PARTI UGUALI?”

2) SEMPLIFICARE LA VITA AGLI STU-
DENTI CHE, NEL BREVE TEMPO CON-
CESSO AL CORSO, VOGLIONO STUDIA-
RE LA DEFINIZIONE DELL'INTEGRALE DI
RIEMANN,

3) CAPIRE IL TEOREMA DI LEBESGUE-
VITALI, ENUNCIATO DAL PROF. MAN-
DRAS QUANDO ERO STUDENTE...

SIA CHIARO CHE LA VERA “SEMPLI-
FICAZIONE” CONSISTE NEL PRENDERE
PER BUONA LA DEFINIZIONE SEMPLI-
FICATA (CON L'INTERVALLO SUDDIVISO
IN PARTI UGUALI) E NON LEGGERE LE
PROSSIME PAGINE...



INTEGRALI SEMPLICI



DUE IMPOSTAZIONI A CON-
FRONTO

NEL DEFINIRE L'INTEGRABILITA DI
UNA FUNZIONE SECONDO RIEMANN SI
POSSONO SEGUIRE EQUIVALENTEMENTE
LE SEGUENTI DUE IMPOSTAZIONTI.

LE ILLUSTRIAMO, PER SEMPLICITA,
CON RIFERIMENTO AD UNA FUNZIONE
LIMITATA f DI UNA VARIABILE REALE .

IMPOSTAZIONE USUALE: SI DIVIDE L’IN-
TERVALLO DI INTEGRAZIONE (a,b) IN m
INTERVALLI TRAMITE I PUNTI

a=T0<T1<...<Zy,, =0

NON NECESSARIAMENTE EQUIDISTANTI,
E SI FA TENDERE A ZERO LA COSID-
DETTA NORMA DELLA DECOMPOSIZIO-
NE, CIOE LA QUANTITA § DATA DA

0 = max (-%h_fh—l)- (1)

h=1,...m

IMPOSTAZIONE SEMPLIFICATA: SI DIVI-
DE L'INTERVALLO (a,b) IN n INTERVALLI

AVENTI TUTTI LA STESSA LUNGHEZZA, E
SI FA TENDERE n ALL’INFINITO.

IN QUESTO CASO I PUNTI DI DIVISIO-
NE SONO
b—a

T, =a+1 , 1=0,...,n. (2
n

L’IMPOSTAZIONE SEMPLIFICATA, E LA
SUA EQUIVALENZA CON QUELLA USUA-
LE, VENNERO STUDIATE IN UNA CLASSI-
CA OPERA DEL DINI: V. [4, §184, PA-
GINA 240].

VANTAGGI E SVANTAGGI DEL-
L’IMPOSTAZIONE SEMPLIFICA-
TA

L’IMPOSTAZIONE SEMPLIFICATA PRE-
SENTA ALCUNI VANTAGGI:

1) NON C’E BISOGNO DI STUDIARE
COS’E LA “NORMA DELLA DECOMPOSI-
ZIONE”;

2) SI FA UN LIMITE PER n — 400,
CHE E PIU CONGENIALE DEL LIMITE PER
9 — 0, DATO IL PARTICOLARE SIGNIFI-
CATO DI 0;

3) NON SI CORRE IL RISCHIO DI DIRE
CHE “IL NUMERO DEI PUNTI DI SUDDI-
VISIONE DEVE TENDERE ALL’INFINITO”
DIMENTICANDOSI DI DIRE CHE § — 0.

L’ IMPOSTAZIONE SEMPLIFICATA MO-
STRA 1 SUOI LIMITI QUANDO SI VOGLIA
DIMOSTRARE L’ADDITIVITA DELL'INTE-
GRALE.

INFATTI, DIVIDENDO GLI INTERVAL-
LI (a,b) E (b, ¢) IN PARTI UGUALI, NON E
DETTO CHE L'INTERVALLO (a, ¢) RISULTI
ANCH’ESSO SUDDIVISO IN PARTI UGUA-
LI.

PER DIMOSTRARE L’ADDITIVITA DEL-
L'INTEGRALE CONVIENE CONSIDERARE
SUDDIVISIONI IN PARTI NON NECESSA-
RIAMENTE TUTTE UGUALI FRA LORO.

TUTTAVIA L'IMPOSTAZIONE SEMPLI-
FICATA, E LA DIMOSTRAZIONE DI EQUI-
VALENZA, RISPONDONO ALLA NATURA-
LE CURIOSITA: “COSA C’E DI MALE SE
DIVIDO L’'INTERVALLO IN PARTI UGUA-
LI?”
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VERIFICHIAMO CHE LE DUE IMPOSTA-
ZIONI SONO EQUIVALENTI FRA LORO.

PRIMA PARTE. SUPPONIAMO CHE [ RI-
SULTI INTEGRABILE NELL’IMPOSTAZIO-
NE USUALE, E PONIAMO

éz/abf(:z:)daz.

PRESO ¢ > 0, VOGLIAMO DIMOSTRARE
CHE ESISTE n. TALE CHE PER OGNI n >
ne RISULTA

g—Zf(l“f)(fEi—%—l) <e (3

INDIPENDENTEMENTE DALLA SCELTA DEI

PUNTI ] € (x;_1,%;), DOVE GLI x; SONO
COME NELLA (2).

PER IPOTESI ESISTE 0. > (0 TALE
CHE, COMUNQUE SI PRENDANO PUNTI
DI SUDDIVISIONE Zj, SODDISFACENTI LA
CONDIZIONE

Tp —Tp_1<0. PERh=1....m

E COMUNQUE SI SCELGA T} € (Z,_1,Tp)
ST HA
m
=D f(@,) (@ —Tp)| <€
h=1
ESSENDO m IL NUMERO DEGLI INTER-
VALLI DELLA SUDDIVISIONE.

POSSIAMO DUNQUE PRENDERE I PUNTI
x; COME NELLA (2) PURCHE

b—a
6-
E LA (3) E SODDISFATTA, CONCLUDEN-

DO COSI LA PRIMA PARTE DELLA DIMO-
STRAZIONE.

n>n.=

SECONDA PARTE. SUPPONIAMO CHE
f RISULTI INTEGRABILE NELL'IMPOSTA-
ZIONE SEMPLIFICATA. VOGLIAMO DI-
MOSTRARE CHE f E INTEGRABILE NEL
SENSO USUALE.

A TAL FINE INDICHIAMO CON D = {a =
To< T <...<ZTpy=>b} UNA QUALUN-
QUE SUDDIVISIONE DELL'INTERVALLO DI
INTEGRAZIONE (a,b) IN m PARTI, NON
NECESSARIAMENTE UGUALI. POSTO

Sp= Y (Fn—&)inff

h=1,...m Tn

Sm= > (& —&n1)supf

h=1,....m Iy

geeey

CON [), = (Zp_1, Tp), E NOTO CHE I LIMI-
TIDI S,, E DI S,, PER § — 07 ESISTONO,
E COINCIDONO RISPETTIVAMENTE CON

supS, E infS,,,
D D

DOVE GLI ESTREMI SUPERIORE E INFE-
RIORE SONO FATTI AL VARIARE DI m
NELL’INSIEME Z", ED AL VARIARE DEL-
LA SUDDIVISIONE D IN TUTTI I MODI
POSSIBILI. ST HA, INOLTRE

sup S, < inf S,,. (4)
D D

E NOTO INOLTRE CHE LA FUNZIONE f
E INTEGRABILE SECONDO RIEMANN SE
E SOLO SE SUSSISTE L'UGUAGLIANZA

supS,, = inf S,,. (5)
D D

PER DIMOSTRARE LA (5) FISSIAMO IN-
NANZITUTTO UN INTERO POSITIVO n
E SUDDIVIDIAMO L’ INTERVALLO DI IN-
TEGRAZIONE (a,b) IN n PARTI UGUALI
TRAMITE 1 PUNTI x; DATI DALLA (2).
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CONSIDERIAMO ORA UNA SUDDIVI-
SIONE ARBITRARIAD = {a=7; < ... <
Ty, = b} DELLINTERVALLO (a,b) IN m
PARTI, m > 1.

I CORRISPONDENTI INTERVALLI ), =
(Zh—1,Tp) SONO DI DUE TIPI: ALCUNI
CONTENGONO UNO O PIU PUNTI x; CON
1=1,...,n—1, ALTRI NON NE CONTEN-
GONO ALCUNO.

DUNQUE POSSIAMO SCRIVERE

Sy = > (Th — Tp-1) i?ff

~ h=l..m h
Ihﬂ{xlr'wxnfl};éw

X
_ h=l..m
I}Lﬂ{l‘l,...,l‘n_l}:@

E I TERMINI DELLA PRIMA SOMMATORIA
SONO AL PIU n — 1.

(Zn — Tp-1) inf f
1,

PERCIO, INDICATA CON ¢ LA NORMA (1)
DELLA DECOMPOSIZIONE D, E SICCOME
/ E LIMITATA, LA PRIMA SOMMATORIA
TENDE A ZERO QUANDO 0 — 0.

INOLTRE UN INTERVALLO I, CHE NON
CONTIENE PUNTI z; E NECESSARIAMEN-
TE INCLUSO IN I; = (x;_1, x;) PER QUAL-
CHE 7, E SI HA

inf f > inf f.

I I;
QUINDI L’ULTIMA SOMMATORIA SI PUO
RISCRIVERE COME SEGUE:

> (@n — Ep)inf f
=1 f,cr; hn

E SI PUO STIMARE PER DIFETTO CON

n

Zi%ff > (En— )

=l ' fer

Tp<w; Tp2Ti1 I;

n
= Z (max Z, — min Zp)inf f.
i=1

DUNQUE FACENDO TENDERE & A ZERO
SI CONCLUDE CHE

ORA FACCIAMO TENDERE n ALL’INFINI-
TO. POICHE PER IPOTESI IL SECONDO
MEMBRO TENDE AD UN LIMITE / € R,
SI HA

supS,, > /.

D

D’ALTRO CANTO CON UN RAGIONAMEN-
TO ANALOGO SI GIUNGE A CONCLUDERE
CHE

inf S, < /.

D

MA SICCOME, IN GENERALE, SUSSISTE
LA DISUGUAGLIANZA (4), LA (5) E DI-
MOSTRATA.
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ALTERNATIVAMENTE, LA SECONDA
PARTE DELLA DIMOSTRAZIONE SI PUO
ANCHE SVOLGERE COME SEGUE.

SUPPONIAMO CHE f RISULTI INTE-
GRABILE NELL'IMPOSTAZIONE SEMPLIFI-
CATA. ALLORA [ E LIMITATA.

PER PROSEGUIRE, INVOCHIAMO UN
CELEBRE RISULTATO DELLA TEORIA DI
LEBESGUE, IL TEOREMA DI LEBESGUE-
VITALL!

PER IL TEOREMA DI LEBESGUE-VITALI,
LA FUNZIONE LIMITATA f E INTEGRA-
BILE NEL SENSO USUALE SE E SOLO SE
L’INSIEME DEI PUNTI DI DISCONTINUITA
DI f HA MISURA NULLA. INDICATO CON
w(x) = lim ( sup [ — inf f)
r—0t (z—r, z+7) (z—r,z+T)
IL COSIDDETTO “SALTO” DELLA FUN-
ZIONE IN UN PUNTO x € (a,b), OSSER-
VIAMO CHE f E CONTINUA IN 7 SE E
SOLO SE w(x) = 0.

IN VIRTU DELLA NUMERABILE ADDI-
TIVITA DELLA MISURA, E SUFFICIENTE
DIMOSTRARE CHE PER OGNI gp > 0 HA
MISURA NULLA L’INSIEME

E.,={z€(a,b)|w(x)>ep}.

Posto my = |E.,|, CONSIDERIAMO ORA
GLI n PUNTI EQUIDISTANTI DATI DAL-
LA (2). POICHE SI HA

n
Bz | = Z |Eoy O (i1, w3)],
1=1
E POICHE LA MISURA DI [; = (x;_1,2;) E
(b—a)/n, IL NUMERO v DEGLI INTERVAL-
LI /; CHE INTERSECANO FE,., SODDISFA
b—a

< ) 6
mo < nl/ (6)

QUESTA DISUGUAGLIANZA CI SERVIRA
TRA POCO. ORA OSSERVIAMO CHE IN
CIASCUNO DEI v INTERVALLI I; CHE IN-
TERSECANO L’INSIEME FE_, ESISTE, PER
DEFINIZIONE, ALMENO UN PUNTO & TA-
LE CHE w(z) > .

QUINDI PRENDENDO PUNTI z;, z;" €
I; SUFFICIENTEMENTE VICINI AD = POS-
SIAMO FAR SI CHE
€0

fla) - flai) 2 5

NEGLI INTERVALLI I; CHE NON IN-
TERSECANO L., PRENDIAMO A PIACERE
x; = xf*. COSI FACENDO, LE SOMME DI

CAUCHY-RIEMANN

5= 225" fad)
=1

n
E n
b—a
*kk kk
n -
=1
SODDISFANO
b—a ¢
Sr— 5 > y—
n

E QUINDI, PER LA (6),
S*— S > my % (7)

QUANDO n TENDE A +00, POICHE S’ E
S’ HANNO UN LIMITE COMUNE / LA LO-
RO DIFFERENZA TENDE A ZERO, E PER-
CIO RISULTA mg = 0 COME VOLEVASI
DIMOSTRARE.

DUNQUE L'IMPOSTAZIONE SEMPLIFI-
CATA E EQUIVALENTE A QUELLA USUA-
LE.

TVedere, ad esempio, [8], oppure [6], Teorema 19.12,
pag. 271, o anche [11], Chapter 5, Theorem 8, pag.
104.
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INTEGRALI DOPPI



PREMESSA

LLA DISSERTAZIONE DI RIEMANN [10]
RIGUARDA SOLO L’INTEGRALE SEMPLI-
CE.

SECONDO KLINE [7] (PAG. 1122)
LA TEORIA RIEMANNIANA DELL’INTE-
GRAZIONE FU ESTESA ALLE FUNZIONI
DI DUE VARIABILI DA K. J. THOMAE
NELLA COMUNICAZIONE BREVE [12].

LA SUDDETTA COMUNICAZIONE FA
RIFERIMENTO, A SUA VOLTA, AL LI-
BRO [13] DELLO STESSO THOMAE, NEL
QUALE IL PARAGRAFO 50 (PAG. 33)
RIGUARDA LA DEFINIZIONE DELL’INTE-
GRALE DOPPIO.
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L’IMPOSTAZIONE SEMPLIFICA-
TA EQUIVALE A QUELLA USUA-
LE

SUPPONIAMO CHE UNA FUNZIONE f: R
— R SIA INTEGRABILE NELL'IMPOSTA-
ZIONE SEMPLIFICATA, E PONIAMO

(= /Rf(a:,y)dmdy.

PRESO ¢ > 0 PICCOLO A PIACERE, FIS-
SIAMO UN INTERO POSITIVO n E DI CON-
SEGUENZA 1 PUNTI DI SUDDIVISIONE

. b—a
T =a+1 ,
n

d—c

yj=c+J

IN MODO TALE CHE RISULTI S, > { — ¢
PER OGNI SCELTA DEI PUNTI p;.

IN TALE SUDDIVISIONE ANDIAMO A FIS-
SARE I PUNTI p;}- IN MODO TALE CHE

f(pi;) < %jff‘Fg-

CONFRONTIAMO CON S,, LE SOMME DI
CAUCHY-RIEMANN DEFINITE COME DI
CONSUETO:

my my
S = Z Z f@u)(@n —Tn-1) (Ur — Ur—1)-
h=1 k=1
GLI INTERVALLI (Z},_1,Z;) CHE CONTEN-
GONO QUALCHE x; SONO AL PIU n — 1,
COME PURE GLI INTERVALLI (¥k_1, k)
CHE CONTENGONO QUALCHE y;.

QUANDO LA NORMA ¢ DELLA DECOM-
POSIZIONE TENDE A ZERO, LA SOMMA
DELLE AREE DEI LORO PRODOTTI CAR-
TESIANI TENDE A ZERO, DUNQUE

D+> " > (D) [Buel.

5I=1 Ry, CRyj

POICHE PER OGNI Ry, C Ry SI HA
f(Ph) > infg,, f > infg, f, POSSIAMO
SCRIVERE

S > o(1 +mefz Rl (8)

’] 1 th CRZ]

QUANDO LA NORMA ¢ DELLA DECOM-
POSIZIONE TENDE A ZERO, SI HA

> | Rukl = Ryl
RukCRj

E QUINDI NELLA (8) RISULTA

n

> inf f > Rl = Z |R;j] inf f

i,j=1 thCRU i,j=1

> Z (P};) — &) [Rij| =

i,j=1

S, — e |R)|

>(—c(1+]|R)).

PERCIO ESISTE J. TALE CHE SE 0 < 0, SI
HA
S>0—ec(2+|R|).

CON UN RAGIONAMENTO ANALOGO SI
DIMOSTRA CHE ESISTE J. TALE CHE SE
d < 0. SI HA

S<l+e(2+|R]),

DUNQUE PER LA DEFINIZIONE DI LIMI-
TE SI DEDUCE CHE S — {, E PERCIO LA
FUNZIONE [ E INTEGRABILE NEL SENSO
USUALE, ED IL SUO INTEGRALE COINCI-
DE CON /.
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INTEGRABILITA PER RETTAN-
GOLI CHIUSI

NEL TESTO [2] LE SOMME DI CAUCHY-
RIEMANN SI COSTRUISCONO PRENDEN-
DO IL PUNTO pPj; NEL RETTANGOLO
CHIUSO Ry..

IN TAL MODO E LEGITTIMO PRENDE-
RE, AD ESEMPIO, Py = Pj ;.1 PER UN
kE<m,.

VERIFICHIAMO CHE SE UNA FUNZIO-
NE LIMITATA f: R — R E INTEGRABILE
PER RETTANGOLI APERTI ALLORA LO E
ANCHE PER RETTANGOLI CHIUSI. Po-

STO
(= //Rf(a:,w 4z dy,

E PRESO € > ( PICCOLO A PIACERE, FIS-
SIAMO UN INTERO POSITIVO n E DI CON-

SEGUENZA I PUNTI DI SUDDIVISIONE
b—a

T =a+1 ,
n

d—c

yj=c+J

IN MODO TALE CHE RISULTI S,, > ¢ — ¢
PER OGNI SCELTA DEI PUNTI p;kj € R =

(xi—lv xl) X (y]—luyj)

IN TALE SUDDIVISIONE ANDIAMO A FIS-
SARE I PUNTI p;; IN MODO TALE CHE

f(pi;) < ﬁjff‘F&

CONFRONTIAMO CON S,, LE SOMME DI
CAUCHY-RIEMANN DEFINITE COME DI
CONSUETO:

Mg

S = i FOn) (@ —Zn-1) (U — Ur—1),

he1 k=1
DOVE QUESTA VOLTA SI INTENDE P}, €
Ruk = [xn—1, xn] X [Yr-1, Yr]-

GLI INTERVALLI [Z},_1,Z}] CHE CON-
TENGONO QUALCHE z; SONO AL PIU n —
1, COME PURE GLI INTERVALLI [;_1, U]
CHE CONTENGONO QUALCHE y;.

QUANDO LA NORMA 0 DELLA DECOM-
POSIZIONE TENDE A ZERO, LA SOMMA
DELLE AREE DEI LORO PRODOTTI CAR-
TESIANI TENDE A ZERO, DUNQUE

5:0(1)+Z Z f (i) [ Rl

i,j=1 th‘CRij

POICHE PER OGNI Ry, C Rjj SI HA
f(pyy) = infg,, f > infg f, GIUNGIAMO
NUOVAMENTE ALLA (8).

PROCEDENDO COME A PAGINA 11
SI DEDUCE CHE S — (¢, E PERCIO LA
FUNZIONE [ E INTEGRABILE NEL SENSO
USUALE, ED IL SUO INTEGRALE COINCI-
DE CON /.
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INTEGRABILITA PER SUCCES-
STONI

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE LIMI-
TATA f: R — R,

PER OGNI n € Z* ED OGNI i,j =
l,...,n SCEGLIAMO UN PUNTO p;; €
R;j, COSICCHE RIMANE INDIVIDUATA LA
“SUCCESSIONE DI CAUCHY-RIEMANN”

R n
5= LS s

1,7=1

SE TUTTE LE SUCCESSIONI DI CAUCHY-
RIEMANN AMMETTONO LO STESSO LI-
MITE /¢, ALLORA f E INTEGRABILE E SI

HA
//Rf(a:,y) dr dy = /.

PER LA DIMOSTRAZIONE, SUPPONIAMO
CHE f NON SIA INTEGRABILE NELL’IM-
POSTAZIONE SEMPLIFICATA.

PER OGNI n, LE SOMME DI CAUCHY-

RIEMANN CORRISPONDENTI ALLE DIVER-

SE SCELTE DEI PUNTI p;; COSTITUISCO-
NO UN INSIEME Y, INCLUSO IN UN IN-
TERVALLO [m, M| INDIPENDENTE DA n.

SICCOME f NON E INTEGRABILE PER
IPOTESI, L'INSIEME Y,, NON CONVERGE
AD UN PUNTO, DUNQUE ESISTONO AL-
MENO DUE SUCCESSIONI S, E S, CON-
VERGENTI A LIMITI ¢ # ¢/, CONTRO L'I-
POTESI.

DUNQUE L’INTEGRABILITA PER SUC-
CESSIONI E EQUIVALENTE ALL'INTEGRA-
BILITA NEL SENSO USUALE.

LIMITATEZZA

L’IPOTESI CHE LA FUNZIONE INTE-
GRANDA f: R — R SIA LIMITATA PUO
ESSERE OMESSA, PURCHE CI SI RICOR-
DI DI PRECISARE CHE LE SOMME DI
CAUCHY-RIEMANN DEVONO AVERE LI-
MITE FINITO.

DIMOSTRIAMO CHE SE S,, — ¢ € R
ALLORA [ E LIMITATA.

A TAL FINE VERIFICHIAMO CHE, SE
f NON E SUPERIORMENTE LIMITATA, E
POSSIBILE COSTRUIRE UNA PARTICOLA-
RE SUCCESSIONE DI CAUCHY-RIEMANN
S, — +o0.

BASTA PROCEDERE COME SEGUE. PER
OGNI n € Z" IL DOMINIO DI INTEGRA-
ZIONE R RISULTA SUDDIVISO IN n’ RET-
TANGOLI, ED IN ALMENO UNO DI ESSI,
CHE INDICHIAMO CON R, ;,, LA FUNZIO-
NE f NON E SUPERIORMENTE LIMITATA.

INNANZITUTTO SCEGLIAMO A PIACE-
RE I PUNTI p}; NEGLI ALTRI n* — 1 RET-
TANGOLI.

Po1, SFRUTTANDO IL FATTO CHE f
NON E SUPERIORMENTE LIMITATA IN
*

Riyj,, PRENDIAMO p; ; IN MODO TALE
CHE S,, > n.

NE SEGUE CHE 5,, — +00, COME VO-
LEVASI DIMOSTRARE.
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DEFINIZIONE TRAMITE LA MI-
SURA DI PEANO-JORDAN

NEL TESTO [5] LA DEFINIZIONE DEL-
L'INTEGRALE DI RIEMANN COMPARE IN-
CIDENTALMENTE A PAG. 424 E SI BASA
SULLA MISURA DI PEANO-JORDAN.

IN SINTESI, SI CONSIDERANO LE SOMME

m

s(P) =) |1X] mff

Msz

S(P) = | X Supf

1

DOVE P = {Xj,..., X, } E UNA QUA-
LUNQUE PARTIZIONE DEL DOMINIO R
COSTITUITA DA INSIEMI X; MISURABILI
SECONDO PEANO-JORDAN.

>
I

LA FUNZIONE LIMITATA f: R — R sI
DICE INTEGRABILE SECONDO RIEMANN
SUL RETTANGOLO R SE

Sl}ljp s(P) = i%f S(P). (9)

TALE DEFINIZIONE RIFORMULA IN MO-
DO PRECISO QUELLA DI THOMAE [13,
§50, PAG. 33].

THOMAE CONSIDERAVA “ELEMENTI
DI SUPERFICIE” 7j, AL POSTO DEGLI IN-
SIEMI X}, MISURABILI SECONDO PEANO-
JORDAN, E LA LORO AREA AL POSTO
DELLA MISURA DI PEANO-JORDAN.

OSSERVIAMO CHE I RETTANGOLI R;;
COSTITUISCONO UNA PARTIZIONE P DEL
RETTANGOLO R, QUINDI L'INTEGRABI-
LITA NEL SENSO USUALE (5) IMPLICA
LA (9).

VERIFICHIAMO ALLORA CHE SE [ E
INTEGRABILE NEL SENSO (9) ALLORA
LO E ANCHE IN QUELLO USUALE.

FISSATA UNA PARTIZIONE P = { X7,
, X }, PER OGNI n € Z" LA SOMMA
SUPERIORE

_ R| <&
5, =LY sup s
i, =1 """

SI PUO RIPARTIRE IN m SOMMATORIE
PIU UN TERMINE INFINITESIMO PER n —
+00: RACCOGLIENDO I RETTANGOLI R;;
INCLUSI IN X, PER h = 1,...,m, E
INFINE TUTTI QUELLI CHE CONTENGO-
NO PUNTI DELLA FRONTIERA 0X; PER
QUALCHE h SI OTTIENE

—:’R'zzsupf+<>

h=1 RUCXh ”

L ULTIMO TERMINE E INFINITESIMO
PERCHE f E LIMITATA, E GLI INSIEMI
X}, SONO MISURABILI SECONDO PEANO-
JORDAN E QUINDI LE LORO FRONTIERE
HANNO MISURA NULLA. MA SICCOME

B s < B S .

Ri;C X, R Ry;cX) Xh
ED IL SECONDO MEMBRO TENDE AL
PRODOTTO |X;| supy, f, NE SEGUE CHE
lim S, < S(P).

n—-+0o00

PER L’ARBITRARIETA DI P SI HA
lim S, < me( ).

n—+00
CON UN RAGIONAMENTO ANALOGO SI
DIMOSTRA CHE

lim S, >sups(P)

n——+00

E SICCOME PER IPOTESI VALE L'UGUA-
GLIANZA (9), NE SEGUE CHE

lim S, = lim S,,

n—-+00 n—-+o00

DUNQUE f E INTEGRABILE NEL SENSO
USUALE, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.
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IL TEOREMA DI LEBESGUE-
VITALIT

IL. TEOREMA DI LEBESGUE-VITALI
AFFERMA CHE UNA FUNZIONE LIMITA-
TA f: R — R E INTEGRABILE SECONDO
RIEMANN SE E SOLO SE L’INSIEME DEI
SUOI PUNTI DI DISCONTINUITA E MISU-
RABILE ED HA MISURA NULLA.'

EQUIVALENTEMENTE, f NON E INTE-
GRABILE SECONDO RIEMANN SE E SO-
LO SE L'INSIEME DEI SUOI PUNTI DI DI-
SCONTINUITA O NON E MISURABILE, OP-
PURE LO E MA HA MISURA POSITIVA.

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE LIMI-
TATA f: R — R, INTEGRABILE SECON-
DO RIEMANN.

VERIFICHIAMO CHE L’INSIEME DEI
SUOI PUNTI DI DISCONTINUITA E MISU-
RABILE ED HA MISURA NULLA.

PROCEDIAMO COME A PAG. 8. INDI-
CATO CON

wiz,y) = lim (BS&% | f B:@fy) f)
IL SALTO DELLA FUNZIONE IN UN PUNTO
(z,y) € R, OSSERVIAMO CHE f E CONTI-
NUA IN (z,¥y) SE E SOLO SE w(x,y) = 0.
PosTo

Ex={(z,y) € R|w(z,y) > N},
L’INSIEME FEj; DEI PUNTI DI DISCONTI-
NUITA E L'UNIONE

E, = UEA: lim F)\
A—0t
A>0
DELLA FAMIGLIA MONOTONA DEGLI IN-
SIEMI E)\, DECRESCENTE AL CRESCERE

DI ).

TVedere, ad esempio, [8], oppure [6], Teorema 19.12,
pag. 271, o anche [11], Chapter 5, Theorem 8, pag.
104.

MOSTRIAMO CHE L’INSIEME FE), HA
MISURA DI PEANO-JORDAN NULLA PER
OGNI A > 0: NE SEGUE CHE FE), HA MI-
SURA DI LEBESGUE NULLA, E, PER LA
NUMERABILE ADDITIVITA, |Ey| = 0.

F1SSATO Ay > 0, OSSERVIAMO CHE IN
CIASCUNO DEI ¥ RETTANGOLI (APERTI)
R;; CHE INTERSECANO E) ESISTE, PER
DEFINIZIONE, ALMENO UN PUNTO (z,¥)
TALE CHE w(z,y) > ).

QUINDI PRENDENDO PUNTI p;;, p; €
R;;j SUFFICIENTEMENTE VICINI AD (,7)
POSSIAMO FAR SI CHE

Ao

fpy) = f(pij) = =

NEI RETTANGOLI R;; CHE NON INTER-
SECANO E), PRENDIAMO A PIACERE pj;
= pj;. COSI FACENDO, LE SOMME DI
CAUCHY-RIEMANN

R n
50 =105 fe)

1,7=1

%k R . ok
Sy = |n_2| Z f(pij)

ij=1
SODDISFANO

R A

S — Sy > % v
DOVE P E UN PLURIRETTANGOLO CHE,
UNITO ALLA GRIGLIA '), = { (z,y) € R |
(z—2)(y—y;) =0, 4,j=0,....,n}, LA
QUALE HA MISURA DI PEANO-JORDAN
NULLA, RICOPRE FE),.

Ao

QUANDO n TENDE A +o00, POICHE
Sy E S HANNO UN LIMITE COMUNE /,
LA LORO DIFFERENZA TENDE A ZERO,
E PERCIO L'INSIEME FE) HA MISURA DI
PEANO-JORDAN NULLA, COME VOLEVA-
SI DIMOSTRARE.
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IL TEOREMA DI LEBESGUE-
VITALI (SEGUE)

CONSIDERIAMO UN RETTANGOLO CHIU-
SO R ED UNA FUNZIONE LIMITATA f:
R — R, 1 CUI PUNTI DI DISCONTINUITA
COSTITUISCANO UN INSIEME Fjy DI MI-
SURA NULLA SECONDO LEBESGUE.

VERIFICHIAMO CHE f E INTEGRABI-
LE SECONDO RIEMANN.

1. PER GLI INSIEMI CHIUSI E LIMI-
TATI, LA MISURA ESTERNA DI PEANO-
JORDAN COINCIDE CON LA MISURA DI
LEBESGUE. CONVIENE QUINDI DEFINI-
RE

Fy={(z,y) € R|w(z,y) = A},

ED OSSERVARE CHE F)\ E CHIUSO PER
OGNI A > 0. L’INSIEME E, DEI PUNTI
DI DISCONTINUITA E L'UNIONE
%:Um:mw}
A—0t
A>0
DELLA FAMIGLIA MONOTONA DEGLI IN-

SIEMI F), DECRESCENTE AL CRESCERE
DI ).

POICHE PER IPOTESI |Ey| = 0, SI HA
|F\| =0 PER OGNI A > (0, E ANCHE LA
MISURA ESTERNA DI PEANO-JORDAN DI
F\, E NULLA PER OGNI \ > 0.

2. F1SSATO Ay > 0, LINSIEME F),, IN
QUANTO INSIEME CHIUSO, E L’INTER-
SEZIONE DEI PLURIRETTANGOLI P, CO-
STRUITI RIUNENDO PER OGNI n I RET-
TANGOLI CHIUSI I;; CHE INTERSECANO
F)\ .

0°

n——+00

+oo
m:ﬂa:mnm
n=1

ESSENDO |F),| = 0 PER IL PUNTO 1, PER
LA CONTINUITA DELLA MISURA DI LE-
BESGUE SI HA |P,| — 0.

DUNQUE, PRESO ¢ > (0 PICCOLO A
PIACERE, ESISTE n. TALE CHE |P,_| < ¢.
INOLTRE PER OGNI (z,y) € R\ P,_ SI HA
w(z,y) < Ao, E SICCOME f E LIMITATA
RISULTA

Sp—8, < (supf—i%ff)ng |R| \o.
R

PER L’ARBITRARIETA DI )\ E DI £, L'IN-
TEGRABILITA DI f SEGUE.

NEL PANNELLO N. 15 DELLA “PIC-
COLA STORIA DEL CALCOLO INFINITE-
SIMALE” ESPOSTA AL PALAZZO DELLE
SCIENZE SONO RITRATTI EMILE BOREL,
HENRI LEBESGUE E GIUSEPPE VITALI.
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Sulla rappresentabilita di una funzione mediante una serie trigonometrica
di

B. Riemann
[omissis]
Sul concetto di integrale definito ed il suo ambito di validita

4.

L’incertezza che ancora regna in alcuni punti fondamentali della teoria degli integrali de-
finiti ci impone di premettere qualcosa sul concetto di integrale definito ed il suo ambito
di validita.

b
Quindi innanzitutto: cosa si deve intendere con / f(z)dx ?
a

Per stabilire questo, prendiamo fra a e b una successione crescente di valori x1, 2o, ...,
x,—1 € denotiamo la differenza 1 —a con 6y, r9 —x1 con ds, ..., b—x,_1 con J,, e con €
una frazione propria positiva. Allora il valore della somma

S =10 f(a “+ &1 51) + 09 f(xl + &9 52) + 03 f(xg + &3 53) + ...+ 9, f(l'n_l + &, 5n)

dipendera dalla scelta degli intervalli ¢ e delle grandezze €. Se essa, comunque si scelgano
0 ed ¢, ha la proprieta di avvicinarsi indefinitamente ad un limite fissato A quando le o
diventano tutte infinitamente piccole, quel valore si indica con f; f(z)d.

Se essa non ha tale proprieta, fab f(x)dx non ha alcun significato. Si e tuttavia cer-
cato in molti casi di dare anche allora un significato a quel simbolo, ed una fra queste
generalizzazioni del concetto di integrale definito ¢ accettata da tutti i matamatici. Pre-
cisamente, quando la funzione f(z) diventa infinitamente grande all’avvicinarsi del suo
argomento verso un unico valore ¢ nell'intervallo (a,b), allora ovviamente la somma S
puo assumere qualunque valore si voglia, quale che sia il grado di piccolezza che si vo-
glia assegnare alle J; essa inoltre non ha alcun valore limite, e fab f(z) dx non avrebbe
nessun significato dal di sopra. Se pero, quando a; e as diventano infinitamente pic-
coli, [7™* f(x)dx + beJraQ f(z)dx si avvicina ad un limite fissato, allora si intende con

f; f(z) dz tale limite.

Altre posizioni di Cauchy sul concetto di integrale definito, nei casi in cui non avviene
qualcosa del genere secondo il concetto fondamentale, possono essere idonee per ricer-
che di particolari tipologie, tuttavia, non essendo sviluppate in generale, e soprattutto a
causa della loro notevole arbitrarieta, sono ben poco opportune.



B. Riemann Sulla rappresentabilita di una funzione mediante una serie trigonometrica

Ora per seconda cosa studiamo ’ambito di validita di questo concetto, ovvero la do-
manda: in quali casi una funzione ¢ suscettibile di integrazione e in quali no?

Consideriamo il concetto di integrale nel senso stretto, cioe supponiamo che la som-
ma S converga quando le ¢ diventano collettivamente infinitamente piccole. Indichiamo
con D; la massima oscillazione della funzione tra a e x1, cioe la differenza fra il suo piu
grande ed il suo piu piccolo valore® in questo intervallo, con D, quella fra z; e o, ...,
con D,, quella fra z,,_1 e b, cosicché

51D1—|-(52D2+...—|—(5nDn

deve diventare infinitamente piccola con le grandezze . Ammettiamo inoltre che, quando
le 6 rimangono tutte piu piccole di d, il piu grande valore che tale somma puo assumere
sia A; A sara quindi una funzione di d che decresce insieme a d e insieme a questa
grandezza diventa infinitamente piccola. Se ora la lunghezza complessiva degli intervalli
dove 'oscillazione e piu grande di o € = s, allora il contributo di questi intervalli alla
somma 01 Dy + 0o Do+ ...+ 9, D,, ¢ evidentemente > o s. Da qui si ottiene

cs<0Di+0Dy+...+0,D, <A, quindi s < %.
Quando o e dato, % puo essere reso piccolo a piacere mediante un’opportuna scelta di d;
lo stesso vale quindi per s, e se ne deduce che:

Se la somma S converge quando le ¢ diventano tutte infinitamente piccole, risulta
anche, per la limitatezza della funzione f(x), che la lunghezza complessiva degli intervalli
nei quali 'oscillazione ¢ > ¢ o anche o, puo essere resa arbitrariamente piccola mediante
un’opportuna scelta di d.

Di questa proposizione vale anche il viceversa:

Se la funzione f(z) ¢ sempre finita', e la lunghezza complessiva s degli intervalli nei
quali 'oscillazione della funzione e piu grande di una data grandezza o diventa infinita-
mente piccola al ridursi indefinito di tutte le grandezze ¢, allora la somma S converge
quando le ¢ diventano tutte infinitamente piccole.

Infatti gli intervalli nei quali I'oscillazione ¢ > ¢ danno alla somma &1 Dy + 69 Dy +
...+ 0, D, un contributo piu piccolo di s moltiplicato per la massima oscillazione della
funzione tra a e b, la quale (per ipotesi) e finita; gli altri intervalli danno in contributo <
o (b—a). Chiaramente si puo prendere innanzitutto o piccolo a piacere, e poi determinare
(per ipotesi) la lunghezza degli intervalli in modo tale che anche s sia piccolo a piacere,
e con cio dare alla somma 61 Dy + 09 Dy + ... + 9, D,, un valore piccolo a piacere, e
di conseguenza il valore della somma S puo essere racchiuso fra limiti arbitrariamente
vicini.

Qui Riemann avrebbe dovuto dire “la differenza fra il suo estremo superiore ed il suo estremo inferiore”
T Si intende “limitata”



B. Riemann Sulla rappresentabilita di una funzione mediante una serie trigonometrica

Abbiamo dunque trovato condizioni necessarie e sufficienti affinché la somma S con-
verga al decrescere indefinito delle grandezze 9, e si possa parlare in senso stretto di un
integrale della funzione f(x) fra a e b.

Se ora il concetto di integrale viene ampliato come sopra, € chiaro che 'ultima delle
due condizioni trovate e ancora necessaria affinché sia possibile l'integrazione; al posto
della, condizione che la funzione sia sempre finita! subentra perd la condizione che la
funzione diventi infinita all’avvicinarsi dell’argomento a singoli valori, e che esista un
determinato limite quando gli estremi di integrazione si avvicinano indefinitamente a
tali valori.

[omissis]

f Si intende “limitata”
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