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CAPITOLO 1

Modi TEM

1.1 Campi TEM

COnsideriamo le equazioni di Maxwell nel DF per un mezzo omogeneo:

VxE=-— jwuf]
(1.1)
VxH= jweE
Poiche ci interessa studiare la propagazione in una struttura guidante, la
direzione di propagazione, che assumiamo come direzione z di un sistema di
riferimento, risultera essere una direzione preferenziale del problema. Convie-
ne qu1nd1 decomporre tutti i vetori in un componente trasverso e uno lungo
2 E=E, + E.i., e analogamente per H. Allo stesso modo conviene separare
la parte trasversa e quella longitudinale dell’operatore V: V =V, + 6z Ty
Possiamo sostituire queste posizioni nelle equazioni di Maxwell, tenendo
conto che nelle operazioni vettoriali si comportano come vettori ordinari,
ottenendo:

vt X Et + Vt (E Zz) + Zz 8Et = jw:u[:jt - jw:qu;z
(1.2)
V, % fIt + V; % (sz':) +1i, X 8H’f = jweEt + jwek, i,

La forma (1.2) delle Equazioni di Maxwell ¢ quella che utilizzeremo nel
seguito.

Cominciamo qui ad occuparci di campi TEM (Trasversi ElettroMagneti-
ci), ovvero campi per cui

E.=0 H. =0 (1.3)
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Per tali campi le (1.2) forniscono:

Vt X Et + /LZ X @ = —JW/Lﬁt
(1.4)
VtXﬁt‘f‘Z'ZX%:']WEEt

In ogni equazione il primo termine ¢ longitudinale, mentre gli altri sono
trasversi. Separando le componenti, segue:

Vix By =0 (1.5)
Vt X Ht =0
Deriviamo la prima equazione restante rispetto a z:
PE D
52 —]w,u&(Ht X i,) (1.6)

e sostituiamo 'altra (i, ¢ costante e puo essere scambiato con la derivata):

8322% + jwp(—jweEy) =0

) (1.7)
&L 4 K2E, =0
con k? = w?eu costante di propagazione del mezzo.
La soluzione di queste equazioni e ovviamente:
Ejfe % 4 Egel*s (1.8)

con EtO vettori costanti.

Segue immediatamente che, se il dielettrico non ¢ trasversalmente omoge-
neo, non esistono campi TEM (la diversa velocita di propagazione ai due lati
dell’interfaccia produrrebbe lo scorrimento dei campi e quindi il non soddi-
sfacimento delle condizioni al contorno).

Resta la possibilita che nella sezione trasversa vi siano dei CEP!, su cui
deve essere:

Ei-i,=0 (1.9)

1O anche dei CMP, di cui perd considereremo solo un esempio pill avanti, lasciando la
trattazione generale per il caso dei soli CEP.



Modi TEM 6

In assenza di conduttori, I'unica soluzione &€ un’onda piana generica in dire-
zione z, soluzione che qui non interessa. Pertanto possiamo sempre supporre
che vi siano uno o piu conduttori.

Per determinare la soluzione notiamo che da V; x Et = 0 segue:
E, = —V,®(t, 2) (1.10)
edaV-E:Vt-Et:Osiottiene:
V20(t,2) =0 (1.11)

Le equazioni cosi trovate sono esattamente le equazioni per la determinazione
del campo elettrostatico bidimensionale nella medesima struttura. Il poten-
ziale @ ha lo stesso ruolo del potenziale elettrostatico, ed ¢ quindi ovviamente
definito a meno di una costante. Per mantenere ’analogia sceglieremo = 0
sul contorno dell’infinito (nel caso di problemi aperti) e, ovviamente, su tutti i
conduttori che si estendono all’infinito?. Per problemi chiusi, invece, assume-
remo ¢ = 0 sul conduttore di chiusura del problema (conduttore di massa).

Per quanto riguarda gli altri conduttori, se esistono, occorre imporre la
condizione (1.9) che, in termini di ®, diventa, sul contorno:
0P
— =0 1.12
% (1.12)

L’equazione (1.11) prende il nome di equazione di Laplace, e le sue soluzioni
sono dette funzioni armoniche.

Una funzione f (ﬂ armonica in un dominio D, gode di una proprieta tra
cui:

1. Se P ¢ un punto interno a D, allora f(P) ¢ la media dei valori di f(f)
su di una circonferenza (interna a D) di centro P.

2. In conseguenza del punto precedente, il massimo e il minimo di f (f) in
D sono punti di OD.

La condizione (1.12) implica che ® ¢ costante separatamente su ogni condut-
tore del contorno.

Se il contorno e singolo, allora su di esso ® = 0. Ma allora massimo e minimo

2Nel seguito il contorno all’infinito verra considerato equivalente ad un conduttore.
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di ® sono entrambi nulli e quindi ¢ ¢ nullo ovunque e non vi sono campi
TEM. Se invece i conduttori sono due o piu, vi € almeno un conduttore su
cui ® # 0 e quindi esistono campi TEM.

Se i conduttori sono N + 1, possiamo fissare ad arbitrio N valori di poten-
ziale sui conduttori, ottenendo N diversi campi TEM, tra loro linearmente
indipendenti.

Poiché ogni campo TEM ha la stessa costante di propagazione (1.8), que-
sti N campi costituiscono una base dello spazio vettoriale di tutti i campi
TEM.

Nel seguito considereremo prima un singolo campo TEM e poi vedremo la
relazione tra gli N campi di un caso con N + 1 conduttori.

1.2 Proprieta di un campo TEM

Consideriamo un campo TEM in cui ® # 0 solo su di un conduttore, C;. La
soluzione e allora proporzionale, per ogni z, al valore di ® su quel conduttore.
Posto allora:

P, =V(2) (1.13)
si trova come soluzione di (1.11):
B(F 2) = V(2)o() (1.14)
dove ¢(t) ¢ la funzione armonica (reale) corrispondente a ® = 1 su C,. Di
conseguenza: B
E, = V(2)e(t) (1.15)
(con é(t) = —V,¢(t)) e dalla (1.4) segue che anche H, & fattorizzato:
H, = I(2)h({) (1.16)
Sostituendo nella (1.4) si ha:
vz

Solz X €= —jw,u[fz

o (1.17)
i, x h = jweVe

I vettori €e i, X h sono pertanto paralleli, e quindi esiste una costante A tale
che:

—

&= Ah x i, (1.18)
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Sostituendo si ottengono le equazioni delle linee di trasmissione:

—C}j—‘; = jwhl
(1.19)
—% = jweAV

in cui € e p possono anche essere funzioni di z. Se sono costanti, le (1.19)

diventano le equazioni standard dei telegrafisti, con:

C=€eA
(1.20)
=
Per determinare la costante A possiamo richiedere che il flusso di potenza:
ls = - - -
P:/—EXH-deS:—V]/exh-zzdS (1.21)
s, 2 2 S0
sia calcolabile sulla linea di trasmissione. Questo richiede:
/ exh-i.dS =1 (1.22)
St
Dalla (1.18) segue h = %Zz X € e, sostituendo:
- — ]- - — ]- g | 2
1:/<ZZX6)-<—ZZX€>CIS:—/ i, x €|l dS (1.23)
5, A A Js,
e poiche i, e €sono perpendicolari, si ha:
A= [ |e[*ds = / V0| dS (1.24)
St St

A dipende quindi solo dalla geometria dei conduttori.

1.3 Potenziali coniugati
Dalla (1.5), sostituendo le equazioni (1.15) e (1.16), segue che:

{ Vixe=0 (1.25)

VtXE:O

= Vif (1.26)

e quindi:
{ e
P=-vi(%)
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con le condizioni al contorno:
a¢‘

dc =0

cont

(1.27)
ov|  _
on lcont

Sembra quindi che si possano costruire i modi TEM partendo equivalente-
mente da € (ovvero ¢) o da h (ovvero V). In realta il potenziale ¥ ¢ discon-
tinuo, oppure polidromo (a pit valori) e questo lo rende di difficile utilizzo.

Infatti ricordiamo che, dalla legge di Ampere per campi TEM:

/FI dl=1 (1.28)
r
con la circuitazione fatta su di un percorso chiuso ortogonale a z (figura 1.1),

e I corrente che passa allinterno di I'. Sostituendo la (1.16):

P,
P

Figura 1.1: Circuitazione sul percorso I'

/ﬁ-dle (1.29)
r
e la (1.26b):
' 2y _ 1
L=— Jim ; Vig dl=— lim [U(P) = W(P)] 5 (1.30)

da cui, se ¥ fosse continua e ad un solo valore, il secondo membro sarebbe
nullo.

¢ ¢ U sono connesse. Infatti da (1.18) si ha:

Vip =V, U x 1, (1.31)
OovVVvero:
9% _ 0%
x Oy
(1.32)
9¢ _ _ 0¥
oy ox

La funzione ¢(z,y) + jV(x,y) & quindi una funzione analitica, e ¢ e ¥ sono
dette armoniche (o potenziali) coniugate.
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1.4 Cavo coassiale

¢ ¢ indipendente da ¢ (campo elettrostatico), quindi:

¢
Vip= - 0 1.33
¢= r 87“ ( 87") ( )
dove r ¢ diverso da zero. Moltiplicando per 7 e integrando si trova:
dp K,
— = — 1.34
or r ( )

con K costante. Integrando ancora:
¢ = Kilog,r + Ko (1.35)

con Ky costante. Assumendo ¢(a) = 1, ¢(b) = 0, si trova:

Kilog,a+ Ky =1
{ K110g6b+K2:0 (136)
ovvero Ky = (K5 ¢ inutile determinarlo), e quindi:
e b
e=-—-Vip=——"F=—-——-—+i, 1.37
9 or  rlog, g ' ( )
La costante A si trova da:
1 b1 2
—Tdrdgp = —2b27r/ ) p— . (1.38)
s, T lo ge a loge a a T loge a
e quindi:
— 1 —
h=—14 1.39
27r7“Z“0 ( )
Per determinare W conviene partire da h:
1 - log, &
—l, = — Vv 1.40
27rrZ“0 o ( )
Quindi ¥ deve dipendere solo da ¢ (e questo, tra laltro, ¢ sufficiente per
avere 83—:1; = %—i’ = 0 sui due contorni. Imponendo cio:
b1oU _ 1
—log. 579, =+
(1.41)
V—__¢_
log;‘3 .

o U ¢ discontinua, oppure ¢ polidroma (figura 1.2).
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Figura 1.2: Discontinuita e polidromia di ¥



CAPITOLO 2

Modi QUASI-TEM

Nelle strutture con dielettrico non omogeneo, come ad esempio le microstrip,
non sono possibili campi TEM, eccetto che per w = 0.

E’ pero ragionevole supporre che, per “basse” frequenze, il campo sia mol-
to simile ad un campo TEM, ovvero che abbia le caratteristiche trasverse
di questo, e una parte longitudinale sufficientemente piccola da poter essere
trascurata.

Per studiare tale caso, torniamo alle equazioni di Maxwell, di cui pero cer-
chiamo direttamente soluzioni che varino con z come e 7#* in modo che:

0 )
% — —if (2.1)

La costante (3 ¢ ovviamente da determinare. Le equazioni di Maxwell diven-
tano allora:

Vt X Et = —j(.d,LLHZ;Z ;Z X (—jﬁﬁt) — VtEZ X ;z = —]w,uﬁt
Vt X ﬁt = j(.UEEZZZ Zz X (—jﬁﬁﬂ — thz X Z_; = jWEEt
(2.2)

Per semplificare, sia pure in modo approssimato, queste equazioni, occorre
valutare 'ordine di grandezza delle derivate spaziali rispetto alle coordinate
trasverse.

. . . Az—
Consideriamo ad esempio: = f(z) =~ W, avendo scelto come Ax
un intervallo in cui f(z) varia in maniera significativa:

flz + Az) — f(x) = O[f (z)] (2.3)

Allora segue:

o =0 LY (2.4
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Se, in particolare f(z) = sin %Tx, un intervallo Az e una frazione significativa

di A, ad esempio %. Pertanto l'ordine di grandezza di f’(z), valutato tramite

5 A S () — 2m o 2m R 2 .
la (2.4), ¢ 5. In realta f'(x) = 5F cos =¥ con ordine di grandezza <, che &

perfettamente coerente con la stima (2.4).

Nel caso di una microstrip, la scala di variazione ¢ dell’ordine di grandezza
di una frazione di w, o di h. Detta s tale scala di variazione, allora:

Vix B=o () | v =o(2) (2.5)

Nelle (2.2) per le componenti longitudinali, ricordando che H, = O (LE),

si trova che il primo membro ¢ O (@) e il secondo ¢ O <|£/\t|>, che ¢ un
valore molto pit piccolo se assumiamo:

w,h <\ (2.6)

Analogamente nelle componenti longitudinali resta solo il secondo membro e
quindi si trova, se vale la (2.6)

VtXEt:O VtEZZO
2.7)
VtXHtZO VtHz:O

Dal secondo gruppo di (2.7) segue che E, e H, sono costanti, e quindi nulle
(sono nulle all’infinito), mentre E; e H, sono separatamente irrotazionali.

Poiche le equazioni alle divergenze forniscono, con la stessa analisi:

{VVE}:O (2.8)
Vt-Ht:O .

allora E; puo essere calcolato risolvendo lo stesso problema elettrostatico del
caso TEM, ovviamente in una struttura con dielettrico non omogeneo. Allo
stesso modo andrebbe calcolato H, ¢, in quanto non vi e alcuna connessione con
E,. Tuttavia se, oltre al problema reale in esame, consideriamo un problema
con gli stessi conduttori, ma con un dielettrico omogeneo (vuoto), scopriamo
che il campo H, (magnetostatico) ¢ lo stesso nei due casi, non dipendendo
da e:

H, = H? (2.9)

avendo usato l'apice “a” per il caso di dielettrico omogeneo.
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Ma con dielettrico omogeneo il campo ¢ TEM, e quindi ﬁf e legato ad Eg:

— 1 — —
H = —EE;I X . (2.10)

e quindi e possibile ottenere ﬁt risolvendo un secondo problema elettrostati-
co.
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Propagazione nelle strutture a piu
conduttori

Nel caso di strutture a piu conduttori, le equazioni delle linee di trasmissione
vanno scritte considerando vettori numerici di tensione e corrente a N com-
ponenti V(z) e I(z), introducendo le matrici di capacita C e induttanza L
statiche della struttura:

—% = ijf
(3.1)

—% = jwCV
Per risolvere tali equazioni possiamo derivare la prima e sostituire la seconda

ottenendo: ~
d? -
—d—; = w’LCV (3.2)

Cerchiamo una soluzione del tipo V(z) = Ve 9% con V* vettore costante
e 3 da determinare.

Una tale soluzione costituisce un modo, ovvero una configurazione di campo
che:

1. puo esistere da sola nella struttura
2. si propaga con una unica velocita di propagazione

Il vettore V'* descrive la configurazione trasversa del modo, in quanto ¢ pro-
porzionale alle condizioni al contorno usate per calcolare €.

Sostituendo si trova: )
Lo+ = g (3.3)
o2
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Poiche stiamo cercando vettori VT diversi da zero, la precedente e un’equa-
zione agli autovalori.

Ad ogni autovalore g—z e autovettore V' della matrice (di ordine N) LC
corrisponde un modo della struttura. Tale modo ha una configurazione di
campo trasverso, determinabile da ‘7'*, e una costante di propagazione (5.
Ovviamente ogni modo ¢ definito a meno della sua ampiezza, e ha entrambi
i versi di propagazione.

A questo punto occorre distinguere il caso TEM dal caso QUASI-TEM. Se
la struttura accetta campi TEM (ovvero il dielettrico ¢ trasversalmente omo-
genco), allora 3 = w,/eit per ogni modo. Pertanto la matrice LC ha tutti
gli autovalori uguali (e ogni vettore ¢ un autovettore). Ne segue che LC ¢
proporzionale alla matrice identita:

LC=eu (3.4)

e quindi la sola conoscenza di C consente di calcolare tutte le grandezze di
interesse, essendo:

L =euC™t (3.5)

Nel caso QUASI-TEM, invece, esistono N soli modi (definiti sempre a meno
di una costante), ciascuno con la sua costante di propagazione'.

Anche in questo caso, comunque, basta la conoscenza delle sole matrici di
capacita. Infatti, se sostituiamo tutti i dielettrici con aria, otteniamo una
struttura, di matrici C5 e La, che accetta modi TEM. Quindi:

La = €poCyt (3.6)
D’altra parte L non dipende dal dielettrico (¢ una matrice di induttanze
statiche) e quindi L = L. La equazione agli autovalori diventa:
. .
0

dove 32 = w?eouo ¢ la costante di propagazione del vuoto e l'autovalore
fornisce direttamente la costante dielettrica efficace del modo.

!La somma di due modi QUASI-TEM non & un modo in quanto i due modi componenti
hanno ciascuno la loro propria velocita di propagazione.
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3.1 Corrente e impedenza - modi pari e di-
spari

La corrente puo facilmente essere ricavata dalle equazioni delle linee:
1 av LB

o g W Ppape O
Jw dz w Wegllo

Ca-V* (3.8)

Nel solo caso TEM la relazione precedente diventa, essendo Cp = <C e
B = wy/euy:
R
w?€flo

C.Vt= %C s (3.9)

Invece I'impedenza caratteristica ha natura matriciale (dovendo collegare il
vettore V1 al vettore 1), e quindi di difficile utilizzo.

Fanno eccezione due casi; nel primo solo un conduttore & alimentato (possibile
in genere solo nel caso TEM). Allora una ragionevole definizione di impeden-
za ¢ il rapporto tensione-corrente per quel conduttore. Nel caso TEM, per il
conduttore P:

V58

CI; wCpp

Nel secondo, invece, la struttura ha due conduttori simmetrici; in tal caso
tutte le matrici coinvolte sono non solo simmetriche, ma hanno i due elementi
della diagonale principale uguali. I due autovettori sono allora G) e (fl) e
anche la corrente e, per i due modi, proporzionale a questi vettori. Questi

modi prendono il nome di modo pari e modo dispari della struttura.

Zp

(3.10)

Per essi il rapporto tensione-corrente ha (a parte un segno) lo stesso va-
lore per entrambi i conduttori, e quel valore viene assunto come impedenza
caratteristica del modo. Nel caso TEM, ad esempio, si ha VT = ZI ", ovvero:

Z= éc—l (3.11)

w

La matrice C si ottiene dalla rete di condensatori (figura 3.1) come:

Ce+Cn =0,

C. 1O, (3.12)

e quindi la matrice Z vale:
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Baah
1T

Figura 3.1: Rete di condensatori

z _ P 1 Cet+Cp  Cp B
w (Cy + Cy )2 — C2 Con  Cet+Cn |
B 1 Ce+Cpn  Ch
= LG 120 [ C.  CotC, } (3.13)

Nel modo pari si ha allora:

s o (1) | Cet+2C, &} (1\ B
vi=z (1) B { C. +2C,, ] wC,(C, +2C,,) (1) wC, (3.14)

e in quello dispari:
- 1 1 154
Vt=17. = - 3.15
(_]‘> (_]‘> W(Oe + 20m> ( )

Le due quantita % e % prendono il nome di impedenze del mo-
do pari e del modo dispari o, piu semplicemente, di impedenza pari Z, e
dispari Z4. Risulta evidentemente:

Z,> Zy (3.16)

Z, risulta prossima a Z; se C,, < C, ovvero se i conduttori sono molto di-
stanziati. Se invece C, ¢ grande (conduttori vicini) allora Z, risultera molto
piu grande di Z,.

Nel caso QUASI-TEM, si ha:

1 B 1
CA C B CA@(CAG + 2CAm)
[c+C. -G
-C, C.+0C,

CA@ + CAm CAm
CAm CAe + CAm

(3.17)
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I valori di .5y dei vari modi si ottengono moltiplicando questa matrice per
(}) e (_11), ottenendo per il modo pari:

1 1
L = -1 . =
G o) = oo ()

o 1 CAe + CAm CAm e o
B CAE(OAe + QCAm) CAm CAe + CAm Ce N
 Cue(Cae +2C4n) | Cac +2Cam | Cae '
e per il modo dispari, analogamente:
Ce +2C
d e m
=& M 3.19
Eeff CAe + QCAm ( )
Per I'impedenza si procede nella stessa maniera.
Essendo Z7! = we:ﬁCA = %ZZO%CA, segue:
7 - o C;! (3.20)

W 4 /Eeff

L’impedenza di modo pari o dispari si ottiene moltiplicando Z per (1) oppure
(711) Analogamente al caso TEM, quindi:

Bo 1 Bo
7 = _ (3.21)
b w /Efo CA@ w V CABCC
= bo (3.22)

Bo 1
Zg=
wyfet,, Caet 2Cam W \/(Cac+ 2Cam)(Ce +2Cy)

Si noti che le espressioni di €.5f ¢ Z per i modi pari e dispari sono del
tutto analoghe a quelle di una linea a un conduttore, a patto di usare C, e
C.+2C,, come capacita. Cio segue anche dalla manipolazione del diagramma
di capacita, mostrato nelle figure 3.2, 3.3 e 3.4.
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L
T 1

Baoh
11071

Figura 3.2: Diagramma di capacita

C‘T_ ‘T_C
L L

Figura 3.3: Modo pari (il circuito viene aperto nel punto A)

Rasa=y
T

'II—H—T

Figura 3.4: Modo dispari (il punto A viene messo a massa)



CAPITOLO 4

Valutazione numerica dei parametri
di una linea

4.1 1l metodo delle differenze finite

Per calcolare il campo, e quindi le caratteristiche di una stripline (figura 4.1),
occorre risolvere 1’equazione:

Tt

—
W

Figura 4.1: Geometria di una stripline

Vio =0
¢ = 1 sul conduttore interno (4.1)
¢ = 0 sui conduttori esterni

Vogliamo qui discutere una delle tecniche numeriche disponibili per tale so-
luzione, detta delle differenze finite (FD). La soluzione cercata ¢ ¢ una fun-
zione delle variabili continue z,y. Per prima cosa accettiamo di valutarla
solo nei punti di una griglia regolare (figura 4.2) con spaziature Az e Ay
(eventualmente diverse). Dalla formula di Taylor si ha:
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D
A P C IAV
& &
B
A X

Figura 4.2: Griglia regolare per una stripline

2
da=dp+ 52|, (—Az) + 1 5% P(—A$)2
(4.2)
2
¢c = dp+ S—Zﬁ\P(Ax) +15¢ P(A$)2
Espressioni analoghe si hanno in direzione y. Sommando si ha:
2
%PZ@@HWJC—%P (43)
g—yf o @¢B+¢D—2¢P
e quindi:
1 1
V20|, = 504+ dc — 20p + A08 + 00— 200 (4.4)

In tutti i punti P interni al dielettrico, quindi, I'equazione di Laplace puo
essere sostituita dal secondo membro di tale relazione uguagliato a zero (con
un errore che dipende dalle derivate quarte di ¢ moltiplicate per Az? e Ay?).

Se poi i punti di campionamento vengono scelti anche sui conduttori (e quindi
Ay & un sottomultiplo sia di ¢, sia di b), in tali punti i valori di ¢ sono fissati
dalle condizioni al contorno. Si ¢ quindi sostituita I’equazione differenziale
con un sistema lineare infinito (in quanto il dielettrico ¢ illimitato).

Una riduzione del “numero” di equazioni si puo pero ottenere sfruttando la
simmetria della struttura. Infatti il potenziale ¢ deve essere simmetrico sia
rispetto a x, sia rispetto a y, ovvero ¢(—z,y) = ¢(z,y) e ¢(z, —y) = ¢(z,y),
Vz,y 1. Consideriamo allora un punto P sull’asse z (figura 4.3): per esso
b = ¢p, per cui VZpp pud essere espresso solo in termini di ¢4, d5, dc.
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Figura 4.3: Punti nella griglia relativa alla stripline

Analogamente se P e sull’asse y.

Ne segue che se P appartiene ad un certo quadrante (assi inclusi) I'equazione
di Laplace in quel punto riguarda solo i valori di ¢ nello stesso quadrante.
Pertanto basta limitarsi alle sole equazioni di quel quadrante per risolvere il
sistema.

Una ulteriore conseguenza di questa simmetria e che in P risulta g—i = 0.

Infatti g—z = limay—o ¢Dgy¢3 =0

Sull’asse x il campo € e quindi tutto tangenziale e pertanto 'asse stesso
(o pin precisamente il piano (x,z)) puo essere sostituito da un CMP e lo
stesso vale per I'asse y.

Per poter risolvere il sistema occorre poi una ulteriore approssimazione, ov-
vero occorre trovare le equazioni in modo da averne un numero finito. Cio si
puo fare ricordando che il campo decresce al crescere di |z| e quindi si puo
assegnare ¢ = 0 ai punti con |z| sufficientemente grande (il che equivale a
porre, in quel punto, due punti CEP). Naturalmente, se dopo la soluzione
si trova che vicino ai conduttori fittizi il campo e ancora sensibile, occorre
ripetere il calcolo allontanando i conduttori stessi.

Una volta calcolata la ¢, la capacita puo essere ottenuta con due tecniche.
La prima e di calcolare 'energia elettrica della struttura:

1 1
We = 50‘/2 = 56/ |€‘2dS = (C = 6/ |€|2dS (45)

I'Basta quindi calcolare ¢ in un solo quadrante.
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Laltra ¢ di valutare la carica come flusso di D o sul conduttore centrale, o
su quello esterno (che perd comprende tutte le superfici su cui si € imposto
¢ = 0 per chiudere il dominio):

- - 0
C:%:Q:/D-indl:e/é-indl:e/8—idl (4.6)
dove I'integrale va esteso ad un contorno che circonda la strip.

Assumendo per semplicita Az = Ay, conviene prendere un contorno che
disti &% dalla strip (figura 4.4). L'integrale va diviso in tanti contributi, uno

D E

- —

7%

Figura 4.4: Contorno sulla stripline

per punto della strip. Quello relativo a punti non di spigolo (A o C') vale:

99 _ A 04— %D

A
x@nA Ax

(4.7)

Per i punti di spigolo (come B) si ha invece:

Ar 1 Az ¢p— ¢ | ¢r — OB
a2 (o2 )| = 4.8
{2+8(W2>] { Ar | As (4:8)
dove la linea di integrazione comprende meta del quarto di cerchio corrispon-
dente dello spigolo.

Si noti infine che se vi sono dielettrici diversi ’equazione di Laplace va so-
stituita da V; - (€Vi¢) = 0. Applicata ad una superficie (i cui vertici sono
punti del reticolo) tagliata a meta dalla superficie di separazione, consente
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di ottenere le condizioni di raccordo tra dielettrici.

I parametri di interesse sono C' e C, (necessario a calcolare L) e quindi
basta calcolare solo E}. Si trova:

E'= -V, conV, (Vi) =0 (4.9)

e le condizioni al contorno o all’interfaccia. Ovviamente € = ¢y per calcolare
. . k2 .
C,ee= e(f) per calcolare C'. Si noti che, essendo L = —%-, si ha:
w2Cy?

Y 7 " N RV/e/cA
Z—\@—wm—%m%[ o ] (4.10)

essendo v, la velocita della luce nel vuoto.

In genere tale equazione non puo essere risolta analiticamente ed occorre
una soluzione numerica, ad esempio usando le differenze finite. In tal caso le
condizioni di raccordo vanno opportunamente imposte, scegliendo la superfi-
cie tra i dielettrici intermedia tra due linee del reticolo. Si ha [ (—:Vtgbdf esteso
al rettangolo tratteggiato (figura 4.5). I valori di % necessari sono (¢i_¢n)fz

J i
[ i -
B | A

Figura 4.5: Circuitazione della superficie tra i dielettrici

con i = B, C, D, E rispettivamente (per continuita il campo elettrico in AB
o AC' ¢ lo stesso sia calcolato nel dielettrico, sia nel vuoto). Si ha quindi:

(85625 (b0—64)+ 6 (b0—6a)Her(Bp—0a) e (d5—0a)+5(D5—02)
(4.11)



Valutazione numerica dei parametri di una linea 26

e quindi 'equazione per ¢4:

Or + €¢p + %(9253 + ¢c)

ba = T

(4.12)

che generalizza quella valida per il dielettrico omogeneo.

4.2 Un metodo variazionale nel dominio tra-
sformato

Nella approssimazione TEM (quasi-statica) il potenziale ¢(z,y) per una mi-
crostrip (o altra struttura planare) e soluzione di una equazione di Laplace
con opportune condizioni al contorno; il problema ¢ quindi analogo al cal-
colo del campo elettrostatico. Come in quest’ultimo caso e allora possibile
sostituire ai CEP le cariche indotte alla superficie. Se, in particolare, questo
viene fatto per la striscia centrale, la geometria che si ottiene non presenta
variazione lungo z (la densita indotta p(z,y) diventa un termine noto e l'e-
quazione si trasforma in quella di Poisson). In tal caso ¢ possibile considerare
non le funzioni ma le loro trasformate di Fourier rispetto a x, che risultano
essere piu facilmente calcolabili.

Consideriamo in particolare una microstrip (figura 4.6) di spessore nullo (ma
le difficolta per casi piu generali, come spessore finito, piu strati e cosi via
sono solo algoritmiche).

W
—

CEP

Figura 4.6: Geometria di una microstrip

I1 potenziale ¢(x,y) ¢ soluzione della equazione di Laplace con opportune
condizioni al limite e di raccordo:

V26— 0
¢(z,0) = ¢(z,00) = (4.13)
¢(x,h™) = ¢(z, h")
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nonche la condizione di continuita della componente y della induzione:

]
W lppe Oy

- e—lop(x, h) (4.14)

z,h~

La soluzione di questa equazione e abbastanza complessa. L’unica cosa che
si puo dire ¢ che ¢ dipende linearmente da p e che tale relazione ¢ anche
omogenea rispetto a z. Esiste quindi una funzione g(z;y,vy’), detta funzione
di Green nel dominio spaziale, tale che:

1 w2 1
€0 J—w/2 €0

(la funzione g & la risposta impulsiva, ovvero il potenziale per p = §(x — zy)).

Se invece passiamo al dominio trasformato, indicando con:

dla,y) = / ¢(x,y)e’*"dx (4.16)
le trasformate di Fourier, ’equazione diventa:

e dQ&
d’immediata soluzione:

~ Asinhay 0<y<h
avendo imposto le condizioni sul piano di massa e all’infinito. Le condizioni
di continuita forniscono poi:

Asinh ah = Be~lelh
{ —|a|Be719h = ¢.aA cosh ah — L p(a, h) (4.19)
€0
Dividendo membro a membro si ha:
1
Lcothah— —— j—— 4.20
ercoria egAsinh ah’ o (4.20)
da cui segue (acothah = |afcoth|alh, essendo « reale e la cotangente
dispari):
p(a, h
Asinh ah = Be~lolh = pla.h) (4.21)

~ eolal[l + € coth|alh]
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da cui segue . Poiche poi:

e y) = éﬁ(a, B)(ay, h) (4.22)

dalla conoscenza di ¢ segue anche g, ovvero la funzione di Green nel dominio
spettrale.

A questo punto sono possibili varie strade.

1. Se e noto p(x, h) si puo calcolare &, antitrasformare e da questo calcolare
la capacita C.

2. La densita p(z,h) si puo calcolare imponendo che ¢(z,h) = 1 per
|z| < w/2. Si ottiene cosi una equazione integrale in p che pero richiede
il calcolo della antitrasformata di g.

3. Si puo utilizzare una espressione variazionale per C' che consente di
ottenere un buon risultato anche utilizzando una approssimazione ra-
gionevole alla vera p, meglio ancora se il calcolo puo essere fatto nel
dominio trasformato.

Le espressioni variazionali sono tipicamente il rapporto tra due funzionali
quadratici. Per ricavarne uno per C' partiamo da:

Q =Co¢(x,h) |z| < w/2 (4.23)

dove ) = ff}ﬁQ p(x, h)dz; moltiplichiamo per p(x, h) e integriamo sulla strip:

w/2
Q* = C/_ B p(x,h)p(x, h)dx (4.24)

da cui: /2
% = é/_ B p(x, h)p(x, h)dx (4.25)

Questa relazione ¢ effettivamente variazionale se il differenziale primo di %
rispetto a p si annulla ovvero se, detti N e D numeratore e denominatore:

DAN = NAD (4.26)
Ora AD = 2QAQ = 2Q [ Apdzx. Per il numeratore si ha invece:

AN — /[Ap~¢+p~Aq§]dx—

= [ |sotrote) 1 oto) [ Zapiate - an
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Nel secondo termine possiamo invertire 1'ordine di integrazione ottenendo:

€0

av = f [Ap<x>¢<x>+iAp<x> [ gt — | az -
= 2/Ap(x)gz5(x)dx (4.28)

dove ¢(z) ¢ 1l potenziale vero, pari a 1 sulla strip. Pertanto AN = 2 [ Apdz =
2AQ ¢ N = [ p(z)dz = Q (ovviamente tali risultati valgono se ¢, p sono i
valori veri). Ne segue che la formula ¢ effettivamente variazionale.

Se poi utilizziamo l'identita di Parseval, si ha:

1 1

che consente di calcolare % senza antitrasformare ¢.
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5.1 Potenziali di Hertz-Debye

In assenza di sorgenti sono utili potenziali diversi dalla coppia (ff, ®), come
i due potenziali scalari di Hertz-Debye.

Il potenziale A ¢ definito a meno del gradiente di uno scalare. Se il cam-
po H ¢ tutto trasverso rispetto ad una direzione (che possiamo individuare
come la direzione z) questa liberta consente di scegliere A rivolto lungo z.
Poniamo A = A, + A,i, e V = V; + zz, separando la parte trasversa e
quella longitudinale.

La condizione H, = 0 fornisce:
(VXA =1, (Vi x A) =0 (5.1)

e poiché V,; X fft ha solo la componente z, allora V; x fft = 0 e quindi
A, = Vix. D’ altra parte anche A’ = A— V\IJ’ e un possibile potenziale e
percio A= A, + Vix — V¥’ — ‘N’ . Posto ¥/ = y, si ha A’ = 0 e quindi

esiste un potenziale A longltudlnale.
A= ZZ,LL‘II (5.2)
che consente di ottenere qualunque campo TM (con H, = 0). Per esso:
H, =V x (Vi) = VU x i, = V,U x 7,
(5.3)

jweE =V x Hy =V x V x (Vi,) = VV - (V7,) — VUi, =
IV - VUi, = 2V, 0 — VIV,
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che consente di separare la parte longitudinale e trasversale di E.
Per ottenere ’equazione che soddisfa ¥ partiamo dalle equazioni di Maxwell:

V XV x H=jweV x E = jwe(—jwpH) = B*H

e sostituiamo la prima delle (5.3):
V XV XVx(Ui,) -V x (Vi) =V x[VxVx(Ui,) - 32Vi.] =0

La quantita in parentesi vale:

VYV - (Vi) — V2Wi, — 207, = quf — VUi, — Ui, (5.4)
z

Il rotore del primo termine e nullo e resta:
V X i, [V20 + 520] = 0 (5.5)

Quindi i.[V2¥ + §2¥] = Vy/, dove \’ deve dipendere solo da z. Pertanto
V2V + 320 = f(z). La soluzione di tale equazione ¢ la somma di un integrale
particolare (e ne esiste uno funzione solo di z) e dell'integrale generale della
omogenea. L’integrale particolare non contribuisce al campo e resta:

VAU + 320 = 0 (5.6)

Per dualita ogni campo TE puod essere sempre espresso tramite un altro
potenziale ¢ tale che V2¢ + 3?¢ = 0, come:

{ Et = —ng X1, = —Vtgb X 1, (57)

—jwpH = 2,6+ Vi¢i,

5.2 Decomposizione in campi TE e TM

Ogni campo elettromagnetico in assenza di sorgenti puo sempre essere espres-
so come somma di un campo TE e uno TM. Consideriamo un campo con
E. #0, H. # 0 e determiniamo una funzione ¥ soluzione della equazione di
Poisson:

VI = —jwek, (5.8)

A partire da ¥ possiamo determinare (usandolo come fosse un potenziale
di Hertz-Debye) un campo TM, che indichiamo con ET™™ HT™™ ¢ la cui
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componente z coincide con quella del campo assegnato. Ne segue che il campo
E—FE™ [ — H™ & un campo TE e pertanto la decomposizione cercata e:

fi = (F — {7™) 4 {7 (5:9)

(Eooim i
Per la componente TM si ha V20 + 520 = 0 e quindi:

82

92 + (2 = jweE, (5.10)

Se assumiamo ¥ = W,e~7%* allora (32 — k2)¥ = jwek, e quindi E, ¢ utiliz-
zabile direttamente come potenziale, cosi come H, nel caso TE.

In ogni caso ogni campo puo essere derivato dai potenziali ¥ e ¢ come:

E, =129,V _-V,6xi E. = —LVXy
T w0z V] 1t¢ i { jue 1 (5.11)
=V, U x 1, LIV H,=—5-Vi¢

5.3 Modi TE

La possibilita, nei campi TEM, di separare la variazione longitudinale da
quella trasversa semplifica lo studio di tali campi. Nello studio dei campi TE
(o TM) conviene vedere se esistono soluzioni esprimibili in forma fattorizzata:

E *53
{ P _1 n (5.12)

dove ora V' e I non hanno piu significato fisico diretto e quindi anche la scelta
di una impedenza sara solo una questione di convenienza (si noti comunque
che anche nel caso TEM la scelta della impedenza caratteristica ¢ arbitraria,
pur esistendo una definizione “naturale” che qui manca).

In termini di potenziale di Debye, si ha:

E =V(2)E=—V¢ x i.

Hy = 1(2)h = - 2V:0 (5.13)
H. = -2V

La fattorizzazione dei campi implica una uguale fattorizzazione del potenziale
o = kl—tqbo(f)\/(z), con k; costante arbitraria con dimensione m™!, dal che
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segue:
&= —EVigo x iz
[(Z)h = ﬁvt¢0% = h = —k%vt¢0 =e=hX ;z (514)
—Cé—‘z/ = jwul

Dalla equazione per ¢ si ha poi:
VVido+ ¢oV" + 52V = 0 (5.15)
e separando le variabili si ha V”(z) proporzionale a V (z).

Poniamo allora:
1 . 1d/

1
V(z) = —k—zV (2) = ]w,uk—zg (5.16)
con k? costante, ottenendo le equazioni delle linee:
av _ - 2
—ar = Jwpd k2
k2 = Leg =p, Ce = 5.17
{—%=Jf—;v T e o

k. e quindi la costante di propagazione, mentre I'impedenza vale:

L, Wit
Z = ” 1 = 1
Ceg k. (5.18)

Vogliamo notare esplicitamente che tale valore di Z e pero frutto di una scel-
ta, quella di porre € = h xi,. Ponendo piu in generale € = AhXi, e scegliendo
opportunamente A, si puo ottenere qualunque valore di Z. Ne segue che Z (e
anche V' e I) sono grandezze utili nei calcoli ma prive, per campi non TEM,
di realta fisica.

Sostituendo poi V" = k?V nella equazione per ¢, si ha:
Vido+ (8% = k2)o = 0 (5.19)

Poniamo la costante k;, precedentemente introdotta, pari a /3?2 — k2, otte-
nendo l'equazione:

Vido+ kigo =0 (5.20)
Per quanto riguarda le condizioni al contorno (figura 5.1), si deve avere
(?-z_'; — 0 ovvero —h X z: . fc — —h- ;n = — g—i . =0 Quindi si deve
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'f('.

la

Figura 5.1: Posizionamento dei versori rispetto al contorno del conduttore

avere: 5 5
{ g@’gﬁbzo (5.21)

onle

e ¢ non identicamente nullo.

Questo problema e detto agli autovalori e le sue soluzioni sono delle cop-
pie (kZ,,¢,) di “autovalori” ed “autovettori” tali che se k? = k?, 1'equazione
ha soluzioni non banali proporzionali a ¢, mentre se k¥ # k2, Vm, I'unica
soluzione ¢ ¢ = 0.

In particolare ad un autovalore corrisponde uno spazio vettoriale di solu-
zioni, la cui dimensione (eventualmente maggiore di 1) & detto molteplicita
dell’autovalore.

Si dimostra che gli autovalori di k? sono reali non negativi, e che le auto-
funzioni e gli autovalori sono un insieme numerabile ortogonale (o almeno
ortogonalizzabile) e completo. Ogni autofunzione ¢ da luogo ad un modo,
ovvero ad un campo che puo esistere da solo nella guida. Le funzioni V, I ed
i vettori €, h corrispondenti vengono rispettivamente detti funzioni scalari e
vettoriali di modo.

Si noti infine che H, dipende da V' (2):

1 V(2 V260 = kV(2) b (5.22)
Jwp ky ! Jwp '

H,=—
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5.4 Modi TM

Anche per i campi TM e possibile cercare una soluzione fattorizzata. Partia-
mo da ¥ = kit](z)\llo(f), ottenendo:

{ Hy=I(2)h = L1(2)V, U x . = h = -V, x 7, (5.23)

S > 1. dI'1 > _ 1 h— 2w
Et—V(z)e—jwdzktVt\I/oée— w Vil = h=—€xi,

Per quanto riguarda le funzioni scalari di modo, si ha:

—i = eV (5.24)
[y + IV2U + 10, = 0 = [" = k2] '

e quindi le equazioni delle linee:

dr _
—5, = JjweV
2 5.25
{ — = R = (5:25)
con Le, = f—i, Ceg=¢€, 7 = fTZe
Infine:
V20, 4 (6% — E2)Uy = V2o + k20 = 0 (5.26)

Le condizioni al contorno sono ora due, in quanto ¢,, X £ ha due componenti,

una trasversa e una lungo z. Da € - i.| = 0 segue %‘c = 0, ovvero WUy
C

costante sul contorno.

D’altra parte E, = —jﬁ%Vf‘Po = —%0W) e quindi da E.|, = 0 segue
Uy|. = 0, che & la condizione da imporre (si noti che k; # 0, altrimenti il

modo ¢ TEM).

La discussione e analoga al caso TE. Si vuole solo notare che il modo col
k; # 0 piu piccolo € sempre un modo TE.

5.5 (uida rettangolare

Consideriamo un guida rettangolare (figura 5.2); per risolvere I'equazione di
Helmholtz:
Viu+ kiu =0 (5.27)

utilizziamo ancora la separazione di variabili u(z,y) = X(z)Y(y). Si ha
X"Y +Y"X + kXY =0, ovvero 5° + X2 4+ k2 = 0.
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b“ < 4@
a Z
Figura 5.2: Guida rettangolare
Separando la dipendenza da x e y, si ha, se kf = k7 + k.-
{ X"+ kX =0= X = A, cosk,x + B, sink,x (5.28)

Y'+ kY =0=Y = A,coskyy + Bysink,y

A questo punto occorre imporre le condizioni al contorno, che sono diverse

nei due casi.

Caso TE u=Ww, g—i’ = 0, ovvero:
g—\i’ = % =0 r=0,a
(5.29)
v _ dy _ _
G = Ay — 0 =0,b
Le condizioni a zero richiedono B, = B, = 0. Resta allora X =
A, cosk,x, % = —k, A, sink,x e quindi 'altra condizione fissa:
ka=nt  n>0 (5.30)
e analogamente per l'altra in y. In definitiva:
W, = Fy COS PTL cos T2 (5.31)
a b
con n ed m non entrambi nulli:
nm 2 mm 2
k2 = (—) (—) 5.32
t a + b ( )
Caso TM u = ¢, con ¢ = 0, ovvero:
=X = z=0,a
{¢:Y: Y= 0.b (5.33)
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Le condizioni a zero richiedono A, = A, = 0, e le altre:

k,a = nm n >0
{ kyb = mm m >0 (5.34)
In definitiva: S S
¢nm = I'nm sin —— sin (535)
a b
con n ed m entrambi maggiori di zero:
nm\ 2 mm 2
K2 — (—) (—) 5.36
t a _'_ b ( )

5.6 Caratteristiche della propagazione

Abbiamo visto che, per una guida rettangolare, esistono una duplice infinita
di modi TE e TM (tale proprieta e vera in generale). Vogliamo studiare le
caratteristiche propagative di uno di tali modi.

2

Dalle equazioni delle linee segue: k.Zy = wpy = % = we (1 — k—t> =

Zo 2
Zy = % per il caso TE, e k.Zy = wpyg (1 — Z—z) = 2—0 = wey = Zy = fjo
per il caso TM. Il problema e quindi il calcolo di k..
Si trova, in entrambi i casi:
k2 =k —k} (5.37)

e possiamo quindi distinguere due casi (assumiamo, e lo dimostreremo, che
k% ¢ reale):

1. k% > k2. Intal caso k. ¢ reale e crescente con la frequenza; in particolare
limg, oo % = /€oto- Si ha quindi una normale propagazione del modo.

2. k* < k?. In tal caso k? < 0 e k, = —ja ¢ immaginario puro. Il modo si
trova quindi in condizioni di cut-off (analogamente ad un plasma con
e < 0).

L’impedenza caratteristica e reale nel primo caso, mentre ¢ immaginaria pura
nel secondo (in particolare, essendo o > 0, capacitiva per i modi TM e
induttiva per quelli TE).
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Figura 5.3: Diagramma di Brillouin

5.7 Diagramma di Brillouin

Per rappresentare le caratteristiche di propagazione di una guida, si usa il
diagramma di Brillouin (figura 5.3). Infatti, per £ < k;, ovvero al di sotto di
una frequenza, detta frequenza di taglio del modo f,, si ha: —a? = k? — k2,
ovvero un arco di cerchio. La massima attenuazione ¢ o = k;. Al di sopra
della frequenza di taglio invece, si ha 3? = k* — k?, ovvero una iperbole con
asintoto w = % La guida si comporta pertanto come un filtro passa-alto
(invece i modi TEM non hanno frequenza di taglio).

Ovviamente, se si vuole utilizzare la guida per trasmettere (potenza o in-
formazioni) & necessario utilizzarla al di sopra della frequenza di taglio. Se
in particolare si vogliono trasmettere informazioni, ¢ necessario utilizzare un
solo modo, altrimenti il segnale si divide in parti con diversa velocita di fase
e perde immediatamente la sua forma. Inoltre e necessario evitare le zone di
forte dispersione, dove v, varia molto con w. Poiche v, ¢ la tangente trigo-
nometrica dell’angolo che la tangente geometrica alla curva forma con 'asse
[, occorre evitare la zona vicino alla f. del modo. In pratica, se f; e fy sono
le frequenze di taglio del modo fondamentale e del primo modo superiore, la
zona utile e 1.2f; + 0.8 fs.

E’ anche possibile usare la guida a f > f;. In tal caso tutti i modi di ordine
basso hanno v, >~ ¢ (quindi senza dispersione) e, per sorgenti opportune, gli
altri sono praticamente non eccitati. Si parla allora di guide multimodo e
si usano a frequenze elevate, dove le dimensioni per guide monomodo sono
troppe piccole.
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11 modo scelto & evidentemente quello con la f. piu bassa (modo fondamenta-
le). Per una guida rettangolare, con a > b, tale modo ¢ il TE;g. E’ comunque
possibile con artifici particolari (filtri modali) far funzionare la guida su un
solo modo superiore.

5.8 Potenza nelle guide
Consideriamo un campo generico:

Et = Z Vn(z)én(a ﬁt = Z Im('z)}_im(ﬂ (5.38)

dove la somma ¢ su modi TE e TM.

Il flusso di potenza attraverso la guida vale:

- 1 - L
P= /s ciedS =) 5vn[;/an X Ry - 1.dS (5.39)

Dimostriamo che 'integrale vale d,,,,. Cominciamo a considerare €, Hm ap-
partenenti a modi dello stesso tipo (ad esempio TE). Allora:

/571Xﬁm"zzdsz/;zX(?n'];mdS:/En-ﬁmdS:/WdS
tnvtm

(5.40)
Dall’identita di Green, tale integrale vale:

1 ov 1
U, —"dl — [ v, V2V¥,,dS| = — U, V20U, dS (5.41
ktnktm |i/ an / Vt :| ktnktm / Vt ( )

in quanto la superficie laterale ¢ un CEP. Usando I’equazione di Helmholtz,
la ortonormalizzazione delle ¥ segue la tesi.

Se €, ¢ di un modo TM e ﬁm di un modo TE allora (il viceversa si riconduce
a questo):

L. 1 -
/a X b - 1,dS = /Vtgbn x V,U,, - 1,dS =
ktnktm
1

ktnktm

— / GV X vtwm-fzds]
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Il secondo integrale € nullo. Nel primo si puo usare il teorema di Stokes e si
riduce a f 55 On V¥, icdl = 0, essendo ¢, nullo sulla frontiera. Ne consegue
che in una guida a pareti CEP risulta:

1 *k
P=>" SVal, (5.43)

ovvero i modi sono disaccoppiati in potenza. Come conseguenza le linee di
trasmissione relative a ciascun modo si accoppiano solo in presenza di osta-
coli (trasversalmente inomogenei).

Si noti pero che in presenza di modi degeneri, per ottenere modi disaccop-
piati ¢ necessario scegliere una base ortonormale nel relativo ortospazio.

Per una guida illimitata si ha I, = g—", V,, = V.Fe73%= e la potenza vale:

1 1 1 ~2a.z
P=d gz Vil= > 7MW+ 3 gzile

modi prop modi cut-off

(5.44)
Si vede quindi che la potenza reale dipende dai modi sopra cut-off ed e
costante, mentre la potenza reattiva dipende solo dai modi in cut-off e decade
con z.

5.9 Proprieta espansione modale

1. Gli autovalori k7 sono positivi (escluso i modi TEM). Infatti da V2 =
—k2W segue k2 |U]* = U*V2U = V- (U*V¥) — |V|*. Integrando si ha:
[oIVT*dS — [ w2Lq

ki = S
Jo1¥[7dS

(5.45)

Ma su C risulta 2¥ = 0 (modi TE), oppure ¥ = 0 (modi TM con
E, #0), per cui k7 > 0. D’altra parte k2 = 0 non ¢ un autovalore. Se
lo fosse, per un modo TE si avrebbe V2W¥ = (0 ovvero, moltiplicando
per U* e integrando:

ov
VU)? — [ W ——dl =0 5.46
[ivue- [ (5.46)
Il secondo integrale ¢ nullo e resta V¥ = 0, ovvero campo nullo. Per

un modo TM, invece, k2 = 0 implica V?W¥ = V-& = 0. Ma E, & propor-
zionale a V- (h x i) = V - € e quindi il modo sarebbe TEM. Poiché k2
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e reale, possiamo scegliere autofunzioni reali (parte reale e coefficiente
dell'immaginario di ortofunzioni complesse sono separatamente auto-
funzioni). Nel seguito quindi considereremo solo autofunzioni e modi
reali.

2. Si hanno poi i seguenti risultati per ’equazione agli autovalori (esclu-
dendo sempre il caso TEM):

e Ad ogni autovalore corrisponde un autospazio di dimensione finita,
in cui possiamo scegliere una base ortonormale.

e Autofunzioni corrispondenti ad autovalori diversi sono ortogonali.

e Esiste sempre una successione ortogonale di autofunzioni.

e Se definiamo il prodotto scalare tra due campi:
/ ex h*-ds (5.47)
S

allora modi corrispondenti ad autofunzioni ortonormali sono orto-
normali.

e Modi TE e TM sono mutuamente ortogonali.

e Le autofunzioni corrispondenti ai modi TE o TM costituiscono
separatamente un sistema completo (sulla sezione).

e [’insieme dei modi TE e TM costituisce un sistema completo sulla
sezione, fatto salvo ’eventuale modo TEM. Tale completezza vale
anche per campi che non rispettano le condizioni al contorno.

e [’espressione di un campo che rispetta le condizioni al contorno
converge uniformemente in S, altrimenti solo nell’interno di S.

3. Dato un campo nella guida, questo ¢ univocamente determinato dalle
condizioni su due sezioni trasverse. Tali condizioni sono espandibili in
modi:

EP =3 APe, i=12 (5.48)

Poicheé ogni modo trasverso da luogo ad un campo in guida, il campo
puo essere espresso in modi su tutta la guida e, poiche tale espressione
¢ unica, 'insieme dei modi ¢ completo.

5.10 Perdite nelle guide

Finora abbiamo supposto che la guida fosse costituita da un CEP e fosse vuo-
ta all’interno. In realta le pareti sono costituite da conduttore non perfetto e
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all’interno puo essere contenuto un dielettrico con perdite. Entrambe le cau-
se provocano una dissipazione di potenza e quindi una attenuazione dei modi.

La presenza di un dielettrico di costante ¢ = ¢ — je’ che riempie totalmente
la guida puo essere trattata senza alcuna variazione. Solo la definizione di k,
diventa:

k,= \/w2(e’ — jeMpo — ki = \/(w%’uo — k2) — jw2e" o (5.49)

Indichiamo con w. la frequenza di taglio per perdite nulle: w. = \/ff% e

supponiamo ¢’ < €.

Se w ¢ maggiore di w.g, in modo che ¢’ < ¢ — IR allora si puo sviluppare
in serie ottenendo:

2.1
: W€ Ho
k=P =i 12 (5.50)
(w2€'po — ki)
. . NS . n __ _ E_// 1
in cui fy ¢ il valore di k. per €’ =0e a=—j5 P
N . . . k2 . N .
Se w ¢ minore di w.g, in modo che ¢’ < |¢ — 25| S1 puo ancora sviluppare
in serie ottenendo: )
w?e" g

kz = —jOé() + 5 (551)

(k7 — wepo)
dove oy ¢ il valore di attenuazione (per cut-off) in assenza di perdite. Si vede

quindi che la presenza di €” £ 0 fa si che vi sia sempre 3, @ # 0, ma lontano
dal cut-off l'effetto di a () ¢ molto piccolo.

Invece, al cut-off, si ha:

L
ke =/ —jwe no = ?j v w2e” o (5.52)

ovvero « e (3 sono uguali.

Il diagramma di Brillouin diventa (anche se la scala non & corretta) come
in figura 5.4. Inoltre, salvo che molto vicino al cut-off, si puo sempre assu-
mere che 'impedenza caratteristica sia quella imperturbata.

La presenza di una conducibilita finita delle pareti provoca invece proble-
mi maggiori, in quanto la condizione Eyun = 0 non vale pit. Essa puo essere
sostituita, se wUTp > 1 (essendo o la conducibilita ed €, la costante dielettrica
delle pareti) con la condizione di Leontovich:

Etan - Zsﬁtan X Zn (553)
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A A
-

Figura 5.4: Diagramma di Brillouin

dove Z, = %, essendo 0 la profondita di penetrazione nel conduttore.

Da tale conclusione si vede immediatamente che non esistono ne modi TE, ne
modi TM. Infatti la presenza, nei modi TE, di h con componente tangenziale
da luogo ad una E, tramite la condizione di Leontovich. Analogamente nei
modi TM e la presenza di una € tangenziale a dar luogo ad una H,. Ne segue
che la propagazione puo, a rigori, essere descritta solo dallo sviluppo modale
completo. Se pero la conducibilita ¢ molto elevata, allora Z, ¢ dell’ordine dei
m$2 ed e possibile utilizzare un approccio perturbativo.

Possiamo cioe assumere che, fissate le sorgenti, il campo nella guida idea-
le (ovvero con o = o0) e in quella perturbata (ovvero con o # o0) sia
praticamente lo stesso, ad eccezione di due punti:

i. Un campo che nella guida ideale ¢ nullo, non puo essere considerato
ancora nullo nella guida perturbata, ma occorre calcolarlo;

ii. La presenza di perdite nella guida perturbata produrra una attenua-
zione del campo, attenuazione che va necessariamente calcolata.

Consideriamo allora un insieme di sorgenti che, nella guida ideale, produ-
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cano un singolo modo progressivo. Le stesse sorgenti, nella guida perturbata,
produrranno un campo simile a questo (che perd ora non ¢ pitt un modo della
guida perturbata), ad eccezione dei due punti precedenti.

In particolare il campo Ejon sulle pareti della guida sara ora diverso da ze-
1o, e potra essere calcolato dalla condizione di Leontovich a partire dal campo
magnetico tangente imperturbato (che, essendo diverso da zero, coincide con
quello perturbato). Nascera inoltre una attenuazione « che va aggiunta alla

k. del modo.

Per calcolare tale attenuazione applichiamo il teorema di Poynting alla zo-
na di guida compresa tra le sezioni z e z + Az (figura 5.5). Posto P(z) =

Tin

z Z+Az
Figura 5.5: Teorema di Poynting applicato alla guida

57|V (2)]?, si ha:

—P(z4A2)+P(z)=R [ §-i,dS (5.54)
Slat

D’altra parte S = %Emn x H*  dove I—jfmn e quello imperturbato e Et,m segue

tan>
dalla condizione di Leontovich:

L 2

- = 1 — — — — —
S - Zn = §Z5(Htan X Zn) X lekan . ’Ln = ? Hta,n (555)
per cui (se Az tende a zero):
dP R S |2
—_— = Hypn| di 5.56
dz 2 Jo ! ( )

essendo C' il contorno e Ry = R(Z,) = .

D’altra parte se k. = (8 — ja, allora P(z) = P(0)e 2, per cui —¢& =
2aP(2) = 2a1Zy |I(2)*. Segue allora:

o2
1 fc Hign| di
o =
206 Zo|1(2)
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Consideriamo separatamente i modi TE e TM, e in particolare la dipendenza
di a dalla frequenza.

Per i modi TM (TEM inclusi): Hyp, = I(2)h e quindi’:

1 2 1 )
= dl = ——— di 5.58
2007, /C 200 Zok? /C‘W)‘ (5.58)

L’integrale non dipende dalla frequenza per cui, a parte una costante, la di-

h

w? 2

pendenza ¢ del tipo /w (#) , ovvero, normalizzando ad w,, del tipo

w
3
Wr)

(2)—

/—\

. Si ha quindi un minimo per w = /3w, (figura 5.6).

v &

Figura 5.6: Dipendenza di « dalla frequenza (modi TM)

2

L2 L2 . .
Per i modi TE: ‘Hmn _ ‘I 2 h‘ Iy \2 - (I 2 h( W’j}vt B =
‘ Vt\If‘ + ‘Z jfjﬂ __ =, p01che V, h= , si ha:

-

= H Inoltre la componente di V¢ su i, & nulla, per cui |Vt¢|2 =

1 (1 )
_ 205{k220/ V0 dl

Poiche 2% = 0 sulla frontiera, il primo integrale & fc = (9% )dl.

‘h‘ - ’hxzz

(%)
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1 Vt\lf
— \\) .
20520{ i /y 2 dl} (5.59)

La dipendenza da w e ora del tipo:
k., B’ \/ =
Vo—=QA + ———— + B
w

(5.60)
ko) % — K} e \/» /

dove A e B sono costanti. Il primo termine cresce con w mentre il secondo

diminuisce. Si ha quindi ancora un minimo (figura 5.7) che pero ora dipende
o
de

da A e B. Si noti che per i modi TE per cui = 0 l'attenuazione dimi-

1
|

_9‘
(4%
7,

Figura 5.7: Dipendenza di « dalla frequenza (modi TE)

nuisce con w. E’ questo il caso del modo TEy; di una guida circolare. Tale
modo viene talvolta utilizzato per trasmissione a grande distanza anche se il
suo impiego, non essendo il modo fondamentale, richiede 'uso di particolari
accorgimenti (filtri modali) per evitare che vi siano altri modi.

Finora abbiamo esaminato i due tipi di perdite separatamente. Quando sono
presenti entrambe e sono entrambe piccole, si puo assumere che la attenuazio-
ne totale sia o = ay+ ayy, dove o € calcolato per pareti CEP e «,, assumendo
il dielettrico senza perdite. Se cosi facendo uno dei due termini domina sul-
I’altro, allora il secondo si puo trascurare e la valutazione di « € decisamente
attendibile. Se sono invece confrontabili, la precisione su « € piu bassa ma
comunque (per dielettrici e pareti usate nella pratica) buona.



CAPITOLO 6

Spazi di Hilbert e serie di Fourier

6.1 Spazi vettoriali

Un insieme X si chiama spazio vettoriale se in esso sono definiti una addi-
zione e una moltiplicazione per uno scalare, ovvero se Vr,y € X, Ve € C =
r+y € X, cx € X, dove 'addizione ¢ commutativa ed associativa e le due
operazioni sono 'una distributiva rispetto all’altra. Se ¢ € R, lo spazio si
dice reale. Un insieme di vettori {xy,...,z,} C X, linearmente indipendenti,
viene detto una base se ogni elemento di X puo essere espresso come com-
binazione lineare finita di elementi della base. Il numero di elementi di una
base ¢ detto dimensione dello spazio.

Esempi: l'insieme dei vettori dello spazio (dimensione pari a 3), l'insieme
dei polinomi, l'insieme delle funzioni continue, di quelle derivabili, e cosi
via. Tranne il primo, gli altri sono tutti spazi a dimensione infinita e, salvo
che per il caso dei polinomi (una cui base ¢ {1,z,z% ...}), non ¢ facile (e
fortunatamente non necessario) costruirne una base.

6.2 Funzioni integrabili

L’insieme delle funzioni per cui ¢ finito! [, |f(z)|” dz, & uno spazio vettoriale

(p>1).

Per p = 1, da |f(z) +g(z)| < |f(z)| + |g(z)| discende che la somma di
funzioni sommabili ¢ sommabile. Per p > 1, occorre invece la disuguaglianza

L integrale va inteso nel senso di Lebesgue.
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di Minkowski:

l/§2’f+g’pdx:|;§ [/Q!f!pdwFJr [/Q’g‘pdmr 6.1)

Tale spazio vettoriale si indica con LP(2). Se © = R in genere si omette.
Particolare interesse hanno gli spazi L' e L?. Se € ha misura finita, allora
L' C L?, altrimenti non vi & alcuna connessione tra L' e L?. Si noti infine
che due funzioni che differiscono su insiemi di misura nulla sono considerate,
come elementi di LP, coincidenti.

6.3 Spazi normati

Una funzione X — [0, +o0[, indicata con ||z||, che gode delle seguenti
proprieta:

iz =0<=2=0
i |ex|| = |e| - ||z]|
iii. (| +yll < [J=| + [yl

viene detta una norma e X viene detto spazio normato.

Esempi: L? con la norma || f|| = [, |f|" dz] (in forza della disuguaglianza di
Minkowski). L’insieme C°(Q) delle funzioni continue sull’insieme compatto
2 con la norma || f|| = sup,cq | f(2)]-

Si noti che ad uno stesso opposto si possono associare pitt norme (ad esempio
Jo |f]dz & una norma per I'insieme delle funzioni continue nel compatto )
ottenendo pero spazi normati distinti.

6.4 Convergenza

Dati due punti di uno spazio normato possiamo definire distanza tra essi:
d(z,y) = llz =y (6.2)

e utilizzare quindi tutte le definizioni dell’analisi (rifrasate in termini di di-

stanza). Ad esempio si dira che lim, z,, = x in X se lim,, d(z,,x) = 0, ovvero
se lim,, ||z, — x| = 0.
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In particolare, si dimostra ancora che la condizione di convergenza di Cauchy
e condizione necessaria per la convergenza:

limz, =2 =VYe IN:Vn,m > Nljz, —x,| <e (6.3)

Gli spazi in cui essa ¢ anche sufficiente vengono detti completi o di Banach;
LY e CY sono spazi di Banach.

6.5 Spazi di Hilbert

Una funzione (z,y) : X — C' che gode delle seguenti proprieta:

i) (r,z) >0e (z,2) =0<= 2 =0

i) (cx,y) = c(z,y)

iii) (z,y) = (y,2)"

iv) (z+y,2) = (,2) + (y,2)

e detta prodotto scalare. Se esiste un prodotto scalare in X allora \/(x, z) &
una norma per X come segue dalla seguente:

Disuguaglianza di Schwartz Ve,ye X |(z,y)] < (x,2) - (y,y).
Dimostrazione: la quantita (r + a(z,y)y, z + a(z,y)y) € non negativa
e reale. Sviluppando:

(z,7) + alz,y)(y, 2) + o (z,9)"(x, ) + | |(z,9)]* (y.y) > 0 (6.4)

Assumiamo « reale: si ha allora (z, 2) +2a |(z, y)|* + o2 |(z, y)|* (v, y) >
0 e poiche il coefficiente di a? ¢ positivo cio ¢ possibile se e solo se
il discriminante del trinomio € non positivo, da cui segue la tesi. Si
noti che I'uguaglianza tra |(z,y)|” e (z, ) - (y,y) equivale a dire che il
trinomio in a € un quadrato perfetto, che si annulla per o = —@. Ne
segue allora (proprieta €) che x e y sono proporzionali. In altri termini:

(2, 9)]” = (z,2) - (y,y) == Fe € Ciax=cy (6.5)
Proprieta triangolare VE+y,x+y) <(x,2)+/(y,y) Yo,y €

X.

Dimostrazione: usando il simbolo di norma il primo membro diventa
(elevando al quadrato) (z + y,z +y) = |z||* + [Jy]]* + 2R(x,y) <
121+ lyll? + 21 (@ 9)] < 2l + [yl + 2llzll - lyll = (=]l + [ly])? da
cui la tesi.

Se lo spazio normato corrispondente a X & completo, X viene detto uno spa-
zio di Hilbert.
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Esempi: L? ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare:
(.9) = [ J@)g'(@)da (6.6)
Q

mentre né CY ne LP, con p # 2, lo sono. Tutti gli spazi a dimensione finita
sono invece spazi di Hilbert, con prodotto scalare (7, y) = z1y] +...+ znYy,
dove ¥ = (x1,...,zy) ed ¥ = (y1,...,yy). Tale ultima relazione puo es-
sere generalizzata ad una opportuna classe di successioni (vettori a infiniti
termini) ponendo:

(€, y) = Ty (6.7)

. : . : 2
purche la serie converga. Si dimostra che tale serie converge se > - ||
e Y > |yn|” convergono. Tali successioni formano uno spazio di Hilbert che
viene indicato con [y, di cui il precedente e il prodotto scalare.

Una importante proprieta del prodotto scalare ¢ che puo essere invertito
col simbolo di limite e quindi di somma infinita: se limz, = x e limy, =
y = lim(z,,y,) = (limz,,limy,) = (z,y).

Dimostrazione: |(z,,yn) — (z,y)] = [(xn — 2, yn) + (2,90 — y)| < ||2n — 2| -
lynll + ||| - |lyn — yll — 0O, essendo ||y,|| limitata (e avendo utilizzato la
disuguaglianza di Schwartz).

6.6 Serie di Fourier

In uno spazio di Hilbert X ¢ possibile definire I'ortogonalita tra vettori: due
vettori si dicono ortogonali se il loro prodotto scalare ¢ nullo. Sia ora {u,}
una famiglia numerabile di vettori di norma unitaria a due a due ortogona-
li e sia S il sottoinsieme di X costituito da tutti i vettori Zzozl Cplly, CON
{c,} tale che la serie converga e per altro qualsiasi. Tale sottoinsieme si
costruisce scegliendo {c,} € l5. Infatti la convergenza richiede che VN, M >
N, IS eun)? < € (criterio di Cauchy).

Ma:

I el = (3 cntwn Y- o) =

N+M N+M N+M

- Z Z CnCri(Upy Upr ) = Z |Cn|2 (6.8)

n=N n'=N
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in quanto (u,, U, ) = 0pm- L’ultimo termine ¢ minore di € se e solo se {¢,,} € ls.
Y

Dato x € X vogliamo determinare xz, € S tale che ||z — y|| > [z — =],
Vy € S (xs & 'elemento di S piu vicino ad x, che viene detto proiezio-
ne di x su S). Consideriamo ||z — y[|* = (r — > Yntn, T — D YpUlp) =
|17 = 2R(, 32 ynten) + (3 Yntin, 3 yrtin) = [l2l|* = 2R S s + 3 [yl
dove x, = (z,u,) sono detti coefficienti di Fourier di « rispetto al sistema
{u,}. La distanza ¢ quindi espressa tramite una serie di termini tra loro
indipendenti. Basta quindi, Vn, scegliere y, che minimizza |y,|* — 2Rz, y?.
Esprimendo z,,, ¥, in termini di parte reale ed immaginaria, si trova y,, = x,.
Ne segue che x5 =Y > | (x, up)u, purche la serie >~ |(z, uy,)|? converga, e
cio discende dalla disuguaglianza di Bessel:

DMz u)l < el (6.9)

Dimostrazione:

N
VN 0 < o= wau® = (6.10)
n=1

N N N N
— (a:, x — Z xnun> — Z T (Un, T) + Z (a:nun, Z xmum) =
n=1 n=1 n=1 m=1
N N N N
= || - szxn - anfﬁi + anﬂfi = |j]|* - Z |xn|2
n=1 n=1 n=1 n=1

La successione Y. |,|> & monotona e limitata e quindi convergente (ov-
vero {z,} € [y) e segue quindi la disuguaglianza di Bessel. Si noti che

2
lall = 3202 1, ) [

Si dimostra anche che © = 3% 2,u, <= ||lz|| = 3.°0, |z,|* (uguaglian-
za di Parseval). L’implicazione si ottiene direttamente. D’altra parte essendo
2|2 =20 |2 | = [lz = 32N 2,u,||? se il limite del primo membro ¢ nullo,
¢ nullo anche quello del secondo e quindi Y 7 | x,u, (detta serie di Fourier
di « rispetto a {u,}) converge a z.

6.7 Sistemi completi

Un sistema ortonormale {u,} si dice completo in X se la serie di Fourier di
qualunque z € X converge ad x. Dimostriamo che {u,} & completo se e solo
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se I'unico elemento ortogonale a tutti gli u,, ¢ x = 0.

. . . N o 2 [e'e) 2 o
Dimostrazione: se u,, € completo da (z,u,) = 0segue ||z||* = >_7, [(z,u,)|” =
0 ovvero x = 0. Viceversa assumiamo che (z,u,) = 0 implichi = = 0, e pren-

diamo y € X. La sua serie di Fourier converge a z € X. Ora (y — z,u,) =
(y, un) - Zzo:()(ymuma un) - (y’un) —UYn = 07 Vn’ da cui y==z.

Si dimostra ad esempio che, in L*(0,T), & completo il sistema trigonome-
trico {1, cosn®x, sinnZra}.
Consideriamo ora due sistemi di funzioni: {f,(z)} e {gm(y)} completi ri-
spettivamente in L?(Q,) e in L*(£2,). Sorge spontaneo chiedersi se il sistema
U (@, y) = [n(2)gm(y) sia completo in L*(€, x §,). La risposta ¢ positiva.
Dimostramone sia H(x,y) tale che, Vn,m [ H(z,y)ul,,(z, y)dzdy =
fQ <y H(z,y)fn(x)gm(y)dxdy = 0. Poiche la funzione integranda e som-
mabile, si puo dividere l’mtegrale doppio in integrali singoli (teorema di Fu-
bini) ottenendo [, fn(z fQ (2,9)gm(y)dydz = 0 e, per la completezza

di f,, fQ (z,y)gm(y)dy = 0 quasi ovunque rispetto a z, ovvero per la
completezza di g, H(z,y) = 0 (ancora quasi ovunque, ma cio & sufficiente).



CAPITOLO 7
Circuiti in guida d’onda

7.1 Eccitazione di un campo in guida

Calcoliamo il campo prodotto, in guida d’onda indefinita, da una generica
distribuzione J, M di sorgenti (figura 7.1). Ci limitiamo al solo campo all’e-

J M

: : > 7
-D D

Figura 7.1: Generica distribuzione di sorgenti

sterno della zona delle sorgenti, che puo sempre essere scritto come espansione
modale:
2> D E= S Clne_jﬁiz-ég: + €snls) )
H=> 7-Cne 3P (hp + honts)
(7.1)

—

E =3 B,e?(&, — e,ni
.<.pdE e (En = Eaniiz)
H = g Z—anejﬁ"Z(—hn -+ hzn/lz)

essendo (3, e Z, costanti di propagazione e impedenza del modo n-esimo.
La serie comprende sia modi TE, sia modi TM, e ovviamente solo i pri-
mi hanno h., # 0 e solo i secondi hanno e, # 0. Risulta naturalmente
€, = En X i, Vn, mentre le componenti longitudinali vanno opportunamen-
te normalizzate.
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Per calcolare C), applichiamo il teorema di reciprocita al volume interno
della guida compreso tra —D e D. I due campi sono il campo (7.1) dovuto
alle sorgenti e un modo m riflesso di ampiezza unitaria:

—

E; = &IP3, — i) (7.2)
Hy = J=e7%0% (= Ry + hapni) ‘

L’integrale di superficie va esteso alle sole sezioni trasverse e si ha:
/ (El X ﬁg — EQ X ﬁl) . ;st + / (El X ﬁg — EQ X ﬁl) : (—Zz)dS =
z=D z=—D
= /(E2 . J — Hy- M)dv (7.3)
v

Sostituiamo le espressioni dei campi e consideriamo il primo integrale. Poiche
occorrono solo i campi trasversi e la serie (7.1) ¢ integrabile:

Z %e‘j’g"[) / €y X ejﬁmD(—l_im) -szS—Z %e‘jﬁ"[) / eImDg b, i.dS
n m n n
(7.4)
Portando fuori gli esponenziali, restano gli integrali di normalizzazione che
valgono rispettivamente —d,,,,, € 0,,,. Si ottiene cosi infine:

Cm
2" (7.5)

Allo stesso modo per 'altro integrale si ha:

B, . B —— - -
Z Z—em”(_D) /e x (=D (_p, ) (—i,)dS +

_Z emn( D) /6jﬁm(—D)é’m % (=) - (—7.)dS (7.6)

e, a parte gli esponenziali, i due integrali valgono entrambi ¢,,,,. Tale termine
¢ pertanto nullo. Segue:

—

Zy - -
Cn = Y /(E; : 5 - M)dV (7.7)
e analogamente:

/A
Bn_—T/(E;.J— S M)AV (7.8)
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Pertanto 'eccitazione e tanto maggiore quanto piu le sorgenti sono simili al
campo del modo.

Assumiamo ora J = js(i(z), M=0e.J,=J +J.i,. Allora:
Cn =% [s€n - JdS — 2+ [ e.nJ.dS (79)
B, = —% Jsn - J:dS — % [(—e.n)J.dS

e quindi una J impulsiva trasversa fornisce B, = (), e una longitudinale
B, = —C,, (e dualmente per M ). La prima & quindi un generatore di tensione
sulla linea equivalente e il secondo un generatore di corrente.

Notiamo infine che I'ipotesi di guida illimitata non limita 'applicabilita
di quanto derivato. Il caso tipoco e quello di sorgenti che irradiano in pre-
senza di un ostacolo esterno alla zona delle sorgenti stesse. L’analisi di un
ostacolo puo essere fatta considerando il campo incidente sull’ostacolo. Tale
campo incidente ¢ il campo in assenza dell’ostacolo, ovvero calcolato in guida
illimitata, e quindi mediante le (7.7,7.8).

7.2 Mode Matching

La presenza di una soluzione generale per il campo in una guida d’onda,
sotto forma di una serie di Fourier, consente di risolvere molti problemi di
discontinuita in guida, e di giunzioni tra le guide, utilizzando il metodo detto
Mode Matching, che risulta equivalente alla risoluzione delle equazioni di
Maxwell nella struttura scelta !.

Per mostrare tale tecnica consideriamo un caso semplice, come il cambio
di larghezza di una guida d’onda rettangolare (figura 7.2).

La struttura viene alimentata col modo fondamentale T'E;; da uno dei
due lati. La presenza di una discontinuita produce ovviamente una riflessione
del T'Ey, e una trasmissione del T'Fg della altra guida oltre la discontinuita.
Tuttavia occorre notare che alla discontinuita, il solo T'E;y non soddisfa piu
le condizioni al contorno, e nascono quindi anche modi superiori, che sono
concentrati vicino alla disontinuita stessa. In taluni casi, comunque, uno o
piu modi superiori possono anche essere in propagazione. Ad esempio se la
alimentazione avviene dalla guida piccola, e I'altra ¢ molto piu larga. I modi

1Una tale tecnica viene classificata come tecnica di soluzione full-wave, in contrap-
posizione alle soluzioni che usano modelli. Una idea della differenza tra le due categorie
puo essere ottenuta esaminando come sono state ricavate le equazioni delle linee di tra-
smisisone nel corso di porpagazione e in questo corso. Nel primo caso si € utilizzato un
modello, quello delle celle LC, e nel secondo si sono ricavate tali equazioni dalle equazioni
di Maxwell, ovvero con un approccio full-wave
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Figura 7.2: Cambio di larghezza di una guida rettangolare

superiori (e quello fondamentale) sono prodotti alla discontinuita e quindi se
ne allontanano.

Il campo totale nella guida di alimentazione e quindi costuituito dal T'F1g
incidente e dalla somma di tutti i modi riflessi, quello nell’altra dalla somma
di tutti i modi trasmessi. Naturalmente le ampiezze di tutti i modi che sono
prodotti dalla discontinuita, e quindi se ne allontanano, sono incognite, e
vanno calcolate.

Imponendo le condizioni di continuita alla interfaccia, e possibile ricavare
tali incognite e quindi risolvere completamente il problema.

Applichiamo questa strategia al caso di figura 7.2. Il campo nelle due
strutture risulta

n

. E:A _ %e—jﬁ?f(gﬁ - eAT) +3 Bnea‘ﬁ;‘z(gg - efnz}) )
< A — %V,@‘Jﬁl R+ i)+ Z—%Bneﬂﬁnz(—hA + hiyis)

o [BoTeota
H” = Zﬁcﬂe I (h’n +hznZZ)

(7.10)
dove la somma e estesa a tutti i modi, ordinati in maniera arbitraria. La serie
modale di Fourier e quindi in realta bidimensionale.

Poiche le due guide sono diverse, saranno diverse le funzioni modali, e le
costanti dei vari modi. Se ne e tenuto conto usando 'apice A per la guida di
alimentazione e 'apice B per 'altra.

Nel caso in esame, diversamente dal caso generale, ¢ possibile una ulteriore
semplificazione. La struttura e infatti omogenea verticalmente, e anche il
campo incidente lo e. Ne segue che tutti i campi coinvolti devono essere
costanti verticalmente, e quindi devono essere costituiti solo da modi col
secondo indice nullo, ovvero solo da modi del tipo T'E,y, con n > 0. La
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® @ ®

WA

wbB

Vx

Figura 7.3: Geometria del problema

serie di Fourier corrispondente ¢ quindi monodimensionale. Continuiamo,
comunque, col caso generale fin dove possibile.
Alla interfaccia (vedi geometria di figura 7.3 ), deve risultare:

Ef(x,0) = EP(,0) z € [0,w]
H{\(2,0) = HP (x,0) z € [0, w!] (7.11)

e inoltre il campo elettrico deve annullarsi sulla parete di conduttore perfetto,
OVVero

EFP(2,0)=0 z € [wt, w?] (7.12)
I campi delle (7.11,7.12) si ottengono dalle (7.10 ) e valgono

EMx,0) =Viet + ) B,
EP(x,0) =Y C.é&¥
H\(z,0) = ﬂ%hf +) ﬁBn(—hf)
1 n
— 1 —
B B
HP (2,0) =) Z_,E’C”h” (7.13)

—

Possiamo definire una funzione f(z) data da

B { E{(,0) ze[0,uw] (7.14)

J(@) = 0 x € [whw

e riscrivere le condizioni di continuita nella forma
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Ef(
HE(

0) z € [0,w”] (7.15)

f($) = x?
] = HP(2,0) z € [0,w] (7.16)

HA(x,0)

Le (7.15,7.16) sono delle uguaglianze tra funzioni. Se due funzioni sono
uguali, dovranno essere uguali i relativi coefficienti di Fourier rispetto a qua-
lunque sistema ortonormale. Se il sistema ¢ anche completo, vale il viceversa:
I'uguaglianza dei coefficienti di Fourier implica I'uguaglianza delle funzioni.

Poiche l'insieme dei modi e completo sulla sezione, possiamo sostituire
alle (7.15,7.16) l'uguaglianza tra i relativi coefficienti di Fourier calcolati sui
modi della guida. In tal modo si sotituisce una equazione funzionale (che
deve essere verificata su tutti i punti, che formano un insieme continuo) con
I'uguaglianza tra due successioni, che deve essere verificata solo su di un
insieme numerabile di punti.

Occorre pero scegliere opportunamente l'insieme dei modi, in quanto ci
sono due guide.

Cominciamo dalla (7.16). Poiche tale relazione deve essere valida in [0, w?],
dobbiamo utilizzare i modi della guida A.

Per calcolare i coefficienti di Fourier, quindi, moltiplichiamo ambo i mem-

bri della (7.16) per ﬁ?, con q qualunque, e integriamo sulla sezione della guida
A

H(2,0)-hidS = [ HP(x,0)-hidS (7.17)
SA SA

Per calcolare la (7.17) inseriamo le espressioni (7.13) dei campi. Poiche
queste sono delle serie di Fourier, possono essere integrate termine a termine.
Si ottiene cosi

Lz 1 PA PA / 1 7B
—V E :—B - . — E (_
/SA Zf‘vlh1+ 4 74 n hn)] hy dS A Znghm

1 A TA 1 A TA 1 B TA
FVZ-/SAh1 - h dS_Xn:Z—ﬁB"LAh”'hqu:%:Z—ECm SAhm-hq s

1

A
-hAdS

Utilizziamo ora la ortogonalita delle funzioni modali sulla sezione S4. Gli
integrali al primo membro valgono quindi 0 oppure 1 e segue

1 1 1 L
7300 Z—qu = Zm: Z7Cm /SA hB - hAdS (7.18)
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Passiamo alla (7.15). Poiche tale relazione deve essere valida in [0, w?],
dobbiamo utilizzare i modi della guida B. Pertanto moltiplichiamo ambo i
membri della (7.15) per ef, con p qualunque, e integriamo sulla sezione della
guida B:

EP(x,0)-&8dS= [ f(z)-&FdS= f(x)-gfds+/f(x)-55ds

Sp Sp Sa
(7.19)
dove il secondo integrale ¢ esteso sulla differenza tra Sg ed S4, ovvero sulla
parte di Sy costituita da C.E.P.. Dalla (7.14) segue che f(z) ¢ nulla su tale
superficie, e quindi I'ultimo integrale della (7.19) & nullo. Invece su Sy risulta
flz) = EA(x,0) ¢ quindi la (7.19) diventa (sostituendo le serie di Fourier
(7.13) al posto dei campi)

/ EP(x,0)-hPas= [ Efx,0) &5 ds
S

Sa
/ Zomgg-afdsz/
SB m SA
Zcm/ gﬁ-gfdszm/ 5f-5fds+23n/ er-ébds
—~ Sp Sa - Sa

e usando ancora la ortogonalita segue

el ds

Vie! + > Bué

(Jp:m/ éf-éde+ZBn/ et et ds (7.20)
SA n SA

L’insieme delle (7.18,7.20) costituisce un sostema lineare nelle incognite
B, e C,. Questo sistema puo essere

1. risolto direttamente, sfruttando eventualmente la forma della matrice,
che risulta avere due blocchi diagonali;

2. risolto per via iterativa (metodo di Gauss—Seidel) calcolando alterna-
tivamente una nuova approssimazione di B, dalla (7.18) e di C, dalla

(7.20);

3. ridotto a un sistema di meta dimensioni sostituendo le B, nell (7.20) o
le C}, nelle (7.18).
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In ogni caso il sistema risulta infinito e si pone il problema del tronca-
mento. La prima cosa da notare & che gli stessi modi sono utilizzati (separa-
tamente nelle due guide) per rappresentare il campo (vedi le (7.10) ) e per
calcolare i coefficienti di Fourier (vedi (7.17, 7.19 ). Quindi la scelta del tron-
camento implica il decidere se un dato modo (es eé) e da considerare utile
oppure no. Nel caso, occorre includerlo sia nella serie di Fourier, sia nelle
equazioni. La conseguenza di questo approccio e che il numero di equazioni
e quello delle incognite risultano comunque uguali.

A questo punto, quindi, ci troviamo ad aver incluso i modi della guida
A da 1l a @ e quelli della guida B da 1 a P. Sembra ragionevole pensare
che, al crescere di P e (), assieme al costo computazionale, aumenti anche
la precisione. In realta , pero, la precisione potrebbe anche diminuire, e in
maniera significativa, se P e () non sono scelti in modo coerente (fenomeno
della convergenza relativa).

Consideriamo in dettaglio il caso di figura 7.2. Fissare P e () significa
fissare la massima banda spaziale delle funzioni usate per rappresentare i
campi e le condizioni di continuita. Poiche pero le guide sono diverse, le
funzioni con la massima variazione spaziale sono, rispettivamente

. Qrx
sin ——
wA

nella guida A e

. Prx
sin P
nella guida B.

Se le bande spaziali di queste due fuznioni sono diverse, nasce il fenomeno
della covergenza relativa, e la precisione puo diventare scadente anche al
crescere di P e Q).

Quindi uno dei due valori, ad es. P puo essere scelto in base a consi-
derazioni di precisione e costo computazionale, ma l’altro deve soddisfare

a

™ Prm
w w
In tal modo la precisione aumenta effettivamente al crescere di P.

7.3 Slot in guida d’onda rettangolare

Aperture fatte nella parete di una guida d’onda possono ovviamente irra-
diare verso 'esterno. Tuttavia per avere una buona efficienza di irradiazione
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le aperture devono avere dimensioni confrontabili con la lunghezza d’onda.
Inoltre e utile avere aperture lunghe e sottili in modo che la corrente magne-
tica ad essa equivalente abbia essenzialmente una sola componente (allineata
con I'apertura) e quindi la cross-polarizzazione sia piccola.

Si usano quindi fessure (o slot) sottili e lunghe, di forma rettangolare e
variamente disposte e orientate, in genere costituenti un array. Il caso piu
comune ¢ quello di slot longitudinali (figura 7.4) che, essendo allineate, non
irradiano sostanzialmente alcuna componente cross-polare. Se il rapporto tra

Figura 7.4: Slot longitudinale

lunghezza e larghezza € pari o superiore a 7, la corrente magnetica equivalen-

te ha solo componente z e puo, per lunghezze della slot prossime a %, essere
approssimata con una distribuzione del tipo:
- Vg Tz
Mg = — cos —1, 7.22
ST w 2l ( )

con Vg parametro di ampiezza della slot, e w larghezza della stessa.

Una slot taglia le linee di corrente elettrica (figura 7.5) sulla superficie della
guida. Il campo tangenziale che si sviluppa sulla slot deve garantire la con-

\—J
[ Y )

Figura 7.5: Linee della corrente elettrica

tinuita della corrente totale (j + jwﬁ) ed e quindi tanto piu grande quanto
maggiore e 'offset xq della slot medesima. In particolare, la dipendenza da
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7o ¢ la stessa della corrente .J, (ovvero di H.) e cioe sin =2.

Dal punto di vista del circuito equivalente, la potenza irradiata viene dis-
sipata su Y. Applicando il teorema di Poynting si ha allora:

1 1
5Gw0 ([AP = BI°) = Pur + 5G1 [A+ CP (7.23)
Sviluppando segue:
1 1
G [|A]° = [BI*] = Pir + SGuo [|AP + B + 2R (A- B (7.24)

essendo C' = B. Inoltre A = %B e in definitiva:

P = %Gw [_2 |B]* — 2R (%BB*)] — %Glo {—2 |BI? (1 +R (%)(2}25)

La potenza irradiata puo essere calcolata notando che il campo di una slot
(essendo kow < 1) e sostanzialmente quello di un dipolo, con guadagno
2-1.64 (a causa del piano di massa). Poiche il campo elettrico nella direzione
di massimo vale:

B L2 20 Vs

7.26
4 w  kgr mr ( )

sovrapposto a questo effetto vi e quello della lunghezza. La slot risuona ad
una lunghezza prossima (ma leggermente minore) a % e, al variare della fre-
quenza, mostra una tipica risposta risuonante.

Se per semplicita assumiamo la lunghezza di risonanza pari a % (teoria di
Stevenson), possiamo ricavare il circuito equivalente della slot alla risonanza.

La forma simmetrica di M assicura che il campo diffuso (figura 7.6) dalla
slot sia simmetrico (B = (') e quindi che la slot sia rappresentabile da una
ammettenza Y in parallelo (figura 7.7). Applicando il teorema di equivalenza,
e quello di reciprocita, si trova che:

/2 k
B=C= l\ / 22 cos (1ol sin @VS— (7.27)
TV b a Bio
D’altra parte:
— (Y -Y
B-T4 conr= 0=V +Guo _ (7.28)

Gio+ (Y +Gp) 2G+Y
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M) & NS
e N %

ﬂ — iy

Figura 7.6: Campo diffuso dalla slot

Y

Figura 7.7: Ammettenza equivalente

dove G ¢ la ammettenza equivalente del TE; in guida.

Segue:
dmr2S 2 |Vs|® i 1 2
P, = == = —|Vs|" - 0.388 7.29
G 3.28 2( Vsl (7.29)
da cui: , )
1 0.3885- | Vs
1+ R <_) = x| 2’ e (7.30)
r Glo7r2 + cos? (gl sin® =2 |Vg \
D’altra parte % =-1-— QG% e quindi:
1 b 1 1 Io5
2GR (= | =—— -1.915 — 7.31
10 (Y) 2a GIOC cos? ﬁlol Sin2 wao k’(Q) ( )

Poiche per ipotesi la slot e risonante, segue infine:

G ) k‘ k’oa, )
—209G Isin®? =———2 =2.09— l =2 (7.32
G 10¢ cos” Bl sin . Guol cos? Bl sin’ - (7.32)

essendo G1o¢ = B—Hﬂ = Bk— Ricordando che la slot ha 2] ~ ’\2”, si ha infine:

E_Qogko_a 2510)‘0 iDQ@

7.33
Gio 5105 4 i a ( )

7.4 Accoppiamento tramite fori

L’utilizzo di fori consente di trasferire potenza tra due strutture guidanti, o
tra questa e altre strutture, ad esempio una cavita, in modo controllabile.
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Consideriamo allora un foro, per semplicita circolare, in uno schermo infi-
nitamente sottile. Dal teorema di equivalenza segue che tale foro puo essere
sostituito da due distribuzioni opposte di corrente magnetica, poste sui due
lati dello schermo totalmente chiuso (figura 7.8). Se il foro ¢ piccolo rispetto

Figura 7.8: Correnti magnetiche sui lati dello schermo

a A, leffetto di tali correnti puo essere sostituito con quello di sorgenti di-
polari poste al centro del foro. In particolare si ha un dipolo magnetico di
ampiezza My dovuto alla risultante delle M 7. Se poi vi fossero (e in genere ¢
cosi) anche delle correnti magnetiche ad anello, allora queste sono equivalenti
a un dipolo elettrico ortogonale (teorema di Ampere) la cui ampiezza Jy &
proporzionale a € (figura 7.9). Si noti che deve risultare:

MO + @Jo

Figura 7.9: Rappresentazione dei vettori

M, = M,
{ 5 b (7.34)
€1 €
Spesso i dipoli sono espressi in termini di vettori polarizzazione:
ﬁe = 5 - EoE: = %j
{H:Lé_ﬁzjlq (7.35)
™ o Jwpo

7.5 Teoria di Bethe

La causa delle correnti equivalenti, e quindi dei dipoli, e il campo che arriva
sul foro, e in particolare il campo FE,, H,, che esiste nella zona 1 in assenza
di foro. Tale campo viene detto campo generatore.
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Se il foro e piccolo, e le due regioni 1 e 2 sono identiche, possiamo calcolare
i dipoli come esattamente proporzionali ai campi generatori Eg, H o (appros-
simazione di Bethe). Ovviamente tale approssimazione ¢ opposta a quella di
Kirchhoff in quanto ci troviamo all’estremo opposto per quanto riguarda le
dimensioni del foro.

Se il foro e circolare (o se ﬁg ha solo componente in una delle direzioni
di simmetria del foro) si ha (teoria di Bethe):

M? - .]w/'LO [_amﬁg]t

. . (7.36)
JQ = waQ |:OéeEgi|

n
dove i pedici t e n stanno per componenti tangenziale e normale ed e richiesto
che €1 — €9.

Le due quantita a, e «,, sono dette polarizzabilita del foro e dipendono
dalla geometria del foro stesso. Il nome polarizzabilita deriva dal fatto ceh
si considera come se il foro, sotto 'azione del campo esterno, si polarizzi in
maniera equivalente alla polarizzazione di un dielettrico.

Per foro circolare si trova:

4..3
o, (7.37)

dove rq e il raggio del foro.

7.6 Foro in una parete trasversa

Consideriamo una guida rettangolare interrotta da un CEP contenente un
foro, e calcoliamo il coefficiente di trasmissione e riflessione del foro, per il
modo TE;,. Dalla teoria di Bethe sappiamo che possiamo sostituire al foro
una coppia di dipoli per lato. In particolare, essendo F, = 0, non vi ¢ dipolo
elettrico. Se I'onda incidente ha ampiezza V', il campo sul foro e:

- 2Vt 2 -
= =/ sin %xozx (7.38)
dove (xg,yo) sono le coordinate del foro (figura 7.10), in quanto sul CEP il

campo H raddoppia rispetto all’onda progressiva. Il dipolo nella zona 2 vale

; oVt [2 ,
My = —apjwpe——| = sin T007 §(7 — 7p) (7.39)
a a
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y

A

g Q1%
X0

Figura 7.10: Sezione della guida

e irradia appoggiata su di un piano di massa. Possiamo tenerne conto col
teorema delle immagini, e quindi la sorgente da utilizzare per il calcolo del
campo trasmesso sara pari al doppio di Mo,

5 - 2+ 2 -
M =20 = —anjwpg =/~ sin T2097 §(7 — 7p) (7.40)
a a

ma irradiera nella guida indefinita.
L’ampiezza del TE;y trasmesso e allora:

1

Ay = =5 [~ Ty = [ (0 Foav =
\% 14

Jwpo 4 . 5 Mo
-, Z sin2 2%y
A

Allo stesso modo il TEq riflesso prodotto dal foro vale:

o .
a=-3 [/ /V (- Bp)av = Af, (7.42)

in quanto sia M che 7110 cambiano segno. A questo campo va aggiunto (per
ottenere il campo riflesso) quello riflesso dal foro, di ampiezza —V*. Si ha

COSI: y
{ T = 40om gin? 720

0 4jBon % 7.43
F e —]_ + 4]5?7n SlIl2 ﬂ'T:L'O ( )
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Il risultato (7.43 fornisce una buona approssimazione del campo trasmes-
so, ma ha un difetto: risulta |I'| > 1 e quindi non rispetta la conservazione
della potenza. Il motivo & che Ay, risulta sfasato di 90° rispetto a VT, e
quindi non trasporta via potenza.

In questo caso particolare e possibile ottenere un risultato fisicamente si-
gnificativo utilizzando un modello della parete con foro.

Una parete infinitamente sottile con un foro equivale infatti ad una ammet-
tenza in parallelo, di valore pari a Y (normalizzato) (figura 7.11), in quanto
il campo elettrico tangente totale ai due lati della parete ¢ uguale in tutti i
punti?. Ne segue che le tensioni sulla linea devono essere le stesse.

Poiche la parete e supposta di conduttore elettrico perfetto, non vi e
dissipazione, e 'ammettenza in questione deve essere puramente reattiva.

Figura 7.11: Ammettenza tra due linee indefinite

Possiamo ottenere il valore di Y utilizzando i risultati della teoria di Bethe
(7.43.
Il valore di I' per il circuito equivalente di figura 7.11 vale:

1-(14Y) -Y
= = 7.44
1+(1+Y) 24Y (7.44)
e se |Y| > 1 (prossimo ad un corto circuito) allora:
1 2
I=— ~—1+— 7.45
1+ 2 Ty (7.45)
da cui segue che 'ammettenza (puramente immaginaria) vale:
. ab Lo\ 2
Y =-— (sin =) 7.46
J 200, 8 i (7.46)

A partire da questo valore di Y, si puo calcolare il valore non approssimato
di I' e si ottiene |I'| < 1.

2Che il diaframma equivalga a un componente in paralleo & confermato anche dal fatto
che Aj, = A},
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7.7 Foro in una parete longitudinale

Consideriamo ora due guide sovrapposte (figura 7.12), con accoppiamento

tramite un foro in una parete longitudinale.

@
9,

Figura 7.12: Schematizzazione delle guide

Sia xo l'offset del foro rispetto al centro delle due guide (figura 7.13).

Figura 7.13: Geometria del foro

I campi incidenti sono:

E, = Vﬂ/ cos ™20

_ 1 +/ i}
H, = va 7 COS

H.=j-2-VT,/2sinT
wuoa a

e quindi i dipoli nella guida 2 sono tre.

Detti BT e B~ le ampiezze dei campi diffusi nella guida 2, si ha:

1 2 2
By, = —§jweoo¢eZlo <V+ 7 o8 %:)30> ( 7,08 %xo) =

1 2 )
= ——jwegQeL10— cos?

V+:B+
2 ab a Py

(7.47)

(7.48)
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- —%jwu(—am) (

2
27
i ) 10 gin2 Ty + — By, (7.50)

wia ab a

Estraendo le ampiezze dei momenti si ha allora:

+_ 1 Tro P TTg _ 5TZ10 iy TT0 2

BT = B) [Zlo COs = PO COs — z0 — J wpa s =, z0i| ab (7 51)
- _ 1 Txo TzQ _ 57210 ¢ipy TZo 2 .

B~ = —3 [Zm cos =2 Py + cos T2 My — e Mzo} ab

E’ possibile annullare B™ (oppure B™) realizzando un accoppiatore direzio-
nale. Si ha infatti:

2
T 1 T s . o X0
—€00te 210 CO8> —— — (= ) i c08> —— + Qi | —— | Zigsin® — =0
a wia a

Z10 a
(7.52)
da cui segue:
Ao — €00
tan? Wjo -z, 7 120 (7.53)
—pam Lo <MLW>
e 'accoppiamento diventa:
1 Txgl . 2
C = — ity — cOs> — —j— 7.54
per A o aw” (7.54)

7.8 Teoria di Collin

Come visto negli esempi, la teoria di Bethe non consente di rispettare la con-
servazione delle potenze. Inoltre non tiene conto dell’ambiente in cui i dipoli
irradiano e quindi richiede la perfetta simmetria delle strutture.

Per tenere conto di tali effetti si puo includere, tra le cause dei dipoli f,
M equivalenti al foro anche i campi di reazione, ovvero i campi prodotti dai
dipoli stessi.
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Detti Eﬁ e Ef i due campi di reazione, presenti rispettivamente nella zona 1
e 2, si pone allora:

M, = Jw o {—am <ﬁg + ]:I} — ]—73) }
t

- _ _ _ (7.55)
Jo = jwey {ae (Eg B Ez) }
Dimostriamo che vale la conservazione dell’energia:
1 o T 7 Ve 1 l Tk 7 Ve
P)inc_P’rifl - _5%{E1J1+H1M1}:§§R{El 2+H1'M2}:
]_ 5 5 5 5 *
= SR {— jweoare B - (Eg v E - E,?) + (7.56)

+ jw,uoozmﬁl . (ﬁg + ﬁ,} — ﬁf) }
Ma E; = Eg + E‘} e quindi rimane:
1 _ e,
Pinc - Prifl = _58% {JWEOO% <Eg + Er) .
— joottonm (Hy+ A1) - (2) '} (7.57)

in quanto gli altri termini sono immaginari puri.
Allo stesso modo:

Ptrasm = -

e quindi Py, — Prifi = Pirasm (le grandezze di cui si calcola la parte reale
sono coniugate).

LA mancanza della conservazione di potenza nella teoria di Bethe ¢ dovuta
ai dipoli che sono in quadratura con i campi incidenti e non forniscono quindi
potenza. I termini aggiuntivi dovuti al campo di reazione sono proporzionali
al dipoli e, almeno in parte, in fase con essi. L’equazione che se ne ottiene
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fornisce cosi un dipolo non pit in quadratura col campo incidente.

Ovviamente i campi di reazione sono piccoli rispetto a quelli incidenti. Quindi
solo i termini termini in fase con i dipoli sono necessari per la conservazione
della potenza. Pertanto solo questi vengono conservati. Nel caso di una guida,
ad esempio, basta inserire in E" e H" solo i modi che si propagano. Si noti
infine che il calcolo del campo di reazione richiede il calcolo di un campo nel
punto dove c¢’e’ la sorgente. Tale campo , al contrario del campo generatore, e
fortemente variabile sul foro e quindi attribuirgli un valore unico non € ovvio.
Poiche quello che interessa e 'effetto polarizzatore del campo di reazione, si
considera come campo di reazione solo la parte simmetrica del campo pro-
dotto dal dipolo. In particolare se tale campo e simmetrico sul foro, lo si
include, mentre se ¢ antisimmetrico non contribuisce al dipolo, ovvero non
viene incluso nelle (7.62).

Ad esempio, per un foro sulla parete longitudinale (vedi figura 7.13 ) di
una guida rettangolare il campo elettrico del TE;q prodotto dal dipolo viene
incluso nel campo di reazione (essendo simmetrico rispetto ai due lati del
foro), cosi come il campo magnetico longitudinale, mentre il campo magnetico
trasverso, che e antisimmetrico, non contribuisce al campo di reazione.

7.9 Foro in una parete trasversa (teoria di
Collin)

Riesaminiamo ilc aso del foro in una parete trasversa alla luce della teoria
di Collin. Indichiamo con Mj il dipolo nella zona 2, in modo che quello della
zona 1 sia — M. Dalla analisi di Bethe (7.42) sappiamo che:

[2 . 7mx
AlO = 10 = — % Sin TOM() (759)

e quindi:
My = jwpio(—aum) [Hg — 2\/%8111 7%30]\40 <—\/%sin %xo) Zim (7.60)
da cui segue: Bethe
Mo= 1= zwf o Z sin? 222 (7.61)
e 4o gin? 520 -1
s 7 _ ' (7.62)

1 —2jfan= sm2 = 1- % sin? 2o
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e quindi il circuito equivalente corretto ¢ quello di una ammettenza:

2 oab ., T
Y = —4j§?m o % =—J G sin - (7.63)

che coicide con quella ricavata dalla teoria di Bethe, ma utilizzando il modello
dela ammettenza in parallelo.

Notiamo anche che se sviluppiamo la (7.62) in serie di TAylor rispetto ad
Qp, Titroviamo, al primo ordina, la (7.43) della teoria di Bethe. Appare da
questo che la teoria di Bethe e una approssimazione di ordine piu basso di
quella di Collin.

7.10 Foro in una parete longitudinale (teoria
di Collin)

In questo caso, rispetto alla teoria di Bethe, occorrono anche i campi nella
guida 1. Se indichiamo con A" e A~ le relative ampiezze, troviamo immedia-

tamente:
{ At = —Bt

A — _pB- (7.64)

poiche le sorgenti sono opposte e la struttura e simmetrica.

Sorge pero il problema di calcolare i campi sul dipolo, in quanto alcuni campi
sono discontinui. In tal caso occorre conservare solo i campi pari. Quindi:

y = (BT + B7)/ 2 cos ™o
H, = (B* + B") [—,/%cos ,,_} . (7.65)
E, = (B*+B") [jwiw\/?bsm mo]

Il doppio di tali campi va sottratto dai campi incidenti.

P = jwea, { 1/ — cos _m;o — 2\/ — cos _m;o
1 /2 Z
: [——1/ (210 COSL%P — 5210 Gin 7T—:EOM)] } (7.66)
2V ab wua a

2 2
M, = jwp(—amy, {V—i— T —sm—7m0—2 S sm—
wpa

ab ab‘] wa
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1 [2 A
=24/ = ( Zig cos @P - /T 19 gin Ty, (7.67)
2V ab wa a

. [—% % (— cos %%Mx)] } (7.68)

Si ha quindi un sistema lineare. Una volta risolto si inseriscono i risultati in
B~ e BT della teoria di Bethe per ottenere la soluzione.

Se per semplicita poniamo xy = 0, allora:

M, =0
vt /3
M, = Jwhom 739 7’ _ JBamy/ G A
1+ab]w,uam 70 14 218am [Z(gm (769)

p— jwea VT \/_

1—Jw60ae =710



CAPITOLO 8

Cavita risonanti

Un volume V' vuoto (o riempito di un dielettrico senza perdite) e delimita-
to da conduttore perfetto (nel seguito saranno considerati quelli elettrici per
semplicita) costituisce un risuonatore elettromagnetico, ovvero una struttura
in grado di supportare soluzioni libere persistenti non nulle delle equazioni
di Maxwell (cavita ideale).

Nella realta non esistono cavita ideali, ma sono sempre presenti perdite nelle
pareti e fori di accoppiamento (attraverso i quali puo fluire energia elettro-
magnetica) e pertanto le soluzioni libere sono sempre smorzate (cavita reale).

Tuttavia nelle cavita reali lo smorzamento & piccolo rispetto al periodo e
pertanto il loro funzionamento e spesso simile a quello delle cavita ideali.
Pertanto iniziamo lo studio di queste ultime, inserendo poi come perturba-
zione l'effetto delle perdite, studio che procede in stretta analogia con quello
delle guide.

In una cavita priva di sorgenti, sia € che h sono solenoidali e anzi ¢, x €]y = 0,
dove S = QV. Vt possiamo sviluppare il campo elettrico in una serie di Fourier
generalizzata rispetto ad un opportuno sistema di base é,,:

ét) =) Va(t)e, (8.1)

con V&, =0, i, X €lg = 0.
Per analogia utilizziamo come base le autofunzioni del laplaciano:
Ve, + ke, =0
in X €nlg =0
che costituiscono un sistema ortogonale (la dimostrazione e identica a quella
per le guide) completo.
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Gli autovalori sono reali positivi (e pertanto anche gli autovettori posso-
no essere scelti reali). Se in particolare il contorno della cavita ¢ connesso,
allora k2 > 0.

Le serie di Fourier possono essere integrate spazialmente termine a termine
ma non derivate in quanto possono addirittura non convergere puntualmen-
te. Viceversa le operazioni rispetto a ¢t possono essere eseguite sulla serie se
possono esserlo sulla somma della serie. Ad esempio, pur essendo V - ¢, = 0,
Vn, non e automatico che V - € = 0 ma ¢ richiesta la continuita della com-
ponente normale della somma € anche sulle pareti. Se vi sono dipoli elettrici
normali non si puo derivare termine a termine ma in tal caso € non puo essere
solenoidale ovunque.

Per quanto riguarda h poniamo:

h, =LV xeé
Jt o 8.3
{h:zlm (8:3)

in quanto I'insieme V X €, & ortogonale e ompleto. Inoltre, essendo V- ﬁn =0,

segue V-h=0.

—

Restano da determinare le equazioni per V,(t) e I,(t), sostituendo € e h
nelle equazioni di Maxwell. Poiche siamo interessati sia al comportamento
transitorio che a quello a regime, utilizziamo le equazioni nel dominio della
variabile di Laplace s. Dalla prima equazione di Maxwell:

—pto Y slhy =V x> V8, (8.4)

in cui non si puo, a secondo membro, derivare termine a termine. Moltipli-
chiamo per h,, e integriamo:

— sk, = / (ﬁm LV x ZV,@) dv = (8.5)
1%
_ /S(Zvngn) xﬁm-d§+/VZvnén-V><Emdv

Il primo integrale vale fSE x h,, - dS mentre il secondo & SV, fv €, -
V 5 indV = Vo [ [V (o X &) o ¥ % 8| 4S = 5 Vki fiFim
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ﬁndS =k, V;, poiche €, ha componente tangenziale nulla sulle pareti (al
contrario di F). Procedendo analogamente, per la seconda si trova:
—posly, — kVy = [ E x h, -dS (8.6)
knfn—eosVn:fS€an-dS '

che sono le equazioni base per 1’evoluzione libera del modo n-esimo nella ca-
vita (ideale o reale). E’ immediato che, per cavita ideale, il secondo membro
¢ nullo in entrambe le equazioni (anzi nella seconda lo ¢ sempre, a meno di
modifiche nella geometria, e non verra quindi piu considerato; ¢ importan-
te nel caso di accoppiamento tramite spire o dipoli). L’evoluzione libera del
modo n ¢ quindi un’esponenziale non smorzata, con pulsazione data dalla

. . . . o kn . . .
equazione di dispersione w, = Jes © dipende quindi solo dalla forma della

cavita.

L’ampiezza della oscillazione dipende poi da V,,(0) e I,(0), ovvero dalle
componenti, lungo €, e h,, di €(0) e h(0) (condizioni iniziali).

8.1 Cavita ideali nel dominio della frequenza

Abbiamo visto che in una cavita ideale sono possibili una infinita sommabile
di modi di risonanza (quello a frequenza piu bassa & detto fondamentale), e
che le ampiezze di campo elettrico e magnetico di questi modi si comportano
come tensione e corrente di un circuito risonante a costanti concentrate (ov-
vero come un oscillatore armonico). Tale analogia ¢ utile per comprendere il
comportamento di una cavita risonante. Il calcolo di k2 si ottiene risolvendo
'equazione V2€+ k*¢=0,V-&=0, € x Zn‘ = 0 e cercando soluzioni non
nulle. Questa equazione e nient’altro che queéila che consente di calcolare il
campo nella cavita nel dominio della frequenza, alla frequenza w,,. Pertanto
nel dominio della frequenza, in una cavita libera, possono aversi campi solo
alle frequenze di risonanza (allora il campo non ¢ unico). Per determinare
le frequenze di risonanza occorre allora determinare per quali frequenze vi e
campo in cavita. Per cavita ottenute troncanco una guida d’onda il calcolo
puo, piu facilmente, essere eseguito sulla linea equivalente (il campo puo es-
sere sviluppato in serie di autofunzioni); inoltre gli autovettori si ottengono,
previa normalizzazione sul volume, dai campi in guida (inoltre, scelta una
direzione di propagazione, si ottengono tutti gli autovettori; si noti che per
modi TE e anche possibile avere V' = cost e I = 0, e per i modi TM V =0
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e I = cost). I coefficienti di espansione sono ora soluzione di:

{ _jwnluoln - ann =0

knl, — jwnegVy, =0 (8.7)

soluzioni che esistono solo se w2eypp = k2 e allora non sono uniche, e soddisfa-
no la relazione V,, = —j<2 [, = —j(l,. Quindi campo elettrico e magnetico
sono ovunque in quadratura.

Notiamo infine che dal teorema di Poynting segue:

1 1
/—€0|E|2dV:/ “po |H)? AV (8.8)
vi4 v4

ovvero le energie (o pseudo-energie) elettrica e magnetica in tutto il ri-
suonatore sono uguali. In particolare la normalizzazione dei modi e tale
che:

1 1
Wiot = 2- 150 ’Vn‘2 =2 Euo ’In‘Q (8.9)

8.2 Risuonatore coassiale

Il calcolo di frequenze e modi di risonanza puo essere ottenuto a partire dalla
linea di trasmissione equivalente (figure 8.1, 8.2). L’andamento del campo

!

Figura 8.1: Cavita risonante

elettrico trasversale & Ey = V(2)é(t) dove, con l'asse z come in figura, V(z) =
=0

V(0)cosk.z — jZyI(0)sink,z. Le condizioni al contorno V(0) = V(¢)
impongono sin k,¢ = 0, ovvero:
pT .
kt=pr =k, =— con p > 0 intero (8.10)

14

In termini di w si ha w? = ?k? = (k2 +k?) = 2 [k:fnm + (%)2} . La frequen-

za fondamentale di risonanza corrisponde quindi al modo col k; piu piccolo.
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Zo k,

Figura 8.2: Linea di trasmissione equivalente

. > oAl s 2 Ry 1 1. 2mz o
[ campi sono €1 = A= sin %74, con A tale che A*2m le —rdr fo sin® 2dz = 1,
11 2

%log%zy

ovvero A% = mentre hy = kilv X €1, automaticamente normalizzato.

8.3 Il metodo della risonanza longitudinale

11 calcolo diretto degli autovalori e autofunzioni di V2 puo essere abbastan-
za complesso. Esiste tuttavia un metodo che consente di scrivere rapida-
mente “l’equazione di dispersione”, ovvero l’equazione che ha per soluzio-
ni le frequenze di risonanza, almeno per le risonanze riconducibili a linee
di trasmissione. Abbiamo visto che la soluzione libera in un risuonatore e
e(t) = >_V,(t)é, e corrisponde ad opportune condizioni iniziali. Tale pro-
blema e ovviamente equivalente ad un problema di soluzione forzata, con
forzamento impulsivo. Pertanto ogni termine della trasformata di Laplace di
é(t), che vale (si ricordi la forma delle soluzioni libere per V,, e I,,):

Es) =Y %e} (8.11)
e
che nel suo complesso costituisce la soluzione libera, e la componente n-esima
della funzione di trasferimento (a meno dei valori di a, e b,). Da tale rap-
presentazione si vede una proprieta delle soluzioni risonanti: se il forzamento
e una sorgente a frequenza w,, il corrispondente termine cresce linearmente
con t e la sua soluzione a regime ¢ infinita. Pertanto le frequenze di risonanza
si possono ottenere come le frequenze, nel dominio della frequenza, per cui
la risposta e infinita. Sulla linea di trasmissione equivalente tale criterio e di
applicazione immediata. Si consideri la sezione AA’ della linea (figura 8.3).
Se applichiamo in serie un generatore Vg, si ha una corrente pari a ﬁ,

essendo Z e Z le impedenze di ingresso delle due parti della linea, viste da
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s

Figura 8.3: Linea di trasmissione equivalente

AA’. Si vede che tali impedenze sono definite dalla convenzione dell’utilizza-
tore e prescindono dalla scelta del riferimento.

Analogamente collegando un generatore di corrente I in parallelo si ha una

tensione —V% Le frequenze di risonanza sono quindi quelle per cui:
Jr

Z+7Z=0 oppure Y +Y =0 (8.12)

che prendono il nome di condizioni di risonanza longitudinale. Si noti che
le due condizioni sono in genere equivalenti. Se infatti sia Z e sia 7 sono
diverse da zero allora la prima condizione equivale a:

0= o 1:@:‘?+?:0 (8.13)

e viceversa.

Alle frequenze per cui almeno una delle 7, 7 & nulla la condizione sulle
ammettenze non puo essere verificata. Resta il caso in cui entrambe le 7,
7 sono infinite. Tn tal caso & necessario considerare I'altra equazione che, a
quella frequenza, ha uno zero.

Notiamo infine che la sezione AA’ puo essere scelta ad arbitrio (si veda
in proposito la dimostrazione negli appunti di propagazione .

8.4 Cavita reali

Anche nelle cavita reali il campo puo essere espanso in serie di Fourier, che
pero ora non converge fino al bordo in quanto la componente tangenziale del
campo elettrico e diversa da zero. Inoltre tale rappresentazione e utile solo
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se le perdite sono piccole. Infatti solo in tal caso ad ogni frequenza si eccita
al pitt un solo modo (della cavita ideale). Inoltre I'accoppiamento tra i modi,
dovuto alle perdite, e piccolo solo se le perdite sono piccole.

Torniamo alle equazioni del modo n in cavita:

{ —spioly — kaVy = [y E x hy, - dS (8.14)

koI, — seV, =0

Il campo E sulle pareti puo essere diverso da zero a causa della conducibi-
lita finita o a causa di aperture. In entrambi i casi tale campo contiene un
contributo dipendente da I,, e uno indipendente (nullo nel caso di perdite
nelle pareti). Quello dipendente da I,, modifica i poli della risposta e quindi
il comportamento della cavita, mentre 1’altro e il termine di sorgente.

Cominciamo a considerare il caso di perdite nelle pareti assumendo la con-
dizione di Leontovich: .

Brn = —L i x 7,

oo

essendo o e § conducibilita e profondita di penetrazione delle pareti. Come
gia detto il primo effetto e 'accoppiamento tra i modi. Tuttavia e ragionevole
che tale accoppiamento (che ¢ la potenza mutua che fluisce nelle pareti) sia
piccolo rispetto alla energia dei modi e quindi possiamo assumere (e lo faremo
sempre nel seguito) risonanze indipendenti. Cio significa che se w € prossimo

(8.15)

a wy, allora ha interesse solo il modo n e per esso H ~ Inﬁn. Il termine di
forzamento delle equazioni del modo n diventa allora:

14 N
+‘7/<Inhnxin)xhn-d5_—+]l /|h|dS (8.16)
S

od

Conviene legare il coefficiente di I, alla potenza dissipata nelle pareti dal
modo n:

1 .. .
Pdn = ﬁ/ ]nhnX’Ln)XInhn'dS—
1 2W,,
_ u\ /\h Pas= /|h 2ds  (8.17)

essendo W, l’energia immagazzinata Si ottiene quindi come forzamento
(1+ )Mofn . Il rapporto L: ¢ dimensionalmente una frequenza. Il suo
significato segue da:

AW, AW, P dt
e _ lang, 1
@ W, ow T (8.18)

Pdn:_
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dove 7, ¢ la costante di tempo del decadimento di energia del modo n. Con-
viene adimensionalizzare 7, introducendo il fattore di merito @),, = w, 7, che
e una misura adimensionale delle perdite relative al modo n. Si trova:

W
B nPdn

@n (8.19)

dove w, e W, sono calcolati per la cavita ideale e Py, sui campi della me-
desima. E’ evidente che al crescere di (), migliorano le approssimazioni
introdotte. Le equazioni dei modi diventano:

{ _S/'LOIn - ann - (1 +])w5—50]n

knl, — segVy, = 0 (8.20)

L’equazione di dispersione ora cambia e diventa:

FR2=0= 2+ (14j)s+w2 =0 (3.21)

n

wn,UO:|
@n

Finora abbiamo considerato dielettrici ideali, ma la presenza di (piccole)
perdite nel dielettrico puo essere tenuta in conto molto facilmente sostituendo
sostituendo ovunque €y con € (1 — jx), con x > 0.

L’equazione di idspersione in presenza di perdite sia sulle pareti sia nel
dielettrico diventa quindi:

— 56 {—suo —(1+7)

(14 j)wns N w?

2 =0 8.22
Y S (8.22)
con soluzione:
14 j)wn 2jw? w? 14 j)wn , 1 27
e fg i e [T
2Qn 4Q;  1—gx 2Q, 1—jr Q3
(8.23)

Se x < 1 (piccole perdite nel dielettrico) allora:

1 27 , 2 x 1
— == ~4/1 - | ~x1l+j-—J= 8.24
\/1—jx o \/“(QE G)=1tis i s

e sostituendo (prendiamo solo il segno positivo):

‘ (14w, awy, N Wn, , Wy, 1 N x 1
5~ Jwy, — — — ~ 7w, — —Wp |l —+=— =
’ 20, 2 @’ 20, 2 @
(8.25)
L’ultimo termine in parentesi quadra puo essere trascurato (@, > 1) rispetto

al primo. Si vede quindi che ci sono due effetti:
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1. Una riduzione della frequenza delle oscillazioni libere, dovuta alle per-
dite sulle pareti.

2. Uno smorzamento delle oscillazioni, dovuto ad entrambe le perdite.

Puo essere utile introdurre un fattore di merito dovuto alle sole perdite nel
dielettrico:

Qi=1- —?ie(ee") (8.26)
xr N

e un fattore di merito totale:
1 1 1

@ = Q— + @ (8.27)

. . . N . - <1 T \
L’ampiezza del campo in cavita varia come e 2Q% | ovvero g—" ¢ la costante

di tempo di decadimento della energia in cavita. Si noti espligitamente che i
fattori di merito (se le perdite sono piccole) si calcolano sulla cavita ideale.

La riduzione della frequenza di risonanza a causa della conducibilita finita
o delle pareti puo essere facilmente giustificata. Una stima molto grossolana
del fattore di merito e

%M0|1n|2v
s0|E,[256

essendo V' ed S volume e superficie della cavita, ¢ la profondita di pene-
trazione nelle pareti ed |E,| il campo elettrico tangente alle pareti stesse.

Qn:wn

Essendo
= (L) e = nte
N ) " 9g
si ottiene
%
Qn_ﬁ

La riduzione percentuale della frequenza di risonanza vale

Aw, 1 55

wy 20, V
Poiche il campo penetra nella parete per una profondita 9, il prodotto So
rappresenta l'incremento di volume della cavita a causa delle perdite sulle
pareti. Quindi la riduzione della frequenza di risonanza e sostanzialmente
proporzionale all’incremento di volume della cavita stessa.

1Si pud dimostrare che Q4 = w,, 71351'?{:&%0.
m
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8.5 Cavita alimentate

L’analisi di una cavita alimentata richiede la considerazione anche della strut-
tura di alimentazione, la quale carica la cavita medesima (analogamente a
quanto visto nel corso di propagazione per i risuonatori in linea di trasmis-
sione). Possiamo comunque suddividere il problema in due parti ed occuparci
preliminarmente dell’effetto di una corrente (vera o equivalente) nella cavita
chiusa come sorgente. Supponiamo allora di avere, su una parte S’ della su-
perficie totale della cavita, una corrente magnetica M? . Le equazioni per il
modo n sono:

—spioln — knViy = [ o EX X By - dS + [y EM X By, - dS (8.28)

koI, — segV, =0 '

in cui il vettore dS = anS esce dal risuonator(z.

Su S — S’ & presente il campo elettrico EL (dato dalla condizione di
Leontovich) del conduttore non perfetto, mentre su S’ risulta:

Etan - E%n + Efzn (829)
dove Et]‘(fn e il termine di forzamento, legato alla corrente magnetica M ,

tramite la normale entrante —i,. Ruisulta quindi

Eran = —iy x M + E- (8.30)
Lintegrale di E vale, assumendo eccitazione monomodale):
 HowWn,
(1 +g)“22 I, (8.31)

dove (), e il fattore di merito relativo alla conducibilita finita. Il termine di
forzamento vale invece:

/ E X hy-iydS = | (=in x M) (hy x1,)dS = | M-h,dS (8.32)
! Sl S/

in quanto di En pesa la sola parte ortogonale a in. Indicato con G,, tale ultimo
integrale, si trova allora, per il modo n:

— 4o [jw +(1 +J)Q_Z] I, — k. V, =G, (8.33)
k‘nIn — jﬁoan =0

2Supponiamo in questo paragrafo il dielettrico ideale. Le eventuali perdite nel dielet-
trico possono essere tenute in conto modificado la costante dielettrica, come nel paragrafo
precedente
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in cui si & sostituito jw (frequenza di M ) ad s in quanto il forzamento fissa la
frequenza di funzionamento. Risolvendo si trova (il determinante del sistema

e —EoﬂoDn(W))i

V, = an(:)c o
weg wGn
I, Vy, = -G (8.34)

n

Dy (w ) = —Jjw [jw + 7(122“’"} — w2

La risposta dipende quindi da D,,(w), che possiamo esprimere come:

Wwy, WWw, . Wwy

Qn Q. ' a.

Se ci limitiamo a considerare la risposta vicino a w, allora:

Pl ez Hg_i R g_i m {w_ (w"_ 262571) _j;gn}

D, (w) = w?* + (1 —7) (8.35)

—w = (w—wn) (W wy) F

(8.36)
Il picco della risposta si ha ad una frequenza pari a:
D — w1 — (8.37)
Wn = Wy 50, )

vicina alla frequenza di risonanza libera e pari alla frequenza di risonanza

calcolata tenendo conto anche delle perdite. Posto D, (w) = w — @, — j 2“&,
si trova:
V=135, éw
= ]2M0D @ (8.38)

Dn( ) = 2w, Dy (w)
La risposta e ovviamente risonante, con un picco, per w = w,, dato da:

— wn

Dyp(wn)| = — 8.39
D) = 5 (8.39)
La frequenza ws per cui la risposta scende di 3dB si trova imponendo:

—= 2 — 2 wn \’

Dufen]® = 2Dt =2 (22 (8.40)

ed e facile verificare che soddisfa la relazione:

m—%f—gaf (8.41)
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OVVero: o
=w, F — 8.42
Wg = Wn + 20, (8.42)
La lunghezza totale di banda a 3dB ¢ quindi & e quella relativa:
A 1
—f = — (8.43)
fr Qn

Per w = w3 la risposta ¢ anche sfasata di F7 rispetto al valore per w,
(precisamente di =7 per wy <w, edi § per wg > Wn)-

8.6 Accoppiamento guida-cavita tramite fori

Consideriamo una cavita rettangolare (figura 8.4) con fattore di merito pari a
@ (in genere molto elevato), accoppiata tramite un foro piccolo ad una guida
rettangolare di alimentazione, di dimensioni a x b. Il modo della cavita e:

NaVas i

! Z
L ' »

Figura 8.4: Cavita rettangolare

4 —
6= |/ = sin %’z sin %iy (8.44)
con k, = (%)2 + (%)2 e, di conseguenza:
i 1V><ﬁ 1 4 [ﬂ' 7rz,7rx—,»+7r,7rz Wxﬁ]
n=— €n = —\/ — | —+ cos — sin —1i, + — sin — cos —1,
k, k, V abL L L a a L a

(8.45)
Mettiamoci ad una frequenza w prossima a ck,, e sia V; Pampiezza del TE;q
incidente. Sia M, 'ampiezza del dipolo magnetico lungo 7, nella cavita, e
supponiamo, per semplicita, il foro centrato. Allora 3:

1 4 7

3 My non va raddoppiato per avere G,,, in quanto G,, dipende dalla corrente magnetica
nella cavita chiusa.
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Noto G, si ottiene il campo magnetico in cavita, ed in particolare il campo
risonante, di interesse per la teoria di Collin. Se calcolato nel foro, tale campo
vale:

- ) G, - J 7 \? 4 -
Lh —j—2" po—— L (M) (—1 T (847
I D)™ = 2pgDe) 0 (D (kL) ar'= (547

cui andrebbe aggiunta la componente z, che pero non interessa. L’equazione
per il dipolo M, diventa allora:

2 1 4 7\
H,+ = My—2 — 2 M| (8.48
ab 7" abL (k@) 246D (w) 0] (8.48)

My = jw/io( )

da cui:

jWMOOém
ab

1 2i 1/ 7\
Z1o 2uoDn(w) L (k@) ” (8.49)

AV D)
Mb = — . = 8.50
0 = —Jjwlot 7 \/ab (8.50)

¢ il valore che prevederebbe la teoria di Bethe.
La presenza del fattore D, (w) in My produce una variazione di M, con
la frequenza.

M, = Mb{1+2

dove:

Poniamo:

MPb MYD,,
My = —— 0 E—" 1) (8.51)
1+ jAq, + an, 5.0

2
2005 po 2wy, [ _m . . —
con A= e e B=5F 00 ) avendo approssimato, in A e B, w con w,.

Sostituendo D,,(w) si ottiene infine:

M¢D,,
My=—— MoDulw) (8.52)
(W —=Wn) = Jog= + jomA(w — W) + 2522 + a, B

L’ultimo termine & molto piu grande del penultimo, che puo quindi essere
trascurato. My ha quindi un picco alla frequenza per cui si annulla la parte
reale, che e pari a:

Wy = Wy, — 0y B (8.53)
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Essendo «,,, > 0, si ha quindi una ulteriore riduzione della frequenza cui la ri-
sposta ¢ massima, dovuta all’accoppiamento (la cavita € in realta piu grande).

Nel terzo termine possiamo porre w ~ w, e tale termine diventa quindi:

JjamA(w, — w,) = ja, A(—am B) (8.54)
Quindi
M{D,
My ~ ! () — (8.55)
W= (wn - amB) - .]QQT%
dove Q;? ¢ definito da 20527;‘ = 2052"71 — apA(—a, B) *. Allo stesso modo anche
I’ampiezza del modo eccitato in cavita risulta risonante:
Gn 4 M
V= —ct = € \/ — 0 . (8.56)
2D,(w) 2k,LV abLw — (0, — ayB) — ]2“5”,4
Il coefficiente di riflessione nella guida puo essere calcolato come:
Vb
r=-1 8.57
+ (8:57)

essendo Vp 'ampiezza del TE;y prodotto dal dipolo:

Vp = =M/ — 8.58
D o\ (8.58)
Sostituendo:
, _
Y . S— C) N (8.59)
ab V; w— (0, — a,B) —j;é"A
con:
Mp 2 [2
T 8.60
V. JW o Zwo \ ab ( )

8.7 Dimostrazioni

8.7.1 Gl autovalori del laplaciano sono reali positivi

Gli autovalori del laplaciano in una cavita sono reali positivi (e pertanto
anche gli autovettori possono essere scelti reali). Infatti da fv er - Vie,dV =

4La presenza dell’accoppiamento riduce quindi il fattore di merito del risuonatore, e
pertanto allarga la banda utile.
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—k2 [, len|” AV segue che, essendo il primo membro pari a — [;, & -V x V x
V x é,dV = fs €, X V X €, - ds — fv |V x €n|2 dV, e il primo integrale nullo

per le condizioni al contorno, si ha:

2 [, IV x &,[*dv

= 8.61
n fv |€n|2 dV ( )

Se in particolare il contorno della cavita ¢ connesso, allora k2 > 0. Infatti
autofunzioni con k2 = 0 richiedono che per esse V x &, = 0 (vedi (8.61) ).
Allora é, = —V® con V2® = 0, essendo per costruzione V - ¢, = 0. Ma le
condizioni al contorno (assenza del campo elettrico tangenziale) richiedono

0P

de
e, se il contorno e connesso, questo implica ® costante sul contorno. Per le
proprieta delle funzioni armoniche, la & dovra essere costante dappertutto.
Il suo gradiente e nullo, e quindi questa non ¢ una autofunzione.

=0

8.7.2 Completezza dei vettori di base

Dimostriamo che 'insieme dei vettori V x €,, e ortogonale e completo. Per
la ortogonalita si ha:

/(Vxén)-(Vxém)dV = /énxVxémdSJr/én-VxVxéde:
1% S v

= —/ €, - V?e,dV = (8.62)
1%

= k2 / En EndV = k26m
1%

Quindi év X €, ¢ un sistema ortogonale (oltre ad essere ben definito essendo
k, # 0). Invece, per la completezza, questa ¢ vera solo per campi h solenoidali.
Infatti se [, h-V x &,dV =0, Vn, segue che & nullo Jq €n x h-dS + Ji €n -
V x th ovvero il solo secondo integrale, per le condizioni al contorno. Dalla
completezza di €, segue V x h= 0, ovvero h= —Vqﬁ Poiche anche V- h = 0,
si ha V2¢ = 0. Se le pareti sono di CEP, allora i, - h = 0, ¢ = cost, e il
sistema e completo (altrimenti occorre aggiungere V¢ alla espansione).

8.7.3 Solenoidalita del campo elettrico

Dimostriamo che il campo elettrico e solenoidale.
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Consideriamo l'insieme di funzioni ), costituenti un sistema completo, e
calcoliamo

Integrando sulla cavita, e usando il teorema della divergenza, segue

/S¢m5'd§:/V@/)m(V-é’)dVJrZVn/V(V@bm).gndv (8.64)

avendo usato la (8.1) e integrato termine a termine la serie di Fourier.
Possiamo sviluppare I'ultimo integrale come

/V(Wm)-én dV:/VV-(wmén) dV—/Vwm(v-én) dV:/Swme*n-dg (8.65)

essendo V - €, = 0 e avendo ancora usato il teorema della divergenza.
Sostituendo (8.65) nella (8.64), e scambiando i termini, segue

/V¢m(v-é§dvz/Swmg-dS*—Zvn/S;bmén-dS* (8.66)

ovvero

/Vzpm(v L&) dV = /3% = Vad| -as =0 (8.67)

se la serie di Fourier (8.1) converge puntualmente sulla superficie S, per il
che basta che € sia continuo sulla superficie.
Dalla completezza delle 1, segue V - €= 0.



CAPITOLO 9

Strutture guidanti inomogenee

9.1 Modi ibridi

Nelle guide metalliche esiste una base ortonormale costituita da modi TE e
TM rispetto all’asse della guida. In strutture piu generali, invece, questo non
¢ piu vero in quanto (salvo casi particolari di simmetrie) i campi TE e TM non
soddisfano separatamente le condizioni al contorno. I modi di tali strutture
sono pertanto modi ibridi, con E, # 0 e H, # 0. Nel seguito ci limiteremo
a considerare strutture omogenee (eventualmente solo a tratti) lungo z !. In
tal caso i potenziali di Hertz soddisfano all’equazione delle onde:

VQ{ $ }+k2n2(£){ g }:0 (9.1)

dove k* = w?ep ¢ costante e n(t), indice di rifrazione, ¢ costante a tratti. In
ogni parte omogenea, sia ¢ che ¥ variano come onde del tipo e¥7%% dove 3
e da determinare. Tuttavia il valore di § per uno stesso modo deve essere lo
stesso in tutta la sezione trasversa, pena lo “scorrimento” dei campi all’in-
terfaccia e quindi 'impossibilita di soddisfare le condizioni al contorno.

La parte variabile con ¢ soddisfa a:

Vf{$}+[nik2—ﬁ2}{$}=o (9.2)

'Non ¢ una vera limitazione in quanto ogni struttura variabile puo essere approssimata
con una costante a tratti, purche i tratti siano sufficientemente piccoli.
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in ogni regione omogenea dove n2(5) = n?, e le condizioni al contorno sui
campi:
E, =—L (—jB)V ¥ — Vi X i,

jwn?e
2232
E,=——V2y =" Py
Jwn;ie Jwn;je (93)

Hy= ViU x 0.+ 2 (—jB)Vid
H,=-—-1Vv2= _qu

Jwp Jwp

forniranno 'equazione di dispersione, la cui soluzione ¢ § = f(w).

In particolare tali condizioni sono:

212 92
1. Continuita di £, = Continuita di "0 = Lv2y.

k3

2. Continuita di H, = Continuita di n?k* — 3°¢ = Vi¢.

3. Continuita (figura 9.1) di i, - E, = Continuita di ——£52% 4 9

wenf dc on

4. Continuita di i, - ﬁt = Continuita di g—: + w%%.

Figura 9.1: Vettori rispetto alla superficie della guida

Ovviamente su un CEP si deve avere ¥ = 0, —ﬁ#%—‘f + 2% =0 (con n

2

indice del materiale a contatto col CEP). Inoltre all’infinito e richiesto che W
e ¢ siano o (%) in modo da avere modi confinati.

Si hanno quindi in generale quattro condizioni al contorno per ogni interfac-
cia. D’altra parte la soluzione generale per ¢ e ¥ dipende da quattro costanti
per ogni zona omogenea (due per ¢, due per W) e il sistema e determinato.
Nel caso di modi TE o TM puri si avrebbero due costanti e tre condizioni
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(un campo longitudinale ¢ nullo) e quindi un sistema senza soluzioni, a meno

che i campi non siano costanti lungo il contorno % = 0. In tal caso si hanno

due equazioni e due incognite, e quindi una soluzione.

Modi TE o TM sono quindi possibili ma devono essere costanti rispetto
a c. Notiamo infine che il calcolo di § e del campo € in genere tutto quello
che interessa in quanto per modi ibridi I'impedenza non ha piu neanche il
significato limitato che aveva per i modi TE o TM.

9.2 Piastra dielettrica

Vogliamo determinare i campi associati ad una piastra dielettrica (figura 9.2)
di spessore h, poggiata su di un CEP. Se ci limitiamo a campi indipendenti

X
L» Y
nZSO i[ d

CEP

€

Figura 9.2: Piastra dielettrica

da y sono possibili modi TE o TM puri. Consideriamo in particolare modi
TM. Si ha:

PV T =0 r <0 X? = n?k3 — 3
(9.4)
&L 20 =0 x>0 7 =32 — k2
Per x < 0 la soluzione, che soddisfa anche alla condizione sul CEP, e:
U = Asin x(d + ) (9.5)

Per 2 > 0 occorre un campo confinato e quindi deve essere v* > 0 (3 > k2):
U = Be * v >0 (9.6)

I campi sono quindi confinati in una striscia di spessore % nel vuoto.

I possibili valori di  possono essere calcolati dalle condizioni di continuita

per z = 0, che sono:

4 (—x*Asin xd) = +*B
5 (=x*Asin xd) =~
{ xAcosxyd =—yB (9-7)
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Questo sistema omogeneo ha soluzioni non banali solo se il suo determinan-
te e nullo, ovvero se le due equazioni sono proporzionali. Si ricava quindi
I’'equazione di dispersione:

x tan xd = n*y (9.8)
cui va aggiunta l'uguaglianza di (:
>+ =(n" - 1)k (9.9)

Tale equazione puo essere risolta come intersezione di due curve. Occorre pero
distinguere il caso x* > 0 da quello x* < 0 = x = —j |x|. In quest’ultimo
caso si ha pero:

x tan xd = —j [x| (—=j tanh |x|d) = —[x| tanh [x|d < 0 (9.10)

e quindi non vi sono soluzioni. Resta allora x? > 0 e le due curve (figura 9.3)
da intersecare sono*:

dtan yd = n?~d
{ z(de f(vd)Q ’ (n2 — 1) (kod)? (9.11)

La seconda curva e un cerchio di raggio crescente con la frequenza. Si vede
quindi che vi & sempre un modo guidato, a qualunque frequenza (la “fre-
quenza di taglio” del TMy e quindi nulla). Al crescere della frequenza vi sono
poi altri modi. Si noti che stiamo parlando della esistenza di tali modi e non
del tipo di propagazione. Se un modo guidato esiste, si propaga. Al di sotto
della sua frequenza di taglio, invece, il modo non esiste (non va inserito nella
rappresentazione modale del campo). E’ facile vedere che il modo TM,, esiste
per frequenze tali che:

vn? — lkod > pm (9.12)

La lunghezza d’onda corrispondente puo essere grande rispetto a d se n? ~ 1,
mentre in una guida chiusa ¢ sempre dell’ordine di grandezza delle dimensio-
ni trasverse.

Vicino al cut-off si ha vd ~ 0, ovvero il modo si estende in tutto lo spa-
zio. In tal caso B ~ kg. Per w — oo si ha invece xd ~ 7 + pm e quindi
(xd)* < (n? — 1)(zod)>.

Pertanto ~vd ~ /n? — lxogd e 3 =~ nky, ovvero il modo ¢ quasi completa-
mente confinato nel dielettrico. Il valore di 3 varia in modo omogeneo in
[ko, nko| dando luogo al diagramma di Brillouin in figura 9.4. Per compren-

?Basta considerare y > 0 in quanto ad ogni tale soluzione ne corrisponde una con
opposto ma che ¢ esattamente la stessa soluzione (in termini di campo).
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AYd

xd

/2 o 3m/2 21

Figura 9.3: Relazione tra vd e yd

Figura 9.4: Diagramma di Brillouin
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dere il meccanismo fisico di confinamento del campo in una struttura aperta,
esaminiamo la struttura del campo nella piastra. Prendiamo ad esempio F,:

) A . ) )
E, = Acosx(d+z)e % = 3 [ejxdej(xx_ﬁz) + e Ixdem it (9.13)
Il campo e quindi la somma di due onde piane, con vettori di propagazio-

ne (Fx,0,3). E’ facile convincersi che questi sono i vettori di onde piane
incidenti e riflesse dalla interfaccia. L’angolo di incidenza (figura 9.5) vale:

1
sinf; = \/% = niko S (5, 1) (9.14)

ed e quindi sempre maggiore dell’angolo limite. Il confinamento ¢ quindi

A

Figura 9.5: Angolo di incidenza dell’onda all’interfaccia

legato al decadimento reattivo del campo all’esterno del dielettrico.

La decomposizione in onde piane suggerisce 1’esistenza di altri campi asso-
ciati a tale struttura. Infatti ¢ pensabile avere vettori con angolo di incidenza
superiore all’angolo limite e quindi campi trasmessi attraverso l'interfaccia.
Per tali campi, perd, cade la richiesta 4> > 0 (non sono cio¢ confinati) e anzi
sono caratterizzati da v < 0 (8 < ko). In tal caso per z > 0 deve essere:

U = Be ihl® 4 Byeihl (9.15)

in quanto le condizioni all’infinito non eliminano nessuna delle due soluzioni.
Poiche le condizioni sono sempre due ma ora le incognite sono tre, vi sono
sempre soluzioni. Sono quindi possibili tutti i valor di 3 tali che 3* < k2
(si ha cioé uno spettro continuo di valori di ). Avremo quindi modi con 3
reale minore di ko (detti modi radiativi) e modi con [ immaginario (modi
evanescenti).

Un modo radiativo o evanescente non puo esistere da solo, in quanto un flus-
so di potenza reale attraverso l'interfaccia richiede 5 complesso e non reale
o immaginario puro. Occorre quindi sempre considerare una sovrapposizione
(integrale) di tali “modi” per avere campi che esistono da soli.
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9.3 Modi leaky

La rappresentazione completa del campo di una struttura aperta, come una
piastra dielettrica, e costituita da due parti: una somma finita sui modi gui-
dati e un integrale sullo spettro continuo (pit esattamente due integrali, uno
sui “modi” radiativi e uno su quelli evanescenti). E’ evidente che una ta-
le rappresentazione ¢ molto piu complessa di quella relativa, ad esempio, a
una guida chiusa, in cui il campo ¢ una somma numerabile di modi. E’ pero
possibile sostituire l'integrale sullo spettro continuo con una somma finita
di soluzioni della equazione di dispersione, detti modi leaky, che non soddi-
sfano le condizioni per x — o0 e, anzi, tendono a crescere indefinitamente
per x — oo. Ovviamente, queste soluzioni non possono descrivere il campo
per tutti i valori di x. Tuttavia sono utili vicino alla piastra dielettrica e
soprattutto in presenza di discontinuita, ovvero dove occorre la espressione
completa del campo.

Per capire meglio i modi leaky, partiamo dai concetti di soluzione “tran-
sitoria” e soluzione “a regime”, che sono ben noti per un sistema dipendente
dal tempo (ovvero che evolve nel tempo). Poiche stiamo studiando la propa-
gazione rispetto a z, e quindi un sistema che “evolve” rispetto a z (con cause
che si trovano ad una ascissa z inferiore rispetto a quella che stiamo conside-
rando) possiamo usare gli stessi concetti di soluzione transitoria e soluzione
a regime rispetto a z.

Un modo (vero) & una soluzione a regime rispetto a z, che parte da z = —oc.
Se pero consideriamo una struttura guidante che inizia a z = 0 (ad esempio
con una discontinuita o con una sorgente), vi sara presente in essa anche una
soluzione transitoria, corrispondente a raggi che incidono sulla parete prima
dell’angolo limite e che quindi irradiano energia nello spazio (ovvero trasferi-
scono energia dalla piastra dielettrica verso I'infinito) attenuandosi rispetto a
z. Un “modo” leaky ¢ precisamente questa soluzione transitoria considerata
a regime, ovvero per z — o00. Se una tale soluzione esiste per z — oo (pur
attenuandosi rispetto a z) deve aver irradiato una quantita infinita di ener-
gia, e quindi per x — oo deve avere un valore infinito per il campo. In altri
termini chiamiamo modo “leaky” una soluzione non fisica della equazione di
dispersione, che descrive pero una situazione fisica di transitorio rispetto a z
e puo quindi essere usata sui problemi di discontinuita. In una discontinuita
a z = 0 vengono prodotti modi radiativi, e quindi nella espansione del po-
tenziale di Hertz-Debye per z > 0 sara presente un integrale del tipo (al di
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sopra del dielettrico):

/ko [Bl(ﬁ)e’m'x + Bg(ﬂ)eﬂ”'ﬂ e 8243 (9.16)
0

Questo integrale puo essere sostituito da una somma numerabile di modi
leaky (che, nelle applicazioni, verra ovviamente troncata) in modo da avere
una rappresentazione di campo analoga a quella delle guide chiuse.

9.4 Modi leaky in una piastra dielettrica

Per quanto detto precedentemente, i modi leaky sono soluzione della equa-
zione di dispersione con v < 0. Poniamo allora w = —v e riscriviamo le
equazioni di dispersione TM normalizzandole:

(9.17)

w = —#utanu
u? +w? =V2

che possiamo risolvere ancora per via grafica (figura 9.6), con u = xd e
V2 = (n* — 1) (kod)?, frequenza normalizzata. La prima funzione & sostan-

AW

B .

/2 T 3m/2 21

Figura 9.6: Relazione tra w e u

zialmente una tangente ribaltata rispetto all’asse delle ascisse, e la seconda
una circonferenza (per u reale). Se consideriamo le varie circonferenze di figu-
ra vediamo che la prima non ha intersezioni, la seconda ne ha due e la terza
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ne ha una sola. Se consideriamo le due intersezioni della seconda circonferen-
za vediamo che una di queste esiste per tutti i valori superiori di frequenza
mentre la seconda esiste solo fino a Vg = m, esattamente la frequenza a cui
compare il modo TM;.

Si vede, anzi, che, se consideriamo la frequenza che “attraversa” tale valo-
re, la nostra soluzione non fisica si trasforma con continuita nel modo TMj.
Abbiamo cioe una soluzione che puo essere interpretata come il modo TM;
al di sotto della frequenza di taglio. Tale soluzione ¢ il nostro modo leaky,
corrispondente al TM;. L’altra intersezione, invece, non tende ad alcun modo
della struttura e viene normalmente scartata.

La costante di propagazione di tale modo ¢ reale. Infatti per esso u ~ =«
mentre w ¢ (relativamente) piccolo. Ne segue Vi ~ u. Quindi da (??) si ha:

2
3% = n2k2 — (%) —  (Bd?=nPR2 —u®  (9.18)

e dlla definizione di Vg:
n?kid® ~ u® + (kod)? (9.19)

per cui:
B~ k2 (9.20)

Dalla analisi delle intersezioni si vede comunque che tale modo esiste solo
in un piccolo intervallo di valore di Vg, ovvero finche la circonferenza non
diviene tangente alla curva.

Per determinare tale punto (t,w;), possiamo richiedere che le due curve ab-
biano la stessa derivata (oltre ad avere una intersezione). Imponendo 1'ugua-
glianza delle derivate si trova:

u

) S (9.21)

w

1
—— (tanu +
n? < cos? u

Questa equazione va aggiunta a quelle di dispersione (??7-77?), che riportiamo:
x tan yd = n?y
ey, (922

in cui V, va considerata una ulteriore incognita, e consente di determinare
la frequenza minima a cui e presente il nostro modo leaky. Per calcolarla si
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puo utilizzare la prima equazione di dispersione per scrivere la condizione
sulle derivate come:

n2

= (9.23)

cos? u) tanu

—iz (tanu +
n

che, inoltre, fornisce u; da cui e immediato calcolare w, e poi la frequenza
V. Per frequenze inferiori a Vg, le due curve non hanno intersezione (reale).
Vi sono pero intersezioni complesse, che hanno inizialmente w prossimo a
wy (ovvero §(w) < wy) ma la cui parte immaginaria aumenta molto ra-
pidamente. L’andamento di yd con la frequenza e mostrato in figura 9.7.

T | ni(gg)

Figura 9.7: Andamento di vd rispetto alla frequenza



CAPITOLO 10

Fibre ottiche

10.1 Modi di una fibra ottica

Una fibra ottica ¢ un sottile filo di vetro o quarzo fuso, a sezione circola-
re (o ellittica) e indice di rifrazione variabile verso I’esterno. Tali fibre sono
strutture guidanti aperte in grado di convogliare energia elettromagnetica
nel visibile (400 <+ 800nm) e nell'infrarosso (0.8 < 2um) con attenuazioni che
possono arrivare a frazioni di decibel per chilometro.

Nel seguito considereremo brevemente la struttura modale delle fibre a salto
d’indice (step index fiber) la cui sezione ¢ costituita da un nucleo (core) di
indice di rifrazione nq, rivestito da un mantello (cladding) con indice ny < n;.
Questa struttura e aperta e quindi, come la piastra dielettrica, non contiene
solo modi guidati. Per le applicazioni telecomunicative possiamo tuttavia li-
mitarci a questi modi, in cui il campo e confinato essenzialmente nel nucleo,
e quindi supporre che il mantello abbia estensione infinita.

In altri termini considereremo i modi guidati da un cilindro dielettrico di
raggio a e indice di rifrazione n = Z—;, immerso in uno spazio omogeneo
in cui la costante di propagazione sara indicata con k = noky. La costan-
te di propagazione dei modi in fibra sara quindi compresa nell’intervallo

(k,nk) = (nokg, n1ko). Infine assumiamo la fibra debolmente guidante:
n?—1
2n?

A:

<1 (10.1)

10.2 Modi guidati in una fibra ottica

Nelle ipotesi di fibra (figura 10.1) debolmente guidante:
n—ny < 1 (10.2)
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e con mantello infinito, i modi sono modi ibridi con equazione di dispersione:

Figura 10.1: Fibra ottica con mantello infinito

Ji_1 (XG> - Ky (761)

HE,,, =
: xaJi(xa)  yaK(vya)
Jir1(xa) _ Kiy1(va)
EH,,, — XU 2%
{ xaJ(xa) vaK;(vya) (10.3)

| 7* = 5% —nik;

che sono identiche per [ = 0 '. J e K sono funzioni di Bessel (analoghe a
sinz e e”* ma in coordinate cilindriche) e m indica il numero d’ordine della
corrispondente radice.

Poiche risulta J_; = (=1)'J; e K_; = K;, i modi HE;, EH_; e i modi EHj,
HE_; sono degeneri (naturalmente se hanno lo stesso indice m) . I modi HE
ed EH sono molto simili a modi polarizzati circolarmente e tale degenerazio-
ne dipende dalla simmetria che non consente di discriminare i due versi di
rotazione.

L’ipotesi di fibra debolmente guidante introduce poi una ulteriore degene-
razione tra EH; ; ed HE;;; (in realta, questi modi non sono esattamente
degeneri). Possiamo quindi raggruppare i modi degeneri tra loro:

[ HEl-EH_l
[ ] HEQ—EH_Q—HE()—EHO
[ ] HEg—EH_g—HE_l—EHl

T modi variano con ¢ come e/'?.
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Basta quindi considerare solo i modi H £, con [ > 0. Dalla tabella prece-
dente si vede che i modi H E; sono degeneri di ordine 2, mentre tutti gli altri
sono degeneri di ordine 4.

Combinando opportunamente i modi HE ed EH si giunge poi a modi
linearmente polarizzati, che sono quelli di maggiore interesse applicativo.

Le equazioni di dispersione devono essere risolte numericamente. Tut-
tavia, vicino al cut-off oppure a frequenza elevata, sono possibili soluzioni
approssimate. La condizione di cut-off € ya = 0, per cui vicino al cut-off si
avra ya < 1. In tal caso (relazione molto precisa per va < 0.2):

Ko(ya) =~ —log "09 1 =1.781

[ —1)120-1 10.4
Ki(vya) ~ % [>0 (10.4)
ya
Introduciamo la frequenza normalizzata:
V = ngokgavn? — 1 = gnla 2A (10.5)
c

e poniamo u = ya, w = ya. Risulta u?> + w? = V? e quindi al cut-off (w = 0)
si ha u = V. La frequenza di taglio V; ¢ quindi uguale al valore di cut-off u,
di xa.

Determiniamo allora wu.. Distinguendo [ = 1 da [ > 1 e usando i valori
asintotici di Kj, si ha:
1.1=1
Jo(u)  —log e Tw
~ = —log— 10.6
uJp(u) w- L D) (10.6)

w
Questa relazione puo essere invertita per dare una u = u(w) e risultera
ue = lim u(w). Passando al limite per w — 0 si ha allora:

w—0

lim 220 _ (10.7)

u—ue uJp (1)

e quindi ’equazione:

ued1(ue) =0 (10.8)
Indicando con &, la successione degli zeri (diversi da zero) di J;(z) si
trova:
T (10.9)
gl,m

e quindi il modo HE;; ha frequenza di taglio nulla.
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2. 01>1

Ji(u)  (1—=2)12721 w! 1

_ - = 10.10
uJy(u) wt o w (=112 2(1—-1) ( )
che, per le proprieta delle funzioni di Bessel, diventa:
J—o(u) =0 (10.11)
per cui:
Ue = &—2,m (10.12)

Il valore © = 0 non ¢ invece soluzione, in quanto il primo membro della
equazione di partenza diverge per u — 0.

Ne segue che il modo fondamentale ¢ il modo ibrido HE;; (mentre i modi
TE e TM, corrispondenti a [ = 0 ovvero a [ = 2 hanno frequenza di taglio
maggiore di zero).

Il primo modo superiore corrisponde a [ = 2 e per esso:
Vi =ul) =&, = 2405 (10.13)
In termini di frequenza reale:
c
wy =&1——
t fo,lnla\/z

a
/\t:ﬂ\/Z

(10.14)

e si ritrova la notevole riduzione di \; rispetto alle dimensioni geometriche
gia vista nelle piastre dielettriche. Per frequenze prossime al cut-off il modo
si estende molto nello spazio (e le approssimazioni iniziali cominciano a non
essere piu valide). Ha quindi interesse valutare qualitativamente w = ~ya vi-
cino a V4.

Per [ =1 si trova immediatamente:

w= 2 exp {— Jol) ] (10.15)

w = %exp [— Jo(V) } (10.16)
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Poiche il campo nel cladding varia come e~ 7", allora al crescere di w il campo
si concentra sempre piu verso il core. Possiamo quindi utilizzare la fibra solo
se w > wr, ovvero solo se v > Vy;, che possiamo considerare come la frequenza
di taglio effettiva del modo HE;;. Per valutare wy, si considera come raggio
effettivo del modo la quantita:

1 1
Tm:a—l——:a(l—I——) (10.17)
v w

assumendo modo confinato se r,, < 10a, ovvero se w > %. Il valore corrispon-
dente di frequenza normalizzata ¢ V' ~ 0.95 (ricavato dalla equazione esatta).

Il comportamento monomodale si ha quindi per:
095 <V <24 (10.18)

Analoghe valutazioni si possono fare per [ > 1, ma la relazione w(u) non ¢
esprimibile in forma chiusa.

L’altro caso di interesse e V' — oo0. In tal caso si ha w — oo mentre ya = u

resta limitato. Allora:
I
Kl(w) ~ %efw (1019)

e 'equazione di dispersione diventa, VI:

Jl,l(u) . l
(@)~ (10.20)

Si vede facilmente che, al limite per w — 00, u — Uy dato da J;_j(us) = 0.
Pertanto:
Uoo = §1-1,m (10.21)

In particolare per il modo HEq; risulta u., = xooa = &1 = 2.405.

Per V grande e [ = 1 possiamo approssimare w ~ V e ricavare u(V'); infatti
si trova, derivando la (10.20) rispetto a V:

d [ Jo(w) | du 1
du [qu(u)] av = V2 (1022)
che interessa vicino a .. Sviluppando e ricordando che J)(u) = —J;(u):
—Ji(wuy(w)] — Jo(u) fudi(w)] du 1 (10.23)

w?[Jy ()2 v = 2
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Ma vicino a u il secondo addendo della somma ¢ trascurabile e segue:

1 du 1
—_—— = 10.24
uwdV V2 ( )
Risolvendo:
(du_av
u V2
logu =—¢ +c¢ (10.25)
{ U = uog exp [ ]

dove la costante di integrazione viene determinata imponendo la condizione
per V — oc.

10.3 Dispersione nelle fibre ottiche

La dispersione totale della propagazione in una fibra ottica o altra struttura
aperta ha tre contributi:

e La dispersione propria del dielettrico che costituisce la fibra (dispersione
cromatica o material dispersion).

e La dispersione dovuta alle discontinuita trasverse guidanti (dispersione
geometrica o wavegiode dispersion,).

e La eventuale differenza tra le v, dei vari modi che si propagano nella
fibra (dispersione modale).

Quest’ultimo termine e evidentemente presente solo se la fibra funziona in
regime multimodale.

Nelle attuali fibre monomodali restano quindi i primi due termini e spes-
so e la dispersione cromatica a prevalere. E’ tuttavia possibile realizzare fibre
in cui la dispersione cromatica e quella geometrica sono opposte, e molto
vicine in modulo, in una banda di frequenza piccola percentualmente ma
sufficientemente lunga da poter essere utilizzata. Se a tale frequenza sono
piccole anche le perdite, tali fibre possono essere usate per tratte lunghe an-
che migliaia di chilometri senza elaborazione intermedia.

La dispersione si ottiene da:

fa = y\/n?kia? — u? (10.26)
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derivando rispetto alla frequenza (normalizzata) V' = njkoav/2A.
Nella (10.26) possiamo introdurre V' ottenendo

fBa =4/ % — u? (10.27)

con A dipendente da V', e derivare

d(fa) _ 1 {K s ( ! ) da _ 2ud—u] (10.28)

AV 280 AT 2 U A2
Sviluppando, e usando la (10.25):

AV 2Ba |A V2 2A24dV

Per frequenze grandila (10.25) puo essere approssimata con

V2 V
fa ~ 1/2— = ToA (10.30)

d(Ba) 1 [V Ju dA} (10.29)

e quindi la (10.29) diventa

dBa) | 1 w o VodA
v |v2A VA (m)fﬁdv (10:31)

Ricordiamo che si ha dispersione se 3 € una funzione non lineare di V,
ovvero se la sua derivata non e costante. La dispersione e quindi causata dal
secondo e terzo termine della (10.31), e in particolare il primo produce la
dispersioen geometrica e il secondo quella cromatica.

Dalla (10.31) segue anche che ¢ possibile avere assenza di dispersione se il
secondo e il terzo termine si compensano in una banda di frequenze, e quindi
e necessario che A sia una funzione decrescente di V.

Se si riesce ad avere la compensazione nella (10.31), la dispersione diventa
molto piccola, ma non nulla. Comincia infatti ad avere effetto la dispersione
di polarizzazione di modo, o, con acronimo inglese, PMD. Questa ¢ dovuta al
fatto che la simmetria cilindrica della fibra non e perfetta. Quindi i due modi
della fibra hanno velocita di propagazione leggermente diverse, e questo pro-
duce una dispersione. La PMD e molto piu piccola delle dispersioni cromatica
e geometrica, e quindi normalmente non ha effetto (essendo trascurabile ri-
spetto a quelle). Se pero le due dispersioni principali vengono compensate,
il sia pur piccolo valore della PMD va tenuto in conto (non puo piu essere
trascurato).



CAPITOLO 11

Matrice di trasmissione

11.1 Definizione e proprieta

Per reti a due porte (figura 11.1) ¢ utile considerare la matrice di trasmissione
(o matrice ABCD) definita da:

Vi = AV, + BI,
ovvero:
1] 1>
— S

Figura 11.1: Rete due porte

il | A B Vs
MIRERIRE: 112
(si noti la convenzione sulle correnti diversa da quella usata per Z e Y). La
matrice di trasmissione di due, o N, reti in cascata e il prodotto matriciale

delle singole matrici, ordinate come il flusso di potenza (la prima matrice del
prodotto & quella relativa all'ingresso).

I vari termini si ottengono con l'uscita aperta o in cortocircuito. Ad esempio
consideriamo una linea lunga [ (figura 11.2). Se 'uscita ¢ aperta (I = 0) si
ha:

{ AVy = Vi = V(=) = Vycos B(—1) = Vi cos il (11.3)

CVo =1 = I(~1) = —j A Vysin §(~1) = j A Vysin il
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Figura 11.2: Linea di trasmissione di lunghezza [

e se € in cortocircuito (V, = 0):

ngzllzl(—l) :IQCOS/BZ '
per cui la matrice e:
cos Bl jZysin Bl
{ jZLO sinfl  cos [l (11.5)

La matrice di trasmissione ¢ evidentemente collegata sia a Z (o Y) sia ad S.

Per quanto riguarda la relazione con Z partiamo (con la diversa convenzione
su I,) da:

Vi=Zuly — Zials
11.6
{ Vo = Zorlh — Zao Iy ( )
e imponiamo la definizione di T:
A=4 — Zu
Ylp=o 7 (11.7)
C= 14 L ’
Va|r,—0 Z21
B e D richiedono V5 =0 e in tal caso I, = %[1- Pertanto:
B = % = Zu f—l — Z1p = _2121222 — Z12
2 VQZO 2 V2:0 21 (11 8)
D=L _ Z2 ’
P Vo=0 T Zn
Per una rete reciproca si ha:
A B Loy Ly Lo Zig
=AD — BC = — — =—=1 11.9
C D ‘ Z3 z3 Zn  Zn (11.9)

Se la rete e anche priva di perdite allora A e D sono reali e B e C' immaginari
puri (perche Z ha tutti gli elementi immaginari).

Ovviamente I'uguaglianza di due reti reciproche si ha se tre elementi di T
sono uguali. Se le reti sono anche speculari ne bastano due (purché non siano
Ae D) in quanto in tal caso A = D.
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11.2 Impedenza di ingresso

Consideriamo una rete due porte (figura 11.3) chiusa su di un carico Zj, e
calcoliamone I'impedenza d’ingresso in termini di T o di S. Per definizione:

Zs I I

Q ~ *VI‘ ] *Vg DZL

Figura 11.3: Rete due porte con generatore di tensione e carico

Vi AVo+BL,  AZ,+ B

Ty — & — —
IN=1 ~CV,+DI, CZ,+D

(11.10)

Per quanto riguarda S conviene lavorare in termini di coefficienti di riflessione

'y e 'y, relativi alla stessa Zy della matrice:

Vi~
- =

Vi

V2+

S S1o— 11.11
1+ 12V1Jr ( )

I'iv =

D’altra parte V,© = 'LV, (per Z;, le onde progressive e riflesse si scambiano),
quindi:

‘/2_ - 521‘/1+ —|— 522‘/2+ - 521‘/1+ —|— SQQFL‘/Q_ (1112)
Per cui:
{VFS?V?t (11.13)
1—=S921"p 11.13
So1l
‘/2+ = I—ngﬁL ‘/1+

e, in definitiva:

So15121'L _ S — Agl'y
1 — Sl 1 — Sl

Ty = S+ (11.14)

essendo Ag = 511529 — 512991 il determinante di S. Si noti che per reti uni-
direzionali (S1o = 0), I';y = Si1, indipendente dal carico.

Analogamente per 'impedenza di uscita si ha Vo = —Zopyrls e Vi = —Zg1h

(essendo Zg I'impedenza di sorgente) e, invertendo —Zg = %, segue:
B+ DZ

+ D45 (11.15)

OUT = Sy Y CZs
mentre in termini di S lo stesso ragionamento di I';y fornisce:

S128n1Ts Sar — Agl

— 11.16
1-5ulys 1-5uls ( )

Covur = Saa +
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Anche qui, per rete unidirezionale, I'oyr = S9. Per quanto riguarda la
matrice T, la condizione di rete unidirezionale ¢ AD = BC'. In tal caso:

g AZL+AZ _ ACZy+D _ A
IN — "¢z, ¥D A_ cCCZ,+D — C (11 17)
DZs+D& _ DCZs+A _ D )

Zour = CZs+A — CCZg+tA — C




CAPITOLO 12

Strutture periodiche

12.1 Propagazione in strutture periodiche

Consideriamo una sequenza infinita di reti due porte uguali (figura 12.1),

caratterizzate dalla loro matrice ABC'D T. Le due porte sono reciproche e

prive di perdite. Indichiamo con o, = (‘I/:) il vettore delle tensioni e correnti

In

N I b, f f I

Figura 12.1: Sequenza infinita di reti due porte

alle porte (assumendo una sezione “origine” come sezione 0) e occupiamoci di
determinare tali grandezze (disinteressandoci per ora di tensione e corrente
all'interno delle reti due porte). Per le proprieta della matrice T, si ha:

Up =T " Uy, (12.1)
dove la potenza n-esima di una matrice e pari al prodotto della matrice per
se stessa n volte e T™" = (T7!)". La matrice T ¢ invertibile in quanto
det(T) = 1.

La (12.1) consente di calcolare (in maniera esatta, anche se computazio-
nalmente poco efficiente) la soluzione, ovvero tensione e corrente a tutte le
sezioni. Tuttavia, per ottenere non solo il valore numerico ma anche il com-
portamento della soluzione, ¢ utile risolvere la (12.1) in forma chiusa.

Il punto di partenza e il calcolo di autovalori e autovettori di T. Gli autovalori
A si ottengono da:

A-X B

C D—A‘_O — (A=N(D-\)-BC= (12.2)

det |
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= AD—-)AD - M+ )X —-BC=0

e ricordando che AD — BC' = det(T) = 1 si trova come equazione caratteri-
stica (a coefficienti reali, nonostante T sia complessa):

M —(A+D)A+1=0 (12.3)

le cui radici sono 'una l'inversa dell’altra:

1

A = —
1 N

(12.4)

Trascurando per il momento il caso A+ D = 2 di radici coincidenti, vediamo
che gli autovalori sono reali se il discriminante e positivo:

(A+D)*—4>0 (12.5)
e sono complessi coniugati se e negativo:
(A+D)>—4<0 (12.6)

In questo secondo caso risulta:

A+D
2

'<1 (12.7)

e quindi esiste un angolo 6 € (0, 7) tale che:

A+ D
2

= cos 0 (12.8)

Gli autovalori sono allora:

A+D A+ D\?
A2 = —g :F\/< ; )—1:(3089:F\/cos26—1 (12.9)

OVVero: '
Ao = 0 (12.10)

)

che sono anche inversi, oltre che complessi coniugati. Per analogia, nel caso
di radici reali poniamo!:

A+ D
2

= cosh (12.11)

'In realtd A + D pud anche essere negativo. Tuttavia, la discussione ¢ analoga al caso
A+ D > 0 e quindi consideriamo solo quest’ultimo.
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ottenendo analogamente:
Aig=et (12.12)

Il caso di gran lunga pit interessante ¢ il caso (12.10) che quindi consideriamo
in dettaglio. La presenza di due autovalori distinti consente di scrivere:

T=H-A-H! (12.13)

dove A = diag()\, \2) e la matrice H ? ha per colonne gli autovettori di T:
H = (,1,). Infatti dalla (12.13) segue:

T H=H-A= (T -1, T-t) = (M, \ots) (12.14)
Sostituendo la (12.13) nella (12.1), si ottiene:
v, =MH-A-HH ™" (12.15)
Ma(H-A-H )2 =H-A-H'! H-A-H'!'=H-A?>-H! ¢, per induzione:
U, =H-A"-H' 4 (12.16)
dove A™" = diag(A; ", A;"). La (12.16) puo anche essere riscritta come:
H5,)=A" - H" %) (12.17)

e nel caso (12.10) di radici complesse:

. e/ 0
A" = ( 0 eind > (12.18)
Se chiamiamo:
~ hay I
h, = =H "7, (12.19)
ha
troviamo: N -
{ he — im0 (12.20)
L’espressione equivalente per le tensioni e:
Ty =H-h, =ht, +h i (12.21)
Si trova quindi:
Vo = Rty + hotoy = (t1hd)e ™ + (tarhg )™ (12.22)

2Fare attenzione alle dimensioni delle grandezze in gioco. Ad esempio hi; e hia sono
numeri puri, mentre hoy e hoy sono ammettenze.
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La (12.22) & una espressione della tensione in termini di onda progressiva e
riflessa. In altri termini, se |A 4+ D| < 2, il sistema di reti due porte in cascata
consente la propagazione di onde viaggianti.

Il caso |[A+ D| > 2 pud essere trattato in maniera analoga, sostituendo
ett a el?. Si trova cosi:

Vn = (tuha“)e_”t -+ (t21h6>€nt (1223)

ovvero attenuazione senza propagazione. In altri termini si ha una propaga-
zione in cut-off, del tutto analoga a quella che si ha in guida d’onda al di
sotto della frequenza di taglio. In tale condizione il campo resta confinato
vicino alle sorgenti.

E’ importante notare che i due comportamenti (propagazione e cut-off) di-
pendono dalla frequenza. Una struttura periodica ¢ quindi una struttura dal
comportamento filtrante.

12.2 Struttura periodica finita

Tutti i concetti validi per le linee di trasmissione possono essere utilizzati in
una struttura periodica monodimensionale, salvo le ovvie modifiche legate al
fatto che tensione e corrente sono “campionati”.

Ad esempio possiamo considerare una struttura semi-infinita (figura 12.2).
Su di essa ci sara onda diretta e riflessa e 'ampiezza di quest’ultima sara

A ?

—e

—

Figura 12.2: Struttura semi-infinita di reti due porte

legata al coefficiente di riflessione sul carico. Per calcolare I' occorre pre-
liminarmente determinare 'impedenza caratteristica della nostra struttura,
che richiede il calcolo esplicito della matrice H, ovvero degli autovettori di
T. Possiamo calcolare 'autovettore corrispondente a e? e ricavare gli altri
sostituendo j6 con —j6, t e —t rispettivamente. Imponendo ’equazione agli
autovettori si ha:

(A—e") 2y + By =0 (12.24)
in cui (i;) ¢ autovettore corrispondente a e??. Imponendo z; = 1 si ottiene
Ty = EJHT_A (¢ una ammettenza, mentre x; € un numero puro; poiche gli au-

tovettori sono definiti a meno di un fattore moltiplicativo, € possibile avere
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[z1] = Volt e [z3] = Ampere, coerentemente con 7).

Si ha allora:

1 1
H= < el9—A e I9_A ) (1225)
B B

L’impedenza caratteristica e definita come il rapporto tra tensione e corrente
in presenza della sola onda progressiva (o riflessa). In tal caso:

G) - <ho+ ) = (é) oy = I (;) (12.26)

da cui si ottengono:

7t = £
G . 12.27
{Z:ﬁ%3:4z) (1227)

Dalle (12.27) si vede che le impedenze caratteristiche sono complesse anche
se la linea e priva di perdite. La presenza di un segno (—) in Z~ deriva solo

dal fatto che abbiamo definito Z~ come ¥= (mentre nelle linee
" londa riflessa . B
di trasmissione l'impedenza caratteristica e il rapporto ‘;—+ = —‘I/—_) Resta

comunque che le due impedenze sono 'una il coniugato dell’altra.

Se pero la cella elementare ha una simmetria speculare, allora A = D = cos

e segue:
gt _ B _ B _ B
e — A el —cosf  jsiné

(12.28)

puramente reale (e pari a —Z~). Ma jsin = /A2 — 1 = v/BC (vedi I'equa-
zione (12.10)) e quindi Z+ = \/g . Conviene, ove possibile, considerare una
cella elementare simmetrica.

Consideriamo ora una struttura semi-infinita chiusa su Z;. Le equazioni
della struttura sono le (12.20), e da queste seguono (assumiamo n = 0
all'interfaccia):

Vo =hg +hg
_ - 12.29
{ Iy = Zl+h3_+ Zl—ho = Zl+h3_ - (Z-lk)* 0 ( )
Imponendo V) = Z 1, segue:
_ 7L Zr ,_
+ _ +
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ovvero:

poh _ FEol (2 22t (12.31)
hi F+1  Z I+ 2T '
dove: : .
(zt)  —-B e&'—A - A 19.39
Zt e —A B = e i_—A (12:32)

(essendo B immaginario puro), che vale 1 se Z* ¢ reale. Se Z, = Z* la
struttura periodica e quindi adattata.

Consideriamo ora il caso inverso, ovvero quello di una linea di impedenza

Zy che alimenta una successione semi-infinita di celle elementari. Poiche sul-

la struttura periodica finita c¢’e solo onda progressiva, I'impedenza di ingresso
risulta ZT, e quindi sulla linea si misurera:

Z"— Z 12.33

ZY+ 7 (12.33)

Il caso di struttura periodica finita con N celle alimentata e chiusa su di un
carico Zj, generico ¢ abbastanza piu complesso. Ci limitiamo quindi al caso
in cui Z; = 0 oppure Z; = o0.

Se Z;, =0, dalle (12.29), segue:
Vv =0=hy =—h} (12.34)
avendo posto n = 0 all’ingresso. Dalle (12.20) e (12.29) si ha:

(12.35)

Vo = hi +hy = &Nk — e N0k = 2 sin N
Io = ehi = Ghyhy = Sen + e = hy2w ()
A

zy

ovvero Iy = hji—+5[R"cos N@ + XTsin NO], con Z+ = RT + jXT. Di

Niz +|
conseguenza:

Vi = > [RT cot NO + X ] (12.36)

1z
Allo stesso modo se Iy = 0 (circuito aperto), allora:

1, 1

e quindi:

Vo = eiNpt —gNe(Z+ h = hz“CQ@R 7+ iNO
{ 0=c e (Z7e) (12.38)

+
_ 1 jNOp+ 1 —jNo( Z* + G
[O_Z_+€] hN—We J hN— {VF2]SIDN9
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ed essendo Vp = Z—&Q (R* cos N§ — X sin N6), segue:

Zin =—j (R cot No — X) (12.39)

12.3 Esempi

Consideriamo tre esempi di strutture periodiche. La prima ¢ il modello LC'
di linea di trasmissione, che possiamo rappresentare in due modi distin-
ti (figura 12.3) e con Az — 0. La matrice ABCD risulta, per la prima

LAz

_WT

CAz

E—

L2Az L2 Az

TICAZ

Figura 12.3: Celle relative a linee di trasmissione
struttura:
1 jwLAz 1 0\ [ 1-w?LCAZ* jwLAz (12.40)
0 1 jwCAz 1 ) JwCAz 1 '
Per la seconda si ha invece:

( 1—w2%A22 jw%Az ) ( 1 jw%Az > B

JwCAz 1 0 1
1 — W EA? jwLAz — jw3L2—CAz3
2 2 12.41
( jwC Az 1—w?ZEAz ( )
La matrice della seconda rete ha A = D, essendo una rete a simmetria

speculare. Poiche pero la struttura periodica completa ¢ identica, A+ D ¢ lo
stesso nei due casi. Risulta:

A+D=2- <w LC)2A22 —9 [1 - % (w LC>2AzZ] (12.42)

che puo essere approssimato, per Az piccolo, con:

A+ D =2cos [(w\/ﬁ) Az} (12.43)
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Pertanto si ha sempre propagazione, con una variazione di fase, tra un sezione
e laltra, di:
e JwvLOAz (12.44)

che coincide con quella ricavata dall’equazione dei telegrafisti. L'impedenza
caratteristica dipende dalla cella elementare scelta. Nel caso simmetrico (e a
meno di termini O(Az?)) si ha:

B L L? L
R Sy e R Sl N SR [ 12.4
Z3 8 \/C' w 2Az o ( 5)

mentre nel caso non simmetrico:

B JjwLAz

ZJr = ~ =
N eIwVICAz _ A 14 ju/LCAz — w2%Az2 — (1 = w?LCAZ?)
-1
VL
_ L B (oG, (12.46)
VLC — jwtEAz ¢ 2
OVVero:
LC |L L
Zh o~ Zh + 2 7\ G = 2+ jwg Az (12.47)

Il carico adattato & quindi, per rete simmetrica Z¢&, e per rete non simme-
trica jw%Az + Z&. Nel secondo caso, quindi, occorre inserire la reattanza
induttiva che manca nella cella elementare.

Come secondo esempio consideriamo la cella elementare in figura 12.4, in
cui il circuito risonante parallelo risuona a wy, ed ha ammettenza:

, j , 1 , wi
JjwC — oL jwC (1 — 0L ) jwC (1 — 2 (12.48)

La matrice ABC'D si ricava da quella dell’esempio precedente e vale:

1—w2£< —w—(%) ij—jw?’%QC( _w_(2)>

2 w? w?

(12.49)
ij’( —i—é) 1—w2%<1—i—§>
A+ D LC w3 LC
5 =1—-w? ( _w—g> = —T(wQ—w(Q)) (12.50)
Si ha propagazione se A’LTD < 1, ovvero se w > wy, e attenuazione nel caso

contrario.
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L2 L2

f“O"O'O'\If'O'O'O'\

—C %LJ

Figura 12.4: Cella con circuito risonante

IC
—:’——r—:’—

L2 L2

Figura 12.5: Cella con linee di trasmissione

Counsideriamo infine una cella elementare contenente linee di trasmissione
(figura 12.5). La matrice ABCD vale:

KL 7 i kL KL 7 i kL
( cos o jZSH;L2 ) ( 1 0 ) ( cos o ]ZSH;[? ) B
i g L ; I gip kL kL
Z sin % oS 7 JwC 1 -~ sin % oS 7

( cos i — wC'Z sin E- stin%)( cos AL stin%) (1251)
I qip kL ; kL kL I qin kL kL :
Lsin £t + jwCcos 5 cos Lsin % cos 4

La struttura ha simmetria speculare, quindi basta calcolare A:

2k—L—u)C’Zsink?[/cosk—L—sim? :cosk:L—w

Z
> sinkL (12.52)

A = cos

Questa funzione vale 1 per w = 0 ma assume valori sia minori, sia maggiori
di 1 (in modulo). Quindi le bande passanti e le bande proibite si alternano
sull’asse delle w.

12.4 Modi di Floquet

Finora abbiamo considerato solo i valori di tensione e corrente alle porte della
cella elementare. Ha pero interesse anche I’andamento all’interno di ogni cella.
Prendiamo allora I'ultimo esempio del paragrafo precedente, e fissiamo anche
un asse z (figura 12.6). La tensione e la corrente nel primo tratto di linea
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I Zk Zk L]
— ITi o
TVn c TVn+1
L2 L2

Figura 12.6: Cella con linee di trasmissione

valgono:

{ V(z) = Vhcosk(z —nL) — jZI,sink(z —nL) (12.53)

I(z) = I, cosk(z —nL) — j¥2 sink(z — nL)

Se consideriamo solo la tensione, in presenza di sola onda progressiva, si ha
V, = Voe " e I, = Iye 7™ e:

V(z) = e [Vycosk(z —nL) — jZIysink(z — nL)] (12.54)

Conviene introdurre una “costante di propagazione” della struttura periodica
(o definita da:

0 = GyL (12.55)
e porre:
eI — p=inbol _ =jfo(nl—z+z) _ —jboz,jbo(z—nL) (12.56)

con z nella cella n-esima. Poniamo poi 2’ = z —nL (ascissa relativa all’inizio
della cella n-esima) riscrivendo V(z) come:

V(z) = e P02 {e‘jﬁozl (Vo coskz' — jZ Iy sin k:z’]} = eIV (2)  (12.57)

La (12.57) ¢ valida in tutte le celle. Tra una cella e 'altra, comunque,
varia solo il valore di z, mentre il termine V,(z) ¢ indipendente da n (ovvero
¢ la stessa in tutte le celle). Il suo valore dipende infatti solo dalla differenza
di ascissa tra il punto generico z e il punto iniziale della cella in cui si trova
z.

In altri termini V,(2) ¢ quindi una funzione periodica di z di periodo L.
Sviluppando Vj,(z) in serie di Fourier:

Vp(2) = 3 Ve dm 2 (12.58)

Si puo riscrivere la (12.57) come somma di infinite onde:

V(z) =) Vye /P (12.59)



Strutture periodiche 121

che prendono il nome di modi di Floquet. Ovviamente:

27
B = Bo + Tm (12.60)
sono le costanti di propagazione dei modi di Floquet. Poiche m va da —oo
a +00, le velocita di fase possono essere sia negative, sia positive. Invece le

velocita di gruppo sono date da:

1 _dBn _db
 dw dw

(%

(12.61)

g

e sono quindi uguali per tutti i modi.



