1 SEZIONE RADAR

In un sistema RADAR (RAdio Detection And Ranging), una antenna trasmittente
TX manda un segnale nello spazio. Questo segnale interagisce con gli oggetti presenti, in-
ducendo sugli oggetti delle correnti (superficiali se 'oggetto ¢ un conduttore perfetto, di volume
se l'oggetto & un conduttore reale o un dielettrico). Queste correnti re-irradiano in tutte le di-
rezioni, e il segnale reirradiato puo essere ricevuto da una antenna RX ed elaborato per ricavare
posizione, distanza, velocitd ed altre informazioni sull’oggetto. La antenna ricevente RX puo
essere la stessa antenna trasmittente (e si parla di radar monostatico) o una altra antenna (e si
parla allora di radar bistatico). Indicheremo con r1 ed rg la distanza dell’oggetto rispettivamente
dal trasmettitore e dal ricevitore (ovviamente, in un radar monostatico rg = r7).

11 trasmettitore invia un campo! E; nella direzione dell’oggetto da individuare, al quale
é associato un vettore di Poynting:
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essendo G il guadagno della antenna trasmittente nella direzione dell’oggetto, posto a distanza

Ry, e Pr la potenza trasmessa.
Conviene mettere in evidenza la polarizzazione del campo incidente, scrivendo

S

in cui p; ¢é il vettore che individua la polarizzazione del campo incidente?.

L’oggetto sard sede di correnti indotte e quindi originerd un campo diffuso. Possiamo
considerare questo oggetto come una antenna, i cui morsetti di ingresso sono chiusi su di un
corto circuito, in modo da usare i risultati trovati per le antenne, opportunamente generalizzati
in quanto questa ”antenna” usata come modello non sard a minima diffusione, e quindi il campo
diffuso in direzione €2, sara dato da

67]67'

Es(Qs) = Ego(Q2s) + A I Ty h(Qy) (3)
con
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la corrente che scorre nel corto circuito della ”antenna” (di impedenza di ingresso Z4) e avendo
conglobato in A tutte le costanti del campo
A= jc VAT
BEARE)
Ovviamente, oltre a dipendere da p,; e da €;, il campo Egy é legato linearmente al

campo incidente, ed ha la stessa variazione con r dell’altro termine. Possiamo quindi riscrivere
la (3), nella forma

1 11 campo inviato é a banda stretta, ma per le considerazioni di questo paragrafo basters con-
siderare un campo sinusoidale.
|2

2 11 vettore p; ha modulo unitario |p,;|* = 1 ed é in generale complesso.



Es(Q) = A j}:r {—hO(Qi’ZZi)’pi ho(Q, ) — LQZ’ Pi h(Qs)} E; "
=-A \e/;; [(hO(Qi,Qi) : Pi) h (2, Q;) + (h(Qz) : Pi) h(Qs)] ZE;

in cui nel primo addendo é stata introdotta una sorta di altezza efficace del campo diffuso della
antenna a vuoto, che, per reciprocita, viene anche usato per calcolare ’eccitazione di questo
campo. Questa altezza efficace é stata normalizzata in modo che valga la (4).

Se pp € il vettore che individua la polarizzazione del campo Eg adattato in polariz-
zazione alla antenna ricevente, e py quello che individua la polarizzazione ad esso opposta,
possiamo dividere il campo Eg in una componente co—polare, lungo il primo vettore, e una
cross—polare lungo il secondo:

Es = Eéc) Pgr + Eéx) Px (5)

in cui, per le proprieta dei vettori di polarizzazione
EY) —Eg - p; EY) —Eg - p; 6
S S PR S S Px (6)

La sola parte co—polare produrrd un segnale alla ricevente. Sviluppando la prima delle
(6) segue
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avendo conglobato tutti i fattori, inclusa la differenza di fase tra i due campi, nell’unico parametro
complesso v, che caratterizza la diffusione da parte dell’oggetto in questione. Per reciprocita,
lo scambio contemporaneo delle due direzioni e delle due polarizzazioni lascia il valore di
invariato.

Analogo discorso pué essere fatto per la potenza. La potenza disponible ricevuta da
RX, di area efficace Ag, dipende dalla sola parte co—polare di Eg e vale

Pr = AR S (8)
dove il vettore di Poynting co—polare diffuso vale
©_ 1 pep_1 1 2 2 1 2
= — |F = — E; = i Qs, 5 » Pi
avendo usato la (2). Il parametro
9 ) S(C)
(s, ;PR P = U(c)(Qsa Qi PR, P;) =4y 5 (10)

si definisce sezione radar (co-polare) dell’oggetto e si misura in m?. La sezione radar dipende
ovviamente dall’oggetto, dalla polarizzazione del campo incidente, e dalle direzioni di incidenza
e di ricezione, nonché dalla polarizzazione della antenna ricevente. Analogamente alla (10), si



pué definire una sezione radar cross-polare o(®), a partire da E(x), e una sezione radar totale
oc=0 45,

Possiamo collegare la potenza ricevuta dall’antenna RX, data da (8), alla potenza
trasmessa tramite la (10), ottenendo 1'equazione del radar

S.
Pr=ApSY = Ap "4 ol 1
R ROg R pr) o (11)
Usando ’espressione (1) di S; e ricordando che :
)\2
Ap = —
R= Gr

essendo G il guadagno della ricevente, troviamo:

S 11
47 47Tr% 47T7‘?z

o© Py (12)

Se il radar € monostatico, allora le due antenne coincidono e si avra quindi :

G2 A2
Pr = L () p 1
R 47 <47T7‘%> 7 T (13)

La potenza ricevuta dipende dalla 4* potenza della distanza, ovvero di rr. Cié impone

un guadagno elevato ed una potenza di trasmissione elevata anche per distanze non troppo
grandi.




2 FILTRO ADATTATO

Consideriamo la ricezione di un segnale di energia x(t), noto e di durata finita T,
immerso in un rumore con spettro di densitd di potenza (bilatera) pari a N.(w).
Indichiamo con X (w) la trasformata di Fourier del segnale!, e con &, la sua energia,

data da
T,
51,:/ e(t)? dt = —/ )2 dow (14)
0

per l'identita di Parseval.
Se questo segnale entra in un filtro di risposta impulsiva h(t), all’uscita sard presente
sia un segnale

y(t) = /0 h(t — ) z(r)dr (15)

il cui spettro é dato da

Y(w)=Hw)X(w) (16)

sia un rumore filtrato, con spettro di densitd di potenza pari a

Ny(w) = [H(w)[* Ne(w) (17)
La potenza totale del rumore in uscita é pari a
/ N () dw = — [H(w)[2 No(w) doo (18)

ed é costante nel tempo (11 rumore € un segnale aleatorio stazionario).
Il rapporto tra 'ampiezza del segnale in uscita e la potenza media di rumore dipende
(oltre che dalla risposta del filtro h(t)), dall'istante ¢ty > 0 in cui lo si calcola e vale

E(to) ly(to)|? | H@X @) e Gote) dpon 2
N 1/271' ffooo ‘H(u})‘Q Nc(w)dw o 1/271' ffooo ‘H((A})PNG(&)) dow

(19)

Ci interessa determinare la risposta impulsiva del filtro che massimizza, fissato tg, questo
rapporto.

Per massnnlzzare la (19) ricorriamo alla disuguaglianza di Schwartz, usando come inco-
gnita W (w w)y/Ne(w). La (19) diventa allora

X(w) :
‘/ A exp (jwto) dw

o [ W) deo

(20)

1 Nel seguito indicheremo sempre con la lettera maiuscola la trasformata di una funzione, a meno
di avviso contrario



Il numeratore della (20) pué essere visto come il prodotto scalare tra

W* () e % exp (juto)

La disuguaglianza di Schwartz fornisce allora

o0 X(w) , to oy [T X
' [ Wi eatu ] < [ Wl - [ | e ) d

NCESA

(21)

e sostituendo nella (20)

r X@)P
E(ty) < N¢(w)

—= 22

N 2m (22)
L’uguaglianza, nella (21) e nella (22), si ha quando
X(w) ‘

W*(w) = a——=== exp (jwt 23

(w) v P (Jjwto) (23)

essendo « una costante. Sostituendo la definizione di W (w) si trova che I'uguaglianza, e quindi
il massimo di (20), si ottiene per

X(w) X*(w)

H*(w) = aNc(w) exp (jwto) = Hw) =«

con « reale?, e vale, indipendentemente da «,

0] - [ 5

Il valore massimo del rapporto segnale-rumore ¢é indipendente da ty, mentre la risposta
ottimale dipende da ty. Vedremo perd piu avanti che il valore di ¢y non pué essere troppo piccolo,
se il filtro ottimale deve essere realizzabile.

Nel caso di rumore bianco con spettro di densitd di potenza (bilatera) pari a NO/Q,
basta sostituire Vi 0/2 a N.(w) per ottenere come massimo

(25)

./\/ 7TNO NO (26)

essendo &, l'energia del segnale (vedi (14) ), e come risposta ottimale

] [ wera 2e,

? La scelta di « reale serve ad avere H (w) hermiiano, e quindi la sua antitrasformata h(t) reale.

3 Con la definizione adottata, la potenza di rumore in una banda B (misurata in Hz) & pari a
No B.



H(w) = a1 X" (w) exp (—jwtp) (27)
essendo «; un’altra costante reale. Un filtro di risposta armonica (24) o (27) é detto filtro
adattato.

La risposta impulsiva del filtro adattato si ottiene antitrasformando la (24). Nel caso di
rumore bianco, la risposta armonica, a meno della costante aq, si ottiene da (27) come

1 o 1 e
h(t) = — / H(w) exp (jwt)dw = — X" (w) exp (—jwty) exp (jwt) dw (28)
2t J_ 2 J_o
La risposta impulsiva cercata h(t) é reale, e quindi possiamo coniugare il secondo mem-
bro senza cambiare il primo. Segue

h(t) = % /OO X(w) exp (jwty) exp (—jwt) dw

= % _OO X(w) exp [jw(to — t)] dw = z(to — 1)

(29)

La risposta impulsiva del filtro adattato é quindi (per rumore bianco) pari al segnale
ribaltato rispetto a t = 0 e traslato di ty. La traslazione é richiesta per garantire la causalita
del filtro. Dalla Fig. 1 si vede che il semplice ribaltamento (conseguenza della coniugazione di
X (w)) produce una risposta impulsiva non fisicamente realizzabile.
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Fig.1: Segnale di ingresso x(t) e segnale ribaltato x(—t)

Poiché la risposta impulsiva deve essere nulla per ¢t < 0 (causalitd), allora la traslazione
deve essere maggiore o uguale della durata T, del segnale ty > T, altrimenti il filtro resta non
fisicamente realizzabile, come in Fig. 2a, in cui tg = 0.5 T},. In Fig. 2b é riportato invece il caso
di traslazione tq = 1.5 T, per la quale il filtro é realizzabile
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Fig.2: Filtro non realizzabile e realizzabile



D’altra parte, il valore di ¢ty é anche l'istante in cui viene campionato, ed esaminato,
il segnale di uscita, e quindi conviene che sia il pii piccolo possibile. Ne segue che si sceglie
normalmente ty = T}, ottenendo la soluzione standard riportata in Fig. 3.
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Fig.3: Filtro adattato standard (per rumore bianco)

La teoria sviluppata si applica sia a segnali in banda base, sia a segnali modulati, o piu
generalmente a banda stretta. Per questi ultimi conviene lavorare nel dominio trasformato. Sia
allora

x(t) = zc(t) coswot — x5(t) sinwet = Re { [:Ec(t) + jxs (t)] ej“’ot} = Re [X(t) &/*°'] (30)

un generico segnale a banda stretta, di durata T}, e sia X (w) la sua trasformata. Il filtro adattato
¢é un filtro passa—banda con risposta impulsiva

h(t) = Re [H(t) /']
la cui trasformata (ovvero la funzione di trasferimento) ¢ data dalla* (27)

H(w) = aX*(w)e 9= (31)

Conviene determinare la relazione tra le componenti in bassa frequenza H(t) ed X (¢).

Lo spettro Xpp(w) di X(¢) si ottiene da quello di z(¢) eliminando la parte per w < 0, rad-

doppiandolo e infine traslandolo nell’origine (ovvero valutandolo in w + wy). Applicando queste
operazioni ad entrambi i membri della (31) segue per lo spettro di H(t)

Hpp(w) = a X5(w) e i @Hwo)Ts (32)

L’antitrasformata si ottiene analogamente a (28,29):

1

H(t) = % /OO Hpp(w) exp (jwt) dw = . /OO Xg5p(w) exp[—j(w + wo)Ty] exp (jwt) dw

1 [o@) ‘
2 / Xpp(w) exp [jw(t — T)] dw e 9407
T —0o0

Passando ai coniugati e ricordando che X (¢) e H(t) sono complessi:

4 Assumiamo da ora in poi rumore bianco. Per rumore non bianco, occorre ovviamente partire
dalla (23) e non dalla (27).



1 [ A
H*(t) = 5 / Xpp(w) exp [ju(T, —t)] dw e/*0T=
7T — 00
= X (T, —t) e?@oT=
ovvero
H(t) = X*(T, — t) e I@oTe (33)

L’energia® di z(t), necessaria a calcolare, mediante la (26) il rapporto segnale-rumore
all’'uscita del filtro adattato, vale

sx:/ (t)|? dt = —/ e (t) + jaa ()2 dt = —/ X2t = - / X 35 () 2 oo
; 5 J, 5 J, in

(34)
Per quaanto riguarda l'uscita del filtro y(¢) si ha ovviamente Y (w) = H(w)X(w) e,
usando la (31) segue

Y(w) = a|X(w)? e T — Yep(w) = 2a | X (w + wp)|? e I @Hwo)Te (35)

e ricordando che Xpp(w) = 2X (w + wp) si ottiene anche

1 )
Ypp(w) = 5 | Xpp(w)[? e 70T (36)

3 FILTRO ADATTATO A UN CHIRP

Vista la loro importanza nei sistemi radar, e in particolare nei radar di immagine,
vediamo in dettaglio leffetto del filtro adattato (per rumore bianco) su di un chirp di ampiezza
unitaria, con durata T, e banda B,

a(t) = cos [wot + a. t?]
essendo
B, Aw

T, 2T,
la costante che determina la velocitd di modulazione del chirp. II chirp é un segnale SSB, con

o, = con Aw = 27 B,

A(t) = exp jor t2

e energia

® Vedi trattazione segnali a banda stretta nella parte sulla polarizzazione.



Tc
£, =1 / A2 dt = 2 37)
2 Jo 2

La trasformata di Fourier del chirp vale', per B.T, > 1,

1 /27T, .=« T,
i Gl —% (w—wp)?
Aw) = { 2V An e’ T exp |:j SAG (w—wo) } W € [Wo,wWo + Aw] (39)

0 altrimenti

(oltre al complesso coniugato di questa per w < 0) per cui

2T, .= T,
L . c 2
App(w) = \/ AL €1 exp |:j ALY ] w € [0, Aw]

0 altrimenti

In assenza del filtro adattato si ha

B ] )

N Ny B,

essendo N' = NyB.. Usando un filtro adattato (33), con T, = T, e a =2/T,, ( e comunque a
meno di una costante), si ha in uscita, da (36)

1 Aw .
Y(t)=— Yep(w) e dw

27T 0
1 Aw . .

- / | App(w)[2 e-3rHeo)Ts it g,
Tl 0
1 %T. _or /A“’ , 1 T/A“’ .

— 2o piwoTe t —T.)]dw = — e I@ole t—1T.)]d
T A © i exp [juw( Ndw = e ; exp [juw( )] dw

(40)

usando la (38).
L’integrale nella (40) vale
Aw
/ exp [jw(t — T,)] dw = Aw exp [j%(t — Tc))} sinc [% (t— Tc))}
0

e sostituendo in Y'(t) segue

Y(0) = e exp [ 520 - T sine | 57 (¢ 1) (41)

Alla (41) corrisponde

y(t) = Re [Y (1)e/*0"] = sine [% (t— Tc))} cos [(wo + %) (t Tc)} (42)

! Vedi esempi di segnali a banda stretta nella parte sulla polarizzazione.



e quindi il chirp filtrato diventa un impulso (modulato DSB) di larghezza (a —3dB) pari a
27 /Aw=1/B,, centrato in T, come di puo vedere anche da

Y ()| =

sinc [% (t—Tc))} ‘ (43)

Il rapporto segnale-rumore all’uscita del filtro vale, da (37),

|:E(Tx):| _ 286, T,

N N N

con un miglioramento pari a B.T., che prende il nome di fattore di compressione del chirp.
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4 DIFFUSIONE DI VOLUME - ESTINZIONE

Nella discussione del trasferimento radiativo, abbiamo visto che é presente il fenomeno
della diffusione di volume, ma lo abbiamo introdotto in termini molto euristici, e lo abbiamo
trascurato nelle aplicazioni. Vogliamo ora studiare quantitativamente questo fenomeno.

Consideriamo allora un volume cilindrico dV = d¥ dr, allineato con i;, e contenente un
gran numero di diffusori indipendenti, ciascuno caratterizzato dalla sua sezione radar complessiva
o;. Supponiamo dV sufficientemente piccolo, in modo che la densita di potenza incidente St sia
costante. Supponiamo inoltre che le reirradiazioni dei vari oggetti siano tra loro incorrelate!.
Allora la potenza totale reirradiata a distanza r, in direzione (s, p5) puo essere espressa (purche
r sia in campo lontano) in termini di sezione radar

42

Sk

o S .
i(igyis) = s Oror(ig i) (44)

4rr
in cui abbiamo definito una sezione radar complessiva oy, del volume dV come somma delle
singole sezioni radar:

Oot(is i) = Y 0iliy ;) (45)
(3

La sezione radar totale, come del resto quelle delle singole particelle, dipende dalla
direzione 7; di incidenza, e dalla direzione i, di osservazione. Tale dipendenza & stata esplicitata
in quanto successivamente occorrera considerare piu direzioni. Sinoti anche che, per reciprocita,
scambiare ( a parita di polarizzazioni) la direzione di incidenza e quella di diffusione non modifica
la sezione radar.

Notiamo che, in particolare, se le particelle sono identiche, e identicamente orientate, la
sezione radar totale € pari a N volte la sezione radar di un singolo oggetto diffusore. Se invece le
particelle non sono tutte uguali, la sezione radar totale dipende dalla legge di distribuzione delle
particelle. Assumeno per semplicita che le particelle siano tutte sferiche, con raggio R differente,
questa distribuzione? N'(R) & tale che la densita di particelle per unita di volume vale

Np:/ow N(R)dR

mentre se l'integrale e esteso tra Ry ed Ra, il suo valore ¢ la densita (per unita di volume) delle
particelle con raggio compreso tra Ry ed Ry. Usando tale distribuzione, la (45) diventa

Croninsis) = / N(R)o(R:iy.is) dR dV
0

essendo o(R;1ig,1;) la sezione radar di una particella di raggio R.

La potenza complessivamente diffusa in tutte le direzioni si ottiene integrando Sg su
tutte le direzioni 7, e vale

I L’ipotesi di reirradiazioni incorrelate implica che & possibile sommare direttamente le potenze
reirradiate, e non sommare prima i campi reirradiati, valutandone la relativa interferenza

2 Da un punto di vista pratico, questa distribuzione, se normalizzata, ha le stesse proprieta di
una pdyf.

11
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4

La variazione di potenza in dV, dovuta alla sola diffusione della potenza incidente,
ovvero la differenza tra la potenza in uscita P, e quella incidente P;, risulta pari a — P,

Ps = / SR T2 dQs = Jtot(zsal’i) dQs (46)

_Sr

dP =P, — P, = —P, =
47

Otot (15 , L) dQ (47)

Applichiamo ora la (47) a un problema di trasfe-
rimento radiativo. Consideriamo quindi il volume dV, con- \ /
tenuto in un mezzo continuo®, e compreso tra le ascisse r
e r 4+ dr di Fig. 1, e sia i; la direzione verso il sensore in \--T Ir
basso. Pertanto St é il vettore di Poynting che incide sulla
superfice alla ascissa r, e naturalmente \

P, = Srd¥ ' '

dove d¥ é la sezione (costante) del volume dV . VAQ
Allo stesso modo possiamo considerare il vettore di \ |/
Poynting S, che attraversa la sezione di ascissa r + dr, ot- -y
tenendo \/
P,=S5,d% —_—

sensore
Per collegare queste considerazioni alla equazione

del trasferimento radiativo, occorre esprimere i risultati pre-
cedenti in termini di brillanza. Indichiamo con B la brillanza
incidente, ovvero la brillanza che il sensore misurerebbe se
dalla sezione alla ascissa r fino al sensore fosse fatto il vuoto.
Dalla definizione di brillanza (vedi parte sulla Radiometria) segue

Fig. 1: Geometria.

Sy = BAQ (48)

Allo stesso modo, la brillanza B + dB uscente da dV, ovvero quella che il sensore
misurerebbe se il vuoto fosse fatto a partire da r + dr, si trova da

So = (B +dB)AQ (49)
Sostituendo nella (47)
(B+dB)AQdY — BAQdY = _BAQ /Utot(is,ii) dQs
7r
ovvero
alBalZ——E g, 1) A (50
T T Otot (ls 7 ) s )

Moltiplicando e dividendo per la lunghezza dr del volume dV'

3 Per ulteriori dettagli si veda il paragrafo sul trasferimento radiativo nella parte sulla radiome-
tria, di cui queste note sono un complemento.

12



1 1 B o 1 Ttot (Ls: 24
—____/O-tat(lmli)dgs dT:—EB/%dQS dr (51)

Se indichiamo con < o4 > la media di o4 (i,,1;) rispetto alla direzione di diffusione

(coincidente, per reciprocita, con la media rispetto alle direzioni di incidenza)

1 .
< Otot >= . /Utot(lyli) dQd, (52)
segue infine
_ < Otot >
dB =—-B v dr (53)

Pertanto la diffusione attenua anch’essa il flusso di brillanza, esattamente come 1’assor-
bimento, con la variazione di brillanza proporzionale alla brillanza incidente. Posto

< Otot >
ke = ——— 54
T (54)

si puo scrivere in maniera formalmente identica a quanto si fa per ’assorbimento

dB = —k, Bdr (55)

Si puo pertanto tener conto anche della attenuazione dovuta alla diffusione semplice-
mente sostituendo al coefficiente di assorbimento k, il coefficiente di estinzione

ke - ka + ks (56)

L’importanza relativa di assorbimento e diffusione € misurata da un parametro detto
albedo (o albedo di singola diffusione) definito da

a=— (57)

Un albedo prossimo a 0 implica una scarsa importanza degli effetti della diffusione,
mentre un albedo prossimo a 1 ¢ caratteristico di fenomeni in cui la diffusione ha il ruolo
prevalente.

5 DIFFUSIONE DI VOLUME - LA FUNZIONE DI FASE

Oltre a contribuire alla estinzione, la diffusione gioca anche il ruolo di sorgente per la
propagazione di brillanza in direzione 7,. Se il volume dV & investito da un flusso di brillanza
in direzione i;, diffonde. La brillanza diffusa in direzione i, (ovvero osservata da un sensore
posto nella direzione (s, @), avendo fatto il vuoto tra il volume dV e il sensore) risulta pari al
rapporto

Sr
AQ,

B, = (58)

13



essendo A, I'angolo solido sotto cui il sensore (posto a distanza r) vede il volume dV. Tale
angolo solido e pari a:

AQ, = 22 (59)

essendo A, 'area della sezione del volume dV, vista dalla direzione (95, ¢s).

Tale B, si aggiunge a quella che gia si propaga in direzione 4., e quindi costituisce un
termine di sorgente.

Ovviamente, in un mezzo continuo, il flusso di brillanza si ha in tutte le direzioni, e
quindi il flusso di brillanza diffuso in una (qualunque) direzione dipende dal flusso proveniente
da tutte le direzioni. Calcoliamo allora la brillanza diffusa in una direzione qualunque %,, che
si ottiene integrando B, rispetto alle direzioni di incidenza ¢,. Considerando un angolo solido
elementare d{); centrato su %;, la densita di potenza incidente da tale angolo solido pué essere
espressa come

St = B(iy) dth (60)

in cui abbiamo esplicitato la direzione da cui proviene il flusso di brillanza. Sostituendo in B
Pespressione di S in termini di sezione radar e integrando sulle direzioni di arrivo si trova

1 1 Otot(i9,171)
Bo= 5o [ potini) B = - [P pgpae o
Moltiplichiamo e dividiamo per k, utilizzando la sua deﬁmzlone
av 1 Otot (22721) .
B,=ky, ———— — | ——=—- B(i,)dQ2 62
0 L [l g ay (62

Per inserire questo contributo nella equazione del trasferimento radiativo, occorre cal-
colare la brillanza diffusa verso il sensore nella geometria della Fig. 1 del paragrafo precedente.
Quindi 7, coincide con ;. Sviluppiamo, tenendo conto che A, = d¥ :dv/dr:

av 1 Utot(z 721) /Utot i 721
By = ks g B(iy)dQ = ks — = dQ, d
A 47'(' / < Otot > (Zl) ! < O¢ot > (Zl) Lar (63)

Definiamo funzione di fase la quantita

.. Utat(iz,h)
1g,11) = ————————
1/}(—27_1) < Ttot >

simmetrica rispetto alle direzioni di incidenza e di uscita. Usandola, possiamo esprimere 'incre-
mento del flusso di brillanza dovuto alla diffusione nella direzione del flusso stesso come

(64)

1
B, = ks e /TZJ(Zi,Zl)B(Zl)dQl dr (65)

dove la prima direzione di 9 ¢ quella verso il sensore.
Il valor medio della funzione di fase ¢ unitario

1
<w>= o [ vl =1 (66)

e quindi possiamo interpretare
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o lia ) (67

come la probabilita che un fotone proveniente dalla direzione i, sia diffuso nella direzione i,
Normalmente la funzione di fase dipende solo dall’angolo © tra le direzioni di incidenza
i, e di diffusione i,, che puo essere calcolato come

cos© =i, - iy (68)

6 EFFETTI DOVUTI ALLA POLARIZZAZIONE

Finora abbiamo considerato il solo flusso di potenza, senza tener conto della polariz-
zazione dei campi considerati. In realta la diffusione, come la sezione radar, dipende dalla
polarizzazione del campo incidente, e dalla polarizzazione di osservazione.

Il campo andrebbe quindi descritto mediante i suoi quattro parametri di Stokes, mentre
nel paragrafo precedente abbiamo utilizzato una descrizione incompleta, limitata, nella sostanza,
al solo primo parametro so. Ricordiamo infatti che il parametro sy esprime (a meno di una
costante 1/2() il vettore di Poynting totale, e quindi é collegato alla brillanza:

S0 = 2{ B AQ
Per valutare gli effetti di polarizzazione, raggruppiamo i parametri di Stokes in un
vettore numerico
S= [80,81,82,83]

e normalizziamoli rispetto a sg

S = s [1,—,—,—} (69)

Possiamo generalizzare la (65) sostituendo le brillanze con i vettori S, e ovviamente la
funzione di fase con una matrice di fase. Indicando rispettivamente con S () od S@ § parametri
dell’onda diffusa e incidente, possiamo scrivere,

S¢ =k, — /¢ ;) 8D (i,) dQ; dr (70)

in cui la funzione di fase diventa una matrice di fase.
In particolare 'intensita dell’onda diffusa, sés) dipende da tutti e quattro i parametri
dell’onda incidente. Se tuttavia quest’ultima & completamente non polarizzata

s = =50 =0 = 5D =59 [1,0,0,0]

allora risulta

s 1 NNV
§ =k 1= [ ool o8 (6 A0 dr ()
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e quindi la funzione di fase (64) coincide col primo elemento della matrice 1.

Naturalmente, anche gli altri elementi di S (s) saranno diversi da zero:

1 . i), .
) =k 1 [ vnolini) s @) d dr

e quindi, dopo la diffusione, la radiazione puo diventare parzialmente (o perfino completamente)
polarizzata.

Si noti che queste considerazioni sulla diffusione non si applicano solo alla radiometria,
ma sono utilizzabili anche per studiare la propagazione di segnali Radar o di telecomuniczioni
in un mezzo diffondente. La (71), ad esempio, puo essere utile per valutare la perdita di polariz-
zazione di un segnale che si propaga in un tale mezzo.

7 SCATTERING DI RAYLEIGH

Il caso piu semplice di diffusione ¢ quello da particelle piccole rispetto alla lunghezza
d’onda. Si parla allora di scattering di Rayleigh!. Alle frequenze delle microonde questo & anzi il
caso tipico, mentre in ottica si ha scattering di Rayleigh solo per la diffusione a livello molecolare
(come quella che si ha in aria limpida).
L’ipotesi di particelle piccole consente le seguenti approssimazioni
i) il campo incidente sulla particella & costante
ii) le correnti indotte nella particella irradiano come fossero concentrate in un solo punto
iii) le correnti indotte nella particella sono costanti 2
Pertanto la diffusione da parte della particella ¢ calcolabile come reirradiazione di un
singolo dipolo elettrico, parallelo col campo incidente.
Assumiamo particelle sferiche, di costante dielettrica relativa (complessa) e,. Il valor
medio spaziale della sezione radar di una singola particella di raggio r vale

2

3
essendo )¢ la lunghezza d’onda nel vuoto, x = kg7, con kg costante di propaagazione nel vuoto
(koo = 27), una misura adimensionalizzata del raggio della particella e

<o >=—NX K (72)

e —1

e 42
¢ una misura del rapporto tra campo indotto nella particella e campo esterno.
Questa espressione per < ¢ > vale in teoria solo per r — 0. In pratica la si considera

utilizzabile se |e,.|x? < 0.25. Per valori superiori la sua precisione peggiora ( Vedi Ulaby-Moore—
Fung sect. 5.8 e 5.9).

(73)

1 Se le particelle hanno costante dielettrica elevata, le loro dimensioni devono essere piccole
anche rispetto alla lunghezza d’onda interna; non si ha scattering di Rayleigh, ad es., nel caso
di particelle di buon conduttore

2B qui che risulta necessaria I'ipotesi di particella piccola rispetto alla lunghezza d’onda interna
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Se vi sono N, particelle uguali per unita di volume ( e quindi N,dV nel volume dV'), il
coefficiente di diffusione vale
< Otot > diV<O'> 2 2 6 2
ks = = =— N, A K 74
s dV dV I p A0 X | | ( )
Se €, & complesso, vi sara anche attenuazione, e il relativo coefficiente vale

Fo = — Ny ¥y’ (-~ K) (75)
Il rapporto ks/ka ¢ dell’ordine di grandezza di x3. Pertanto la diffusione ha un effetto
sensibile solo per particelle abbastanza grandi o sostanzialmente prive di perdite (ad esempio
il caso della diffusione della luce solare da parte di aria limpida) . Si noti comunque che nel
primo caso siamo al di fuori delle ipotesi di diffusione di Rayleigh, e quindi le relazioni di questo
paragrafo non sono applicabili (se non come primissima approssimazione).
Se le particelle non sono tutte uguali, le espressioni di k, e di k, vanno modificate. Se
N (x) & la distribuzione di particelle di parametro x, e quindi la densita di particelle per unita
di volume vale

M= [ N

allora

2 o0
b= e BIKE [ M0 ax (76)

3T 0

e analogamente per k.

E, i
T P En i
- e - - @ - @ e e - -

iy @ iy . ©
Fig. 1: Dipoli indotti e direzioni relative.

Oltre ai coefficienti di attenuazione e scattering, occorre calcolare anche la funzione
di fase per la diffusione. Consideriamo allora il campo incidente con le due componenti Ej,

nel piano individuato da ig,i;, e E! ortogonale a questo piano (Fig. 1). I due dipoli indotti
saranno proporzionali, e con lo stesso fattore in modulo e fase, ai campi incidenti, e cosi il
campo reirradiato (a grande distanza). Solo che in quest’ultimo caso occorre tener conto che le
ampiezze dipendono dall’angolo tra la direzione di reirradiazione e il dipolo. Per E! tale angolo

¢ pari a T/, mentre per E;, vale

T
310

Quindi i campi diffusi, a distanza rg dalla particella, sono pari a

E¢ = i E! cos© E? = i

_ — FE¢ 77
v "= o o ()
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Per ottenere la funzione di fase possiamo considerare una onda incidente completamente
non polarizzata, a cui corrisponde una ampiezza del campo diffuso proporzionale a

1+ cos?©
2
Possiamo allora scrivere
o 1+ cos?©
Yii) =P —552 (78)

e determinare la costante incognita P dalla condizione di normalizzazione della funzione di fase

1 o 1 1+cos?©
+ [vtinigan= p [ Can

Calcoliamo l'integrale in coordinate polari ©,®. Rispetto all’angolo ® di rotazione
attorno a ¢; l'integrando e costante, e quindi tale integrale vale 2. Resta

1

P[" : P [ P [ P a’
122/0 (1+cosz(9)81n@d(9:Z/_1(1+a:2)dx:§/0 (1+x2)dx:§ az+?0
Il termine in parentesi vale 141/3=4/3 per cui P =3/ e
o 3 9
(i, 1;) = 1 (1 + cos @) (79)

La semplicita del meccanismo di diffusione consente anche di valutare la polarizzazione
dell’onda diffusa. Infatti utilizzando le relazioni tra i campi diffusi ed incidenti si ha, in una
data direzione:

_ P

2
dmry

_ I [ sh+ st s — st 2
=i 5 + 5 cos” © (80)
2 [ ; <1—|—Cosz(9>+ ; sin2@]

= 4w |70 2 17

sd=<|BY? >+ < |Eg|2 > [<|EL? >+ < |EI’A,|2 > cos® O]

Analogamente, se § ¢ la differenza di fase tra le due componenti del campo

.2 2
. NP - - 9 y? [, sin®© ., (14 cos?©
sy = prasy [<|E,|”>—<|E|> > cos® O] = prasy S6 5 — 5] —
2

53 =< | By || By cosd > cos© = il 5 55 €05 © (81)

dmry,
d _ | o _ ?
s3 =< |E,||E,|sind > cos© = 5 5308 ©

dmrg

Nel caso particolare di campo incidente completamente non polarizzato, si ha
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S

V2, (1+cos?O 4 |? ;i sin*e
S0 1= S0
47T7"%z 2 47T7"%z 2

e pertanto, ad esclusione del caso sin © = 0, la radiazione diffusa risulta polarizzata parzialmente,
con polarizzazione lineare per la parte polarizzata. Il grado di plarizzazione risulta

VE?+ 697+ (D)7 sn?o

sd T 1+cos20

Sg: sg:sgfzo

m(0) =

(82)

Segue quindi che per ©® =T/, la radiazione risulta completamente polarizzata. E questo
il caso della radiazione solare vista dalla superficie terrestre.

Infine, per calcolare il valore di |y|?, partiamo dalla definizione di sezione radar (9),
considerando pero separatamente le varie polarizzazioni. Risulta, da (77), opn, = opp = 0,
mentre

AmrySp,  Amrg|E? 2
a. = g - g
nn S E,L 2
Tpp = 7[? cos® ©
Possiamo confrontare la (83) con la (72) calcolando la media (spaziale e sulle polariz-
zazioni) della sezione radar:

1 Onn + Opp 5 1 / 1+ cos®© 5 1 /2 .
=— | ——d; = — [ ———d; = — [ , ;) d;
<o>= / 5 o 5 ol PR AR

avendo usato la (79). Per la proprieta (66) della funzione di fase segue allora

3 1
hiE =3 <o >= N |KP (34

avendo usato la (72) per esprimere la media della sezione radar in funzione dei parametri della
particella.

8 COMPONENTE DIRETTA E DIFFUSA

L’equazione del trasferimento radiativo in presenza di diffusione diventa'

dB(i,)
dr

— B+ (-0 +ags [ 0,0 B0, (55)

1 In questo paragrafo equazione verrd espressa in termini di brillanza per generalitd; nel caso
delle microonde basta sostituire alla brillanza la temperatura di brillanza per riottenere la
forma standard
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in cui a e 'albedo, 7 lo spessore ottico e vengono esplicitate le direzioni di propagazione della
brillanza. Naturalmente vi € una equazione per ogni direzione 7,. Si noti inoltre che la brillanza
B varia anche con la posizione, ma tale variazione verra sottintesa.

La sorgente termica J, € pari, in condizioni di equilibrio termodinamico, alla densita
spettrale di brillanza dovuta alla temperatuta termodinamica T’ nel punto considerato, data
dalla legge di Planck. Nel caso delle microonde si puo usare la legge di Rayleigh-Jeans e

2K
Jo = )\—% T
essendo K la costante di Boltzmann. In alternativa, piu semplicemente, si puo sostituire a J, la
temperatura termodinamica e a B la temperatura di brillanza T’z.

L’equazione generale (85) del trasferimento radiativo risulta molto pitt complessa che
nel caso a = 0, in quanto il termine di diffusione accoppia tra loro le varie direzioni di flusso, e
quindi non & piu possibilie risolvere una direzione alla volta (e, in particolare, solo le direzioni
di interesse).

In molti casi, comunque, esiste una direzione privilegiata, come ad esempio quella da
cui arriva la radiazione solare. In tal caso conviene decomporre il campo di brillanza in due
parti, dette componenti diretta e diffusa, perche in molti casi questo consente una soluzione
approssimata della equazione semplice ma comunque accurata.

La componente diretta Bp ¢ la brillanza che fluisce nella direzione preferenziale i,
soggetta solo alla estinzione. La componente diffusa Bg ¢ invece la differenza tra la brillanza
totale e quella diretta. Ovviamente la brillanza diffusa coincide con quella totale in tutte le
direzioni, esclusa quella preferenziale.

Sostituendo B = Bp + Bg nella equazione (85) del trasferimento radiativo si trova

dBp N dBs(i,)
dr dr
=—-Bp — BS(ZS) + (1 - a)Ja + % /w(isvii) BD(L’) d€d; + % /w(isviz’) BS(L‘) dQ;

(86)
Ma per definizione Bp si propaga solo in una direzione ¢p o, pill precisamente, in un
angolo solido piccolo AQ2p attorno a ip. La (86) diventa quindi

dBp N dBs(i,)
dr dr

—~Bp ~ Bs(i.) + (L= ala + 1= ¥{ierip) Bo A + 1= [ (4,18 Bs(i)) a0

(87)

in cui il primo termine in entrambi i membri c’e solo se la direzione della equazione coincide con
ip-

Per definizione di componente diretta
dBp
dr

e quindi si ottiene ’equazione del trasferimento radiativo per la sola componente diffusa

= —Bp (88)

dBs (i)

o8e) — —B(i) + (1= )+ = Vliain) Bo A+ 1= [ 0(6,0) Bsti) a0 (39)
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in cui la diffusione dovuta alla componente diretta (il terzo contributo a secondo membro)
diventa un termine aggiuntivo di sorgente (noto).

Nel caso in cui la componente diretta sia molto intensa (ad esempio la radiazione solare),
e l'albedo sia piccolo (caso tipico, ad esempio, dello scattering di Rayleigh a microonde), i vari
termini della equazione completa hanno ordini di grandezza molto diversi. Essendo infatti
Bp >» Bg e a < 1, in direzione ip il termine dominante sara la componente diretta della
brillanza, e la componente diffusa diventa una correzione piccola. In tutte le altre direzioni,
invece, la componente diffusa diventa 1'unico contributo.

Per calcolare la parte principale di Bg basta notare che tutti i termini della equazione
(89) per la componente diffusa sono (sostanzialmente) dello stesso ordine di grandezza, ad
eccezione dell’'ultimo. Basta quindi trascurare quest’ultimo per ottenere una buona aprossi-
mazione della componente diffusa. E tale approssimazione si ottiene immediatamente, in quanto
I’equazione ¢ diventata del tutto analoga a quella valida in assenza di diffusione, salvo la presenza
di un diverso termine noto.

In particolare é possibile, in questo caso, considerare una direzione (di diffusione) alla
volta, e quindi B sard solo funzione di 7, ovvero, in un mezzo stratificato, della quota.

9 ESEMPI

Consideriamo alcune applicazioni della decomposizione in componente diretta e diffusa,
in particolare nella approssimazione di piccolo albedo.

Cominciamo a considerare la risposta di un radar metereologico. Poiché in questo caso
il fascio del radar diretto é molto intenso, e ha una direzione ben precisa, pud essere considerato
la componente diretta, e quello retro—diffuso fa, invece, da componente diffusa.

Consideriamo una nuvola con coefficiente di estinzione k. e albedo a (in direzione di
backscattering) e assumiamo valide le ipotesi dello scattering di Rayleigh.

Sia S7 il vettore di Poynting alla base della nuvola dovuta al trasmettitore, che sup-
poniamo polarizzato linearmente. A questo possiamo associare una brillanza

Bp(0) = St (22 — ;)

essendo Qp = (0p, ¢p) la direzione di propagazione della componente diretta.
Dall’equazione del trasferimento radiativo si ottiene la brillanza al variare della quota.
Scegliendo z = 0 alla base della nuvola, la componente diretta sara:

Bp(2) = Bp(0) exp (;: 92)

La componente diffusa di backscattering si ottiene dalla (86) priva dell’ultimo termine

dBg

a .. .
—— =-Bs+ (1 -a)lu+ /¢(zs,1i) Bp(i;) d€;

a —kez
—— 1—a)d, + —
s+ (1 —a)l T i Yp St exp <0050D>

essendo ¥ p la funzione di fase in direzione di backscattering.
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I due termini di sorgente di questa equazione hanno pero polarizzazione diversa: St &
polarizzata linearmente mentre J, € non polarizzata. Poiché in direzione di backscattering lo
scattering di Rayleigh mantiene la polarizzazione, possiamo usare solo la parte co—polarizzata
di J, ( ovvero l'unica ricevuta dall’antenna) e scrivere:

dBg 1 K a —kez
—— =—-Bs+-(1—-a)——5Tn+ —¢YBS
dr S+2( 2 A2 N+47T Ve St exp <cos9p>

essendo T la temperatura termodinamica della nuvola. Ricordando che ¥ :3/2, si trova

1 H 1 K 3a —kez —kez
B = cl=(1—a)— Ty + —
s(0) cosfp /0 b [2 (1-a) A2 N 8w St exp <COS€D>:| P <COSGD> dz

essendo H lo spessore della nuvola, ed assumendo Bg(H) = 0. Calcolando gli integrali (estesi
fino a +oo, nell’ipotesi di nuvola spessa) segue

ke 1 K cosf@ 3a cos 0
B = —(1—a)—Tny — + —
s(0) cosOp [2 ( @) 71/\(2) N ke + K St 2k, ] (90)
- 1(1_ )ﬁT +3_a5
RS VR T

Il rapporto fra la potenza ricevuta dal radar Bg(0) e quella trasmessa St € proporzionale
all’ albedo a. Quindi I’albedo misura, nella sostanza, la luminosita di un oggetto.

I1 primo termine della (90) é invece il rumore termico prodotto dalla nuvola. Il rapporto
segnale-rumore vale allora

3a

167
SNR =
P00 5 T
0

T

e aumenta al crescere di a.

Un’altra applicazione & la valutazione della luce solare che arriva al suolo per diffusione
al variare del colore (ovvero della lunghezza d’onda). In tal caso, anzi, non c’e effetto di assor-
bimento, a = 1, e il termine di sorgente risulta pari alla funzione di fase, che per lo scattering di
Rayleigh, varia con A™*. Quindi la luce diffusa ¢ sostanzialmente azzurra, mentre quella diretta
dal sole ¢ bianca se lo spessore ottico dell’atmosfera ¢ piccolo (sole allo zenith), e rossa se lo
spessore ¢ grande (sole al tramonto).
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