1 VETTORI COMPLESSI — POLARIZZAZIONE

Un vettore complesso ¢ un ente che rappresenta una grandezza vettoriale che varia
sinusoidalmente nel tempo.

Consideriamo infatti un vettore e(¢) che vari sinusoidalmente nel tempo. In tal caso le
tre componenti di e(t), ovvero e, (t), e,(t), e.(t), sono grandezze scalari che variano anch’esse
sinusoidalmente nel tempo, e possono ciascuna essere rappresentata da un fasore o numero

complesso, rispettivamente F,, I, F, . Il vettore E = (Ex, E,, E. ) rappresentera la grandezza

reale e(t), cosi come un numero complesso rappresenta una funzione scalare sinusoidale.

Le operazioni sui vettori complessi sono definite come quelle su vettori reali, tranne che
occorre distinguere ! tra prodotto scalare di un vettore complesso per se stesso, E - E, e modulo
quadro dello stesso vettore |E|? :

E-E=E.+E, +E:
E[? = |Eu|* + |EBy|* + | E.]?

Il modulo quadro del vettore E puo anche essere calcolato come prodotto scalare tra il
vettore ed il suo complesso coniugato

[E? =E - E*

E importante notare che il modulo quadro di un vettore complesso E si annulla se e
solo se il vettore e nullo, mentre il quadrato di un vettore complesso puo essere nullo anche se
il vettore e diverso da zero (basta considerare, ad esempio, il vettore diverso da zero i, + ji,, il
cui quadrato ¢ nullo ).

Oltre che per componenti, un vettore complesso puo essere decomposto in parte reale e
immaginaria:

E=A+;B (1)

con A e B vettori reali. Tale decomposizione risulta molto utile per descrivere il vettore nel
tempo. Si ha infatti

e(t) =Re

(A + jB) ej“’ot] = A coswyt — Bsinwgt (2)

Segue quindi che un vettore sinusoidale puro come e(t) giace sempre nel piano indi-
viduato dai vettori reali A, B in ogni istante di tempo ¢. Pertanto € sempre possibile, per un
tale vettore, definire un piano, detto piano di polarizzazione, a cui il vettore appartiene. 2 Per
comodita, nel seguito della discussione sceglieremo sempre il sistema di riferimento in modo che
lasse z sia ortogonale al piano di polarizzazione. Inoltre e(t), campo elettrico in un certo punto
dello spazio P, (e che supponiamo applicato nello stesso punto P), ¢ una funzione periodica del

! Ricordiamo che queste due quantita sono uguali per vettori reali

2 Per vettori comunque variabili nel tempo cid non & pitt vero. Tuttavia esistono molti casi di
campi elettromagnetici che sono sempre ortogonali ad una direzione, ad esempio le onde piane.
Per tali campi & ancora possibile definire un piano di polarizzazione



tempo, per cui il suo estremo descrive, nel piano di polarizzazione, una curva chiusa al variare
del tempo.

Si puo dimostrare (vedi App. 1) che tale curva & un ellisse e si dice pertanto che
il vettore sinusoidale e(t) ¢ un vettore polarizzato e che la sua polarizzazione ¢ in generale
ellittica. Esistono pero due casi particolari di polarizzazione, che sono poi quelli utilizzati in
tutti i sistemi di telecomunicazioni:

e polarizzazione lineare quando I’ ellisse degenera in un segmento di retta;
e polarizzazione circolare quando 1’ ellisse degenera in una circonferenza.

Esistono infinite polarizzazioni lineari, che si distinguono per la direzione della retta,
mentre vi sono solo due polarizzazioni circolari, che si distinguono per il verso, levogiro o destro-
giro (ovvero antiorario o orario) 3 con cui viene percorsa, da e(t), la circonferenza, dal punto
di vista della sorgente del campo.

Notiamo anche che, mentre per i vettori reali & sempre possibile definire un versore,
questo non si estende al caso di vettori complessi, a meno che questi non siano polarizzati
linearmente. Se infatti E & polarizzato linearmente, allora la corrispondente grandezza del
dominio del tempo giace sempre su di una retta (ovvero ha sempre la stessa direzione). Pertanto
possiamo porre

E=Fig

dove il versore ig € un versore reale, mentre lo scalare F, detto ampiezza del campo, & un numero
complesso.

Una ulteriore differenza tra vettori reali e complessi & nella nozione di paralellismo.
Consideriamo due vettori complessi E1 e E;. Questi due vettori sono paralleli se esiste uno
scalare « tale che

E1 = OéEQ

Se « e reale allora i due vettori corrispondenti nel dominio del tempo sono, istante
per istante, paralleli. Se invece a € complesso, questo non & piu vero. Infatti la condizione
matematica di paralellismo nel dominio della frequenza equivale solo alla condizione fisica di
avere la stessa polarizzazione.

Naturalmente non sempre € possibile ottenere una polarizzazione lineare o circolare
pura, e conviene quindi introdurre una quantita che consenta di misurare la qualita di una
polarizzazione, ovvero di indicare quanto una polarizzazione si avvicina ad una polarizzazione
lineare o circolare pura. Questa quantita ¢ il rapporto assiale, indicato normalmente con la
sigla AR (acronimo della espressione inglese azial ratio), definito come il rapporto tra il massimo
ed il minimo del modulo del vettore e(t):

_ max le(t)]

AR = (3)

(o, eqivalentemente, come il rapporto tra gli assi dell’ellisse di polarizzazione) e compreso in
[1,00).

min |e(t)]

E evidente che i due casi di polarizzazione lineare e circolare sono proprio i casi limite
del rapporto assiale

3 Queste due polarizzazioni vengono in genere indicate con gli acronimi inglesi LHCP e RHCP,
ovvero left-hand e right-hand circular polarization.



AR = 1 <= polarizzazione circolare

(4)

AR = o0 <= polarizzazione lineare

E anche ovvio che un rapporto assiale molto grande indica una polarizzazione prossima
a una polarizzazione lineare, cosi come un rapporto assiale poco pill grande di 1 indica una
polarizzazione prossima a quella circolare. Utilizzando il rapporto assiale e possibile fissare le
specifiche di polarizzazione di un sistema di comunicazione. Ad esempio, un sistema in pola-
rizzazione nominale circolare puo spesso accettare campi anche non polarizzati circolarmente,
purche il loro rapporto assiale sia inferiore a un valore normalmente compreso tra 1.5 e 2.

2 DETERMINAZIONE DELLE CONDIZIONI DI POLARIZZAZIONE
LINEARE E CIRCOLARE

Per determinare le condizioni di polarizzazione lineare e circolare, e per calcolare il
rapporto assiale, notiamo preliminarmente che le lunghezze dei due semiassi dell’ellisse di po-
larizzazione sono anche il valore minimo e massimo della distanza dell’ellisse stesso dall’origine.
Per calcolare tali punti estremali, consideriamo

le(t)|? = |A coswyt — Bsinwpt|?
= A% cos® wot + B2 sin® wot — 2A - B sin wyt cos wot (5)
= A% cos® wot + B?sin® wot — A - B sin 2wt

avendo utilizzato le formule di duplicazione delle funzioni circolari, e indicato con A2 = A - A,
B?=B-B.

L’espressione precedente ¢ la distanza (al quadrato) D(t) dei punti dell’ellisse dall’ori-
gine, al variare di ¢. La sua derivata vale

D' (t) = —2wy A% cos wot sin wot + 2w B2 cos wot sin wot — 2wp A - B cos 2wt

A2 _ B2 6
= 2wg | — — sin 2wet — A - B cos 2wqt ©)

La polarizzazione circolare ¢ caratterizzata dall’avere la distanza D(t) costante, e
quindi D’(t) = 0, V¢. Di conseguenza le condizioni di polarizzazione circolare sono

A% = B2 A-B=0

e devono essere valide entrambe.
Per considerare le altre polarizzazioni, riscriviamo la (5) dividendola per cos?wqt:

D(t) :AQ—I—BQ‘cala2<,u()iE—2A-Bta1m,uot:BQT2 —2ABcosOT + A?

avendo posto per semplicita tanwgt = T e ricordando che, essendo A e B vettori reali, risulta
A -B = ABcos#f dove 0 & 'angolo tra A e B.



Per avere polarizzazione lineare deve esistere un istante ¢ (ovvero un valore di 7") in cui
D(t) = 0. In altri termini l’equazione

B?T? —2ABcos§T + A2 =0 (7)

deve avere almeno una radice reale. La condizione di realta delle radici ¢ che il relativo discri-
minante sia non negativo. Calcoliamo il discriminante della equazione

(ABcosf)? — (B?)(A?) = A’B? (cos? 0 — 1) = A’B*(—sin®0) = —|A x B|?

11 discriminante & non positivo, e quindi la (7) ha radici reali se e solo se

AxB=0

che & la condizione di polarizzazione lineare

3 CONDIZIONI DI POLARIZZAZIONE LINEARE E CIRCOLARE IN
TERMINI DI COMPONENT]I

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che valgono le seguenti condizioni necessarie e
sufficient:

polarizzazione lineare <= A x B =0 (8)

polarizzazione circolare <= A -B =0 e |A|=|B| 9)

Si noti che per avere polarizzazione lineare basta una sola condizione, mentre per avere
polarizzazione circolare ne occorronono due. Quasto € coerente col fatto che esistono infinite
polarizzazioni lineari, e solo due polarizzazioni circolari.

Le condizioni di polarizzazione lineare (8) e circolare (9) coinvolgono la parte reale e im-
maginaria del vettore E. E spesso piu utile valutare la polarizzazione utilizzando le componenti
complesse! E,, E, del vettore E.

Notiamo preliminarmente che E, = A, + jB,, E, = A, + jB,, e di conseguenza, dette
0z, 0y le fasi di E,, E,, si ha

Ay = |Ey|cosdy A, = |Ey|cosdy
B, = |E;|sind, B, = |Ey|sind,
Per determinare le condizioni necessarie in termini di componenti, semplicemente inse-

riamo le (10) nelle condizioni (8,9).
Nel caso di polarizzazione lineare deve annullarsi

(10)

A xB=A,B,— A,B, = |E,||E,|[cos 0, sin§,, — sind, cos §,] = |E,||Ey|sin(d, — Jy)

! La componente z & nulla per la scelta del sistema di riferimento che abbiamo fatto.



Ne consegue, per la legge di annullamento del prodotto, che se la polarizzazione ¢ lineare,
almeno una delle tre condizioni seguenti deve verificarsi
1) E, =0;
2) B, =0;
3f) 6, — 0, = nm, con n intero.
La condizione 3f puo essere espressa anche come
3) E, ed E, hanno la stessa fase oppure sono sfasati di 7.
Nel caso di polarizzazione circolare, la prima delle (9) diventa

A,B,+ A By = |E,|? cos 0, sin 6, + |Ey|2 cos &, sind, = 0

e, dalle formula di duplicazione, tale equazione diventa

|E,|*sin 28, + |Ey|* sin26, =0 (11)

Dalla seconda delle (9), che equivale all’annullarsi di |A|? — |B|?, si ottiene, sostituendo
le (10),

(A2 + Afj) — (B2 + B;) = |E,|? cos? 6, + |Ey|? cos® 6, — |E,|*sin? 6, — |Ey|?sin® 6, = 0
Raggruppando i termini e usando le formule di duplicazione delle funzioni trigonome-
triche si ottiene
|E,|? cos 26, + | Ey|* cos 26, = 0 (12)

Le (11,12) costituiscono un sistema lineare omogeneo in |E,|? e |E,|?. Poich¢ nessuna
di queste quantita puo annullarsi, ne deriva che il determinante del sistema deve essere nullo.
Calcolando il determinante

sin 20, sin 20,

=0
cos 20,  €0s 20,
segue
sin 26, cos 28, — cos 20, sin 26, = sin2(d; — d,) =0
da cui
nmw
(537 - (5y - 7

con n intero. Tuttavia il caso n pari e da escludere in quanto conduce alla polarizzazione lineare,
e quindi i valori possibili sono

Sy — 0,y =+ g (13)
che ¢ la prima condizione necessaria di polarizzazione circolare. Dalla (13) segue poi
sin 23, = sin2 |8, % g] = sin[26, + 7] = —sin20,
e analogamente cos 20, = — cos 20,,. Sostituendo nella (11,12) si ottiene come condizione neces-

saria



—|E,|?sin 26, + |Ey|*sin 26, = [|Ey|* — | E,|?] sin25, = 0
—|E,|? cos 26, + | Ey|* cos 26, = [|Ey|* — |E,|*] cos 26, = 0

da cui segue necessariamente

|Eo|? = | B[

che e la seconda condizione necessaria di polarizzazione circolare.

Passiamo alla dimostrazione della sufficienza. Se vale una qualunque delle condizioni
1), 2), 3) viste prima la polarizzazione ¢ lineare.

Se una delle componenti di E & nulla, allora A e B sono allineati, ed il loro prodotto
vettoriale & nullo. Resta quindi da considerare solo il caso 3). Se E, ed E, hanno la stessa fase
(o sono sfasate di 7), allora esiste un numero reale p tale che E, = pE,, e quindi

Ay = pAy ’ B, = pBy

Calcolando il prodotto vettoriale si trova

A xB=(A;By — AyBy)i. = [(pAy)By — Ay(pBy)i. =0
che garantisce la polarizzazione lineare
Dimostriamo invece che se valgono le due condizioni |E,| = |E,|, e E,, E, sfasati di
™ . . . . L.
+— allora la polarizzazione ¢ circolare. In questo caso occorre verificare entrambe le condizioni

di polarizzazione circolare espresse sui vettori A e B.
Le condizioni sulle componenti di E possono essere riassunte in £, = sjE,, dove s vale
+1. Di conseguenza

A, = —sB, , B, =54, (14)

Calcolando il prodotto scalare si trova

A -B=(A,B, +A,By) =[(—sBy)(sAy) + A,B, =0

in quanto s? = 1. Inoltre, usando le (14)

A" = |A.|* + A, = |Bo|* +|B,[* = B[

che conclude la dimostrazione.

4 PARAMETRI DI POLARIZZAZIONE

Lo stato di un campo monocromatico ¢ completamente definito dando 'ampiezza e lo
stato di polarizzazione del campo. Per la definizione univoca dello stato del campo possono
essere usati piu insiemi di parametri, a seconda delle informazioni che si possiedono, o che si
vogliono evidenziare.

Un insieme completo di parametri ¢ costituito dai vettori A e B ma tale insieme e
sovrabbondante. Infatti la sola conoscenza dei moduli |A| e |B| e dell’angolo (orientato) tra A



e B ¢ sufficiente ad identificare completamente lo stato del campo. D’altra parte tale rappre-
sentazione non evidenzia neanche lo stato di polarizzazione. Possiamo quindi dire che lo stato
di un campo ha tre gradi di liberta, e lo stato di polarizzazione ne ha pertanto due.

Un altro insieme di parametri si puo ottenere dalla conoscenza delle componenti di E

E, =a, eXp(Jléx) (15)
Ey = ayexp(joy)
con ay = |Ey| e ay = |Eyl.
Poiché e noto che le fasi assolute di un campo non hanno significato fisico, la rappre-
sentazione (15) ha solo tre parametri, a,, a, e 6 = §, — 6, (con le fasi 0., d, e § tutte comprese
in (—m,+7) ). Possiamo quindi rappresentare un campo sinusoidale nelle due forme

E = axeﬁ‘”ix + ayej6yiy
A (16)
E = a,i, + a,e’’i,
La seconda delle rappresentazioni (16) ¢ non ridondante, ed é quella che verrd usata
nel caso di campo sinusoidale’. Tuttavia anch’essa non evidenzia direttamente lo stato di po-
larizzazione. Potremmo aggiungere il rapporto assiale, ma non basta in quanto esistono infiniti

campi con polarizzazione diversa e stesso rapporto assiale.
Le rappresentazioni (1) e (16) sono ovviamente equivalenti. Per passare dall'una all’altra

basta imporre le uguaglianze

A + jB = a,i, + a,el%,

ottenendo 2

Ap = ay Ay =aycosd B, =0 By, = a,sind (17)

In alternativa a queste, sono possibili altre descrizioni, basate sull’ellisse di polariz-
zazione. In particolare possiamo utilizzare i due semiassi dell’ellisse di polarizzazione a e b (op-
pure 'ampiezza del campo a2 + ai e il rapporto assiale) e I’angolo di orientazione v dell’ellisse,
definito in Fig. 1. In particolare 'angolo ¢ & I'angolo, compreso in (—7/, 7)), tra I’asse mag-
giore dell’ellisse e una direzione di riferimento, generalmente ’asse x del sistema di riferimento.
In alternativa si possono usare i Parametri di Stokes, che, per la loro importanza, verranno
dettagliatamente descritti nel prossimo paragrafo.

Come mostrato nella App. 2, i semiassi dell’ellisse di polarizzazione sono

. gy sin | b gy sind|

o Va2

dove Aq 2 sono le due soluzioni dell’equazione

(18)

L Ovviamente, tutte le relazioni trovate potranno essere espresse direttamente in termini delle
fasi delle due componenti 0, e §,. Bastera sostituire § con d, — ., ed eventualmente sviluppare
le formule di addizione delle funzioni trigonometriche.

2 Si noti che la condizione B, = 0 & in realtd una conseguenza della nostra possibilita di scelta
del sistema di riferimento. In altri termini, da un punto di vista logico essa equivale a scegliere
la fase di F, pari a 0.



Fig.1: Parametri dell’ellisse di polarizzazione.

A — (a2 + ai))\ + aiai sin?d =0 ovvero A — |E|*\ + aiai sin?§ =0 (19)

Risulta anche

1 1 AL+ A
2,12 _ 22 .2 292 M 2 . o
a® +b° = aza, sin® g <—/\1 + —)\2> = aza, Bw sin” § (20)
Ma per le proprieta delle equazioni di secondo grado A\; + Ao = a2 + ai e MAy =

242 sin? 5. Sostituendo nella (20) segue allora

a.,.a

2
y

a®+b* =al+ afj (21)
e quindi anche a? + b? rappresenta l'intensita del campo.

Per quanto riguarda il rapporto assiale, si puo descriverlo tramite ’angolo y, definito
da

b
tany = —
a
in modo che tan x sia I'inverso del rapporto assiale. Poiche b < a, risulta x <7/4.
Si ha

2tan y 2ab 2a§a§ sin? §

1+tanx  a2+02 Vi (a2 +a3)

e sostituendo il prodotto degli autovalori si ha in definitiva

sin 2y =

2a,a,|sin 0|
2 2
(a3 + a7)
Puo essere utile associare un segno a Y, che individui il verso di rotazione, definito come

quel verso che viene visto da un osservatore posto nella sorgente (e quindi, per una onda piana,
situato a z = —o00). In particolare definiamo

sin 2y =



X >0 pol. levogira (LHCP)

X <0 pol. destrogira (RHCP)

Si puo dimostrare che, con tale convenzione, il segno di x coincide col segno di sind
(e quindi con quello di §, essendo 6 € (—m,+m)). Infatti il campo corrispondente a (16) nel
dominio del tempo &

e(t) = ag coswyt iy + a, cos(wot + 6) iy

Consideriamo tale campo in due istanti successivi tg :7T/(2w0) et = t0+€/w0, con €
positivo, piccolo a piacere. Risulta

e(ty) = ay cos <g + 5) iy, = —a,sinodi,
T ] T ) .. . .
e(t1) = a, cos (5 + e) iz +ay,cos (5 + €+ 5) iy = —agsinei, —aysin(e +0)1i,

La componente y di e ha, in entrambi gli istanti £y, ¢; lo stesso segno, e precisamente
quello opposto a sind. La componente x, invece, € nulla in ¢y e sempre negativa in t;. Pertanto,
sesind > 0, il campo ruota da —i, verso —i, ed é quindi levogiro, ovvero ruota in senso antiorario
per un osservatore posto in z = —oo. Se invece sind < 0, il campo ruota da i, verso —i, ed ¢é
quindi destrogiro.

In definitiva, quindi, possiamo scrivere

2a,a, sind

z y
Per quanto riguarda invece ¢, nella App. 3 si trova che
2(a2 — \p) 2a..a, cos d
tan 2¢) = Y Ay cosd = ——=Y (23)
@ a2y (a A (2 —a2)

L’equazione (23) fornisce due valori per v, che differiscono di 7/, e sono gli angoli dei
due semiassi con l'asse x. Il valore relativo all’angolo del semiasse maggiore & quello che ha lo
stesso segno di cos 4.

5 PARAMETRI DI STOKES

Le rappresentazioni dello stato del campo viste fin’ora sono ridondanti o coinvolgono
grandezze dimensionalmente diverse. Una rappresentazione non ridondante, che coinvolge tutte
grandezze dimensionalmente omogenee (e che, come vedremo piu avanti, si presta ad essere
generalizzata) ¢ quella che utilizza i parametri di Stokes.

I parametri di Stokes sono quattro grandezze s; definite da



2 2
S0 = a; +ay

_ 2 2
81 =ay; —ay (24)
89 = 2a,a, cos 0

53 = 2a,a, sin o

e sono dimensionalmente delle intensita di campo elettrico, misurate in VQ/m2. In particolare
2(sq € il vettore di Poynting associato al campo considerato. Si noti che i parametri di Stokes
sono reali con segno (salvo sy che & sempre positivo).

Nel seguito spesso indicheremo i 4 parametri di Stokes come vettore numerico § a 4
elementi.

Poiche, come ¢ facile verificare,

sg = s% + Sg + 83 (25)

bastano i tre parametri s, so e s3 a caratterizzare completamente lo stato di un campo sinu-
soidale.
Le equazioni (24) possono essere invertite ottenendo

9 Sg + 81

r 2
2 _So— 81 26
W= Ty (26)

6 = arg sy + jss]

Le relazioni tra i parametri di Stokes e i parametri definiti nel paragrafo precedente si
ottengono facilmente da (23,22):
s s
tan 20 = = sin2y = =2 (27)
S1 S0
oltre, ovviamente, a sy = a® + b2. Nella prima delle (27) va comunque ricordato che il segno di
¥ coincide con quello di cosd, ovvero con quello di so. Invertendo le (27) si ottiene dapprima
S$3 = Spsin 2y, e da questo
secos?2y = s — 53 =57 + 53
da cui si puo estrarre la radice senza problemi di segni in quanto, essendo |x| <7/i, cos2xye
certamente positivo.
Quindi s; + js2 ha modulo sgcos2y. Inoltre, salvo verifica sui segni, sy € proporzionale
a sin2y e s; a cos2y. Per quanto riguarda i segni, sin21 ha lo stesso segno ! di 1, ovvero
di so. Pertanto s; deve avere lo stesso segno di cos2i) e segue s; = Spcos2y cos2y e s =
Sp €os 2 sin 21).
Pertanto

§1 = 8g €OS 2 cos 21
S9 = Sp cos 2) sin 2¢ (28)

83 = Sp sin 2

! Ricordiamo che (—7T/ < ¢ < 7))

10



che consentono di determinare i parametri di Stokes a partire dall’ellisse di polarizzazione?.
Poiche la polarizzazione lineare richiede x = 0 allora la condizione di polarizzazione
lineare & s3 = 0. Allo stesso modo, poicheé la polarizzazione circolare richiede xy = +7/4, allora
la condizione di polarizzazione circolare ¢ s; = so = 0.
Per concludere il paragrafo, notiamo che ’equazione corrispondente alla (19) &

2

)\2—30)\+%3:0 (29)

Le soluzioni di (29)

)\:so$\/s%—s§ SOZF\/S%-FS%
2 2

consentono quindi di calcolare il rapporto assiale a partire dalle (18). Si ha infatti

g0y sin |

e
b agay|sind| A1
Va2

2 Le equazioni (28) possono essere interpretate come coordinate di un punto dello spazio. Piu

precisamente S1/s,, 52/sy, S3/sy, sono le coordinate cartesiane di un punto della superficie di
una sfera di raggio unitario (sfera di Poincaré), e precisamente del punto di latitudine 2y e
longitudine 2.
Segue quindi che a ogni punto della superficie sferica corrisponde uno stato di polarizzazione. In
particolare ’equatore corrisponde alla polarizzazione lineare, mentre i due poli corrispondono
alle due polarizzazioni circolari. I puntiintermedi sono polarizzazioni intermedie, levogire quelle
dell’emisfero norn e destrogire quelle dell’emisfero sud.

11



6 SEGNALI A BANDA STRETTA

I segnali di interesse nelle telecomunicazioni (e non solo) non sono mai sinusoidali puri,
ma hanno una estensione finita in banda. In particolare molti segnali sono a banda stretta,
ovvero sono segnali per i quali lo spettro ¢ diverso da zero solo in un intervallo 2Aw (detta
banda del segnale), centrato intorno a una frequenza wy (detta frequenza centrale o portante),
con la condizione

ﬂ <1 (30)
wo
Per tali segnali esiste una rappresentazione standard, che vedremo essere molto simile
alla rappresentazione dei segnali sinusoidali (di cui i segnali a banda stretta sono una generaliz-
zazione) mediante numeri complessi.

Sia v(t) un segnale reale a banda stretta. La sua trasformata V (w) & allora hermitiana:

e quindi:
* . o dw RSN o dw
= Jwt 77— Jwt
v(t) /_OO V(w)e 5 2Re/0 V(w)e 5

L’integrale puo essere esteso alla sola banda di v(t) e segue (con un opportuno cambio
di variabili 0 = w — wy)

wotAw o dw +Aw . do .
v(t) = 2Re/ V(w) e’ —= =Re / 2V (wo + ) &7t ——elwo?
wo—Aw 27 —Aw 27
-»>

20w 20w
— —

| T | Yo Yo

—_—

_(A)o w 0 A(A)

2
Fig.1: Trasformata di v(t) a sinistra, e di V(t) a destra.

L’integrale & una funzione complessa di ¢t a banda limitata, con banda Aw, che indicher-
emo con V(t) (detto segnale equivalente a banda limitata):

+Aw ) o
Vi) = [ 20+ )e™ 5 = ut) +jun(t) (31)

dove la parte reale e quella immaginaria di V(¢), che indichiamo con v.(t) e v,(t), sono anch’esse
funzioni a banda limitata, ma reali. Segue quindi

v(t) = Re[V (t) ej“’ot] = Re|(ve(t) + jus (1)) ej“’ot] = vc(t) cos wot — vs(t) sin wot (32)
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che chiaramente generalizza la rappresentazione di segnali sinusoidali mediante numeri complessi.
La differenza ¢ che ora abbiamo una funzione complessa del tempo, V' (¢), al posto di un numero
complesso.

In realta le due rappresentazioni sono molto piu simili di quanto non appaia. Infatti se
consideriamo v, (t) (ma per v4(t) si possono fare analoghe considerazioni), questa & una funzione
a banda limitata, con banda Aw. Su di un periodo T della sinusoide portante a frequenza wy,
la sua variazione relativa soddisfa a

vt +Ty) = ve()2 _ AwT
|[ve ()] I? - 3
Il termine a secondo membro vale

AWPTS 1 <27TAw>3 82 <&>3

wo wo

To

3t 3« 3
ed e quindi molto piu piccolo di 1. Pertanto, su di un periodo Ty della sinusoide portante a
frequenza wy, v.(t) e vs(t) possono essere considerate costanti. Naturalmente il valore di tali
costanti e diverso periodo per periodo.

Quindi la differenza tra la rappresentazione di una funzione sinusoidale e di una a banda
stretta sta nel fatto che la costante complessa della rappresentazione di segnali sinusoidali viene
sostituita da una funzione complessa lentamente variabile (ovvero costante se osservata su di un
periodo, variabile se osservata su molti periodi).

Il discorso relativo a campi a banda stretta ¢ sostanzialmente identico. Tuttavia la
similitudine di un campo generico a banda stretta col caso di campo sinusoidale é decisamente
minore in quanto, mentre un campo sinusoidale giace sempre in un piano, un campo generico a
banda stretta varia nello spazio.

Poiché in questo corso siamo interessati solo a onde piane, ci limiteremo a considerare
solo campi di onde piane a banda stretta, scegliendo ’asse z nella direzione di propagazione. In
tal modo anche i campi a banda stretta che considereremo avranno solo le componenti x e y.

Sia e(t) a banda stretta, con banda 2Aw centrata intorno a una frequenza wy, con

Aw
— k1
wo

e sia E(w) la sua trasformata di Fourier. Allora

e(t) = Re[E(?) ej‘“ot] = Re[(e.(t) + jes(t)) ej‘“ot] = e.(t) coswot — es(t)sinwet  (33)

dove

+Aw ] o
E(t) = e (t) + jes(t) = /_A 2E(wo +0) el ;l—ﬂ (34)

¢ la generalizzazione della rappresentazione del campo nel dominio della frequenza, e tutti i
vettori coinvolti giacciono nel piano (z,y). Possiamo anche dividere in componenti e.(t) + jes(t)

e.(t) + jes(t) = ax(t)ejgw(t)ix + ay(t)ejgy(t)iy (35)

ottenendo, come alternativa a (33), la
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e(t) = Re[(ax(t)ej51 ®3, + ay(t)ej5y(t)iy> ejwot}
= a,(t)[wot + 6, (t)] iz + ay(t) cosjwot + 0y (t)] iy,

La componente z del vettore di Poynting istantaneo associato a questo campo vale

(36)

S(t) = 7 lef = 7

Di esso si potrebbe calcolare, analogamente al caso della potenza, il valor medio in un
periodo. Tuttavia, in telerilevamento, interessa il valor medio del vettore di Poynting (e delle
altre grandezze quadratiche nei campi) valutato su tutto l'asse dei tempi:

[ezc(t) cos? wot + €%4(t) sin® wot — 2e.(t) - €% (t) cos wt sin wot]

1 [t
< S(t) >= lim — S(tdt’ 37
e che ¢ ovviamente una costante.
Poiche
2 ot = © + L os2 t in? wot L os 2wt
cos” wot = = + = cos 2w sin® wpt = = — = cos 2w
0 5 T3 0 0 573 0

e 2 cos wot sin wot = sin 2wt allora

S(#)

1
=5 [eQC(t) + eQS(t)} + termini a frequenza 2wy
11 valor medio dei termini a frequenza 2wy ¢ nullo (basta dividere I'intervallo(—7',T") in
parti lunghe un periodo della portante, per le quali I'integrale & nullo), e resta quindi

_ 1 2 2 1 . 2
<5(1) >= 5 [<e () >+ < e2,(t) >} =5 < ‘ec(t)+je5(t)‘ > (38)
Analogamente, partendo dalla (36), segue
< S(t) >= i[< a2(t) > + < a2(t) >] -1 (a ()%= D i, + q, ()% D § ‘2 > (39)
2C T y 24— x €z Y Yy

7 ESEMPI DI SEGNALI A BANDA STRETTA

Nel seguito di questo corso saremo interessati a due classi di segnali (deterministici) a
banda stretta, ovvero impulsi modulati e chirp.
Un impulso modulato é un segnale del tipo

v(t) = h(t) cos wot (40)

dove h(t) é un segnale di durata finita 7 e anche sostanzialmente a banda limitata®.
In Fig. 1 sono mostrati alcuni possibili impulsi (rettangolare, coseno, gaussiano) e in
Fig. 2 le relative trasformate di Fourier.

1 E noto che non esistono segnali che siano allo stesso tempo limitati intempo e in frequenza.
Tuttavia molti segnali di durata finita hanno una trasformata di Fourier concentrata vicino
all’origine, con code di energia trascurabile. Sono questi i segnali che considereremo come h(t).
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Fig. 1: Possibili impulsi (rettangolare, coseno, gaussiano) h(t) in alto,
e corrispondenti impulsi modulati in basso.

0 T
rettangolare
10 coseno |
—_ gaussiano
o)
s N /N
3 B0 b A e R /—\
_ 40 ! ( ‘\\‘ // w ::?l | \
50
0 1 2 3 4 5

ft
Fig. 2: Trasformate di Fourier normalizzate degli impulsi di Fig. 1.
Dalla Fig. 2 si vede immediatamente che nessuno di questi segnali ¢ a banda limitata. In

particolare 'impulso rettangolare ha uno spettro molto largo, essendo una funzione discontinua.
Viceversa il coseno ha uno spettro molto pit concentrato, non avendo discontinuita.

1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0 [rsmmors

-0.2 .
-1 -0.5 0 0.5 1

t/t

Fig. 3: Ricostruzione di un impulso rettangolare filtrato.

h(t)

Volendo usare la (40) come segnale a banda stretta, occorre verificare cosa succede se
il segnale h(t) viene filtrato, ovvero la sua trasformata viene troncata a una frequenza massima
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pari a B. Il valore tipico di B dovrebbe essere naturalmente 1/7-. E pero facile immaginare
che un impulso rettangolare filtrato con BT = 1 risulti molto diverso da quello originario, e
sia anzi necessaria una banda molto maggiore. In Fig. 3 sono riportati i risultati del filtraggio
un impulso rettangolare con varie bande e si vede che solo con Bt = 4 il risultato somiglia
abbastanza all’impulso di partenza.

Completamente diverso e il caso degli impulsi cosinusoidali e gaussiani, le cui ricostru-
zioni filtrate sono riportate in Fig. 4. Si vede infatti che gia per BT = 1 le ricostruzioni sono
molto fedeli.

12 T 12

Br=1 - Br=1 -
0.8 / \ 0.8 / \
iy / \ iy / \
£ 04 / \ £ 04
0.2 ; . 0.2 '
i —— S ob—~ L
-0.2 -0.2
-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 1
t/t t/t

Fig. J: Ricostruzione di impulsi coseno (a sinistra) e gaussiano (a destra) filtrati.

In particolare si nota che un impulso di tipo coseno, nonostante abbia la minima energia
fuori della banda passante, viene ricostruito meno fedelmente di un impulso gaussiano, salvo che
vicino alle discontinuita. Si pud quindi concludere che (escludendo le discontinuita), I'impulso
gaussiano varia piu lentamente di quello coseno, e quindi viene ricostruito piu fedelmente dopo
il filtraggio.

Per quanto riguarda la banda di (40), questa é pari a 2B (si veda la Fig. 1 del paragrafo
precedente). Tuttavia le due parti dello spettro, quella in (wy — Aw,wp) e quella in (wg, wo + Aw)
hanno esattamente lo stesso contenuto informativo. Si pué allora pensare di non trasmettere
direttamente il segnale (40), ma di farlo prima passare attraverso un filtro passa—banda con
banda passante (wp,wp + Aw), ottenendo cosi un segnale di banda B. Questo segnale prende il
nome di segnale a banda laterale singola o SSB (Single Side Band, per distinguerlo dal segnale
(40), che viene detto a banda laterale doppia o DSB). La sua forma analitica contiene anche
una componente in quadratura? hg(t), dipendente da h(t):

h(t) cos wot — hq(t) sinwot
Ovviamente, in fase di ricezione, occorrera una opportuna demodulazione per ricostruire
il segnale di partenza.

2 11 segnale in quadratura é dato da

ovvero é la trasformata di Hilbert del segnale di partenza h(t). Alternativamente, hq(t)
pud essere ottenuto se si riesce a determinare una funzione analitica F(z), tale che h(t) =

{Re[F(z)]}Z:t. In tal caso hg(t) = {Im[F(z)]}

z=t
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L’altro segnale a banda stretta di interesse € il chirp, ovvero un segnale, di durata 7,
modulato in frequenza:

a(t) = cos <w0t + Aw t2> = Re [exp (]?—w t2> ej“’ot} t € [0,7] (41)

27, Te

rappresentato schematicamente in Fig. 53.

Fig. 5: Andamento (fuori scala) di un chirp.

La frequenza istantanea di un tale segnale & data da

1 d Aw o\ 1 Aw \ Af
fl(t) = or ot <w0t+ 2. t > = 9r <WO+ Py t> = <f0+ . t> t e [O,TC]

e varia tra fo e fo + Af.
Anche il chirp a(t) & un segnale SSB, con frequenza portante fy. Infatti la (41) pud
scriversi come

a(t) = cos (?w t2> cos (wot) — sin <§w t2> sin (wot)

Te Te

e si dimostra? che sin (?T“’ t2) é la componente in quadratura associata a cos (2%" t2>.

Si dimostra che, se AwT. > 1, allora 'occupazione in banda di un chirp coincide con
I'intervallo di variazione della sua frequenza istantanea, e la sua trasformata vale (con un errore
M

O[(Awr)™'])

A 1 /277, .= L Te
Alw) = 2V Aw e’ T exp [,7 AW (w— w0)2] W € [Wo,w, + Aw]

ed e nulla al di fuori di questo intervallo. Ne segue che

. e W E (W, wo + Aw]
[A(w)]? = { 28w (42)
0 altrimenti

3 La (41) rappresenta un chirp crescente con la frequenza. Ovviamente sono possibili anche chirp

descrescenti A
cos (wot _ v t2)
27

che hanno proprieta del tutto equivalenti. Per semplicita, in questo corso ci riferiremo solo a
chirp crescenti (41).

4 Vedi nota 2.
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Per valutare l'errore della (42), in Fig. 6 sono riportate le trasformate esatte della (41),
per Aw = 2m, al variare di 7.. Si noti cone nei grafici a sinistra, con Awt, < 50, la (42) non sia
una approssimazione valida, mentre lo diventa nei due grafici a destra, in cui Awr, > 100.

Aw 1,100 ——
0 R NAR U4 ) — :

[A(w)] [dB]
[A(w)] [dB]

(Ffo)te (fo)te

Fig. 6: Trasformate esatte di un chirp per vari valori di AwT,.

8 POLARIZZAZIONE DEI CAMPI A BANDA STRETTA

Anche per un campo a banda stretta si puo porre il problema della polarizzazione, che
pero diventa un problema tri—dimensionale. Noi qui pero considereremo solo campi di onde
piane (o sferiche), scegliendo 'asse z come direzione di propagazione. In tal modo anche i
campi a banda stretta risulteranno giacere nel piano (x,y).

Le rappresentazioni del campo da utilizzare sono le (33,34), generalizzazione delle (1,2),
e le (35,36), generalizzazione della (16), che riportiamo

E(t) = e.(t) + jes(t) e(t) = e.(t) coswot — e;(t) sinwot

E(t) = a,(t)e’* Wi, + a,(t)e’v Wi, e(t) = a,(t)[wot + 8, (t)] ix + ay(t) cosjwot + 3, (t)] iy

dove le funzioni del tempo e.(t), es(t), E.(t) = a,(t)e?%® B, (t) = a,(t)e’®»® sono tutte
lentamente variabili (rispetto al periodo Ty della portante)

La curva descritta dal campo e(t) ¢ evidentemente una curva aperta. Se pero ci limi-
tiamo a considerare solo la curva descritta in un periodo T, notiamo che, limitatamente a questo
intervallo, in cui e.(t), e(t) possono essere considerate come costanti, il campo & espresso, con
ottima approssimazione, dalla (2), e quindi descrivera un ellisse. Nel periodo successivo le due
funzioni e.(t), es(t) saranno ancora costanti ma avranno un valore diverso, per cui il campo
descrivera un ellisse diverso, e cosi via. Pertanto possiamo associare al campo (33) una famiglia
di ellissi, descritte nei vari periodi della portante, che vengono usati per descrivere lo stato di
polarizzazione del campo a banda stretta.

La prima distinzione, anche visiva, che possiamo fare e sulla forma e orientazione di
queste ellissi. Se tutte le ellissi hanno la stessa forma (ovvero lo stesso rapporto assiale) e
la stessa orientazione (mentre variera la ampiezza), allora il campo si dird completamente
polarizzato. Altrimenti il campo si dira parzialmente polarizzato.
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Fig.1: Campo completamente (a sinistra) e parzialmente (a destra) polarizzato.

Da un punto di vista matematico, il campo & completamente polarizzato se i valori che
assume in due periodi diversi, ma qualunque, sono proporzionali. Scegliendo ’asse dei tempi in
modo che il primo di questi due periodi sia (0,7), allora deve risultare

e(t +nTy) = kne(t) vt € (0,1p), Vn

con la costante k, dipendente da n. Sostituendo le componenti in bassa frequenza

e (t + nTp) coswot — e4(t + nTp) sinwot = ky, [ec(t) cos wot — e4(t) sin wgt] vt € (0,Ty), Vn

in cui abbiamo utilizzato la periodicita delle funzioni trigonometriche.
I vettori e.(t) ed es(t) a secondo membro sono calcolato in un solo periodo (quello 0),
e sono quindi costanti:

e.(t)=A es(t) =B vt € (0,Tp)

Analogamente, sono costanti e.(t + nTy) ed e(t + nTy), essendo calcolati anch’essi in
un solo periodo (quello n—esimo). Indicando con e, ed eg, queste costanti, e ricordando che le
funzioni trigonometriche sono linearmente indipendenti, segue

e., = k, A e,, = k,B Vn

Segue allora che la forma generale di un campo a banda stretta completamente pola-
rizzato e

E(t) = a(t) [A + jB} e(t) = aft) [A coswot — Bsin wgt] (43)

con a(t) funzione reale, lentamente variabile.
Uguagliando (35) e (43) e proiettando sugli assi segue

a(t)[As + jBs] = as(t) el a(t)[Ay + 7By] = ay(t) el 9y (t)

Poiché le fasi dei primi membri sono costanti, allora anche d,(t) e d,(t) devono essere
costanti nel tempo.
Dalla prima segue poi «(t)A, = a,(t) cosd, e dalla seconda «(t)A, = a,(t) cosd,.
Facendo il rapporto segue
a(t)Ay  ay(t) cosd, Ar  ag(t) cosd,

a(t)A,  ay(t) cosd, - A, - ay(t) cosdy,
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il che implica che Az (t)/ay (t) deve essere costante. La condizione di completa polarizzazione, se
il campo ¢é espresso dalla (35), risulta allora

t
q(t) = ay—Et; = cost e O(t) = 9y (t) — 9, (t) = cost (44)
Gy
Che questa sia anche una condizione sufficiente deriva dalla espressione (22,23) degli
angoli x e 1 che caratterizzano l'ellisse di polarizzazione, e che nel caso di segnali a banda
stretta sono variabili da un periodo all’altro.

)  2a,(t)ay(t) sin [8,(t) — 6,(t)] ~ 2q(t)a2(t) siné(t)
B A 1) RUE1(3) =T O (Rer=I )

2a,(t)ay (t) cos [0, (t) — 0a(t)] _ 2q(t)a3 () cos 3(¢)
(aZ(t) — ai (1)) az(t) (1 — ¢*(t))

Il fattore a2(t) puo essere semplificato, e, se valgono le (44), si ha

tan 2¢(t) =

2q sin §
sin2x(t) = %

2q cos (45)
tan 2w(t) = m

Quindi orientazione 1) e la forma x dell’ellisse di polarizzazione sono costanti nel tempo,
e pertanto il campo e completamente polarizzato.

Anche nel caso di segnali a banda stretta, ¢ possibile descrivere completamente lo stato
del campo utilizzando i parametri di Stokes, che pero ora vanno definiti come

so =< ay(t) >+ <ay(t)
=<al(t)>— <al(
S

S =2 < ag(t)ay(t)co (46)

y(t) - 5m(t)] >
y(t) = 0:(t)] >
dove < ... > indica una media sul tempo (tra —oo e +00) del tutto analoga alla (37).

Nelle (46) tutte le grandezze sono lentamente variabili. In particolare, per sy ed ss,
questo si vede immediatamente dallo sviluppo delle funzioni trigonometriche

53 =2 < ay(t)ay(t)sin |

s2 =2 ([az(t) cos 0 (t)] [ay(t) cos dy(t)] ) + ([az(t) sin 6, (¢)] [ay (t) sindy(t)])
s3 =2 ([az(t) cos 6, (t)] [ay(t) sindy(t)]) — ([as(t) sind,(t)] [ay(t) cos b, (t)])

La differenza principale col caso monocromatico del paragrafo precedente ¢ che ora

(47)

55> 1+ 55 + 3 (48)

Se pero il campo e completamente polarizzato, allora, usando le (44), segue
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> (1+¢%)

> (1-¢%)

So =< CL%
2
x
5 (49)
x
2
x

s1 =< a
S9 =< aZ > 2qcosd
s3 =< ai > 2¢gsiné

e per essi vale la condizione (25). In altri termini una onda & completamente polarizzata se tra
i suoi parametri di Stokes vale la

2 2 2 2
30:31+82+83

Tutte le altre onde, per le quali vale la (48) col segno di “>”, sono parzialmente pola-
rizzate.
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9 SEGNALI E CAMPI ALEATORI A BANDA STRETTA

Finora abbiamo considerato solo campi deterministici. In realtd i campi e i segnali con
cui si ha a che fare sono aleatori. Occorre quindi estendere le considerazioni precedenti a tali
campi e segnali.

Consideriamo allora una campo e(t) aleatorio, e assumiamo che sia (dal punto di vista
probabilistico) gaussiano e stazionario. Supponiamo inoltre che sia a banda stretta, ovvero che
ogni sua realizzazione sia un campo a banda stretta, che pué quindi essere rappresentata nella
forma (33) oppure (36). Si dimostra peré che il campo aleatorio e(t) (considerato come un unico
ente matematico) pué essere rappresentato nella forma

e(t) = e.(t) coswot — e;(t) sinwpt (50)

I due campi aleatori e.(t), es(t) sono ovviamente a banda limitata e si pué dimostrare
che essi sono congiuntamente gaussiani e congiuntamente stazionari. Poiche

e.(t) + jes(t) = By (t) iy + By (1) iy = az ()’ i, + a,(t)e?®* D i, (51)

allora anche le funzioni complesse E,(t) e E,(t) sono a banda limitata, congiuntamente gaussiane
e congiuntamente stazionarie. Usandole si ottiene la rappresentazione alternativa di e(t):

e(t) = ax(t) coslwot + 05 (t)] iz + ay(t) coslwot + d,(t)] iy (52)

Se questo campo viene ricevuto da una antenna, allora la (*) mostra che la tensione a
vuoto v(t) é anch’essa aleatoria a banda stretta, e pud essere rappresentata nelle forme equi-
valenti

v(t) = ve(t) cos wot — v (t) sinwot = Vi (t)e?*® (53)

in cui v.(t), vs(t) e Var(t)e?®® sono tutti segnali aleatori lentamente variabili (in quanto a banda
limitata). Poiché e(t) é gaussiano e stazionario, allora anche v(t) lo sard. Ne segue che anche
ve(t) e vs(t) saranno congiuntamente gaussiani e congiuntamente stazionari.

11 fatto poi che v(t) e e(t) siano stazionari implica alcune proprieta dei suoi componenti
a bassa frequenza v.(t), vs(t) e e.(t), es(t) (oppure E,(t), Ey(t)).

Se calcoliamo la media di v(¢) usando la (53) segue

Ev(t)] = Eve(t)] cos wot — E[vs(t)] sin wot

e questa media deve essere indipendente da t. Pertanto

Elve(t)] = Elvs ()] = 0 (54)

in quanto anche queste due medie sono costanti. Conseguenza di (54) é che anche E[v(t)] = 0.

Per quanto riguarda la autocorrelazione R,,(t,t + 7) = E[v(t)v(t + 7)], questa deve
dipendere solo da 7. Se indichiamo con R..(7) = £[v.(t)v.(t+7)] e simili le autocorrelazioni delle
componenti in bassa frequenza, che dipendono solo da 7 in quanto queste sono congiuntamente
stazionarie, si trova (vedi Appendice)

Ryy(T) = Ree(T) coswoT — Res(T) sinwot (55)

in quanto si dimostra che
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Reo(7) = Res(T) Rso(7) = —Res(7) (56)
D’altra parte

Rse(7) = Eos(Wve(t + 7)) = Efs (t = T)ve(t)] = Res (—7)

che, combinata con la seconda delle (56), fornisce R.s(0) = E[v.(t)vs(t)] = 0. Pertanto campioni
di v.(t) e vs(t) presi nello stesso istante sono tra loro incorrelati, e, essendo gaussiani, anche
indipendenti. Conseguenza é che

Ry (0) = 5[7)2 (t)] = Ree(0) (57)

Passando al campo, nella rappresentazione (50) le proprietd sono simili alle (54,56,55),
tenendo perd conto che, essendo il campo un vettore, le autocorrelazioni sono delle matrici. I
risultati principali, legati alla stazionarietd e alla banda stretta, sono

Elec(t)] = Eles(t)] =0 = Ele(t)] =0

e il fatto che ogni componente di e.(t) é incorrelata (e, essendo gaussiana, indipendente) con
ciascuna componente di es(t), se campionate nello stesso istante. Al contrario, le due componenti
cartediane del campo non sono in generale incorrelate (se campionate nello stesso istante).

Passando agli spettri di densitd di potenza, in Fig. 1 sono riportati gli spettri di v(¢) e
di V(t), rispettivamente per segnali DSB e per segnali SSB. Si noti che il primo spettro S,,(w)
é pari, essendo v(t) reale, mentre Sy (w) non ha alcuna simmetria.

PN SVV
SVV
20w 20w
— —
1 T, #
w w
_(A)O Q)O 'm'

Fig.1a: Spettro di densitd di potenza di v(t) a sinistra, e di V(t) a destra per un segnale DSB.

V' N
Swy
SVV
Aw Aw
—_— —_—
] ™ ; #
| | ) &)
—
-w, w, Aw

Fig.1b: Spettro di densitd di potenza di v(t) a sinistra, e di V(t) a destra per un segnale SSB.

Posiamo concludere questo paragrafo notando che, per segnali aleatori a banda stretta,
con banda totale Br e spettro costante (o proporzionale a w?), il tempo di correlazione é dato
da 1/2B;).
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10 POLARIZZAZIONE DI CAMPI ALEATORI

Poiché i campi aleatori e.(t), e5(t) sono lentamente variabili, allora possiamo considerarli
costanti in un periodo. Pertanto, limitatamente a un periodo, il campo aleatorio e(t) pué essere
rappresentato da

e(t) = A cos wot — B sin wot (58)

dove A e B sono due variabili aleatorie, date dal valore dei campi aleatori e.(t), e,(t) al centro
del periodo. In altri termini, la parte aleatoria del campo e(t), esaminato su un periodo (e
quindi dato da (58)) & racchiusa nelle variabili aleatorie reali A e B, o meglio nella variabile
complessa A + jB (corrispondente a 3 V.A. reali). Equivalentemente possiamo usare le (17) per
descrivere il campo tramite le V.A. a,, a, e d,, 6,. Nel seguito, anzi useremo queste ultime.

La (58) ci dice che anche per il campo aleatorio (50) si pué parlare di polarizzazione, nel
senso che, in un dato periodo, ogni realizzazione del campo descrive un ellisse. Naturalmente
questo ellisse é aleatorio, nel senso che tutti i parametri di tale ellisse sono delle variabili aleatorie.
La stazionarietd del campo aleatorio e(t) ha per6 la conseguenza che le statistiche di tutte le
proprieta dell’ellisse di polarizzazione sono indipendenti dal periodo scelto. Possiamo quindi
considerare un singolo periodo, ripetendo, in termini probabilistici, tutte le considerazioni fatte
per la famiglia di ellissi descritte da un campo deterministico a banda strettal.

Ad esempio, il campo aleatorio e(t) sard completamente polarizzato, con un certo stato
di polarizzazione, se la probabilita che venga descritto un ellisse con quella forma e orientazione
é pari a 1.

Per ciascun ellisse descritto nel periodo possiamo ovviamente considerare anche i relativi
parametri di Stokes (24), che saranno anch’essi delle variabili aleatorie. Possiamo allora definire,
per il campo aleatorio e(t), un insieme di parametri di Stokes considerando la media statistica
di tali variabili aleatorie.

Si ha cioe, per definizione?

so = E[az(t)] + Elay (t)]
s1= Elaz(t)] - Elay(t)]
5o = 2& [az(t)ay(t) cos [0, (t) — 0, (t)]]
s3 = 2& [az(t)ay(t) sin [0, (t) — 0,(t)]]

Possiamo dimostrare che, anche nel caso aleatorio, vale la (48), che qui riportiamo

¢
¢l (59)
N

2 2 2 2
30231+32+S3

Considerando s, ed s3 si ha, usando la "disuguaglianza di Schwartz” (vedi (A3) della
appendice)

! Ovviamente, nel caso del segnale deterministico, la famiglia di ellissi é descritta dal campo in
esame nei vari periodi successivi. Invece, nel caso di campo aleatorio, la famiglia di ellissi é
descritta, nello stesso periodo, dalle varie realizzazioni del campo aleatorio.

2 Se il campo aleatorio e(t) non fosse stazionario, allora i secondi membri delle equazioni seguenti
sarebbero variabili nel tempo (meglio, da periodo a periodo). In tal caso la definizione dovrd
prevedere di eseguire una ulteriore media temporale dopo quella statistica.
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s2=4 [S[amay cos [&,(t) — (5m(t)]]] ’ <4€&[a2] E[ai cos® [6,(t) — 6, ()]] (60)
s2=4 [5[%% sin [5,(t) — 596(15)]]] T < agfa?] £[a2 sin2 [6,(t) — 6,(1)]]
Sommando le due relazioni precedenti e raccogliendo i fattori comuni segue
s34 53 <AE[a2] E[al cos® [6,(t) — 6,(t)]] + 4&[aZ] E[aZ sin® [8,(t) — 6.(t)]]
=4&[a2] {E[ai cos® [0y (t) — 0, ()] ] + & [al sin® [8,(t) — 6, (t)]]
=4&[a2) € {ai cos® [0,(t) — 6, ()] + a2 sin® [6,(t) — 6, (t)]] =4&az] E[al]
Pertanto
43+ < {elad) - £l + el €lal)
- [5[a§]]2 —2&[a] €[a] + [£la2] T4 a2 Ela?)
- [g[ag]r +2&[a2) Ela?] + [5[6@]}2 - {g[ag] + s[ag]}Q — 2
La condizione di uguaglianza s3 = s7 + s3 + s2 richiede che nelle due (60) valga

l'uguaglianza, ovvero che (vedi (A4) della appendice) esistano due numeri reali a; ed ao tali
che?

ay cos [8,(t) — 0, (t)] = ara, ay sin [6,(t) — 0,(t)] = aza, (61)
con probabilita 1. Sommando la seconda equazione (moltiplicata per j) alla prima, e dividendo

per a, segue

Z—y exp {j[0,(t) — 6.(1)] } = a1 + jao = qe€?°

xT

dove g e 6 ( modulo e fase del secondo membro) sono stati introdotti in analogia al caso deter-
ministico. Segue allora

entrambi costanti nel tempo. Le (61) diventano allora

ay cos [8,(t) — 0,(t)] = qcosé a, ay sin [6,(t) — 6,(t)] = gsiné a, (62)

Sostituendo le (62) nelle (23,22), si ottengono le due variabili aleatorie ¢ e x, forma e
orientazione dell’ellisse:

3 In generale a1 ed s sarebbero dipendenti dal periodo considerato. Tuttavia, per campi
stazionari, sono costanti.
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2a,a, cos [0, (t) — 6,(t)] _ 2qcosd a2 2qcosé

tan 2¢ = = =
¥ (a2 —a3) a2 —q?>a2  1—¢?
o 2aza, sin [6,(t) —6,(t)]  2¢sind a?  2¢siné
sin2x = = =
* (a2 +a?) i fa T 1t

Forma e orientazione dell’ellisse sono quindi costanti con probabilita 1 e il campo e
pertanto completamente polarizzato.

Per un campo completamente polarizzato, i parametri di Stokes diventano, usando le

(62),
so = Elaz] (1+¢°)
s1=Elaz] (1 - ¢°)
) (xa)
so = Elay] 2q cos d
s3 = E[a2] 2¢sin§

analoghe alle (49) del caso deterministico.

11 POTENZA RICEVUTA DA UN SENSORE

Dal corso di campi sappiamo che una antenna in ricezione (sensore) che riceve un campo
sinusoidale pué essere modellato usando il teorema di Thevenin come in Fig. la. La Z4 é la
impedenza di ingresso del sensore, e Vj la tensione a vuoto sinusoidale, che vale

Vo=h-E (63)

dove h & I'altezza efficace del sensore (in generale variabile ocn la frequenza). Il campo incidente
E ¢ il campo in assenza del sensore, e deve essere una onda localmente piana.

Nel caso di segnali non monocromatici, deterministici o aleatori, il teorema di Thevenin
¢ ancora valido. Tuttavia, per la ricezione di un campo non monocromatico da parte di una
antenna, non puo essere formulato in termini di impedenza Z,. Andrebbe infatti applicato nel
Dominio del Tempo, e quindi come in Fig. 1b, in cui il blocco S corrisponde allo spazio visto

attraverso i morsetti della antennal.

! Evidentemente, il circuito di Fig. 1b vale anche per campi sinusoidali. In tal caso, guardando
nei morsetti della antenna si vede una impedenza Z4, e il blocco S puo essere sostituito da
questa impedenza, riottenedo il circuito di Fig. 1a.
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v, (1)

—;A}— —Qf
e O s

Fig. 1: a) Circuito equivalente del sensore per segnali sinusoidali;
b) Circuito equivalente del sensore per segnali generici.

Tuttavia & possibile semplificare il problema operando con le trasformate di Fourier. La
(63) & anche la relazione tra ciascuna componente di Fourier del campo incidente e della tensione
a vuoto. In altri termini si puo considerare il sensore come un sistema con ingresso il campo
incidente e(t) e uscita la tensione a vuoto v(t), come in Fig. 2.

L’altezza efficace h(w), alle varie frequenze,

risulta essere la risposta armonica di questo sistema. e (N—> hw |—» O
Pertanto la trasformata V(w) della tensione a vuoto
v(t) vale Fig. 2

V(w) =h(w) E(w) (64) o

essendo E(w) la trasformata del campo incidente e(t). Analogamente, per ogni frequenza, si pué
considerare la impedenza di ingresso della antenna (ovvero del blocco S di Fig. 1b) Z4(w). In
realtd, con ottima approssimazione, si pué assumere I'impedenza di ingresso della antenna reale
e costante con w in tutto l'intervallo di funzionamento della antenna®:Z4(w) = Ra.

Nella ipotesi precedente, é possibile colle-
gare il sensore a un carico reale e costante R4 adat-

tato al sensore, come in Fig. 3. In questo caso la R,
potenza istantanea consegnata al carico vale (1) R =R
L™NA
. 1 v(t
P =u i) = (0] (2D
2 2R 4
1 (65)
- 1)2(;5) Fig. 3: Sensore collegato
AR a un carico adattato.

essendo vy, (t) ed i (t) tensione e corrente sul carico.
Se il campo incidente é a banda stretta, con banda 2Aw attorno alla frequenza portante
wp, allora anche la tensione a vuoto lo é, ed é quindi rappresentabile come in (32)
v(t) = Re[(ve(t) + jvs(t)) e7°'] = v.(t) coswot — v,(t) sin wot
in cui dalla (31)

2 In realts le antenne vengono realizzate in modo da avere una impedenza di ingresso sostanzial-
mente costante e reale, mediante un opportuno circuito di adattamento. Quindi stiamo solo
supponendo che il circuito di adattamento sia perfetto.
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+Aw R . do
velt) + jus (t) = / 2V (wo + o) 7t 27

2w
—Aw
+Aw do_ (66)
_ / 2h(wo + o) - Blwo + o) et 27
—Aw 2

Ovviamente, se e(t) & un campo aleatorio, stazionario e gaussiano, anche la tensione a
vuoto lo e, ed avra ovviamente anch’esso media nulla.

Possiamo supporre che, nella banda del campo, h(w) sia costante3. Nella (66) I'altezza
efficace va quindi fuori dall’integrale e segue

+Aw

ve(t) + jos(t) = h - / 2B o) ‘;—;‘T — b [eu(t) + jeu (1) (67)

Sostituiamo le componenti del campo (35)

ec(t) + jes (t) = a, (t)e]5z () ix + ay (t)e]5y (t) iy

e della altezza efficace

h = hg cosf i, + ho sin @ €’°i, (68)

essendo hg il modulo della altezza efficace. Si trova cosi

Ve(t) 4 js(t) = ho |az(t)e?®=®) cos § 4 a, (t)e? Cv (T2 gin 9] (69)

Dalla (69) é possibile calcolare la tensione v(t) dalla (32) e quindi la potenza istantanea
dalla (65). Evidentemente, in caso di segnale aleatorio, entrambe queste grandezze sono anch’esse
aleatorie e stazionarie?.

I1 valor medio statistico della potenza é dato dalla (57)

1 1

EIP(t)] = —— & [v*(1)] = 17 Be(0) = 1Ra

i Rec(0) (70)

dove

Reo(0) = 5 [Recl0) + Ros(0)] = 5 € [b2(0) +22(0)] = 5 € [Juelt) + jus (6]
Usando la (69) segue che

EIP(H)] = —— B2 g

4 4 2
TN ap (t)e7%® cos § + a, (t)e? Py D Fel gin 0‘ ]

I sensori tipici sono riflettori, o allineamenti. Per tali sensori ’area efficace & sostanzialmente
costante con la frequenza. Inoltre anche l'ingresso viene adattato a una impedenza costante
(tipicamente di 50 §2). Pertanto anche il modulo della altezza efficace é costante. L’ipotesi fatta
nel testo é quindi, sostanzialmente, solo sulla costanza della polarizzazione di h(w).

Si noti che, come verra mostrato nel capitolo sulla radiometria, risulta che se la tensione a
vuoto v.(t) + jus(t) in un dato istante & una V.A. complessa gaussiana, allora la potenza &
una V.A. esponenziale. Tuttavia, in questo paragrafo ci interessera solo il valor medio della
potenza, e non la sua pdf.
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1
8R4

1
iﬁ

% [5 [aZ(t)] cos® 0 + & [a2(1)] sin® 0 + & [ag (t)ay () cos [6,(t) — 6,(t) +¢]] sin 26]
(71)

h%&[

A A 2
az (t)e?%= M cos 0 + a, (t)e? 10y () Fe] sin@‘ }

[a2(t) cos® 0 + az(t) sin® 0 + 2a, (t)ay (t) cos 0 sin 6 cos [8, () — 6, (t) +€]]

avendo utilizzato 'area efficace del sensore

h2
4 hE
4R A
costante con la frequenza nelle ipotesi fatte.
La (71) pud essere espressa in temini dei parametri di Stokes del campo incidente. Dalla

(59) segue che

S0+ 81 S0 — 51

mentre

& ag(t)ay(t) cos [6,(t) — 6,(t) +€]] = & [ax(t)ay(t) cos [6,(t) — 6,(t)]] cose
— & [ay(t)ay(t) sincos [6,(t) — 0, (t)]] sine

1 .
=3 (s2cose — sgsine)
Sostituendo nella (71) si ottiene
11 ) .2 Co
E[P)] = 3 A, % [(80 + s1) cos”  + (so — s1) sin? 6 + (s cose — s3sine) sin 20}
1 1 (72)
=3 A, Z_C [so + cos 20s1 + sin 260 (32 cose — S3sin 6)}

Il valor medio del vettore di Poynting incidente & dato dalla analoga della (39), che
possiamo esprimere in termini di parametri di Stokes come

151 = 5¢ [elad 0] + £l (0] = 52

e quindi possiamo riscrivere la potenza media ricevuta (72) come

1 Sp + cos 2057 + sin 20 (82 COsS € — S38in 5)

EIP(H)] = 5 A E[S]

%0 (73)

1
= - A E[Si] [14—00829ﬂ+sin290085§—sin298in58—3
2 S0 So S0

Un campo si dice completamente non polarizzato se la potenza media ricevuta da
un sensore € indipendente dalla polarizzazione di quest’ultimo, ovvero dai parametri 6 ed ¢ della
(68). Dalla (72) segue allora che la condizione di completa non polarizzazione & :
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81282283:0 (74)
Nel caso di campo incidente completamente non polarizzato la (73) fornisce:
1
EIP(H)] = 5 A 18] (75)

Possiamo introdurre, usando le (24), i parametri di Stokes della antenna ricevente (come
parametri del campo prodotto in trasmissione da questa antenna)

s = |hol®
5T = |hg|? cos 26
R 2 . 2 . (76)
sy = 2|hg|* cos@sinf cose = |hg|” sin 26 cose
58 = 2|hg|? cos fsinfsine = |ho|? sin 20 sin e
ottenendo
1 sit s sht s sit s
E[P() = 5 A E[SI] [1+—1R 44223 —3}
S5 So  Sp So Sy So
R R R R (77)
_ EA £[Si] SpSp + S157° + 5285 — 8383
2°7°° ! sos{f

Se il campo incidente ¢ completamente polarizzato, il massimo di E[P(t)] si ha per

(disuguaglianza di Schwartz)
(so, s1, S2, 83) =« (85, sit sl —S?) (78)

con « costante reale, che € la condizione di adattamento in polarizzazione. Se vale questa
condizione, I'ultimo fattore nella (77) vale 2, e si ottiene la relazione

g[P(t)]mar — Ae g[sz] (79)

che generalizza la condizione di massima potenza per campi silusoidali adattati in potenza.
Segue dalle (75,79) che quando il campo ¢ completamente non polarizzato, si ottiene

(qualunque sia la polarizzazione del sensore) sempre la meta della potenza che si otterrebbe se il

campo fosse completamente polarizzato ed il sensore fosse adattato in polarizzazione al campo.
Nel caso generale possiamo introdurre un fattore di depolarizzazione K, € [0, 1], definito

da
E[P(t)] = Kp Ac £[Si] (80)
Pertanto il fattore di depolarizzazione vale, in termini dei parametri di Stokes
ool 5088 + s188 + sost — 5358
P2 sost

Si noti nella (78) il segno opposto nei termini che coinvolgono s3. Esso € dovuto al fatto
che i parametri di Stokes rappresentano il campo come visto dal sensore.
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Nel nostro caso, quindi, il campo incidente & visto dalla antenna ricevente, mentre il
campo irradiato da tale antenna, usato per calcolare (85,8{%,35,3?), ¢ visto dall’infinito, e
quindi ha verso di rotazione opposto.

Il campo della figura 1 risulta levogiro
se osservato da B, e destrogiro se osservato da

A. Pertanto si ha @ O @

(A) (B)
557 <0 s3>0 Fig. 1: Osservazioni diverse

Concludiamo notando che, nel caso di dello stesso campo.

campi deterministici, tutti i risultati di questo
paragrafo restano validi a patto di sostituire le medie statistiche con medie nel tempo, definite
da (37). Ovviamente, i risultati in termini di parametri di Stokes restano inalterati.

12 DECOMPOSIZIONE DI CAMPI

Consideriamo ora il caso in cui il campo incidente e(t) ¢ la somma di N campi aleatori
(tutti con la stessa direzione di propagazione) ma statisticamente indipendenti, o almeno incor-
relati. Allora anche la tensione a vuoto ¢ la somma di N tensioni

e(t)=>_eM(t) = o)=Y ™)

Per calcolare la potenza media usiamo la (70). La autocorrelazione della tensione a
vuoto vale

Ryp(r) =€ D o™ ®)Y o™t +7)| = Rum(r)

Poiche le tensioni parziali sono incorrelate e a media nulla, allora R,,,,(7) = 0se n # m,
e segue

PO = 1~ Rorl0) = = 3 Ran(0) = IR (0)

essendo P, (t) la potenza dovuta al solo campo n—esimo. Sia la potenza media totale, sia la
potenza media del campo n—esimo possono essere espresse tramite la (72). Si ha cosi:

2¢
= %A62_1C [Zn:sén) + cos 29271235”) + sin29(zn:s§") cos€ — Zn:sén) sina)]

Confrontando con la (72) si ha allora

E[P(t)] = Z E[P,(t)] = Z % Ae ! [sé") + cos 293%") + sin 26 (sgn) cos € — sén) sin 5)}
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S0 = Z sé") s1 = Z sgn) S9 = Z sgn) S3 = Z sg") (81)

Dalla (81) segue che i parametri di Stokes del campo somma di campi incorrelati sono
dati dalla somma dei parametri dei campi parziali.

Le (81) possono anche essere interpretate al contrario. Un qualunque campo puo essere
sempre decomposto nella somma di due o piu campi tra loro statisticamente indipendenti.

La decomposizione piu semplice di un campo, di parametri di Stokes (sg, $1, S2, S3) ,
¢ in un campo completamente polarizzato, di parametri di Stokes (s{f , st sb, 35 ) , € uno
completamente non polarizzato, di parametri di Stokes (s{', 0, 0, 0) .

I vincoli sono sg = sf + s{¥, s; = s con i > 1, e il vincolo di completa polarizzazione
(s8)% = (sT)? + (s5)? + (sL)2. Si ha pertanto

P 2, .2, .2 P P P N P

5y = 87 + 85 + 53 51 =81 Sy = S2 Sy = S2 sy = S0 — S (82)

Questa decomposizione giustifica il nome di campo parzialmente polarizzato dato a tutti

quei campi che non sono né completamente polarizzati, né completamente non polarizzati. Si
definisce grado di polarizzazione di un campo generico il parametro

sy sy \V/sT+ s34 83
m——o— 0 = 1 2 3
- - P N
S0 50 —I—SO So

che rappresenta la frazione della potenza che viagga come campo polarizzato. La polarizzazione
della parte polarizzata viene indicata come polarizzazione del campo parzialmente polarizzato, e
forma e orientazione dell’ellisse di polarizzazione della parte polarizzata si ottengono dalle (27),
usando i parametri di Stokes (sf’, s’, s¥, s1)
La decomposizione pit interessante e invece quella in due onde con stati di polarizzazione
opposti.
Due onde completamente polarizzate si dicono avere stati di polarizzazione opposti se
i) hanno lo stesso rapporto assiale e verso di percorrenza opposto;
ii) i semiassi maggiori dei due ellissi sono tra loro ortogonali.

In termini degli angoli (¢, x) si ha
i) xa=—-x1
ii) Yo =191 +3
Coppie di polarizzazioni che rientrano in tale categoria sono le due polarizzazioni circo-
lari (RHCP e LHCP) oppure coppie di polarizzazioni lineari ortogonali, ad esempio orizzontale
(H) e verticale (V) relative alla superficie terrestre (che, pit precisamente, sono le polarizzazioni
TE e TM).
Dalle (28) segue, per il campo 1

A s s
L — cos 2y cos 21 22— cos 2y sin 24 23 —sin2y;
HO) HO) HO)

0 0 0

e per il campo 2
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332) = c0s 22 cos 2thy = cos(—2x1) cos 2 <¢1 + g) = cos2x1(—cos 2y ) = — %
So .
ﬁ _ : N B . T . - Sgl)
Gy = €08 2x28in 20 = cos(—2x1)sin2 (1 + 5 | = cos 2x1(—sin2¢y) = — 25 (83)
So 3
55 e
= = sin2xp = sin(—=2x1) = —sin2y; = -~
He) Q)
0 0

Pertanto i prametri di Stokes normalizzati di due onde con stati di polarizzazione opposti
sono di valore opposto.

Segue allora immediatamente che una onda completamente non polarizzata pud essere
sempre decomposta nella somma di due onde indipendenti e con stati di polarizzazione opposti,
e di pari ampiezza.

Ad esempio, nel caso di polarizzazioni lineari lungo x e y

So So So So
707 070 = <_7 _707 0) <_7 __707 0)
(s0 1=(23 272

e nel caso di polarizzazioni LHCP e RHCP

(0, 0,0,0) = (3. 0,02 ) + (5. 0,0 = F)

Se invece 'onda da decomporre non é completamente non polarizzata, allora non é
possibile né scegliere la polarizzazione, né 'ampiezza delle due onde componenti. Per calcolare
questa decomposizione, utilizziamo in cascata le due decomposizioni viste precedentemente.

Siano (sg, S1, S2, s3) 1 parametri di Stokes dell’onda da decomporre, e sia m il suo
grado di polarizzazione. Possiamo usare la (82) e scrivere

(s0, s1, 52, 83) = (mso, s1, s2, s3) + ((1 —m)so, 0, 0, 0) (84)

La parte completamente non polarizzata pud poi essere decomposta in due onde di pari
ampiezza, € con polarizzazione opposta. In particolare scegliamo come prima polarizzazione

quella (parziale) della onda di partenza, ovvero quella della prima delle due onde componenti
della (84).

1- 1-—-
((1 - m)S(], 07 07 0) = <%807 Sf) 85(7 S§(> + (ﬂso, _55(7 _55(7 —S?) (85)

col vincolo che

X
; . 1-—- )
S - % — sf(:wsi i=1,2,3 (86)
m s %80 2m

Sostituendo le (86) nella (85) e sommando alla (84) si ha

(l-m) (1-m) (1-m) u—mgQ

(So, 81, 52, 83) = (mso, 81, 52, 83) + < 5 S0 T S T S o

+<<1—m> 1-m)  (1-m) u—mgg

S0, — 81, — S92, —
2 ’ 2m ’ 2m ’ 2m

(87)
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Le due onde del primo rigo hanno la stessa polarizzazione e possono quindi essere som-
mate. Poiché

1— 1 1-— 1
m80+( m)SOZ( +m)80 e Si-i-( m)Si:( +m)8i i:1,2,3
2 2 2m 2m

segue quindi la decomposizione cercata

14+m 14+m 1+m 14+m
(80, 51, S2, 83) = <( 9 )80, ( om )81, ( om )82, ( o )33>

(U5, Gom,, Oom, 0om )

S0, — S1, — S92, —
2 ’ 2m ’ 2m ’ 2m

(83)

La decomposizione (88) fissa quindi la polarizzazione delle onde componenti, e non é
percié utile per analizzare problemi di interazione con interfacce piane, in cui una decompo-
sizione in campi TFE e T'M é necessaria. Se evitiamo di richiedere che le onde componenti
siano indipendenti, allora un qualunque campo completamente polarizzato pud sempre essere
decomposto nella somma di due campi con polarizzazione scelta arbitrariamente (in particolare
entrambi polarizzati linearmente, uno lungo = e uno lungo y), con coefficiente di correlazione
pari a 1.

Prendiamo un qualunque campo completamente polarizzato, e invertiamo le (*a):

6 = arg |:82 —|—j83]

1— 31

2 S0 S0 — 81
= = 89
I 1+§—[1] 50 + 51 (89)
S0
Ela2] = ——

con g > 0.
Determinati questi parametri, il campo sottostante sard

E(t) = a. (1) [ix tq eﬁiy] (90)

e bastera decomporre la grandezza tra parentesi quadra della (64) nelle due polarizzazioni richi-
este (se queste sono le polarizzazioni lineari lungo = e lungo y, la decomposizione é immediata).
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APPENDICE 1: IL CAMPO DESCRIVE UN ELLISSE

Abbiamo visto che un vettore sinusoidale puro come e(t) € una funzione periodica del
tempo, per cui il suo estremo descrive, nel piano di polarizzazione, una curva chiusa al variare
del tempo.

Dimostriamo che tale curva € un ellisse.

Se scegliamo un sistema di riferimento centrato in P, le coordinate (X,)) dell’estremo
del vettore e(t) sono date da:

X = A, coswyt — B, sin wgt (91)
Y = A, coswot — By sinwyt

Possiamo passare da queste equazioni (parametriche) alle equazioni esplicite della curva
eliminando il parametro ¢. Per fare questo possiamo risolvere le (91) rispetto a coswgt e sinwyt,
e poi sfruttare la relazione

cos? wot + sin? wot = 1

Risolvendo le (91) col metodo di Cramer si ottiene

1

cos wot = ) (BzY — ByX)
1

sinwot = ) (AzY — A X)

essendo D = By A, — By A, il determinante del sistema. Quadrando e sommando si ottiene

(B,Y — B,X)” + (A, Y — A,X)* = D?
ovvero

(A2 + BY) X* = 2(A, Ay + ByBy) XY + (A2 + B2) V* = D? (92)

che e 'equazione di un ellisse.

APPENDICE 2: CALCOLO DEL RAPPORTO ASSIALE

Per calcolare il rapporto assiale cominciamo col notare che la lunghezza del semi-
asse maggiore dell’ellisse di polarizzazione ¢ nient’altro che la massima distanza tra un punto
qualunque dell’ellisse e I'origine; naturalmente la lunghezza del semiasse minore ne ¢ la minima
distanza. Detto (z,y) un punto dell’ellisse, occorre allora trovare il massimo, oppure il minimo,
di

w2+y2

col vincolo che (x,y) appartenga all’ellisse, ovvero soddisfi all’equazione
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(A2 + B})a® + (A2 + B)y* — 2(A; Ay + By By)zy = D? (93)
essendo D? = (A, B, — A,B,)?.

Possiamo esprimere il problema precedente in termini matriciali. Introduciamo il vettore

numerico
x
X = 94
() (94)

in modo che la distanza del punto (z,y) dall’origine sia la norma di x:

2y’ =% x =[x (95)
e la matrice
Ai + Bg —(A,A, + B, By)
G= (96)
—(Az A, + B,By) A2 + B?
che consente di esprimere 1’equazione dell’ellisse come
.G -%x=D? (97)
Il nostro problema di massimizzazione vincolata puo’ essere allora espresso come
x7 T % max! (98)
sa. X -G-x=D?

essendo Z la matrice identita (tale che Z - x = X).
Questo problema puo essere ricondotto a un problema di massimizzazione libera intro-
ducendo un opportuno moltiplicatore di Lagrange A e massimizzando

f(T-I-}Ac—% &T-g-&—DQ] (99)

Il massimo di questa funzione di piu variabili si ottiene imponendo che il suo gradiente
(rispetto alle sue variabili) sia nullo. La funzione ¢ una forma quadratica a coefficienti reali, con
la matrice G simmetrica. Per calcolare il gradiente di %7 -G - X consideriamo una variazione X
e la corrispondente variazione della funzione

x+0%x]" G- [x+06%] -%x"-G-%x
Sviluppando, e limitandosi ai termini di ordine 1, si trova
%" G- [ox] + [0%]" -G [x]
I due addendi sono entrambi degli scalari e quindi coincidono con i loro trasposti. Pren-

dendo il trasposto del primo termine si trova il secondo e quindi la variazione (al primo ordine)
della funzione vale

2[6%]" -G - [%]

Risulta quindi (per ogni matrice G)
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grad [ch gx] = 2G - [¥] (100)

Il gradiente della funzione da minimizzare ¢ quindi

.1, .
2|17-x—-G-x
A
e I’equazione che fornisce massimi e minimi risulta

[-AZ+G]-x=0 (101)

Questo & un sistema lineare omogeneo che normalmente ha solo la soluzione x = 0, la
quale pero non appartiene all’ellisse di polarizzazione. Occorre pertanto che il sistema ammetta
altre soluzioni, e questo avviene se \ & un’autovalore della matrice G ! .

Indichiamo allora con \;, i = 1,2 i due autovalori della matrice G. Le corrispondenti
soluzioni del sistema sono nient’altro che i relativi autovettori. Ora, come ¢ ben noto, esistono
infiniti autovettori, tra loro proporzionali. Infatti, moltiplicando un’autovettore per uno scalare
si otterra ancora un’autovettore. Indichiamo allora per comodita con X; gli autovettori di norma
unitaria, in modo che tutti gli autovettori siano dati da x; = aX; con a qualunque.

La soluzione del nostro problema di massimo e minimo saranno quegli autovettori cor-
rispondenti a punti dell’ellisse di polarizzazione, ovvero per i quali

%G %, = a?X, -G-X; = D?

D’altra parte, per ogni autovettore naturalmente varra
N =G %
e quindi in particolare
AX; =G X;
- T
Moltiplicando quest’ultima a sinistra per X, si ottiene allora

NIKE=x =X, -G-X;

Sostituendo si trova

az)\i = D2

che fornisce I’autovettore (proporzionale a XZ) appartenente all’ellisse di polarizzazione:

. _ D] ¢
P = A= R
X by X
La sua distanza dall’origine risultera
5 1Dl % D]
i = Xl = 102
s = ALl = (102)

dove D = A,B, — A B, = |E;||E,| cos(dy — d).

L Un autovalore & uno zero della equazione caratteristica della matrice G
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Prendendo ¢ = 1, 2 nella espressione precedente si ottiene la lunghezza dei due semiassi
dell’ellisse di polarizzazione.

Il rapporto assiale risultera quindi la radice quadrata del rapporto tra il maggiore e il
minore dei due autovalori della matrice G:

AR — max \;

(103)

min \;
Poiche per una matrice di ordine 2, come G, la equazione caratteristica coinvolge solo la
traccia (somma degli elementi della diagonale principale) e il determinante di G:

A2 — tr[G] A + det[G] = 0

matrici con la stessa traccia e determinante di G hanno gli stessi autovalori, e possono essere
usate per calcolare il rapporto assiale.

Essendo
G |Ey|2 _Re[ExE;] |Ey|2 —|Ey| |Ey| COS(5y — 0z)
_Re[ErE;] |Eﬂc|2 —|Ex| [Ey| 005(5?; —0z) |Er|2
(104)
¢ immediato che gli autovalori di questa matrice, e anche di
|E, |2 —Re[ExE;] A2 + B2 — (A A, + B, By)
- (105)
—Re[E, E;] |E, |2 —(A; A, + B, By) A2+ B

forniranno il rapporto assiale. Va tuttavia notato che le direzioni dei due semiassi si ottengono
calcolando gli autovettori di (96) o di (104), mentre gli autovettori di (105) non individuano le
direzioni dei semiassi.

L’espressioni finale di (104) consente di scrivere I'equazione caratteristica di G diretta-
mente in termini delle componenti di E. Si ha infatti, da (104),

det(G) = aiai — (—agay cos 6)% = a2a’sin®§

y
tr(G) = a2 + az

e ’equazione caratteristica di G &

A — (a2 + af/))\ + aiaz sin?d =0 ovvero A’ — |E|?\+ aiai sin?d = 0 (19)
Con qualche passaggio algebrico in piu si puo dimostrare che anche la matrice
IA>? —-A-B

106
~A-B B 1ol

ha gli stessi autovalori di G, e quindi consente di calcolare il rapporto assiale, mentre ha autovet-
tori del tutto differenti.

Dalla analisi di queste matrici & possibile riottenere le condizioni di polarizzazione lineare
e circolare.
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Si ha polarizzazione lineare se il rapporto assiale ¢ infinito, ovvero se uno degli autovalori
e nullo. La condizione & quindi
det[G] =0

Si ha invece polarizzazione circolare se il rapporto assiale & unitario, ovvero se gli auto-
valori sono uguali. Ne segue

[ir6))" = 1 detlg)

Se consideriamo, ad esempio, E = Ej (i, + ji,), si verifica facilmente che, a meno del
fattore Ejy

01

e quindi la polarizzazione ¢ circolare. Puo essere interessante valutare il massimo errore di fase
ammissibile (sulla differenza di fase tra £, ed E,) se si richiede AR < Ag. In presenza di un
errore di fase, il campo diventa

E = E (i, + je'¥iy)
con 1) reale (e relativamente vicino a 0). Risulta

—Re[E, E}] = —Re[l (—j)e7¥] = sinv
per cui
1 sin 1)

G =
sin v 1

L’equazione agli autovalori vale \> — 2\ + cos? ) = 0, e quindi

Mo2=1F+/1—cos?2y=1F|siny|

Il rapporto assiale vale allora

1 .
AR = LISyl

1 —|sing|
e la specifica ¢ soddisfatta se (1 — |sin| & positivo)
A2 -1
AZ+1

Scegliando Ay = 2 la richiesta ¢ |¢)| < 35°, mentre per avere una polarizzazione di

migliore qualita, ad esempio Ag = 1.2, si richiede |¢)| < 10°.

1+ |sing| < A3 (1 — |sinv)) = |siny| <
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APPENDICE 3: ORIENTAZONE ELLISSE

Per calcolare I’angolo di orientazione ¢ dell’ellisse di polarizzazione!, ricordiamo che

un punto dell’asse maggiore dell’ellisse e dato dall’autovettore corrispondente all’autovalore piu
piccolo 1. Se (X,)) & un tale punto, con X > 0, segue

tany = %

Ma, per definizione di autovettore, (af/ — M) X —agaycosd Y =0, per cui

2 _
tan = 2 = =M

107
X azay,cosd (107)

Poiche si puo dimostrare che A\; < a2, af/ < Ao, allora tan ) ha lo stesso segno di cos .
Una espressione diretta di tan ¢ si puo ottenere eliminando A; dalla (107). Consideriamo

2 tan 2(%2, - A1)
tan 2y = = x 0
an 2y 1—tan®y  —(a2 — A\1)% + (aza, cosd)? Gty €05

Sviluppando il denominatore segue

ai cos” 0 — a, — AT+ 2a2\ —aiaicos26— f;— [(ai—i—ai))\—ai zsm J] + 242 !
:aiai—a +a2)\1—a A1 —ai(az—)\l)—ai(ai—)\l):(ai—a )(a - A1)
e sostituendo
2(a2 — \p) 2a,a, cos o
tan 2¢) = Y Qg CcOSd = ——Y =~ 108
@ a0 ) Hes)

L’equazione (22) fornisce due valori per v, che differiscono di 7/, e sono gli angoli dei
due semiassi con ’asse x. Come detto precedentemente, il valore relativo all’angolo del semiasse
maggiore & quello che ha lo stesso segno di cos?.

APPENDICE 4: DISUGUAGLIANZA DI SCHWARTZ

Prendiamo due segnali aleatori (reali), congiuntamente WSS, x(t), y(t) e consideriamo
la variabile aleatoria

Az(t) —y(1)]* = A2()]? — 222 (t)y(t) + [y(t)]2 = 0 (A0)

con A numero reale, e t, istante qualunque. La media di questa quantita e

! Ovvimente, nel caso di polarizzazione lineare, ¢ ¢ la direzione del campo elettrico.
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NE[[e )] — 22 Elx(t)y(®)] + E[y(1)]*] =

) (A1)
ARy (0) — 2ARyy (0) + Ryy (0) > 0

avendo introdotto le autocorrelazioni e la mutua correlazione.

Il polinomio (A1) ha il primo coefficiente non negativo. Pertanto esso non puo avere
radici reali distinte, ma solo radici complesse, o una radice reale doppia. Ne segue che il discri-
minante di questo polinomio deve essere negativo o nullo e quindi

[Rey(0)] < Rea(0)Ry (0) (42)

ovvero

[elavu)]]” < 0P € )] (43)

che sono analoghe alla disuguaglianza di Schwartz, e naturalmente sono valide V¢'.

Ha interesse determinare le condizioni per cui, nelle (A2), ovvero (A3), valga il segno di
uguaglianza, ovvero la condizione

Rwy (0) =/ Raa (O)Ryy (0) (A4)

Se vale la (A4), il polinomio (A1) ha uno zero reale doppio, ovvero che esiste un unico
valore reale \g per cui la media di (A0) si annulla, V¢. Pertanto

5[[)\03:(15) - y(t)f] ~0

La media di una grandezza non negativa ¢ nulla solo se la grandezza stessa € nulla con
probabilita 1. Quindi

Prob {y(t) = )\Ox(t)} =1 vt

ovvero i due segnali aleatori x(t) e y(t) sono proporzionali:

y(t) = Aoz(t) vt (A5)
calcolando la media di (A5) si ottiene anche il valore di Ag

m
My = )\0 my - )\0 =

1 Si noti che le relazioni di questo paragrafo valgono anche per coppie di variabili aleatorie
qualunque, non necessariamente ottenute campionando due segnali aleatori
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APPENDICE 5: SPETTRI DI DENSITA DI POTENZA

Conviene esprimere la autocorrelazione di un segnale a banda stretta in termini di
spettro di densitd di potenza S,,(w). Considereremo solo segnali DSB, in quanto le relazioni
per i segnali SSB si ottengono immediatamente (considerando la Fig. 1 del par. 9). Risulta

1 oo . 1 —+o0 '
R'm}(t) / va(w) e]wt dw = — Re |:/ va(w) e]wt dw:|
0

T o

oo T
1 wo+Aw ) 1 +Aw ) )
= —Re / Spo(w) e’ dw| = — Re / Suo(wo + 0) 27" do 70!
m wo—Aw m —Aw
analogamente a (31). Per confronto con (*), segue
1 +Aw .
Riu(t) = © / 98 0 (wo + ) €97 do (109)
T J-Aw
Tenendo conto che S, (w) é reale, si ha poi
1 [r
Ry (t) = — / Sy (w) coswt dw
T Jo
e
1 +Aw
Re.(t) = — / Syv(wo + o) cosotdo
ey 110
R.s(t) = — / Syw(wo + 0) sinotdo
T J-Aw

Per un segnale DSB, possiamo riscrivere le (110) in una forma diversa. Infatti, dividendo
Syw(wo + o) in una parte simmetrica e una antisimmetrica rispetto a o, come in Fig. 1:

va(u}() —I-O') = Ssv(wo —|-O') + SSU(WO + O’)

segue che nella prima delle (110) contribuisce solo S¢ e nella seconda solo S¥. Possiamo allora
scrivere

1 +Aw 1 +Aw .
R..(t) = — / Seo(wo+0) cosotdo = — / S, (wo + o) e’ do

T J-Aw T J-Aw

1 +Aw 1 +Aw )
Res(t) = — / Sy (wo+0) sinotdo = — S° (wo + o) e’ do

T J-Aw T J-Aw

in quanto la parte aggiunta per ottenere e/°* non contribuisce all’integrale, avendo la parit4
opposta al termine dello spettro.

Poiché é possibile estendere il dominio di integrazione a tutto I’asse reale (in quanto S°¢
e S° sono nulli fuori da (—Aw, Aw)), segue che 25¢, (wo+0) ¢ la trasformata di Fourier di R..(t)
e 2559, (wo + o) quella di R.s(t)

Discorsi identici valgono anche per il caso SSB, dove S¢,(wo + o) e S9,(wo + o) sono
entrambe pari a Svv (wo + U)/2 per o > 0 (mentre per o < 0 si ottengono ribaltando la parte
positiva, col giusto segno).
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Fig. 1: Decomposizione dello spettro Sy,(wo + o) in parte simmetrica e antisimmetrica.

APPENDICE 6: PROPRIETA DI SEGNALI ALEATORI A BANDA
STRETTA

Se calcoliamo la media di v(¢) usando la (53) segue

E(t)] = Elve(t)] cos wot — E[vs(t)] sin wot

e questa media deve essere indipendente da t. Pertanto

Elve(t)] = Elvs(t)] = 0 (111)

in quanto anche queste due medie sono costanti. Conseguenza di (53) é che anche E[v(t)] = 0.

Per quanto riguarda la autocorrelazione, si ha, indicando con R..(7) e simili le autocor-
relazioni delle componenti in bassa frequenza, che dipendono solo da 7 in quanto queste sono
congiuntamente stazionarie,

Ryy(t,t+7) = Ew(t)v(t + 7)]

= Eve(t)ve(t + 7)] coswot coswy(t + 7) — E[vs(t)ve(t + 7)] sin wot cos wo(t + 7)
— Eve(t)vs(t + 7)] cos wot sinwg(t + 7) + Elvs( t)fuz t + 7)] sinwot sinwg(t + 7)
Roo(7) <cos woT + cc;s wo(2t + 7 ) sinwoT —|— sinwg (2t + 7')>

sinwoT + sinwg (2t + 7 ) <cos WoT — COS wo(2t + 7‘))

- retr) :

Essendo v(t) stazionario, R,, non deve dipendere da t, ma solo da 7. Pertanto i coef-
ficienti di coswg(2t + 7) e di sinwy(2t + 7), che sono tra loro indipendenti, devono essere nulli.
Segue

Rcc(T) = RSS(T) RSC(T) = _RCS(T) (112)

e la autocorrelazione di v(t) vale

Ryy (T) = Rec (T) cos woT — R (T) sinwoT (113)
D’altra parte

Rse(7) = Evs(Wve(t + 7)) = E[s (t = T)ve(t)] = Res (—7)
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che, combinata con la seconda delle (55), fornisce R.s(0) = E[v.(t)vs(t)] = 0. Pertanto campioni

di v.(t) e vs(t) presi nello stesso istante sono tra loro incorrelati, e, essendo gaussiani, anche
indipendenti. Conseguenza é che

Ry (0) = E[*(t)] = Ree(0) (114)

Per quanto riguarda invece V (t) = wv.(t) + jvs(t), che é anch’esso gaussiano a media
nulla, risulta

Ryv(tt+7) = EVOV(t+7)] = | (valt) + us(8)) (velt +7) = jv, (¢ + 7)) |

= Ree(T) + jRsc(T) — jRes (1) + Rss(7)
= 2RCC(T) - 2jRCS (T)

e pertanto anche V' (t) é stazionario. Si ha anche

Ryo(r) = Re B Ryv(7) e—fW] ~ Re B R () eﬂ'W] (115)

Passando agli spettri di densitd di potenza, in Fig. 1 sono riportati gli spettri di v(t)

e
di V(t), rispettivamente per segnali DSB e per segnali SSB. Si noti che il primo spettro S,,(w)
é pari, essendo v(t) reale, mentre Sy (w) non ha alcuna simmetria.

VN SVV

SVV
20w 20w
— —
1 | M # #
| | W A
—Wy w

0 200

Fig.1a: Spettro di densitd di potenza di v(t) a sinistra, e di V(t) a destra per un segnale DSB.

V' N
Swy
SVV
Aw Aw
— —
] L I # ;
| | ) &)
_ | e |
Wy W,

Aw
Fig.1b: Spettro di densitd di potenza di v(t) a sinistra, e di V(t) a destra per un segnale SSB.

Posiamo concludere questo paragrafo notando che, per segnali aleatori a banda stretta,
con banda totale Br e spettro costante (o proporzionale a w?, il tempo di correlazione é dato
da 1/(2Br).
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APPENDICE 7: SEGNALI ALEATORI — ANALISI SPETTRALE

Cominciamo col ricordare® le principali definizioni relative ai segnali aleatori e la loro
estensione a campi vettoriali aleatori, che sono quelli a cui siamo particolarmente interessati,
anche per fissare la notazione e la terminologia.

Indichiamo con & l'operatore di media statistica (relativo allo spazio di probabilita
sottostante al segnale aleatorio). Si definisce allora media del segnale aleatorio v(t)

my(t) = E[(t)] = / v fo, 1) dv

essendo f,(v,t) la distribuzione di probabilita di v all’istante ¢. Analogamente, la media del
campo aleatorio (a due componenti) e(t) &

m.(t) = Ee(t)] = / ex fles, ey, t) degdey, iy, —I—/ ey f(ex, ey, t) degdey iy

= / fex,ey,t) (exir + eyiy) dezde, = / f(es, ey, t) e deyde,

ed é ovviamente un vettore.

Le medie precedenti sono funzione del tempo, in quanto le distribuzioni di probabilita
variano col tempo. Si noti che l'operazione di campionare v(t) all’istante ¢y generico produce
una variabile aleatoria v(t), la cui media statistica & my,(tp).

Definiamo poi autocorrelazione e autocovarianza per un segnale aleatorio?

va(tla t2) = g[v(tl)v(tQ)]
Cou(t1,t2) = E[v(t)v(te)] — E[v(t1)] E[v(te)] = Ruw(t1,t2) — muy(t1)my(t2)

Si noti che la autocovarianza & nient’altro che la autocorrelazione per il segnale aleato-
rio centrato v(t) — E[v(t)]. Di norma la autocorrelazione, e la autocovarianza, sono funzioni
continue dei loro argomenti. Tuttavia pud essere necessario, in alcuni casi, considerare delle
autocorrelazioni di tipo impulsivo. In tal caso, verra detto esplicitamente.

Le considerazioni seguenti, comunque, valgono solo per autocorrelazioni continue.

I1 valor medio statistico della potenza istantanea all’istante ¢ é data da

EWA(t)] = R(t,t)

e pertanto risulta R(t,t) >0 Vt.
Inoltre, considerando la disequazione (A2) per z(t) = y(t) = v(t) segue

|R(t1, t2)| < \/R(t1,t1) R(ta, t2)

1 Maggiori dettagli si trovano, ad es., su A. Papoulis: Probability, Random Variables and Stochas-
tic Processes, McGraw-Hill

2 Si noti che in queste definizioni, come nelle definizioni seguenti che coinvolgono due valori

del segnale aleatorio, stiamo assumendo che il segnale sia reale. Nel caso di segnale aleatorio
complesso, la seconda occorrenza del segnale va coniugata.
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Prendendo invece z(t) = y(t) = v(t) — E[v(t)], la autocorrelazione diventa la autocovar-
ianza e segue

C(t1,ta2) < \/C(t1,t1)C(ta2,t2)

A partire dalla autocovarianza possiamo ottenere la varianza della variabile aleatoria
v(tg), data da Cyy(to,to), e il coefficiente di correlazione

t1,t
_ (j( 1, 2) f; 1
VO (t1,11)C(ta, t2)
Si noti che, per costruzione, r(t,t) =1 Vt
Nel caso di campi aleatori, le definizioni sono simili ma conducono a matrici. Se rap-

presentiamo un campo aleatorio e(t) con un vettore colonna contenete le componenti del campo,
allora e’ (t) rappresenta un vettore riga, e le definizioni precedenti diventano

T‘(tl, tz)

Ree(tlatQ) = g[e(tl)eT(tQ)]
Cec(tr,t2) = Ele(tr)e” (t2)] — Ele(t1)] Ele” (t2)] = Ree(t1, t2) — me(ty)m] (t2)

dove R e € sono matrici 2 x 2. Le definizioni di secondo ordine si estendono a due processi. Si
definisce ad esempio mutua covarianza di due campi e; e es

Cia(t1,t2) = Eler(tr)e; (t2)] — Eler (t1)] Eles (t2)]

I due campi e; e e; si dicono incorrelati se Ci5(t1,t2) = 0, Viq,ts. In tal caso

R(t1,t2) = Ele1(t1)] Ele] (t2)]

Un segnale aleatorio si dice stazionario (pili precisamente stazionario in senso stretto)
se tutte le sue statistiche sono invarianti per una traslazione dell’asse delle . In tal caso la
media € costante, mentre i parametri del secondo ordine dipendono solo dalla differenza dei
due argomenti t_2 — t;. Un segnale aleatorio ¢ invece stazionario in senso lato (WSS) se la
distribuzione di ordine 1 & costante, e quella di ordine 2 dipende solo dalla differenza degli
argomenti. Un segnale WSS ha anch’esso media costante e autocorrelazione, autocovarianza e
coefficiente di correlazione che dipendono solo da to — t1. Ne segue che il valor medio statistico
della potenza istantanea é costante, e prende il nome di potenza media:

EW*(t)] = R(0) 4

Allo stesso modo é costante nel tempo la varianza del segnale (o meglio, dei campioni
del segnale in differenti istanti di tempo), e vale C(0).

Per un segnale WSS, il coefficiente di correlazione r(7) é una misura di quanta infor-
magzione sui valori di una realizzazione del segnale aleatorio si ottiene conoscendo il valore in
un certo istante. Se r(7p) é prossimo a 1, allora conoscere il valore di e;(t1) fornisce molta
informazione sul valore di e;(t1 + 79). Viceversa, se r(7p) é prossimo a 0, conoscere o meno il
valore di e;(¢1) é indifferente per qunato riguarda la conoscenza del valore di e;(t; + 79).

Normalmente il coefficiente di correlazione tende a zero se 7 — oo. Tuttavia la rapiditéd
di decadimento é un parametro importante. Possiamo introdurre, per valutarla, un tempo di
correlazione T., che misura l'ordine di grandezza dell’intervallo oltre il quale la correlazione tra
i valori del segnale puo essere trascurata.
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Per costruire una definizione di tale tempo, partiamo col notare che, per una correlazione
esponenziale 7(t) = exp[—1!/T|, possiamo far coincidere il tempo di correlazione col parametro
T, ovvero con la costante di tempo del decadimento esponenziale della correlazione.

Possiamo allora definire, per un processo reale arbitrario a media nulla, un tempo di
correlazione T, come

[ee] 1 oo
Tc:/o yr(T)\dT:W/O R(r)|dr

essendo r(7) il coefficiente di correlazione.

Un segnale aleatorio si dice gaussiano se tutte le sue statistiche sono distribuite normal-
mente. Un segnale gaussiano gode di alcune proprieta notevoli
i) La conoscenza delle sole statistiche di ordine 1 e 2 caratterizza completamente il segnale
ii) Un segnale gaussiano WSS ¢ anche stazionario in senso stretto
iii) Una combinazione lineare di segnali gaussiani ¢ ancora gaussiano. In particolare un
segnale gaussiano rimane tale anche attraversando un sistema lineare.

Per un segnale WSS a media nulla si definisce densita spettrale di potenza S(w) (o,
spesso, semplicemente, spettro) la trasformata della autocorrelazione (che, per ipotesi, dipende
solo dalla variabile 7 =t — 7).

+oo

S(w) = / R(t)e T dr
—0o0

La densita spettrale di potenza é una grandezza reale e, per segnali reali, é una funzione

pari di w. Invertendo la definizione precedente segue la relazione tra autocorrelazione e spettro

+oo
R(t) 1/ S(w) ! du

:% .

Ne segue che la potenza totale del segnale, ovvero la varianza, é, per definizione:

1 [t
P=R(0)=— S(w) dw
=5 [ s@
Se un segnale aleatorio WSS, di spettro S;(w) attraversa un sistema lineare stazionario,
di risposta impulsiva h(t), allora l'uscita ¢ anch’essa un segnale aleatorio WSS, e ingresso e

uscita sono congiuntamente WSS*. Lo spettro di uscita vale

+o0 )
Su(w) = [Hw Si(w)  con  H(w) = /0 h(t) e=7 dt

Consideriamo ora un filtro passa—banda ideale, con banda passante (wq,ws), di risposta
armonica H (w). Se applichiamo a tale filtro un segnale aleatorio reale WSS, la potenza P, della
uscita vale

1 +o0 1 +oo 1 w2
= — |H(w]? S(w) dw = = / |H(w|* S(w) dw = — / S(w) dw
2 0 T Jo

1

By

— 00

4 Se il segnale di ingresso & stazionario in senso stretto, anche 'uscita lo &. Tuttavia i due segnali
non sono necessariamente congiuntamente stazionari in senso stretto, ma solo in senso lato.
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in quanto |H| = 1 nella banda passante.
Se w1 = wp — dw, ws = wy + dw, con dw K wp, allora

wo+ow
Py:l/ S(w)dw:@S(wo)

™ 0—5:.0 7T

Le due relazioni precedenti mostrano che S(w) descrive la distribuzione della potenza
alle varie frequenze.

APPENDICE 8: PROPRIETA DI CAMPI ALEATORI A BANDA
STRETTA

Passando al campo, nella rappresentazione (50) le proprietd sono simili alle (53,55,54),

ovvero
Elec(t)] = Eles(t)] =0 = £le(t)] =0
e
Ree(m) =Rys(7) R..(7) = —Res(7)
in cui Ree(7) = Elec(t)el (t + 7)] e simili. Ovviamente, anche in questo caso R.s(0) = 0.

Quindi ogni componente di e.(t) é incorrelata (e, essendo gaussiana, indipendente) con ciascuna
componente di e4(t), se campionate nello stesso istante.
Infine, la autocorrelazione di e(t) vale

Ree(7) = Ele(t)e” (t + 7)) = Ree(7) cos woT — Res (1) sin wor

Passiamo ora alla rappresentazione (51), in particolare nelle componenti complesse
E,(t), E,(t). Calcolando la media di e(t), che & nulla, si ha

Ele(t)] = Re [8[Er(t)] efwoti, + E[E,(t)] elwot iy] =0
Pertanto

ELE (1)) = E[E, (1)) = 0 (116)

Per quanto riguarda la autocorrelazione

Rll(t,t+T) ng(t,t+T)
Reo(7) = Ele(t)e” (t+7)] = (117)
Rgl(t,t+7') RQQ(t,t“—T)

dove, usando (52), e ricordando che tutte queste autocoorelazioni dipendono solo da 7, :
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R11(7) = Elay(t) coslwot + 6, (t)]ay (t + 7) cos[wo(t + 7) + 0 (t + 7)]]
Ri5(1) = Elag(t) cos[wot + 65 (t)]ay (t + 7) cos|wo(t + ) + §y (t + 7)]]
Ry (1) = Elay(t) coslwot + 0y (t)]ag (t + 7) cos[wo(t + 7) + 6, (t + 7)]]
Ros (1) = Elay(t) cos[wot + 0y (t)]ay (t + T) coslwo (t + 7) + 0y (t + 7)]]

Dagli svilupi della appendice 3 segue

Rll(T) R12(T) Re er(T) e~ JwoT Re ny(T) ejon]
R..(7) = _

Ro1(7)  Raa(7) Re Ry (1) e 7*°7 |  Re|Ry,(7) e‘j“’oT] (118)
(Rrx (1) Rgy (1) ) ] ]
_ Re e*jon
Ryr(T) Ryy(T)
essendo
Rau(7) = €| Ba(D) Ex(t +7)
Ruy(r) =& :Ex(t)E’y* (t+7)
Ryo(r) =€ :Ey(t)E;(t +7)
Ryy(7) = E[B,()E:(t + 7))

Pertanto anche il campo E(t) ¢ (statisticamente) stazionario. Si noti anche che le due
componenti cartesiane del campo non sono in generale incorrelate (se campionate nello stesso
istante) al contrario delle componenti lentamente variabili.

APPENDICE 9: AUTOCORRELAZIONE DI UN CAMPO A BANDA
STRETTA

Calcoliamo la autocorrelazione di e(t) dato dalla (51). Risulta

(Rll(t,t+7') ng(t,t+7))

Rgl(t,t—l-’r) RQQ(t,t+7')

Ree(T) = S[e(t)eT(t + T)] =

Ry11(7) = E[ay(t) cos[wot + 0 (t)]az (t + 7) cos|wo(t + 7) + 5. (t + 7)]]
Ry5(1) = Elay(t) cosjwot + 0, (t)]ay (t + 7) cos|wo(t + ) + 0y (t + 7)]]
R (1) = Elay(t) cos[wot + 0y (t)]az (t + 7) coslwo (t + 7) + 05 (t + 7)]]
Roo (1) = Elay(t) cos[wot + 0y (t)]ay (t + T) coslwo (t + 7) + 0, (t + 7)]]
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Sviluppando la prima (le altre sono del tutto analoghe) si ha

Rii(1) =€ [ [a(t) cos 6, (t) cos wot — a,(t) sin b, (t) sinwot] -

[az(t 4+ 7) cos 6, (t + 7) coswo(t + T) — az(t + 7) sin 6, (¢ + 7) sinwo (¢ + T)]]
= [ax(t) 08 05 (t)ag (t + 7) cos 6, (t + T)] cos wot cos wo(t + 7)
) €08 0 (t)ag (t 4+ 7) sin d, (t + 7) ] cos wot sinwg (t + 7)
)sin d,(t)ag (t 4+ 7) cos 6, (t + 7) ] sin wot cos wo (t + 7)
) )

() au(
Ay (t)sin 0, (t)a, (t + 7) sin 0, (t + 7) | sinwot sinwg(t + 7)

Le quattro autocorrelazioni che compaiono in questa espressione sono funzioni solo di 7,
per la stazionarieta delle componenti lentamente variabili del campo. Indicandole con Ry z0(T),
Ry s(T) € cosi via, e sostituendo le espansioni del prodotto di funzioni trigonometriche si ha

coSwoT + coswp(2t + 1
Rll(T) = Rmc,xc(T) < 0 9 O( )>

sin woT + sinwg (2t + 7
) (B2 7))

—sinwoT + sinwg (2t + 7')>

- Reaelr) .

COSwoT — cos wo(2t + 7
N ( 0 . of ))

Imponendo che i coefficienti di coswy(2t + 7) e sinwy(2t + 7) si annullino, in quanto il
primo membro ¢ anch’esso dipendente solo da 7, segue

ch,rc(T) - Rrs,xs (T) Rxc,rs (7_) — _Rrs,xc(T)
e in definitiva
R11(7T) = 2Ry 0c(T) COSwOT — 2Rmc 2s(T) sinwoT
Ri12(T) = 2Ry e (T) coswoT — 2Ry ys(7) sinwo
Ri1(7) = 2Ry 5c(T) cOs woT — 2Ryc 2s(T) SinwoT
R11(T) = 2Ry yc(T) coswoT — 2Ry 25(T) sinwoT

D’altra parte,
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€ [Ex(t)E;E(t + T)} =¢£ [ax(t)eﬁw(t)ax(t + T)e—jézuw)}
= &[as(t)ag(t + 1) 0= 0:70]

€ [a(tyas(t + 1) coslds (1) — b (¢ + 7))
+ 7€ [ax(t)am(t + 7) sin[0, (t) — 0, (t + T)]]

= Rxc,mc(T) + Rms,xs (T) + ] [Rxs,mc(T) - Rmc,xs (T)]
- 2Rxc,rc(7—) - 2] Rxc,rs (T)

avendo usato le formule di addizione e le proprieta appena trovate delle autocorrelazioni. Ovvi-
amente:

Ryy(t,t +7) = 2Rypc ye(T) — 2j Rye ys(T)
Ryw (t7 t+ T) = 2R1‘c,xc (T) - 2] Ryc,rs (7—)
Ryy(t,t+7) = 2Ry ye(T) — 2J Ryc ys(T)

Pertanto anche il campo E(t) ¢ (statisticamente) stazionario. Sostituendo nella (117) si
ha

Rz (T)e 77907 |  Re

RH(T) ng(T) Re ny(T) e—jon]
Reo(7) = =

Re|Ry,(t)e 77| Re

Ry (7) eijT]
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