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Concludendo, i l  teoren1a della quantità di moto porge
" 

F'= efv,<v.-v.)dy.
o

Il corrispondente sforzo 7:0 esercitato dal fluido su ciascuna faccia della
lastra è 

"' 
dF' d I dx= <o= e dx v.(v.-v.) dy.

o 
L'introduzione in queste formule di particolari distribuzioni v00(y) det

tate dall'esperienza permette di esplicitare ulteriormente la dipendenza
degli sforzi dai vari parametri in gioco. 

Come si è detto nel paragrafo 10.6, l'esperienza mostra che, nel moto
turbolento, le velocità longitudinali v.(y) dipendono dalla velocità di attrito
v, = v'T;JQ e dalla distanza adimensionalizzata "• y/v dalla parete. Si può
così porre, in generale, 

v.= "• t(":Y) = "• f,

Va= V* f(�*:1) = V* f1

ottenendo, per la forza complessiva, 
111 111 v.11,fv 

F'= ef viLJ,-v.) dy = ev•J v0 (I -�) dy = ev.v J f ( 1 - f)d (":Y) , 
o o o 

e, per lo sforzo locale,
v,v1/'1' 

•o=eVi,=ev.v d
d
x I r(1-f)d(":Y)= 

o 

= ev. v _ _cl___ {"J'"''� (1-L) d ("•Y)} 
d ("•:') 

d (v*VY1) o f1 V dx .

Nell'eseguire la derivazione va tenuto presente che f non dipende da
v.y,/v, e che è f = f1 per y = y1. Si ba perciò 

ro= ev.v I df, '•s"''' f' ·(" I d ("·Yi)
d ("·:') o Ti d :y) _. 
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Da quest'ultima espressione per i-0, ricordando che va.= v* f1, si trae
intanto 

dx = � ( dfi "·J"''�'d("•Y),d("*Y')Va d (.!:..*YY1) o 'P 'V 

quale equazione implicita per lo spessore y1 dello strato limite. Integran
dola da x = O ad x = L, nell'ipotesi che il moto sia turbolento già dal
bordo di attacco, si ottiene 

Re= ":L �r· (
d 
(�)7,�'d(":Y)) d (":Y!). 

La forza complessiva F' esercitata contro ciascuna faccia de1la lastra 
per unità di sviluppo trasversale viene abitualmente espressa nella forma 

' F'= Cne�L

che è stata impiegata, nel paragrafo 12.7, anche per le forze indotte dallo 
strato limite laminare. Nel caso presente, ammesso che lo strato limite 
sia tutto turbolento, il coefficiente di resistenza Cn va calcolato con la 
formula 

v.v,/v 

, 2F' 2f r(1--L) d (�"':J') 
C = _ __!____ _ QVaV 0 

fi 'P 
R � ·---= ··- --· 

e -"L Re Re ·-

2 
Secondo i dati sperimentali, un'espressione sufficiente1nente accurata 

della f è quella

f = 2,54 ln (":Y) + 5,56 . 

Il calcolo numerico porta agli spessori adimensionalizzati dello strato 
limite ed ai coefficienti di resistenza elencati nella tabella 12.3. La dipen
denza di Cn dal numero di Reynolds può essere approssimata con l'equazione

3,91 .CR = (In Re)2·58 ' 
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TABELLA 12.3. - Spessori adimensionalizzati dello strato limite turbolento e relativi 
coefficienti di resistenza. 

,,L V*Yl c. 
• • 

1 · 10� 0,1925· 10' 7,15· I0-3 
2 0,324 6,16 
4 0,551 5,35 
6 0,755 4,94 
8 0,946 4,68 

I· JQU 1,128 4,49 
2 1,957 3,95 
4 3,42 3,50 
6 4,76 3,27 
8 6,02 3,12 

1 · 107 7,23 3,01 
2 12,83 2,70 
4 22,9 2,43 
6 32,2 2,29 
8 41,1 2,20 

1 · 108 49,6 2,13 
2 89,5 1,94 
4 162,2 1 ,77 
6 230 1,68 
8 295 1 ,62 

I· 109 358 1,58 
2 655 1,45 
4 1201 1 ,34 
6 1715 1,28 
8 2210 1 ,24 

1 · 1010 2690 1,21 

La stessa dipendenza è indicata in figura 12:16. Per completezza, nella 
figura è tracciato anche l'andamento di Cn in caso di strato limite lami
nare, secondo ]a for1nula 

c.� 1,328 vi.: 
_ 1,328 

VaL - Rei

del paragrafo 12.7, ed è rappresentata pure l'influenza sul Cn comples
sivo della zona laminare iniziale, supponendo che la transizione avvenga 
per Re= 3· 105. 
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Fig. 12.16. - Coefficiente di resistenza per la lamina piana lambita tangenzialmente da una cor-
rente uniforme. Se sono interessate entrambe le facce della lamina, il coefficiente va raddoppiato. 

Nella sostanza, i procedimenti esposti in questo paragrafo sono do
vuti a Prandtl, e risalgono al 1932. 

12.1 1 .  Resistenza del cilindro e della sfera. 

Un cilindro circolare, di diametro D, investito da una corrente fluida 
di velocità iniziale va uniforme, diretta normalmente all'asse del cilindro, 
viene sollecitato da una forza E'1 per unità di sviluppo lineare che è espri
mibile come 

2 
F'= cRe -fD 

in termini del coefficiente di resistenza Cn. Tale coefficiente dipende dal 
numero di Reynolds 

Re= 
VaD 

V 
nel modo indicato in figura 12.17. 

Se il numero di Reynolds è inferiore a 0,5, il moto è laminare ed è 
descritto bene dallo schema esposto nel paragrafo 9.13, basato sull'equa
zione di Oseen. Come si è visto allora, il coefficiente di resistenza vale, 
in questo campo, 

87' c.�. - 7,4· 
Reln 

Re 
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Fig. 12.17. - Coefficiente di resistenza del cilindro circolare investito normalmente da una cor
rente piana uniforme. 

Al crescere del numero di Reynolds il moto cambia progressivamente, 
come schematizzato in figura 12.18. 

Dapprima, oltre Re = 0,5, il coefficiente di resistenza decresce sempre 
più lentamente: si manifestano a poppa, per distacco dello strato limite, 
due vortici a delta, simmetrici. La zona del distacco è situata inizialmente 

� � 
v,D . 

Re=-
;
-<0,5 

5·10"<Re<3·J05 

� � 
0,5<Re<50 

Re= 5·10" 

� � � 
50<.Re< 5•103 
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Fig. 12.18. - La corrente che avvolge un cilindro circolare presenta aspetti che si modificano al 
crescere del numero di Reynolds. 
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presso il punto di ristagno di poppa, intorno al quale sono massimi i gra
dienti di pressione non idrostatica capaci di contrastare il moto, e si sposta 
successivamente verso monte. 

Nel campo dei numeri di Reynolds compresi fra 50 e 5000 i vortici 
di poppa si distaccano alternativamente dal cilindro per venir trascinati a 
valle dalla corrente generale con velocità poco inferiore alla va, e per 
disgregarsi infine disperdendosi in una turbolenza minuta della scia. Questa 
particolare forma di scia, con la sua doppia schiera di vortici alternati, è 
nota come scia di Kdrmdn, perché studiata la prima volta da von Kcirmcin 
nel 1911. Il rapporto fra la distanza reciproca dei due allineamenti di 
vortici e la distanza degli assi di due vortici consecutivi appartenenti allo 
stesso allineamento è 0,281: ad esso corrisponde l'assetto dei vortici che 
presenta la minore instabilità. 

Il distacco alternato dei vortici, che hanno verso di rotazione discorde, 
determina una circolazione della velocità intorno al cilindro che si inverte 
continuamente nel tempo. In accordo con il teorema di Kutta e Joukowsky, 
ricordato nel paragrafo 11.12, il cilindro è perciò sollecitato da una por
tanza ortogonale alla vn e di verso alterno, che può indurre vibrazioni 
sul cilindro stesso. La cadenza temporale T dei distacchi di vortice dipende 
dal numero di Reynolds: più precisamente, Kovasznay ha riscontrato 
con misure dirette, nel 1949, che il numero di Strouhal 

D St = Tva 

varia con il numero di Reynolds come indicato in figura 12.19. 
Per numeri di Reynolds superiori a 5000, la scia si presenta di nuovo 

simmetrica, ma resta turbolenta. Il suo spessore diminuisce progressiva� 
mente al crescere del nu1nero di Reynolds, man mano che la zona del 
distacco dello strato limite laminare originato a prua si sposta verso valle. 

In corrispondenza ad Re = 5· 105, oppure a valore poco più alto se 
la turbolenza della corrente in arrivo è particolarmente ridotta, lo strato 
limite laminare di prua passa a strato turbolento prima del distacco. 
Quando ciò avviene, lo spessore della scia ed il valore def coefficiente 
di resistenza cadono a valori minimi. 

Per numeri di Reynolds ancora maggiori, la scia torna ad allargarsi 
fino ad assumere un assetto che resta poi costante. Quest'ultima forma è 
detta scia di Helmholtz, perché si inquadra bene nello schema suggerito 
da Helmholtz nel 1868, esposto nel paragrafo 8.9. In tali condizioni 
limite, il fluido si comporta ormai come un fluido ideale. Le linee di cor� 
rente che hanno origine nella zona di distacco possono essere considerate 
luogo di discontinuità della componente tangenziale della velocità. Esse 
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Fig. 12.19. - Il distacco dei vortici costituenti la scia di Ké.rmlin diviene sempre più frequente al 
crescere della velocità della corrente in arrivo. 

racchiudono al loro interno la scia, nella quale il fluido in moto turbo
lento è mediamente fermo. La pressione non idrostatica nella scia è perciò 
uniforme, ed uguale a quella asintotica di valle. 

Nel caso della sfera, l'andamento generale del coefficiente di resistenza 
all'aumentare del numero di Reynolds è molto simile. Posto 

Re= VaD 
p 

F= C v!rr:D2 
.e -2 �-4 , 

in cui D è il diametro della sfera, risulta 

24 
c.� Re

fino ad Re e:::'.} ,  come si è visto nel paragrafo 9.13. Per numeri di Reynolds 
più elevati, il distacco di vena dalla sfera, inizialmente collocato presso 
il p'unto di ristagno di poppa, si sposta progressivamente verso monte. 
Il coefficiente di resistenza tende qui a divenire indipendente dal numero 
di Reynolds. Però, intorno ad Re� 3·105, Cn cade bruscamente: lo strato 
limite diventa turbolento e la zona di distacco viene trascinata verso 
poppa. A numeri di Reynolds ancora 1naggiori, la scia assume la forma 
di scia di Helmholtz, e Cn tende ad un valore costante. 

La figura 12.20 riporta l'andamento del coefficiente di resistenza della 
sfera in funzione del numero di Reynolds. 
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Fig. 12.20. - Coefficiente per la resistenza offerta da una sfera ad una corrente uniforme. 

12.12. Controllo dello strato limite, 

Benché lo strato lin1ite abbia di solito spessore trascurabile rispetto 
alle dimensioni del campo interessato dal moto, le caratteristiche generali 
del moto sono profondamente influenzate dal suo comportamento, in par
ticolare dalle sue modalità di distacco dalla parete solida o dal suo pas
saggio dal regime laminare a quello turbolento. 

Sorge perciò spontanea l'idea di agire direttamente sullo strato lin1ite 
per ottenere variazioni desiderabili nel restante campo del nloto. 

Fra i metodi di intervento disponibili, ed utilizzati, figurano quelli 
previsti per accelerare il fluido nello strato limite, quelli che comportano 
la rimozione dallo strato limite di fluido già rallentato, e quelli che si 
basano sull'immissione nello strato limite di sostanze capaci di modifi
care localmente le caratteristiche meccaniche del fluido .ambieÙte. 

L'esempio più vistoso d'impiego del primo metodo è forse quello degli 
ipersostentatori sulle ali degli aerei, schematizzati in figura 12.21. L'aletta 
aggiunta frontalmente modifica la direzione della corrente in arrivo per 
formare un flusso esterno più aderente all'ala principale e per consentire 
la formazione sul bordo convesso di questa di uno strato limite con velo
cità maggipri. La fenditura nell'ala principale, da aprirsi appena lo strato 
limite tende a separarsi presso il bordo di uscita, provoca l'immissione 
contro la parte terminale dell'ala di nuovo fluido dotato di velocità ele-
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lento è mediamente fermo. La pressione non idrostatica nella scia è perciò 
uniforme, ed uguale a quella asintotica di valle. 

Nel caso della sfera, l'andamento generale del coefficiente di resistenza 
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Re= VaD 
p 

F= C v!rr:D2 
.e -2 �-4 , 

in cui D è il diametro della sfera, risulta 

24 
c.� Re

fino ad Re e:::'.} ,  come si è visto nel paragrafo 9.13. Per numeri di Reynolds 
più elevati, il distacco di vena dalla sfera, inizialmente collocato presso 
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Il coefficiente di resistenza tende qui a divenire indipendente dal numero 
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Fig. 12.20. - Coefficiente per la resistenza offerta da una sfera ad una corrente uniforme. 

12.12. Controllo dello strato limite, 

Benché lo strato lin1ite abbia di solito spessore trascurabile rispetto 
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basano sull'immissione nello strato limite di sostanze capaci di modifi
care localmente le caratteristiche meccaniche del fluido .ambieÙte. 

L'esempio più vistoso d'impiego del primo metodo è forse quello degli 
ipersostentatori sulle ali degli aerei, schematizzati in figura 12.21. L'aletta 
aggiunta frontalmente modifica la direzione della corrente in arrivo per 
formare un flusso esterno più aderente all'ala principale e per consentire 
la formazione sul bordo convesso di questa di uno strato limite con velo
cità maggipri. La fenditura nell'ala principale, da aprirsi appena lo strato 
limite tende a separarsi presso il bordo di uscita, provoca l'immissione 
contro la parte terminale dell'ala di nuovo fluido dotato di velocità ele-
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Fig. 12.21. - Esempi di intervento sullo strato limite tendentì ad impedirne il distacco. 

vata, e permette che su di essa si formi un nuovo strato limite aderente. 
Anche l'aspirazione, attraverso la parete, del fluido presente nello strato 

limite ha trovato applicazione per le ali di aereo. Data la sua estrema 
semplicità, si riporta qui, a titolo di esempio, la descrizione dettagliata 
del moto nello st:Cato limite contro una parete piana porosa, disposta 
parallelamente alla velocità va. di arrivo, nel caso che attraverso la parete 
venga drenata una portata uniformemente distribuita, come indicato in 
figura 12.22. 

'· 
-

y 

X 

Fig. 12.22. - La crescita dello strato limite è bloccata dalla presenza di un'aspirazione con velo
cità uniforme v. attraverso la parete porosa. 

In questo caso, con fluido a densità e e viscosità cinematica v uni
for1ni e permanenti, l'equazione differenziale valida entro lo strato limite è 
quella 

Ò2 Vx ÒVx 
élvx V òyi = Vx ÒX -+- V11 Cly '

già vista nel paragrafo 12.7. Si vuole ancora che vx tenda a va al crescere
della distanza y dalla parete, ma le condizioni sulla parete sono adesso 

Vx=O, Vv= -Va 
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con vs positiva ed uniforme. Si controlla subito che la soluzione cercata è 

v,(y) = v, [1 - exp (- "�)], v,(y) = --v, . 
purché si escluda una fascia contigua al bordo di attacco ad evitare discon
tinuità su x = O per la V:i:. 

In base a questo risultato, la velocità parallela alla lastra differisce di 
meno dell' 1 % da v(l, quando è 

VaY > 5, 
V 

e cioè quando la distanza dalla lastra è maggiore di 

5 2'._. v, 
L'aspirazione uniforme contiene dunque lo strato limite entro una 

fascia di spessore indipendente da x, che è tanto minore quanto più in
tensa è l'aspirazione stessa. 

È interessante notare che lo sforzo trasmesso dal fluido alla lastra 
vale ora [av] QV -8 "' = QVaVa 

Y v�o 

e risulta, oltre che uniforme, anche indipendente dalla viscosità cinematica. 
Il terzo sistema di intervento sullo strato limite, che è basato sull'al

terazione delle caratteristiche 1neccaniche del mezzo, è stato impiegato 
con successo quando il fluido ambiente è allo stato liquido. L'immissione 
nello strato limite di modeste portate di fluidi aventi molecole particolar
mente lunghe può ritardare lo sviluppo della turbolenza, e ridurre così 
le resistenze al moto. 
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CAPITOLO TREDICESIMO 

MOTO UNIFORME NELLE CONDOTTE IN PRESSIONE 

13.1. Definizioni. 

Come si è visto nel paragrafo 9.7, si dice uniforme il moto di un fluido 
entro un condotto cilindrico quando i valori e la distribuzione della velo
cità sono gli stessi contemporaneamente in qualunque sezione perpen� 
dicolare all'asse del condotto. Se, come si verifica usualmente in campo 
tecnico, il regime del moto è turbolento, le velocità considerate sono le 
velocità medie locali ed istantanee, in conformità a quanto si è detto nel 
paragrafo 10.2. 

Il movimento uniforme comporta necessariamente la costanza della 
portata lungo il condotto, ma non la sua invarianza nel tempo. Se invece 
il moto è anche permanente, la portata resta costante nello spazio e nel 
tempo. 

Il moto di un fluido a densità costante in un tubo cilindrico in pres
sione, dopo un tratto iniziale influenzato dalle condizioni d'imbocco, è 
in grado di raggiungere assetto uniforme e permanente. A tale situazione 
ci si riferisce in questo capitolo. 

Si ricorda che il numero di Reyno!ds della corrente si scrive nella forma 

Re = eUD UD 
µ-

=
--;;-

[13 .1 ]  

essendo e e µ la densità e la  viscosità dinamica del fluido, v = µ/e la 
viscosità cinematica, U la velocità media nella sezione e D il diametro della 
sezione circolare; per forme diverse dalla circolare la corrispondente 

14. MARCHI-RUBATTA. 
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lunghezza di riferimento è 4R, indicando con 

Q R=]j 

[Cap. 13  

[13.2] 

il raggio medio o raggio idraulico della sezione, rapporto fra l'area ed il 
perimetro bagnato, già introdotto al paragrafo 9.7. 

Si ricorda ancora (cfr. paragrafo IO.I) che il moto si realizza in regime 
laminare se Re,;;; 23007 2500, in regime turbolento se Re;.. 2500; l'influenza 
della forma della sezione su tali limiti è molto modesta e resta contenuta 
entro il campo di variazione indicato. 

13 .2. Distribuzione delle tensioni. Perdite di carico distribuite. 

Per ottenere la distribuzione degli s�orzi tangenziali -r in una sezione 
normale della corrente uniforme si consideri un tronco di condotto cilin
drico ed al suo interno una superficie· equidistante dal contorno e limitata 
da due sezioni piane distanti L fra loro (fig. 13.1). La massa racchiusa 

/foca dei carichi totali ir --i--- - ---._.___; -- -----...____;,: - - --------------- - ---- -u�/2g 
linea dei carichi niezoinctrlci li -

/11/)' 

Pzfr 

,, 
orizzontale di riferimento 

Fig. 13.1. - Moto uniforme in un condotto in pressione. 

{J 
-,._ l-
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Par. J 3.2} Distribuzione delle tensioni. Perdite di carico distribuite 419 

da tale superficie e dalle sezioni 1 e 2 di area .Q e di perimetro B è sog
getta alle segnenti forze nella direzione del moto: (a) il risultante rBL 
delle tensioni tangenziali sul contorno che si oppongono al moto (-e è in 
generale il valore medio della · tensione sul contorno B; essa è uniforme 
su B se la sezione è circolare o rettangolare infinitamente larga), (b) la 
componente del peso yDL sene, (e) il risultante delle pressioni normali 
agenti sulle sezioni 1 e 2, sulle quali si può ritenere idrostatica la distri
buzione di p per quanto detto nel paragrafo I 1 .2 ;  tale risultante vale 
(p1 -P2) Q essendo p1 e p2 i valori di p sui baricentri delle due sezioni. 

Essendo nulla la variazione della quantità di moto dovuta alle velo
cità di trasporto (velocità medie locali), il risultante delle forze parallele 
predette dev'essere nullo, ossia deve riuscire 

rBL = yf2L sene + (p1 -p2)Q = yfJ (z1 - z2 + l'i �P!). 
Poiché la distribuzione della pressione è idrostatica sulle sezioni 1 e 2, 

carichi piezometrici h1 e h2 sono localmente uniformi. Segue così 

TB h1 - h2 
rD=-·-z-- [13.3] 

Data la permanenza e l'uniformità del moto, il primo n1embro è 
costante, e tale risulta quindi anche il secondo che rappresenta la perdita 
di carico piezometrico per unità di lunghezza della corrente, indicata 
con il simbolo i. Come si è visto nel paragrafo 9.7, essa è definita, in 
generale, dalla 

i =  - dh/ds [13.4] 

essendo s la coordinata misurata lungo l'asse della corrente. 
Si ricorda pure che nel moto uniforme la pendenza motrice i coin

cide con la cadente del carico effettivo 

j� - dH/ds , 

per l'invarianza dell'altezza cinetica, sicché 

. h1 - h2 H1 - H, . 
'= ---y,� = -- -y,-- =; . 

Dall'eq. [13.3] si ottiene quindi 

T = yi(Q/B) = yjR 

[13.5] 

[13.6] 

essendo R il raggio idraulico della sezione Q. Analogamente, per la sezione 
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totale f.10 del condotto, di raggio R0 = f.!0/B0, vale l'equazione 

da cui deriva la 

7:0 = yjRo 

r R 
To = R0 

[Cap. 13 

[13.7] ' 

che mette in evidenza la variazione lineare della tensione tangenziale 
media con il raggio idraulico. 

Per la sezione circolare è : 

R0 = r0/2 = D/4, R = r/2; 
e quindi 

r/r0 = rfro. 

Per la sezione rettangolare larghissima è: 

e quindi 

2by, 
= Yo' Ro = lim 2(bf+ yJ b_,..,, � 

r/<0 = I - Y/Yo 

R= yo�y; 

[13.8] 

[13.9] 

essendo y la distanza dalla parete di un punto generico ed y0 la distanza 
dell'asse, come mostra la figura 13.2. 

,,- l 1 '"' del ooodEt�--

'" =Yo 

y 
T0 rtK>ni.' '0_\,,,,�,�:isf,;b�· '� ':ke«idJ}-;,;,;fl>;Jè9'c if 

Fig. 13.2. - Distribuzione degli sforzi tangenziali. 

La distribuzione della tensione 7: è indipendente dal regime del moto, 
sia esso laminare o turbolento. In quest'ultimo caso il riferimento va 
fatto ovviamente ai Valori medi temporali di T, somma della tensione lami
nare dovuta alla viscosità del fluido ( cfr. cap. 9) importante solo in una sol-

Par. 13.3] L'equa
.
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tile regione vicina alla parete, e della tensione turbolenta (cfr. cap. 10) 
dominante in tutto il nucleo della corrente. Si veda, ad esempio, il rilievo 
sperimentale riportato nella figura 13.3. 
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13.3. L'equazione del moto uniforme. 

O 0,2 0,4 0,6 0,8 y/y0 1,0 

Nel paragrafo 9.7, con riferimento al moto laminare unifotme entro 
condotti lisci, è stata introdotta la definizione del coefficiente di perdita 
distribuita o coefficiente di resistenza À con la 

;. U' 
j= 4R 2g" 

La stessa definizione viene mantenuta inalterata quando il moto è 
turbolento e qualunque sia la scabrezza e la forma della condotta. In 
particolare, per le condotte di sezione circolare, la relazione precedente 
assume la forma 

;. U' 
j= 15 2g [13.10] 

che si richiama sostanzialmente alle formule proposte da Weisbach nel 
1845 e da Darcy nel 1858. Essa costituisce l'equazione del moto uniforme. 
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totale f.10 del condotto, di raggio R0 = f.!0/B0, vale l'equazione 

da cui deriva la 

7:0 = yjRo 

r R 
To = R0 

[Cap. 13 

[13.7] ' 

che mette in evidenza la variazione lineare della tensione tangenziale 
media con il raggio idraulico. 

Per la sezione circolare è : 

R0 = r0/2 = D/4, R = r/2; 
e quindi 

r/r0 = rfro. 

Per la sezione rettangolare larghissima è: 

e quindi 

2by, 
= Yo' Ro = lim 2(bf+ yJ b_,..,, � 

r/<0 = I - Y/Yo 

R= yo�y; 

[13.8] 

[13.9] 

essendo y la distanza dalla parete di un punto generico ed y0 la distanza 
dell'asse, come mostra la figura 13.2. 
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Fig. 13.2. - Distribuzione degli sforzi tangenziali. 

La distribuzione della tensione 7: è indipendente dal regime del moto, 
sia esso laminare o turbolento. In quest'ultimo caso il riferimento va 
fatto ovviamente ai Valori medi temporali di T, somma della tensione lami
nare dovuta alla viscosità del fluido ( cfr. cap. 9) importante solo in una sol-
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Le numerose misure. sperimentali delle perdite d i  carico dovute a l  moto 
uniforme; eseguite fin dal secolo scorso su· condotte di sezione circolare 
e sviluppate particolarmente nel primo '900, hanno mostrato che il coef
ficiente di resistenza À dipende in generale da grandezze che, tenuto conto 
dei criteri dell'analisi dimensionale, si possono scrivere in termini del nu
mero di Reynolds e di parametri atti a definire adimensionalmente la sca
brezza della parete. La dipendenza di .l da tali fattori è espressa da leggi 
di resistenza, alla cui rassegna sono dedicati i paragn

_
tfi che seguono. 

13.4. Le leggi di resistenza dei tubi lisci e scabri. 

Se il regiine del moto uniforme è lan1inare, l'integrazione dell'equa
zione di Navier nei tubi di sezione circolare porta alla legge 

.l =  6�µ = 64 
eUD Re [13.11] 

come si è visto nel paragrafo 9.7. 
Tale relazione è rappresentata nel diagramma logaritmico della fi

gura 13.8 dalla retta situata nel settore a sinistra di Recrit ,....., 2300. L'in
dagine sperimentale ha permesso di estenderne la validità al caso dei tubi 
scabri, purché la rugosità sia modesta in confronto al diametro D. 
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Fig. 13.4. - Distribuzione della 
velocità nei tubi lisci. 

Se il regime del moto uniforme è turbolento le leggi di resistenza pos
sono pure essere ricavate partendo dalle leggi di distribuzione della velo
cità. Infatti si osserva che, introducendo l'espressione 

T0 � yjR0 = yj(D/4) 

Par. 13.4] Le leggi di resistenza dei tubi lisci e scabri 423 

nell'equazione del moto uniforme si ha 

r0 = � eU'.l 

da cui, evidenziando la velocità di attrito v, = Vr0/e, introdotta nel 
paragrafo 10.6, segue 

� = vI [13.12] 

ossia 

_!_ = _I_ J_ J -"-dt:! -vx vs Q0 "• n, 

nella quale v indica la velocità locale ed Q0 l'area della sezione. Il risul
tato è valido sia per il moto laminare, sia per quello turbolento. In 
quest'ultimo caso si deve fare riferimento ai valori medi locali delle 
grandezze in gioco. 

Per i tubi circolari lisci è stata già richiamata, nel paragrafo 10.6, la 
legge logaritmica di distribuzione delle velocità medie locali 

..".. = 2, 5 In (L) + 5,5 
V* y* 

dove y indica la distanza dalla parete ed è y, = v/v • . 
Nel caso dei tubi circolari scabri, una serie classica di esperienze fu 

eseguita da Nikuradse nel 1933, impiegando condotte rese artificialmente 
scabre con l'applicazione sulla parete interna di sabbie omogenee di dia
metro assegnato e. In tal caso il legame fra v ed y, almeno nella regione 
prossima alla parete, è del tipo 

:. =1(;.,�) · 

Il primo parametro, y/y, = v, y/v, mette in conto gli èffetti della 
viscosità del fluido ed ha un'influenza progressivamente minore, rispetto 
al secondo, al crescere del numero di Reynolds. Nikuradse verificò speri
mentalmente che quando il rapporto 

y .Y v*e 
y* '$ = ·-V 

supera 70, la distribuzione della velocità nel tubo scabro dipende essen
zialmente dal parametro di scabreiza y/e ed è rappresentata dalla legge 

..,_ ___ _ 
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-"-= 2,5 Jn (2') + 8,5 v, ' 

[Cap. 1 3  

analoga a quella dei tubi lisci e con lo stesso valore 2,5 del coefficiente 
moltiplicatore del termine logaritmico. Il campo di validità di questa 
equazione è detto regime del moto assolutamente turbolento. 

Passando dai logaritmi naturali ai decimali le leggi di distribuzione 
della velocità assumono le espressioni 

_I'_= 5,75 log("•Y) + 5,5 [13.13] 
V* V 

-"-= 5,75 log(2') + 8,5 [13.14] 
"• ' 

rispettivamente per i tubi lisci (fig. 13.4) e per i tubi scabri con moto 
assolutamente turbolento (fig. 13.5). 
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Fig. 13.5. - Distribuzione della velo
cità nei tubi scabri in moto assoluta

mente turbolento. 

Basta ora mediare tali distribuzioni di velocità nella sezione circolare 
di diametro D per ·ottenere· le corrispondenti leggi di resistenza: 

D/2 

Jx=Js� =�3,,�, J (:,)2n(�-y)dy. 
o 

Nel caso dei tubi lisci risulta 

-- = = A log -" + cost = A log ·--- · -'1. + cost 1 (Dv ) (DU v ) ..;;, ' ,, u 

[13.15] 

Par. 13.4] Le leggi di resistenza dei tubi lisci e scabri 

da cui, tenendo conto che v,/U = V8/J., segue 

1 vX =A log (ReVX) + B,. 

In base alla distribuzione logaritmica della velocità 
costanti risulterebbero 

A_ 5,75 - vs = 2,03 e B, = - 0,91 . 

425 

[13.16] 

valori delle 

Le misure sperimentali del coefficiente di resistenza À in funzione del 
numero di Reynolds, eseguite sui tubi lisci, oltre che da Nikuradse (1932), 
da Nusselt (1910), Stanton e Panne! (1914), Jakob ed Erk (1924), Schiller 
e Hermann (1930), e messe a confronto fra loro dallo stesso Nikuradse, 
hanno suggerito di assumere 

A=2,0 

con approsshnazione alla prima cifra decimale, e di modificare il valore 
della costante B, in 

B, = -0,8 . 

La differenza dai valori precedenti sono connesse agli scostamenti 
della distribuzione effettiva della velocità dalla legge puramente logarit
mica. Si veda in proposito il paragrafo 13.9. 

Con questi ultimi valori dei coefficienti si ha 

I vX = 2,0 log(RevX) 2,51 [13.17] 

che costituisce la legge di resistenza dei tubi circolari lisci ed è conosciuta 
come equazione di Prandtl-K8.rmin. 

Nel caso dei tubi scabri, con rugosità omogenea di sabbia di altezza s, 
operando l'integrazione nella sezione della distribuzione di vefocità [13. 14], 
si ottiene 

I 
..;x= Alog (�) +B,. 

Nikuradse (1933) ha ricavato i valori 

A= 2,0 e B, = 1 , 14 

[13.18] 

dalle sue misure dirette di A in funzione di Re e di c/D. L'equazione pre-
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cedente diventa quindi 
I 

Vl = 2,0 log 3,71D (13.19]. e 

ed essa rappresenta la legge di resistenza dei tubi circolari scabri nel moto 
assolutamente turbolento, nota anche come equazione di Prandtl-Nikuradse. 

I risultati sperimentali di Nikuradse (1933) sui tubi scabri sono rap
presentati nel diagramma bilogaritmico della figura 13.6. La curva e=· O, 
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Fig. 13.6. - Misure del coefficiente di resistenza in tubi resi artificialmente scabri (Nikuradse, 1933). 

che fornisce i valori di A in funzione di Re nel regime turbolento di tubo 
liscio è stata tracciata utilizzando l'eq. (13.17]. Alcuni valori numerici 
sono riportati nella tabella 13. 1 .  

Per Re< 10' la  funzione.<= !,(Re) di tubo liscio è espressa con buona 
approssimazione anche dall'equazione di Blasius (1913) 

.< = 0,3164 Re-0·25 [13.20] 

che può essere dedotta dalla (13.15] assumendo, per la distribuzione della 
velocità, una legge di potenze proposta da Prandtl nella forma 

."._ = (" 
* Ji)' V* V 
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TABELLA 13.1. - Valori del coefficiente di resistenza it per i tubi lisci. 

R, ' R' ' R' ' 

3,5· 103 0,0415 5,0· 104 0,0209 5,0·105 0,0131 
4,0 0,0399 6,0 0,0201 6,0 0,0127 
4,5 0,0385 7,0 0,0194 7,0 0,0124 

8,0 0,0189 8,0 0,0121 
5,0· 103 0,0374 9,0 0,0184 9,0 0,0119 
6,0 0,0355 
7,0 0,0340 1,0· lOr• 0,0180 1,0· 106 0,0116 
8,0 0,0328 1,2 0,0173 1,5 0,0109 
9,0 0,0318 1,4 0,0168 2,0 0,0104 

1,6 0,0163 3,0 0,0097 
1,0· 104 0,0309 1,8 0,0160 4,0 0,0093 
1,2 0,0294 
1,4 0,0283 2,0· 105 0,0156 5,0· 106 0,0090 
1,6 0,0274 2,5 0,0150 6,0 0,0087 
1,8 0,0266 3,0 0,0145 7,0 0,0085 

3,5 0,0140 8,0 0,0083 
2,0 · 1 04 0,0259 4,0 0,0137 1 ,0· 107 0,0081 
2,5 0,0245 
3,0 

I 
0,0235 

3,5 0,0227 
4,0 0,0220 

La curva dei tubi lisci è rappresentabile anche con altre espressioni 
empiriche, fra cui ricordiamo quella proposta da Nikuradse (1932) 

.< = 0,0032 + 0,221 Re-0.221 (13.21] 

che si raccorda bene con la curva di Blasius. 
Per i tubi omogeneamente scabri l'andamento sperimentale di A in fun

zione di Re è rappresentato, per valori della scabrezza relativa e/D = cast 
(o, inversamente, r0/e= cost), dalle curve interpolari della figura 13.6. 
Al crescere di Re, oltre il valore 2500 e fino a limiti che sono tanto più 
bassi quanto maggiore è la scabrezza relativa, il comportamento dei tubi 
moderata1nente scabri coincide con quello di tubo liscio, perché la sca
brezza resta sommersa nello strato aderente alla parete do1ninato dalla 
viscosità. Si assume convenzionalmente il limite di questo strato ad una 
distanza 6 dalla parete definita dalla 

�"-6� 1 1 ,6 
y 

come mostra la figura 13.4. 
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Fig. 13.6. - Misure del coefficiente di resistenza in tubi resi artificialmente scabri (Nikuradse, 1933). 

che fornisce i valori di A in funzione di Re nel regime turbolento di tubo 
liscio è stata tracciata utilizzando l'eq. (13.17]. Alcuni valori numerici 
sono riportati nella tabella 13. 1 .  

Per Re< 10' la  funzione.<= !,(Re) di tubo liscio è espressa con buona 
approssimazione anche dall'equazione di Blasius (1913) 

.< = 0,3164 Re-0·25 [13.20] 

che può essere dedotta dalla (13.15] assumendo, per la distribuzione della 
velocità, una legge di potenze proposta da Prandtl nella forma 

."._ = (" 
* Ji)' V* V 
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TABELLA 13.1. - Valori del coefficiente di resistenza it per i tubi lisci. 

R, ' R' ' R' ' 

3,5· 103 0,0415 5,0· 104 0,0209 5,0·105 0,0131 
4,0 0,0399 6,0 0,0201 6,0 0,0127 
4,5 0,0385 7,0 0,0194 7,0 0,0124 

8,0 0,0189 8,0 0,0121 
5,0· 103 0,0374 9,0 0,0184 9,0 0,0119 
6,0 0,0355 
7,0 0,0340 1,0· lOr• 0,0180 1,0· 106 0,0116 
8,0 0,0328 1,2 0,0173 1,5 0,0109 
9,0 0,0318 1,4 0,0168 2,0 0,0104 

1,6 0,0163 3,0 0,0097 
1,0· 104 0,0309 1,8 0,0160 4,0 0,0093 
1,2 0,0294 
1,4 0,0283 2,0· 105 0,0156 5,0· 106 0,0090 
1,6 0,0274 2,5 0,0150 6,0 0,0087 
1,8 0,0266 3,0 0,0145 7,0 0,0085 

3,5 0,0140 8,0 0,0083 
2,0 · 1 04 0,0259 4,0 0,0137 1 ,0· 107 0,0081 
2,5 0,0245 
3,0 

I 
0,0235 

3,5 0,0227 
4,0 0,0220 

La curva dei tubi lisci è rappresentabile anche con altre espressioni 
empiriche, fra cui ricordiamo quella proposta da Nikuradse (1932) 

.< = 0,0032 + 0,221 Re-0.221 (13.21] 

che si raccorda bene con la curva di Blasius. 
Per i tubi omogeneamente scabri l'andamento sperimentale di A in fun

zione di Re è rappresentato, per valori della scabrezza relativa e/D = cast 
(o, inversamente, r0/e= cost), dalle curve interpolari della figura 13.6. 
Al crescere di Re, oltre il valore 2500 e fino a limiti che sono tanto più 
bassi quanto maggiore è la scabrezza relativa, il comportamento dei tubi 
moderata1nente scabri coincide con quello di tubo liscio, perché la sca
brezza resta sommersa nello strato aderente alla parete do1ninato dalla 
viscosità. Si assume convenzionalmente il limite di questo strato ad una 
distanza 6 dalla parete definita dalla 

�"-6� 1 1 ,6 
y 

come mostra la figura 13.4. 
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Con scabrezze più elevate o, a parità di scabrezza relativa, con valori 
più alti del numero di - Reynolds, si presenta un regime intenrzedio, o di 
transizione, nel quale A dipende sia da Re sia da e/D. Le curve sperimentali 
di Nikuradse s/D = cost (contrassegnate con i valori di r0/s nella figu
ra 13.6), dopo il distacco dalla curva dei tubi lisci, raggiungono un mini
mo, si rialzano un poco e diventano infine parallele all'asse delle ascisse 
nel campo del moto assolutamente turbolento, caratterizzato dall'influenza 
su .l soltanto della scabrezza del tubo. 

I limiti di separazione fra i diversi regimi sono stati definiti sperimen
talmente in termini del parametro V*Ejv, pari a Rev'A/8(e/D), come segue: 

tubo idraulicamente liscio 

V;l<8
·<5; V Rc/X(,/D)< 14 , 

tubo scabro con moto assolutamente turbolento 

·��>70; 
y 

RevX(,/D):;,200 . 

13.5. Le leggi di. resistenza dei tubi commerciali. 

Il inoto turbolento intermedio tra il regime di tubo liscio e quello 
assolutamente turbolento di tubo scabro presenta un comportamento di
verso a seconda del tipo e della distribuzione della scabrezza alla parete 
del condotto. Le esperienze di Nikuradse, eseguite come si è detto su 
tubi con scabrezza omogenea di sabbia, avevano messo in luce per tubi 
moderatatnente scabri la possibilità del conlportamento di tubo liscio entro 
limitati valori del nu1nero di · Reynolds. Esperienze eseguite da diversi 
ricercatori su tubi commerciali dotati di una scabrezza eterogenea, come 
i tubi di ghisa, di acciaio con e senza rivestimenti, di cemento ecc., hannO 
dimostrato che le curve interpolari del coefficiente di attrito À, al crescere 
di Re, si distaccano subi_to ed _in modo graduahnente crescente dalla curva 
dei tubi lisci, con un andamento che è ben approssimato dalle curve (b) a 
scabrezza relativa costante della figura 13.7. La differenza fra la forma 
delle curve (a) e quella delle curve (b) della figura 13 .  7 è legata al fatto 
che nei tubi commerciali - curve (b) - le asperità alla parete hanno altezze 
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Fig. 13.7. - Andamento del coefficiente di resistenza}. in funzione del numero di Reynolds: in tubi 
con scabrezza artificiale omogenea, curve (a), ed in tubi commerciali, curve (b). 
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Fig. 13.8. - Diagramma di Moody: curve À = À(Re,e/D) ottenute dalla formula di Colebrook con 
diversi valori costanti della scabrezza relativa e/D. 
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Fig. 13.7. - Andamento del coefficiente di resistenza}. in funzione del numero di Reynolds: in tubi 
con scabrezza artificiale omogenea, curve (a), ed in tubi commerciali, curve (b). 
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Fig. 13.8. - Diagramma di Moody: curve À = À(Re,e/D) ottenute dalla formula di Colebrook con 
diversi valori costanti della scabrezza relativa e/D. 
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variabili e distribuite statisticamente entro un certo spettro cosi da poter 
influire con qualche punta sul nucleo turbolento anche con bassi valori 
di Re. Nel regime assolutamente turbolento, confrontando i valori di A 
dei tubi commerciali con quelli dei tubi artificialmente scabri di Nikuradse, 
è possibile individuare una scabrezza e per diversi tipi di parete, dèfinen
dola come l'altezza equivalente di sabbia che darebbe luogo allo stesso .l 
nel moto assolutamente turbolento. 

Colebrook (1939), per interpretare i risultati sperimentali sui tubi c_om
merciali (Colebrook e White, 1937) rispettando da un lato la condizione 
asintotica di tubo liscio e dall'altro quella di moto assolutamente turbo
lento di tubo scabro, ha proposto la seguente formula semiempirica 

Jx = -2•0 log(ifJ� + 
3,
;
l 
n) · [13.22] 

Essa si riduce alla [13.17] se e/D -+0, cioè per tubi lisci, e alla [13.19] 
se Re ha valori abbastanza elevati da rendere il primo ter1nine fra paren
tesi trascurabile rispetto al secondo che mette in conto l'effetto della 
scabrezza. 

In un diagramma logaritmico come quello della figura 13.8, Moody( l 944) 
ha rappresentato un fascio di curve e/D = cost secondo l'eq. [13.22] e 
le ha confrontate con diversi risultati sperimentali ottenuti su tubi com
merciali ricavandone i valori della scabrezza equivalente. Con l'impiego 
di tale diagramma e di una scala di scabrezza come quella riportata nella 
tabella 13.2, è immediato il calcolo del coefficiente di attrito .l per date 
condizioni. 

Dell'equazione implicita [13.22] di Colebrook sono state proposte 
diverse semplificazioni. Per tubi poco scabri, tali che sia Re../I;(e/D) < 
-c.;20-;--25, è conveniente l'impiego della seguente equazione semplificata 
di Supino (1951) 

.< = J,0+ 0,17 Re.<ii (e/D) [13.23] 

nella quale ;\0 indica il valore di .l nei tubi lisci per il dato Re. 
Nel regime di moto assolutamente turbolento, valori di A in funzione 

della scabrezza relativa s/D, ottenuti dall'eq. [13.19], che si riscrive nella 
forma 

J, = [ 2,0 log (3· 7,1 D) r' 

Par. 13.5] Le leggi di resistenza dei tubi commerciali 

TABELLA 13.2. - Coeffici'enti di scabrezza per le tubazioni. 

Tipo di condotta 

1 - Tubazioni tecnicamente lisce (vetro, 
ottone o rame trafilato, resina) 

2 - Tubazioni in acciaio 

a) rivestimenti degradabili nel ten1po 
- tubi nuovi, verniciati per centrifuga

zione 
- bitumati per immersione 
- in servizio corrente con leggera ruggine 

con asfalto o catrame applicati a mano 
- con tubercolizzazione diffusa 

b) rivestimenti non degradabili 

Scabrezza 
omogenea 
equivalente 

e (mm) 

0-:-0,02 

0,05 
0,1070,15 
0,2 -7-0,4 
0,5 -;.-0,6 
1,0 -;.-3,0 

Bazin 

Yn (ml) 

<0,06 
0,10 
0,16 
0,23 

Kutter 

mx (mt) 

<0,12 
0,15 

0,20-7-0,25 
0,3070,35 

- cemento applicato per centrifugazione I 0,05-;.-0,15 <0,06 <0,12 

3 - Tubazioni in lamiera saldata 
- in buone condizioni 
- in servizio corrente, con incrostazioni 

4 - Tubazioni in lamiera chiodata 
- 1 fila di chiodi longitudinali 
- 2 file di chiodi longitudinali 
- Idem, con incrostazioni fino a 
- 4-6 file di chiodi longitudinali 
- 6 file di chiodi longitudinali + 4 tra-

sversali 
- Idem, con incrostazioni fino a 

5 - Tubazioni in ghisa 

a) rivestimenti degradabili nel tempo 
- nuove, rivestite intern. con bitume 
- nuove, non rivestite 
- con lievi incrostazioni 
- in servizio corrente, parzialmente ar-

rugginite 
- fortemente incrostate 

b) rivestimenti non degradabili 
- cemento applicato per centrifugazione 

6 - Tubazioni in cemento 
- cemento-amianto 
- cem. arn1. nuove, intonaco perfetta· 

tamente liscio 
- cem. arm. con intonaco liscio, in ser-

vizio da più anni fino a 
- gallerie con intonaco di cemento, a 

seconda del grado di finitura 

0,2 70,3 
0,4 +1,0 

0,3 +0,4 
0,6 70,7 

3,0 
2,0 

3,0 
5,0 

0,15 
0,2 +0,4 
0,4 -;.-1,0 

1,0 +2,0 
3,0 75,0 

0,10 

0,10 
0,16 

0,10 
0,16 
0,30 
0,23 

0,30 
0,36 

0,06 
0,10 
0,16 

0,23 
0,36 

<0,06 

0,10 <0,06 

0,I0-.;.-0,15 0,06 

2,0 0,23 

0,15 
0,2070,25 

0,18 
0,25 
0,35 
0,30 

0,35 
0,45 

0,12 
0,15 

0,20-.;.-0,25 

0,35 
0,45 

<0,12 

<0,12 

0,12 

0,35 

2,0 -7·5,o I o,2370,36 I o,3070,45 

431 

Gauckler· 
Strickler 

ks (m?i-5-1) 

120 
100 

90 
85780 
75770 

120 

90 
87-.;.-75 

90.-;--85 
85780 

70 
75 

70 
65 

100 
90 

85-;-75 

75770 
65 

105 

105 

100 

70 

70765 
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TABELLA 13.3. - Valori del coefficiente di resistenza À nel regime assolutamente 
turbolento. 

e (mm) 
D (mm) 

0 , 1  0 ,2 0,4 1 ,0  2,0 3 ,0  5 ,0  

30 0,0269 0,0332 0,0418 0,0597 0,0821 0,1015 -

40 0,0249 0,0303 0,0379 0,0530 0,071 5  0,0871 -

50 0,0234 0,0284 0,0352 0,0486 0,0646 0,0780 0,1015 

60 0,0223 0,0269 0,0332 0,0454 0,0597 0,0715 0,0920 
80 0,0207 0,0249 0,0303 0,0409 0,0530 0,0628 0,0795 

100 0,0196 0,0234 0,0284 0,0379 0,0486 0,0571 0,0715 

125 0,0186 0,0221 0,0266 0,0352 0,0447 0,0522 0,0646 
150 0,0178 0,02 1 1  0,0253 0,0332 0,0418 0,0486 0,0597 
200 0,0167 0,0196 0,0234 0,0303 0,0379 0,0436 0,0530 
250 0,0159 0,0186 0,0221 0,0284 0,0352 0,0403 0,0486 

300 0,0153 0,0178 0,0211 0,0269 0,0332 0,0379 . 0,0454 
350 0,0148 0,0172 0,0203 0,0258 0,0316 0,0360 0,0429 
400 0,0144 0,0167 0,0196 0,0249 0,0303 0,0344 0,0409 
500 0,0137 0,0159 0,0186 0,0234 0,0284 0,0321 0,0379 

600 0,0132 0,0153 0,0178 0,0223 0,0269 0,0303 0,0356 
700 0,0128 0,0148 0,0172 0,0214 0,0258 0,0290 0,0339 
800 0,0125 0,0144 0,0167 0,0207 0,0249 0,0279 0,0325 

1000 0,0120 0,0137 0,0159 0,0196 0,0234 0,0261 0,0303 

1 500 0,0 1 1 1  0,0127 0,0146 0,0178 0,0211 0,0234 0,0269 
2000 0,0105 0,0120 0,0137 0,0167 0,0196 0,0217 0,0249 

sono riportati nella tabella 13.3. Questa equazione ha trovato valide con
ferme, oltre che nel comportamento delle scabrezze naturali della maggior 
parte dei materiali costituenti i tubi "commerciali, anche in quello di 
pareti con scabrezze di forme par�icolari distribuite con regolarità o di 
dimensioni notevoli rispetto al raggio idraulico della sezione. Sulle grosse 
scabrezze si veda il paragrafo 13.9, relativo alle condotte di sezione non
circolare. 

13.6. Formule antiche. 

In alcune applicazioni teniche, e particolarmente nel calcolo degli acque
dotti, si preferiva utilizzare l'equazione del moto uniforme nella forma 

�-· - h, = fJ Q' [13 24] L 'D5 
. 
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mettendo in evidenza la portata Q � UQ0 ed impiegando un coefficiente 

di resistenza dimensionale {31, detto di Darcy, da esprimere in m-1 s2. 
Prima che fosse approfondita l'indagine sulla dipendenza del coef

ficiente di attrito dal numero di Reynolds e dalla scabrezza relativa, nelia 
seconda metà del secolo scorso diversi sperimentatori avevano proposto 
formule empiriche per il calcolo di {J, in funzione soltanto della natura 
della parete. 

Fra le più note, sono da ricordare le formule 

(Bazin) 

(Kutter) 

(Gauckler-Strickler) 

{J, � 0,000857(1 + 2yB/VD)'; 
fJ, � 0,000648(1 + 2m"/Vi5)'; 
{J, � 10,3/ki D'; 

YB in mt 

mK in ml 

ks in ml 8-1 

La tabella I 3.2 riporta anche le scale dei parametri dimensionali di 

scabrezza yB, m1n ks. 
Si noti che queste formule, di origine europea, comportano tutte una 

equazione quadratica delle resistenze, del tipo 

j=K;Q'. 
Diversa è una formula empirica che, nella prima metà di questo secolo, 

trovò largo impiego nella progettazione degli acquedotti in America: la 
formula di Hazen-Willimas. Essa è del tipo 

j=.K;Q1,s5 
e mette in conto evidentemente, se si confronta con l'equazione del moto 
uniforme, una dipendenza del coefficiente di resistenza dalla velocità, 
ossia dal numero di Reynolds. 

La massima influenza di Re, nel regime turbolento, si verifica nel 
campo dei tubi lisci dove, per bassi valori del numero di Reynolds, si 
giunge alla relazione j = KrQ1•75 se si assume, secondo Blasius, A propor
zionale a Re-0•25• In tutto il campo del moto turbolento l'esponente della 
velocità, e quindi della portata, varia nell'equazione del moto fra il mi� 
nimo 1, 75 per tubo liscio ed Re < 105 e il massimo 2 nel moto inflnen
zato totalmente dalla scabrezza della parete. 

13.7. Problemi del moto uniforme. 

Il calcolo delle perdite di carico, date le caratteristiche del fluido e, µ 
(oppure '�µ/e) della condotta L, D, e e la portata Q, è immediato con 
l'impiego dell'eq. [13.10] e delle formule riportate per la valutazione del 
coefficiente di resistenza. 
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Il calcolo della portata, date le proprietà del fluido e e µ, la pendenza 
motrice j, la scabrezza e e il diametro D della condotta, si può ottenere 
sostituendo À dall'eq. [13.10] nella [13.22] di Colebrook e ricavando 
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quindi la velocità media. In termini di portata segue 
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Con questa equazione sono state tracciate le  curve Q = Q(j), per 
assegnati valori del diametro e della scabre.zza, nei diagrammi logaritmici 
delle figure 13.9 e 13.10. 

Le curve si riferiscono all'acqua a 13 °C, ossia con 'PR= l ,206 · I0-6 m2 s-1, 
ma, per cambiamenti di temperatura entro ± 10  °C, le Variazioni di li. sono 
praticamente inapprezzabili. Per fluidi diversi dall'acqua si possono im
piegare gli stessi diagrammi tenendo presente che, a parità di D, risulta 
Q/v'] =f(v/v']) , essendo v la viscosità cinematica del fluido in esame. 
Basta cercare sui diagrammi il valore della portata Q*  corrispondente alla 
pendenza j* data dalla 

j* = j(vH/v)2 ; 

osservando che dev'essere Q*/v'J* = Q/VJ segue 

Q = Q* 1lJ.= Q* -"- .  y }  Va 
[13.26) 

Problema di progetto. Calcolo del diametro D, date le proprietà del 
fluido (! e µ, la pendenza motrice j, la scabrezza della condotta e la por
tata Q. 

Conviene generalmente procedere per iterazione verificando che la 
capacità di deflusso della condotta con un diametro prefissato sia pari o 
poco superiore alla portata assegnata. La scelta del diametro non richiede 
di solito più di un tentativo peréhé essa va fatta nell'ambito dei diametri 
commerciali. Impiegando i grafici delle figure 13.9 e 13. 10, la soluzione 
del problema è chiaramente facilitata. Per maggiori informazioni si veda 
l'esempio 13.3, nel quale sono richiamate in particolare le memorie di 
Swamee e Jain (1976) e di Pezzoli (1977). 

13.8. Condotte di sezione non-circolare. 

L'equazione del moto uniforme si applica anche alle condotte di sezione 
diversa dalla circolare sostituendo il diametro con un'_altra lunghezza carat
teristica dal punto di vista idraulico. Normalmente a questo scopo s'im
piega il raggio idraulico R, moltiplicato per 4 per rispettare l'equiva
lenza con il diametro nella sezione circolare. L'equazione del moto assume 
la forma 

!. U' 
j= 4R0 2g [13.27) 

già introd.otta nel paragrafo 9.7, e richiamata nel paragrafo 13.3, nella 
quale però i valori di !. dipendono non solo dal numero di Reynolds e 
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dai parametri di scabrezza, ma, sia pure moderatamente, anche da para
metri di forma. 

Le figure 1 3. 1 1  e 13.12 mostrano alcuni esempi di distribuzione delle 
isotachie nel moto turbolento entro un condotto di sezione rettangolare 
ed uno di sezione triangolare (Nìkuradse, 1926-1930). 
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Nel caso di moto turbolento piano, cioè del moto in un condotto retw 
tango lare di larghezza infinitamente grande rispetto al suo spessore 2y0 , 
partendo dalla distribuzione logaritmica della velocità, si possono dedurre 
espressioni logaritmiche del coefficiente À perfettamente analoghe a quelle 
ottenute nella sezione circolare per il regime idraulicamente liscio e per 
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dai parametri di scabrezza, ma, sia pure moderatamente, anche da para
metri di forma. 

Le figure 1 3. 1 1  e 13.12 mostrano alcuni esempi di distribuzione delle 
isotachie nel moto turbolento entro un condotto di sezione rettangolare 
ed uno di sezione triangolare (Nìkuradse, 1926-1930). 
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Nel caso di moto turbolento piano, cioè del moto in un condotto retw 
tango lare di larghezza infinitamente grande rispetto al suo spessore 2y0 , 
partendo dalla distribuzione logaritmica della velocità, si possono dedurre 
espressioni logaritmiche del coefficiente À perfettamente analoghe a quelle 
ottenute nella sezione circolare per il regime idraulicamente liscio e per 
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quello assolutamente turbolento, ossia: 

1 vX = A log (RevX) + B; 

Jx = A log (4:) + B; 

con Re = 4RU/v ed R = y0• 

[Cap. 13 

Il coefficiente A è lo stesso dei tubi circolari, mentre le costanti B11 e B; 
differiscono dalle corrispondenti B1 e Br della quantità 

B; - B, = B; - B,. = A (21� !(j -log 2) = A(- 0,0839) . 

Le stesse leggi di resistenza possono essere scritte come 

1 vX = 2,0 log (f Re vX) 2,51 -

1 vX = 2,0 log (4�R) 
per i tubi lisci; 

per i tubi scabri con moto 
assolutamente turbolento; 

[13.28] 

[13.29] 

ricorrendo al coefficiente di forma f, già definito nel paragrafo 9.7 ed 
impiegato allora per il moto laminare. Nel presente caso, di moto turbo
lento piano, è 

log f = - 0,0839 , ossia f= 0,824 . 

Le leggi predette possono essere ovviamente combinate insieme in una 
equazione tipo Colebrook. 

Nel campo del moto assolutamente turbolento, diverse esperienze sono 
state eseguite su condotti di sezione rettangolare, resi artificialmente scabri, 
per valutare l'altezza equivalente e di sabbia. Si ricordano in partic6lare 
le misure di distribuzione della velocità eseguite da Schlichting (1936) su 
pareti rese scabre con 'il ricoprimento di sfere, oppure di segmenti sferi61 
o di coni distribuiti con assegnate densità. Dal confronto con la legge 
logaritmica di velocità, l'autore ha dedotto la scabrezza equivalente e ;  
i suoi valori sono risultati variabili, con l'entità del ricoprimento, da  1/4 
dell'altezza effettiva degli ostacoli fino al massimo di 4 volte l'altezza 
stessa per le sfere, da 1/8 a 1 ,40 per le semisfere, da 1/6 a 1 per i coni. 
Rubatta (1968) ha misurato il coefficiente di resistenza in tubi rettangolari 
larghissimi resi fortemente scabri con l'incollatura sulle pareti di sferette 
metalliche di diametro d disposte per file trasversali alternativamente sfalsate, 
con una ricopertura del 78 %. Con rapporti fra il diametro delle sfere e 
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lo spessore medio libero di deflusso della sezione pari a 0,57-0,71-1,17-2,05, 
i risultati sperimentali hanno verificato il valore e = 1,55d della scabrezza, 
già ottenuto da Schlichting attraverso misure di velocità nelle stesse con
dizioni di ricoprimento della parete, e hanno confermato la legge di resi
stenza logaritmica [13.29] con f = 0,83. 

13.9. Complementi sulla distribuzione delle velocità. 

Nel moto uniforme turbolento fra piani paralleli ed in quello entro 
tubi di sezione circolare le velocità medie locali si distribuiscono seguendo 
la stessa legge. 

La figura 13. 1 3  mostra alcuni esempi di profili della velocità adimen
sionale v/v* , rilevati sperimentalmente, in funzione della distanza rela
tiva y/y0 dalla parete. Con y0 s'intende la distanza alla quale si verifica 
il valore massimo della velocità: il raggio nella sezione circolare, la semi
altezza nella sezione rettangolare. 
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Fig. J3.J3. - Rìlievì sperimentali di velocità di Nikuradse (1932) in tubi circolari e di DOnch (1926) 
in tubi rettangolari; le curve rappresentano la legge di distribuzione logaritmica. 
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Fig. J3.J3. - Rìlievì sperimentali di velocità di Nikuradse (1932) in tubi circolari e di DOnch (1926) 
in tubi rettangolari; le curve rappresentano la legge di distribuzione logaritmica. 



440 Moto uniforme nelle condotte in pressione [Cap. 13 

Prandtl, basandosi sulle osservazioni sperirrientali già citate al para
grafo 13.5, aveva previsto in una region.e prossima alla parete la dipen
denza di v/v* unicamente dalla distanza adimensionale: 

1'.. = IJ<ol' 
y, ' 
y 
' 

nel caso di parete « liscia » , 

nel caso di parete « comple
tamente scabra » . 

Le distribuzioni logaritmiche delle velocità sperimentali rilevate da 
Nikuradse (1932-33) 

_v_ = 5,75 log("•Y) + 5,5 
"• p 

_v_ = 5,75 log(!) + 8,5 
"• ' 

[13.30] 

[13.31] 

hanno sostanzialmente verificato la validità della legge di parete di Prandtl. 
Tuttavia, un'analisi più accurata mette in evidenza qualche differenza 
nell'andamento dei profili sperimentali rispetto a quelli logaritmici, di 
entità modesta ma di carattere sistematico; in particolare, per y -> Yo , 
le leggi logaritmiche non- presentano un massimo di Velocità. 

Il confronto con le misure sperimentali, per la maggior parte le stesse 
che servirono a precisare numericamente le equazioni [13.30] e [13.31], 
consente di definire il limite della regione in cui la legge di parete è vera
mente soddisfatta e suggerisce qualche considerazione a chiarimento dei 
risultati del processo deduttivo delle leggi di resistenza. 

· Conviene per questo riportare i singoli profili di velocità, rilevati in 
condotti di sezione circolare o rettangolare, con pareti lisce o scabre, in 
un diagramma semilogaritmico avente in ordinate v/v* ed in ascisse i 
logaritmi di y/y0 (fig. 13. 14). L'esame di questi grafici (Marchi, 1960-61), 
è interessante soprattutto per il confron,to con le rappresentazioni delle 
figure 13.4 e 13.5 dove Je inisure sperimentali di v/v* erano riportate, 
per i tubi -lisci, nel loro insieme al variare del numero di Reynolds e, per 
i tubi completamente scabri, nel loro insieme al variare della scabrezza 
relativa s/D. A differenza di tali andamenti medi, interpolabili in ambedue 
le situazioni con rette di pendenza 5,75, ossia con le equazioni [13.301 
e [13 .31], i profili di velocità v/v* =f{1og(y/y0)), esaminati singolarmente 
in ogni sezione, .con date condizioni al contorno e data portata, mostrano :  
(a) un primo tratto rettilineo che ha pendenza 5,75, coincidente con l'an
damento medio predetto, ben definito per y/y0 .;; 0,15, (b) un secondo tratto 
rettilineo, compreso fra y/y0 oo 0,15 ed y/y0 oo 0,85, di pendenza sensi-
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Fig. 13.14. - La distribuzione logaritmica della velocità, rappresentata a tratto intero sottile nel 
diagramma semilogaritmico, a confronto con alcuni rilievi sperimentali cli Nikuradse (1932) in tubi 

circolari e cli Dtinch (1926) in tubi rettangolari. 

bilmente più accentuata con valori intorno a 6,57 7,0, (e) un tratto finale 
curvilineo concavo verso il basso per 0,85 < y/y0 < 1 . 

La regione di validità della legge di parete 

1J_ = 1("· !' !) V* 'V ' 8 

resta compresa fra i limiti 0<y<0,15y0• In questo campo, per i valori 
di y che soddisfano la v.y/>;;, 1 1 ,6, il legame è sperimentalmente rap
presentato dalle leggi logaritmiche di Nikuradse. Nei punti più vicini 
alla parete, se .questa è Jiscia, il legame tende all'equazione lineare del 
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Fig. 13.14. - La distribuzione logaritmica della velocità, rappresentata a tratto intero sottile nel 
diagramma semilogaritmico, a confronto con alcuni rilievi sperimentali cli Nikuradse (1932) in tubi 
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moto laminare v/v* = v* y/v e resta quindi sempre del tipo previsto dalla 
legge di parete. 

Nella restante parte della sezione, ossia per 0,15 < y/y0 < 1, la distri
buzione della velocità, o del cosiddetto difetto di velocità Vmax - v (Stan
ton, 19 1 1), segue una legge di similitudine 

Vm,. --� = 1(2:_) 
V* Yo 

di forma più complessa (cfr. Rouse, 1 959) dell'equazione 

Vmo< -_I' = _ 5,75 log{f,) "• 
che si deduce dalle leggi logaritmiche (vm" = velocità alla distanza y0), 
Queste ultime leggi dovrebbero dunque essere corrette con l'aggiunta di 
una funzione del solo argomento y/y0 la cui determinazione può essere 
fatta senza difficoltà su basi sperimentali, Così, per i tubi lisci si potrebbe 
scrivere 

_!'_ = 5,75 log("• Y) + 5,5 + F(y/Yo) V* V 
[13,32] 

ed analoga equazione, con la stessa F(y/y0), per i tubi scabri con moto 
assolutamente turbolento (v. Marchi, 1960), 

Ma non è tanto sull'entità della correzione, trascurabile ai fini tecnici, 
che si vuole richiamare l'attenzione, quanto sul suo significato nei con
fronti degli sviluppi successivi. Infatti, per dedurre le leggi di resistenza, 
occorre integrare le distribuzioni della velocità sull"area della sezione e 
allora il contributo del fattore correttivo F(y/y0), proporzionale a 

l f F(y/y0) d(y/y0) ,  
o 

si riduce ad un valore costante da aggiungere a B1 o a Br, e non modi
fica la forma delle leggi. Ciò giustifica gli aggiustamenti che si sono resi 
necessari per adeguare ai rilievi sperimentali le leggi di resistenza ricavate 
a partire dalle distribuzioni puramente logaritmiche [13.30] e [13.31]. 

Il coefficiente che nelle equazioni della velocità conserva importanza 
determinante per le deduzioni successive è il moltiplicatore del logaritmo 
di (v.y/v) o di (y/e) ; il valore indicato da Nikuradse, 5,75, deriva non 
dalla interpolazione di un profilo completo della velocità v/v. nel con
sueto diagramma semilogaritmico, ma dalla determinazione della pen-
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denza di quel profilo nella sola regione di parete. Tale valore è stato con
fermato, entro il 3 % , anche da successive ricerche sperimentali specifiche 
sull'argomento. Si rimanda, in proposito, al confronto eseguito con le 
misure proprie e di altri autori da Leutheusser (1963), 

ESEMPI 

Esempio 13.1  

Calcolo della perdita di  carico piezometrico dovuta al  deflusso in moto uniforme 
di acqua alla temperatura di 15  °C con la portata di 220 I/s in una condotta nuova 
di acciaio saldato, bitumata internamente per immersione, lunga 1550 m e con dia
metro interno 400 mm. 

Sono dati: 

per acqua a 15 °C la viscosità cinematica 

l'area della sezione di diametro 400 mm 

la velocità media con la portata Q = 0,220 ma s-1 

da cui deriva il numero di Reynolds 

UD 
Re = - = 6 14· 105 

V ' 

'P = 1,14· l0-6 m2 s-1 

Q = 0,1257 m2 

U � Q/Q � 1,750 ms-' ; 

e, assumendo per la scabrezza equivalente della parete e = 0,10 mm (v. tab. 1 3.2), 

s 0,10 

J5 � 
400 

� 0,00025 , 

Con i valori trovati di Re e di e/D, dalla formula di Colebrook [13.22] o grafi
camente dal diagramma della fig. 13.8 si ottiene il valore 

,\ � 0,0156 

del coefficiente di perdita distribuita. 
La perdita di carico piezometrico, coincidente nel moto uniforme con la per

dita di carico effettivo, è data quindi dall'equazione 

,\ U' 
h1- h2 == H1- H2 = jL = - - L  = 6,09· l0-3• 1550 = 9,44 m .  

D 2g 

Osservazione. L'in1piego di formule antiche per il calcolo del coefficiente di reM 
sistenza, del tipo di quelle richiamate nel paragrafo 13.6, è sconsigliabile quando la 
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l f F(y/y0) d(y/y0) ,  
o 

si riduce ad un valore costante da aggiungere a B1 o a Br, e non modi
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determinante per le deduzioni successive è il moltiplicatore del logaritmo 
di (v.y/v) o di (y/e) ; il valore indicato da Nikuradse, 5,75, deriva non 
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denza di quel profilo nella sola regione di parete. Tale valore è stato con
fermato, entro il 3 % , anche da successive ricerche sperimentali specifiche 
sull'argomento. Si rimanda, in proposito, al confronto eseguito con le 
misure proprie e di altri autori da Leutheusser (1963), 

ESEMPI 

Esempio 13.1  

Calcolo della perdita di  carico piezometrico dovuta al  deflusso in moto uniforme 
di acqua alla temperatura di 15  °C con la portata di 220 I/s in una condotta nuova 
di acciaio saldato, bitumata internamente per immersione, lunga 1550 m e con dia
metro interno 400 mm. 

Sono dati: 

per acqua a 15 °C la viscosità cinematica 

l'area della sezione di diametro 400 mm 

la velocità media con la portata Q = 0,220 ma s-1 

da cui deriva il numero di Reynolds 

UD 
Re = - = 6 14· 105 

V ' 

'P = 1,14· l0-6 m2 s-1 

Q = 0,1257 m2 

U � Q/Q � 1,750 ms-' ; 

e, assumendo per la scabrezza equivalente della parete e = 0,10 mm (v. tab. 1 3.2), 

s 0,10 

J5 � 
400 

� 0,00025 , 

Con i valori trovati di Re e di e/D, dalla formula di Colebrook [13.22] o grafi
camente dal diagramma della fig. 13.8 si ottiene il valore 

,\ � 0,0156 

del coefficiente di perdita distribuita. 
La perdita di carico piezometrico, coincidente nel moto uniforme con la per

dita di carico effettivo, è data quindi dall'equazione 

,\ U' 
h1- h2 == H1- H2 = jL = - - L  = 6,09· l0-3• 1550 = 9,44 m .  

D 2g 

Osservazione. L'in1piego di formule antiche per il calcolo del coefficiente di reM 
sistenza, del tipo di quelle richiamate nel paragrafo 13.6, è sconsigliabile quando la 
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tubazione è poco scabra, come nel caso i n  esame, perché tali formule non tengono 
conto dell'influenza del numero di Reynolds. Ad esempio, utilizzando la formula di 
Gauckler�Strickler, si otterrebbe una buona concordanza con il risultato precedente 
assumendo ks = 105 ml s-1, perché risulta 

e quindi 

R = 
l0,3 

= 1 268· !Q-3 m-1 s2 Pr k�Dk ' 

Q' 
h1- h2 s= H1- H2= jL = fJr D5L = 5,99· I0-3• 1550 = 9,29 m; 

ma, con lo stesso parametro di  scabrezza, le  differenze diventerebbero sensibili per 
valori minori del numero di Reynolds, come mostra il quadro seguente. 

Q u Re 2 j p, j' (j-j')/j 
ma s-1 ms-1 x 10-5 (e = 0,10 1nm) x 103 (k, � 105) x l 03 % 

0,055 0,4375 1,53 0,0180 0,439 1,268· I0-3 0,375 + 14,6 
0,110 0,875 3,07 0,0166 1,62 » 1�50 + 7,5 
0,220 1,750 6,14 0,0156 6,09 » 5,99 + 1,6 
0,440 3,500 12,28 0,0151 23,6 » 24,0 - 1,7 

Esempio 13.2 

Calcolo della portata di un oleodotto, costituito da una condotta di acciaio 
senza saldatura con diametro interno di 300 mm, per il trasporto di petrolio greggio 
alla temperatura di 15 "C con una pendenza motrice dell'l % .  

Con i dati del problema si possono assumere i seguenti valori: 

viscosità cinematica del petrolio 

scabrezza equivalente delJa condotta 

Il valore della portata è fornito dalla [13.25] 

v =  l ,l · l o-5 m2 s

e =  0,15 n1m . 

Q � -n(0,3)' V2g 0,3 X0,01 · log (--;!,�l_x�_·_lO�" - -1- 0,15/300) � 2 o,3 v2go,3 xo,01 3,11 
= 0,113 m3 s-1 = 113 I s-1 • 

Il risultato si poteva ottenere anche utilizzando il diagram1na della fig. 13.9, 
con1e si è indicato nel paragrafo 13.7, Si cerca, per D = 300 mm, il valore della 
portata Q* che corrisponde graficamente ad una scabrezza e =  0,15 mm e alla 
pendenza 

i"' � j(v,,/v)' � O,Ol(l,206· 10-"/l , l  · lO-")' � 0,00012 
essendo v0 la viscosità cinematica dell'acqua assunta alla te1nperatura di 1 3 °C per 
il tracciamento dcl profilo di fig. 13.9. Si ottiene Q* = 12,5 l s-1• 

Esempi 

Con questo valore di portata dalla [13.26] segue 

V 1 l · J0-5 Q � Q'- � 12,5-'--- � 1 14 I s-' 
Vu 1,206· l 0-6 

in ottima concordanza con il risultato deJ calcolo diretto. 

Esempio 13.3 

445 

Progetto del diametro di una tubazione di ghisa, con superficie grezza in con� 
dizioni di servizio corrente, per il trasporto di 50 1/s di acqua, alla temperatura 
ordinaria, con una perdita di carico piezometrico di 7 m per km. 

Sono dati: 

la portata 

la cadente effettiva, coincidente con quella piezo
metrica 

la condizione della parete rappresentabile con il 
parametro di scabrezza 

Q = 50· 10-z m3 s-1 

j = 0,007 

e = 1,0 mm . 

Dal diagramma della fig. 13.10, con questi dati, si ricava il valore del diametro 
interno 

D = 0,250 rn .  

Per verifica si esegue il calcolo numerico della portata deftuibile in tale condotta 
nelle condizioni trovate. Con l'eq. [13.25], assunto v = 1,2· 10-6 mz s-1, si ottiene 

= ·- --- V g 0,25 X , 07 Og ---------�--!- -- � Q n(0,25)' ,  12 O O I ( 2,51 X l ,2· 10-" l,0/250) 
2 0,25Y2g0,25 X0,007 3,71 

= 53· J0-3 m3 s-1 

valore lievemente maggiore di quello richiesto di 50 1 s-1• D'altra parte l'adozione 
del diametro commerciale immediatamente inferiore, D = 225 mm, porterebbe ad 
un valore di portata di ,....._, 40 I s-1, decisamente in difetto rispetto al previsto. 

Osservazione. Diversi metodi di risoluzione esplicita del problema di progetto 
sono stati proposti, sempre utilizzando la fonnula di Colebrook, per Ìl calcolo del 
coefficiente J. di perdita distribuita. Si rimanda in proposito al lavoro di Swamee e 
Jain (1976) e alle memorie 11 richiamate. 

Particolarmente efficace, in tale indirizzo, appare una formula ottenuta nel 1977 
da Pezzoli con un opportuno procedimento semplificativo a partire dalla formula 
di Co!ebrook. Essa presenta un'approssimazione largamente sufficiente per gli scopi 
tecnici ed ha la forma 

con LI � (Q'/gj)'., 
D � LI  - � Iog -� + 5,4� ' [ n ( e V )]-' 

v2 l,77LI 111vgj 
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Utilizzando questa formula s i  ottiene 
LI � (0,05'/9,81· 0,007)1 � 0,5155 , 

D � 0,5155 - -log ' + 5,4 ' � 0,243 l " ( o 001 1 2· 10-• )]-• 
v'2 1,n· o,5155 o,51551v9,s1 · 0,001 

m .  

Resta quindi confermata la scelta del diametro commerciale D = 0,250 m. 

Esempio I 3.4 

Calcolo, in base alla legge logaritmica di distribuzione della velocità in un 
tubo di sezione circolare, della distanza dalla parete alla quale il valore della ve
locità è pari al valore medio nella sezione. 

Il risultato, come sarà dimostrato nel seguito, non dipende dalle condizioni al 
contorno, cioè dal comportamento di parete liscia o di parete scabra. 

Conviene scrivere la distribuzione logaritmica della velocità nella forma 

V (y) Vm - = 2,5 ln - + 
v* ra V* 

dove v"' è la velocità alla distanza r0 dalla parete e vm/v* è funzione delle condizioni 
al contorno. 

Per definizione, la velocità media U vale 

U = _!_fr; 2n(ro-Y) dy 
nr� 

e quindi, tenendo conto della precedente espressione della v, segue 

Posto 

!1, � ;5"[2,5In (!'._) + �] (,, - y) dy . 
v* r0 r0 v* 

" 

17 = y/ro 
l'equazione precedente diventa 

' 
- � 2 2,5 In 17 + - (1 - 17) dry � U J( Vm) 
V* V* 

' ' ' 

� 5,0J1n n tln - 5,0J1 Inry dry + 2� J(l - ry) d11 � 

� 5,0[11(1nry - l)]i- 5,o � lnn - - + 2� n - - � [1' ( 1)]' V [ ry']' 
2 2 o V* 2 o ( 1) Vm � 5,0(- 1,0) - 5,0 - - + - . 4 v, 
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Dal confronto di questo risultato con l'espressione logaritmica della velocità 
alla distanza cercata Yw), si ottiene 

ossia 

da cui 

2,5 In � + - = - 5,0 - -i- -(Y<ui) Vm (3) Vm 
r0 v* 4 v* 

In Y(Ul _ 
3 

ro - - z  

YcuJ = 0,223 r0 • 

Il risultato è indipendente dal valore di vmfv* e ciò conferma la non influenza 
delle condizioni al contorno di cui si è detto inizialmente. 

La legge logaritmica di distribuiione della velocità si può scrivere ovviamente 
anche nella forma 

V ( Y )  U - = 2,5 ln - + -v* Y(u) v* 

e quindi anche, essendo Y(ui = 0,223 r0, 

- = 2,5 ln - + - - 3, 75 V (y ) U 
v* ra v* 

che esprime il valore locale della velocità a partire dalla conoscenza del suo valor 
medio nella sezione. 
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CAPITOLO QUATTORDICESIMO 

MOTO PERMANENTE NELLE CONDOTTE 

14.1. Condizioni di moto permanente. 

Il movimento di un fluido in pressione si realizza spesso in condizioni 
permanenti, o mediamente permanenti, cioè in condizioni indipendenti dal 
tempo con riferimento ai valori medi locali delle velocità turbolente. In tali 
condizioni il moto ha carattere uniforme, come si è visto nel capitolo pre
cedente, nelle condotte cilindriche percorse da rin liquido o comunque 
da un fluido soggetto a variazioni di densità trascurabili. 

Restano da esaminare in questo capitolo i moti permanenti, non uni
formi, che si verificano nei tratti soggetti a variazioni graduali o brusche 
di sezione o di direzione, a variazioni di portata lungo il percorso ed a 
variazioni di densità del fluido. 

14.2. Condotte con variazioni graduali di sezione. 

Le perdite di carico totale nei tubi convergenti o divergenti con gra
dualità, dovute alle resistenze sul contorno, si valutano con espressioni 
formalmente identiche a quelle consigliate per il calcolo delle perdite di 
carico nelle condotte cilindriche. Nel caso di fluido a densità costante .le 
equazioni sono quindi : 

J5. MARCH!-RUBATTA. 

Q = f.JU � cast 

. dH A U2 
J = - ds 

= 4R 2g 

[14. 1 ]  

[14.2] 
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CAPITOLO QUATTORDICESIMO 

MOTO PERMANENTE NELLE CONDOTTE 
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dove R è il raggio idraulico e Q l'area della sezione, variabili con la 
coordinata spaziale s. Al solito Q indica la portata, U la velocità media, 
H il carico effettivo e À il coefficiente di resistenza. Se la sezione è circolare, 
l'equaziol)e dinamica diventa 

. dH 8!c Q' J = - -- = ···-· -ds g:n2 Dr> 

con D funzione della coordinata s. 

[14.3] 

La [14.2] si integra appena si conosce Q = Q(s) ed in particolare, per 
le condotte circolari, il diametro D = D(s). Il coefficiente A si calcola 
con le formule viste nel capitolo 13. 

La perdita di carico totale - dH/ds è diversa dalla pendenza i = 
= - dh/ds, perché l'altezza U'/2g varia lungo la condotta : le linee dei 
carichi totali e dei carichi piezometrici non sono infatti fra loro parallele 
(v. figure 14.1 e 14.2). 

� U' 
J'ii carichi rotali 

__ L ·-::c;:;i:;:;r:- (-;- -·._ 
H, - Il, 

\-

-- --
ù: " 

� --J, - -4 _!!_,_ -------Jy, 

f----.1·-� ... ,___----L------1 

u, -- ----

Fig. 14.1. - Perdite di carico effettivo in un divergente conico. 

Le resistenze al contorno sono le sole cause delle perdite che si veri� 
ficano nelle condotte convergenti con gradualità. Nelle divergenti, l'effetto 
dell'allargan1ento, a 1neno che l'angolo di divergenza non sia inferiore a 
circa 7°, provoca nella corrente che rallenta dissipazioni energetiche sup
ple1nentari dovute agli urti interni e soprattutto alla formazione di vortici 
per distacco dello strato limite dalle pareti. Di questi effetti, che si accen-

Par. 14.31 Perdite localizzate: accidentalità e curve 

Hi. - H2 
- carichi totali ·--·---- .  � r �-:---1==.:.--=.:-_·--

U• 
2ii carichi piezometrici f2 ì -

U, ( 
� ))\--

2g 

u -----D---

r-·---;i __ 

u, 
,-- - --

Fig. 14.2. - Perdite di carico effettivo in un convergente conico. 
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tuano ovviamente con l'aumentare dell'angolo di divergenza, si tiene conto 
con valutazioni analoghe a quelle delle perdite per brusche variazioni di 
sezione, che vengono trattate nel paragrafo seguente. 

14.3. Perdite localizzate: accidentalità e curve. 

Si dicono localizzate le perdite di carico totale che si verificano nelle 
condotte in corrispondenza di variazioni di sezione più o meno brusche, 
provocate dalla presenza di raccordi, saracinesche, valvole, ecc., o di 
variazioni di direzione per la presenza di curve, gomiti o giunzioni. 

Tali perdite di energia meccanica, che viene convertita in calore, sono 
sempre conseguenza di allargamenti della corrente perché questo fenomeno 
comporta, con il rallentamento del flusso, fenomeni interni d'urto e me
scolamenti vorticosi più accentuati, cioè quello sviluppo di macroturbo
lenza dissipativa che accompagna la separazione dello strato limite (cfr. 
cap. 12). 

Sotto questo aspetto è esemplare lo studio del brusco allargamento. di 
sezione che è stato riportato nel paragrafo 1 1 .5. Le perdite di carico effet
tivo in quel caso ed in genere nelle situazioni di dissipazioni localizzate, 
si esprimono, come si è già visto nei paragrafi 1 1 .4 e 1 1 .5, in termini pro
porzionali all'altezza cinetica di valle, ossia con formule del tipo 

U' b.H = i; 2g [14.4] 
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essendo � un coefficiente che dipende dal tipo e dalla forma di acciden
talità e che nella maggior parte dei casi viene determinato per via speri
mentale (Weisbach, 1855). A rigore questo. coefficiente è- funzione anche 
del numero di Reynolds, ma tale dipendenza è di norma trascurabile nel 
campo degli alti valori di Re, frequenti nei problemi tecnici. 

Si riportano nel seguito alcuni valori indicativi per il calcolo delle 
perdite localizzate in : imbocchi, sbocchi, allargamenti, restringimenti, 
valvole, giunzioni, gomiti e curve. Tali valori, per quanto riguarda le prime 
quattro accidentalità, sono stati esposti nei paragrafi 1 1 .4 ed 1 1 .5 e ven
gono qui soltanto richiamati. 

Imbocco di una condotta da un serbatoio (U = velocità nella condotta di diametro D) 

A spigolo vivo ç = 0,50 
Condotta rientrante ç = 1,00 
Boccaglio di invito ,;. ç = 0,06 
Imbocco arrotondato ç = 0,0670,10 
Imbocco conico (da D0 a D) ç = O, 10 70,25 per D0/D = 2,5-:-- 1 ,5 

Sbocco di una condotta in un serbatoio (U = velocità nella condotta di diametro D) 

A spigolo vivo < � !,O 
Sbocco conico (da D a D0) < � 0,20 +0,50 per D0/D � 3,0+1,5 

Allargamento di sezione da Q1 a Q� (U = velocità a valle) 

o 

Allargamento brusco' 

Allargamento conico (angolo totale di 
apertura O) 

= 10° 20' 30' 40' 50' 60' 

Ke = 0,20 0,40 
0,70 0,95 1,10 1,20 
0,65 0,80 0,95 1 ,00 

< �  (f.I, ·- 1)' f.!, 

ç � Ko (�:- 1)' 

70' 80' 90' 120° 
1 ,20 1,1 6 1 ,  12 1,05 
1 ,05 1 ,05 1,05 1 ,05 

Restringimento di sezione da D1 a Q2 (U = velocità a valle) 

-� D2/D1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 
' 4� ,;4 0,48 0,44 f',41 0,31 0,26 0,24 0,18 

SaracinescheMvalvofe (Perdite di carico a completa apertura) 
Saracinesche 
Valvole a fuso 
Valvole a farfalla 
Valvole di fondo 

' � 0.20 
' � 0,20 é-0,30 
ç � 0,30 é-0,50 
< � 1,o c- J,5 

180' D1/D2 

1,00 1/2 
1 ,00 I /IO 

0,8 0,9 
0,13 0,06 

Par. 14.3] Perdite localizzate: accidentalità e curve 

Gomiti 

Gomito a 90° 
Gomito a 60° 
Gomito a 45° 

ç � 0,9 
< � o,s 
ç � 0,3 

Giunzioni a T fra tubi di ugual diametro (fig. 14.3) 

b..H;_; = çi-i(U�/2g) . 

+1,1 
70,6 
70,4 
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2 �����������-J 

I [  
Fig. 14.3. - Giunzioni a T. I [  

Per Q1/Q3 variabile da 0,5 a 1,0 si ha corrispondentemente: 

a) per confluenza delle correnti 1 e 2 nella 3 

b) per suddivisione della corrente 3 nelle 1 e 2 

Curve 

ç1-s = da 0,4 a 1 ,1 
ç-2-s = da 0,5 a 0,6 

ça-1 = da 0,8 a 1,3 
$a-2 = da 0,05 a 0,4 

Valori del coefficiente ç per Re = 106 sono forniti dal grafico di figura 14.4 in 
funzione del rapporto r/D (raggio di curvatura/diametro tubo) e dell'angolo di 
deviazione. Per valori di Re ::fa 106 si moltiplica çcto'J per un fattore di correzione iZi, 
fornito dal grafico di figura 14.5, in funzione del numero di Reynolds e ancora del 
rapporto r/D: 

ç = ç(lo'J'IZa · 

Per altri dati sulle perdite dovute ad accidentalità si veda D. S. Miller: « Internal 
Flows », Ed. B.H.R.A., 197l. 
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14.4. Condotta collegante due serbatoi. Sifone. 

La figura 14.6 mostra l'andamento della linea dei carichi totali H e 
della linea dei carichi piezometrici h in una delle più semplici e frequenti 
situazioni di moto permanente : quella di un fluido a densità costante in 

M, V' 
2g -- f-----�i_clii totali AH = !:... �L 

• 1- . . --,...._____ " D 2g 

H h !!.. I I canchi piezometrici 
---= -li _!:==IF=PI f$:::1' i }{� = li� 

M, 

z 

V' 
Zc· 

carico piezometrico 
in asse 

Fig. 14.6. - Condotta collegante 
due serbatoi: andamento delle 
linee dei carichi piezometrici e 

dei carichi totali. 

una condotta cilindrica di sezione circolare di diametro D che collega due 
serbatoi. Nel caso in esame le perdite localizzate sono esclusivamente quelle 
d'imbocco e di sbocco a spigolo vivo. L'equazione del moto è quindi 

U' U' .l U2 ( .l ) U2 
H,-H, = h1 - h, = 0,5 2g + 2g + I5 2g L = 1,50 + 75L 2g [14.5] 

ed essa fornisce il dislivello h1 - h2 fra i peli liberi invari:inti dei due 
serbatoi. Altrimenti, noto tale dislivello e date le caratteristiche della 
condotta, si può calcolare la velocità media U e conseguentemente la 
portata Q: oppure, assegnati la portata e il dislivello, dalla [14.5] è dedu
cibile il diametro della condotta. Per quest'ultimo calcolo, come per il 
precedente, si può procedere con metodo iterativo. 

In generale, se sono presenti anche altre perdite localizzate ma non 
variazioni di sezione della condotta, né della sua scabrezza, l'equazione 
del moto, tenuto conto della condizione di continuità Q = QU = cost, 

. I 
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14.4. Condotta collegante due serbatoi. Sifone. 

La figura 14.6 mostra l'andamento della linea dei carichi totali H e 
della linea dei carichi piezometrici h in una delle più semplici e frequenti 
situazioni di moto permanente : quella di un fluido a densità costante in 
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Fig. 14.6. - Condotta collegante 
due serbatoi: andamento delle 
linee dei carichi piezometrici e 

dei carichi totali. 

una condotta cilindrica di sezione circolare di diametro D che collega due 
serbatoi. Nel caso in esame le perdite localizzate sono esclusivamente quelle 
d'imbocco e di sbocco a spigolo vivo. L'equazione del moto è quindi 

U' U' .l U2 ( .l ) U2 
H,-H, = h1 - h, = 0,5 2g + 2g + I5 2g L = 1,50 + 75L 2g [14.5] 

ed essa fornisce il dislivello h1 - h2 fra i peli liberi invari:inti dei due 
serbatoi. Altrimenti, noto tale dislivello e date le caratteristiche della 
condotta, si può calcolare la velocità media U e conseguentemente la 
portata Q: oppure, assegnati la portata e il dislivello, dalla [14.5] è dedu
cibile il diametro della condotta. Per quest'ultimo calcolo, come per il 
precedente, si può procedere con metodo iterativo. 

In generale, se sono presenti anche altre perdite localizzate ma non 
variazioni di sezione della condotta, né della sua scabrezza, l'equazione 
del moto, tenuto conto della condizione di continuità Q = QU = cost, 

. I 
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diventa ( A ) Q' h1 - h, = 2: li, + DL '2gD' [14.6] 

essendo li; i coefficienti relativi alle varie perdite localizzate. L'eq, [14.6] 
può essere scritta anche esprimendo le p6rdite in termini di dissipazioni 
distribuite dovute al moto u.niforme: per questo basta sostituire la lun
ghezza effettiva L con una lunghezza. equivalente Le data da 

D L, = L + 'I 2; li, . 

Allora la [14.6] assume la forma 

A Q' 
h, - h, = 15· 2gD'L, oppure Q' = f3r ns Le [14.7] 

e nel caso delle sole perdite di imbocco e di sbocco a spigolo vivo si ha: 

con A =  0,03 
!e = 0,02 
!e =  0,015 

L, = L +  SO D 
L, = L +  1 5 D  
L, = L +  IOO D .  

L� figura 14. 7 mostra una condotta a ginocchio collegante due serbatoi 
con alcune possibili posizioni del livello del serbatoio di monte. Nel rap
presentare l'andamento dei carichi piezometrici si è considerato trascu
rabile l'effetto del gomito. 

Fig. 14.7. - Funzionamento a sifone. 
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Nella situazione 1 la condotta è soggetta ovunque ad una pressione 
superiore a quella atmosferica, come mostra la linea dei carichi piezo
metrici GP; nella situazione 2 la pressione uguaglia invece quella atmosfe
rica nelle sezioni A e C ed è inferiore ad essa nel tronco ABC, con mi
nimo in B dove la pressione Pn, rappresentata nella figura con il segmento 
p,/y misurato rispetto alla linea piezometrica HP, è il valore negativo 
della pressione con riferimento al valore atmosferico. 

La situazione 2 differisce dalla 1 anche per il fatto che una parte della 
condotta, quella compresa tra E ed F, si trova al disopra della quota del 
pelo libero del serbatoio di alimentazione. Questo funzionamento della 
condotta si dice a sifone. Il deflusso non può innescarsi da solo ma richiede 
il riempimento' preliminare della condotta o la creazione di una sufficiente 
depressione all'interno della stessa. La depressione non può comunque 
superare Patm -pe, essendo Pe la pressione di vapore alla temperatura 
di esercizio. Così, se la quota del vertice B fosse più alta di (Patm-Pe)/y 
della quota del pelo libero del serbatoio di alimentazione, l'adesca
mento del sifone sarebbe impossibile. 

Passando daila situazione 2 alla 3, ossia assumendo minori livelli del 
serbatoio di monte, sempre compresi nel campo che consente l'adesca
mento, aumenta la depressione di regime in B. Una volta raggiunto il 
valore Patm -Pe la depressione in B non può più crescere, ad essa corri
sponde il minimo carico piezometrico - (Patm -Pe)fy, ed un'ulteriore 
riduzione della quota di alimentazione comporta l'insorgete di discon
tinuità nella pendenza della linea delle h. Il caso è esemplificato dalla 
situazione 3 :  la 1inea dei carichi piezometrici consta di due tratti, LM ed NP, 
fra loro paralleli, e del tratto MN parallelo all'asse della condotta. Nel 
corrispondente tronco BQ la pressione è livellata al valore Pe e Ja cadente 
effettiva, coincidente qui con la pendenza della condotta, è maggiore di 
quella presente nei tronchi rimanenti. Le maggiori perdite di energia sono 
causate tla un deflusso a fasi separate, con parziale ed irregolare riempi
mento della sezione da parte del liquido, accompagnato da forte sviluppo 
di vapore e dalla liberazione dei gas inizialmente disciolti. 

14.5. Reti di condotte. 

Le condotte in pressione che si diramano nelle aree urbane e provve
dono al trasporto dell'acqua dai serbatoi di raccolta o di ·compenso ai 
punti di utilizzazione e di distribuzione costituiscono un esempio di reti 
idrauliche. In generale si chiama rete di condotte in pressione un sistema 
di condotte connesse in modo da formare maglie e rami. convergenti in 



� & 

456 Moto permanente nelle condotte [Cap. 14  

diventa ( A ) Q' h1 - h, = 2: li, + DL '2gD' [14.6] 

essendo li; i coefficienti relativi alle varie perdite localizzate. L'eq, [14.6] 
può essere scritta anche esprimendo le p6rdite in termini di dissipazioni 
distribuite dovute al moto u.niforme: per questo basta sostituire la lun
ghezza effettiva L con una lunghezza. equivalente Le data da 

D L, = L + 'I 2; li, . 

Allora la [14.6] assume la forma 

A Q' 
h, - h, = 15· 2gD'L, oppure Q' = f3r ns Le [14.7] 

e nel caso delle sole perdite di imbocco e di sbocco a spigolo vivo si ha: 

con A =  0,03 
!e = 0,02 
!e =  0,015 

L, = L +  SO D 
L, = L +  1 5 D  
L, = L +  IOO D .  

L� figura 14. 7 mostra una condotta a ginocchio collegante due serbatoi 
con alcune possibili posizioni del livello del serbatoio di monte. Nel rap
presentare l'andamento dei carichi piezometrici si è considerato trascu
rabile l'effetto del gomito. 

Fig. 14.7. - Funzionamento a sifone. 

Par. 14.5] Reti di condotte 457 

Nella situazione 1 la condotta è soggetta ovunque ad una pressione 
superiore a quella atmosferica, come mostra la linea dei carichi piezo
metrici GP; nella situazione 2 la pressione uguaglia invece quella atmosfe
rica nelle sezioni A e C ed è inferiore ad essa nel tronco ABC, con mi
nimo in B dove la pressione Pn, rappresentata nella figura con il segmento 
p,/y misurato rispetto alla linea piezometrica HP, è il valore negativo 
della pressione con riferimento al valore atmosferico. 

La situazione 2 differisce dalla 1 anche per il fatto che una parte della 
condotta, quella compresa tra E ed F, si trova al disopra della quota del 
pelo libero del serbatoio di alimentazione. Questo funzionamento della 
condotta si dice a sifone. Il deflusso non può innescarsi da solo ma richiede 
il riempimento' preliminare della condotta o la creazione di una sufficiente 
depressione all'interno della stessa. La depressione non può comunque 
superare Patm -pe, essendo Pe la pressione di vapore alla temperatura 
di esercizio. Così, se la quota del vertice B fosse più alta di (Patm-Pe)/y 
della quota del pelo libero del serbatoio di alimentazione, l'adesca
mento del sifone sarebbe impossibile. 

Passando daila situazione 2 alla 3, ossia assumendo minori livelli del 
serbatoio di monte, sempre compresi nel campo che consente l'adesca
mento, aumenta la depressione di regime in B. Una volta raggiunto il 
valore Patm -Pe la depressione in B non può più crescere, ad essa corri
sponde il minimo carico piezometrico - (Patm -Pe)fy, ed un'ulteriore 
riduzione della quota di alimentazione comporta l'insorgete di discon
tinuità nella pendenza della linea delle h. Il caso è esemplificato dalla 
situazione 3 :  la 1inea dei carichi piezometrici consta di due tratti, LM ed NP, 
fra loro paralleli, e del tratto MN parallelo all'asse della condotta. Nel 
corrispondente tronco BQ la pressione è livellata al valore Pe e Ja cadente 
effettiva, coincidente qui con la pendenza della condotta, è maggiore di 
quella presente nei tronchi rimanenti. Le maggiori perdite di energia sono 
causate tla un deflusso a fasi separate, con parziale ed irregolare riempi
mento della sezione da parte del liquido, accompagnato da forte sviluppo 
di vapore e dalla liberazione dei gas inizialmente disciolti. 

14.5. Reti di condotte. 

Le condotte in pressione che si diramano nelle aree urbane e provve
dono al trasporto dell'acqua dai serbatoi di raccolta o di ·compenso ai 
punti di utilizzazione e di distribuzione costituiscono un esempio di reti 
idrauliche. In generale si chiama rete di condotte in pressione un sistema 
di condotte connesse in modo da formare maglie e rami. convergenti in 



458 Moto permanente nelle condotte [Cap. 14 

punti, detti nodi, nei quali possono affluire o dai quali possono defluire 
portate esterne QK, mentre ogni lato i è percorso dalla portata interna Qi 
(fig. 14.8). 

H/ (i) �� Q. 
Q• 

Q,,· \ �0 
<? 

Fig. 14.8. - Rete di condotte. 

La complicazione dei procedimenti risolutivi, anche del problema di 
verifica di una rete, richiederebbe una trattazione specialistica dell'argo
mento. Qui ci si limita ad esporre i criteri di carattere generale per lo 
studio del problema. 

Si assume positiva la portata Q; se defluisce nel verso concorde con 
un verso prefissato. Le perdite di carico lungo il lato i, per rispettare la 
corrispondenza di segno con Qi, si possono scrivere nella forma 

hn - h., = r,Q,IQ, 1•-1 [14.13] 

nella quale r i rappresenta un coefficiente dimensionale di resistenza, 
assunto costante, calcolato in base al diametro ed alla scabrezza della 
condotta e linearmente proporzionale alla lunghezza del lato, eventual
mente aumentata in modo da mettere in conto in forma distribuita anche 
le perdite concentrate, come si è visto nel paragrafo precedente. Secondo 
le formule empiriche che esprimono il coefficiente di resistenza in base 
soltanto alla scabrezza relativa della condotta, l'esponente n dovrebbe 
valere 2;  oggi sono però più attendibili valori di n < 2, generalmente 
compresi fra 1,8 e 2,0, perché, per la diminuita scabrezza della parete 
dei tubi, dovuta ai progressi tecnologici nella loro produzione, risulta 
spesso sensibile l'influenza del numero di Reynolds. Come si è detto nel 
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paragrafo 13.6, finché il regime del moto è turbolento, il minimo valore 
che può assumere l'esponente è n = 1,75, valido per tubi lisci finché 
Re< 105• L'impiego di una formula che esprima il coefficiente di resistenza 
in funzione non soltanto della scabrezza relativa, ma anche del numero 
di Reynolds, introduce difficoltà che rendono necessari per il calcolo 
numerico di una rete accorgimenti particolari, non necessari nel progetto 
di una singola condotta (cfr. Lombardo e al., 1978). 

In ogni nodo dev'essere nulla la somma algebrica delle portate effluenti 
e defluenti, interne ed esterne, per ragioni di continuità. La condizione 
nel nodo K è espressa dalla 

�; Q; + QK = Q (14.14] 

essendo la sommatoria estesa a tutti i lati i convergenti nel nodo K. 
In ogni maglia dev'essere nulla la somma algebrica delle perdite di 

carico piezometrico calcolate lungo i lati della maglia seguendo un asse
gnato verso di percorrenza della maglia stessa. Detta S la maglia consi
derata ed i un generico lato della maglia, dev'essere identicamente veri
ficata la 

I, Chn - h12) = o .  [14.15] 

Il problema di verifica della rete consiste, dato il carico piezometrico 
in un nodo e date le portate esterne, nella determinazione dei carichi 
piezometrici negli altri nodi e delle portate in tutti i lati. La risoluzione 
del problema, per la non linearità delle equazioni, si basa su metodi 
iterativi. 

Un procedimento classico di successive approssimazioni, applicabile 
maglia per maglia, è stato introdotto da Cross nel 1936. Esso può essere 
utilizzato in due modi, detti rispettivamente del bilanciamento dei carichi 
e del bilanciamento delle portate (Russo Spena, 1950). Con il primo si 
fissa una distribuzione di portate Qi compatibile con le condizioni di 
continuità nei nodi. Si cercano quindi 1e correzio11i 6.Qi necessarie per 
soddisfare il bilanciamento dei carichi in ·ciascuna maglia ; in particolare 
nella maglia S dovrà essere verificata l'eq. [14.15] che, attraverso le espres
sioni [14. 13] delle perdite di carico, diventa 

I, r;(Q, + iìQ,)IQ, + iìQ,1·-1 = o . [14.16] 

Il metodo di Cross consiste nel calcolare un primo valore LìQ; della 
correzione mediante la linearizzazione dell'eq. [14.16]; per questo basta 
troncare al termine lineare lo sviluppo in serie della funzione che ·sta a 
primo membro di tale equazione. Dalla 

/(x0 + iìx) = /(x0) + iìx GYxL + . . .  = O 
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si ottiene un primo valore approssimato di I.ix 

Essendo 

ne deriva 

f(x,) L'.x' = - (df/dx),,, · 

f(x) = L;r.(Q; + L'.Q,J IQi + L'.Qiln-1 
df/dx = n Li rilQi + L'.Q,l"-1 

t.Qi = - L1'iQilQ,l"-1 
n Li rilQil"-1 · [14.17] 

Eseguita questa prima correzione sommando le LlQ� algebrican1ente a 
tutte le portate Qi della maglia S, si ripete il procedimento, se necessario, 
sulle nuove portate fino a rendere trascurabile la correzione. 

L'applicazione del metodo di Cross ad un'altra maglia che abbia almeno 
un lato in comune con la prima porta ad una correzione della portata su 
tale lato che squilibra la prima maglia. Il procedimento va quindi ripetuto 
per trovare una seconda correzione e così via, finché il valore della cor
rezione sullo stesso lato diventa trascurabile. Sebbene la convergenza sia 
abbastanza rapida ed il passaggio da una maglia all'altra si possa esegnire 
di solito applicando una sola volta il metodo di Cross, il calcolo rimane 
laborioso e complesso, soprattutto se è alto il numero delle maglie. 

Il procedimento esposto può essere in un certo senso generalizzato alla 
determinazione delle correzioni di portata contestualmente su tutti i lati 
(Lombardo, 1961; Martin, Phil e Peters, 1963; Chandrashekhar e Stewart, 
1975) seguendo un metodo di risoluzione dei sistemi di equazioni non 
lineari che si richiama in sostanza ad un procedimento di Newton. Per 
questo si osservi che, detta 6.QT la portata correttiva della generica ma
glia T, in ogni altra maglia generica S dev'essere verificata identicamente 
la condizione 

Li ri {i2i + iTos,T(i)L'.QT} ' IQ, + i,.08,T(i)L'.Q,j"-1 = O  [14.18] 

avendo indicato con m il numero delle maglie e con b8,'1.,(i) un coeffi
ciente che ha i seguenti valori : 

08,,. (i) = O se il lato (i) non è comune alle maglie S e T; 
08 T (i) = + 1, - 1  se il lato (i) è comune alle maglie S e T e i versi posi-, 

tivi di rotazione delle maglie sono rispettivamente 
concordi o discordi su tale lato. 
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Detto l il numero dei lati ed n il numero dei nodi, il numero delle 
maglie risulta essere m = I - (n + !). 

La [14.18] generalizza la [14.16]. Seguendo il procedimento applicato 
allora si ottiene il sistema di m equazioni lineari del tipo, per la maglia S: 

n lT {Li rilQil"-1 Os,T(ì)) L'.Q� = - Li riQilQil"-1 [14.19] 1 
in numero pari al numero delle maglie. Le incognite del sistema sono 
le m portate correttive 6.Q� di prima approssimazione. Naturalmente, 
eseguite le correzioni 6.Q� su ciascuna maglia, il procedimento può essere 
ripetuto iterativamente. 

Il secondo modo di operare, quello detto del bilanciamento delle portate 
è analogo al precedente, salvo lo scambio di ruolo fra le portate e i carichi. 
Si prefissano tutti i carichi in modo compatibile con la condizione espressa 
dalla [14.15]. Ciascuna portata interna Q, si può esprimere in funzione 
della perdita di carico h;1 -h;2 sullo stesso lato con la 

lh11 - h,, i(n+l)/n , Qi = r11"(h h ) ' i il - i2 
detta 6.h K la correzione da portare al carico nel nodo K per verificare la 
condizione di continuità per le portate confluenti al nodo stesso si hà 

lhi1 - h,, + L'.hxl(n+l)/" . Li r{1"(h11 - h,, + L'.hK) + QK = O , 

condizione equivalente, per i carichi, alla precedente [14.16] per le por
tate. Operando in modo analogo si ottiene la correzione di prima appros
sitnazione 

.[/iil - hi2l(n+l)/n n Li ,11"(h - h · ) + QK D.h' - 1 il ··"'"'' ��-/( - . i Li ,11"(h h )(«-1,1• ì il - i2 
Infine, applicando il metodo di Newton diretta1nente alla risoluzione 

di un sistema di equazioni non lineari del tipo 

l(h;, + L'.hH) - (h� + L'.hK) l(n+l)/n Li r/1"{(h;, + L'.hn) - (h� + M,;jr -1- QJ( = o , 

si ottiene il sistema 

t.h;, Li n-r11"(h �-h--J·(·-1li"- Li nr11"(h . �
hz -

1 il i2 • il .2 
l(h11 - h12Wn+1'1" = Li r'l"(h h J + Q" i il - i2 [14.20] 
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che consente la determinazione contestuale delle correzioni da apportare 
a tutti i carichi piezometrici incogniti. Questo procedimento, del bilan
ciamento delle portate, risulta più conveniente del precedente nei casi di 
disservizio della rete, perché permette di trattarli partendo dalla cono
scenza del carico piezometrico nel nodo dove è accaduto l'incidente. 

Con l'avvento dei calcolatori numerici, accanto al metodo ora esposto 
si sta affermando anche un altro procedimento iterativo, utile per la sua 
rapida convergenza. Si tratta del metodo detto dell'analisi lineare basato 
sulla seguente lìnearizzazione dell'equazione delle perdite di carico 

h,1-h., � r,Q,IQ,1·-1 "" r,IQ,l•-1Q, � r,Q, [14.21] 

nella quale Q, è un primo valore approssimato della portata sul lato (i). 
Per la precisazione del metodo si rimanda alle ricerche specifiche 

sull'argomento (si veda, ad esempio, Wood e Charles, 1972). 

14.6. Variaziom graduali di portata, 

Una condotta può essere destinata ad erogare parte o tutta la sua por
tata lungo un certo percorso : è il caso delle condotte previste per il ser
vizio distributivo degli acquedotti, per l'alimentazione delle conche di 
navigazione, e per alcuni tipi di irrigazione. L'ipotesi più frequente che 
si pone è queIIa di una portata erogata q costante per unità di lunghezza 
della condotta. Indicando con Q2 la portata e con H2 il carico effettivo 
della sezione terminale, Ja portata in una sezione generica distante x 
dallo sbocco vale 

Q� Q, + qx .  

Si ammette che le perdite di carico effettivo connesse alla partizione della 
corrente, considerate nel paragrafo 14.3, siano trascurabili rispetto a 
quelle per resistenze. Queste ultime sono fornite dall'equazione del moto 

dH 8J, Q2 ctx- = gn1l' DS , 

scritta con segno cambiato in accordo con il cambiamento di segno delle 
ascisse (cfr. figura 14.9). 

* 

Par. 14.61 Variazioni graduali di portata 

Assumendo .l indipendente dal numero di Reynolds, si ottiene 

8,ll, · ( 2 q' L') H, - H, = gn'D' Q, + Q,qL +-3-
-�-- " ' · -

con qL la portata totale distribuita nel tronco lungo L. 

463 

[14.22] 

Se Q2 � O, la perdita di carico dovuta a una portata erogata tutta 
uniformemente lungo il percorso · è 1/3 della perdita necessaria per l'ero
gazione della stessa portata all'estremità. 

Per quanto riguarda il carico piezometrico si ha 

1 
h1 - h, = H1 -H, - 2g (Uf - Uj) = 

� :,;, ( Q! + Q2 qL + q'J'')-gn� D' [(Q2 + qL)2 -Q!] . [14.23] 

Quando Q, = O, l'eq. [14.23] mostra che il carico piezometrico rag
giunge un valore pari a quello finale h2 alla distanza dall'estremità di 
valle x � 3Dj.l. Procedendo verso valle, come mostra la figura 14.9, 
il carico piezometrico diminuisce ancora fino a raggiungere il suo valore 
minimo alla distanza x = 2D/J.. Da questo punto il carico piezometrico 
cresce nel senso del moto fino al valore finale h2 = H2, che viene raggiunto 
con tangente orizzontale perché in quella sezione la portata si annulla. 

è P = q. 
-

.......... ........ � .  ·..f:!.r:h; 
--....Jotq/· ·-.....;.:.:...._q � c:atic:Ji; . - - _ 

Piei':o -·---11ietric:f ;,- ----- ---------- -=---�..:."="'· 

2D/A 

3D/J. ·" 
1:: 

"' 

-1-1-1-1- + - + - 1 - 1-1 -+-+-+ - 1 - 1-1-1-1- + 1  x=j q 
--L 

Q, '°'; o  

Fig. J4.9. - Deflusso con distribuzione uniforme di portata lungo il percorso. 

I' 
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14.7. Moto permanente isotermo di un aeriforme. 

[Cap. 14  

L'equazione del moto pennanente dei fluidi con densità variabile non 
differisce da quella dei fluidi a densità costante; quindi, nelle condotte 
cilindriche di sezione circolare, si ha 

dH ,l U' - -ds = 75 ·
2g ' [14.24] 

mentre l'equazione �i continuità, che impone la conservazione della por
tata massica, assume la forma 

QM "= gQ = gQU = cost . [14.25] 

Il coefficiente di resistenza Il è calcolabile con le formule riportate nel 
capitolo 13 in funzione della scabrezza relativa della tubazione e del 
numero di Reyno!ds 

Re =
eUD _ QM D 

µ - µ 7.i '  
che conserva lo stesso valore in ogni sezione della condotta cilindrica. 

Assunto il moto barotropico, il carico totale H vale 

H = z + - + -f dp U' 
y 2g 

e quindi l'equazione del moto [14.24] diventa 

- �  _ .!_ dp - � (U') = �- U' 
ds y ds ds 2g · D 2g 

che, nelle condotte orizzontali, si riduce alla 

_ .!_  dp _ U dU _ � U2 
e ds ds - D 2 '  [l 4.26] 

utilizzata anche per variazioni moderate di quota, perché di solito nel 
moto dei gas tali variazioni sono trascurabili rispetto alle corrispondenti 
variazioni dell'altezza rappresentatrice della pressione. 

In forza dell'equazione di continuità, essendo Q = cost, si ha 

u dU= - edg . 
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Se si assume l'equazione di stato nella forma valida per i gas molto rare
fatti 

p iJIT 
e = N 

dove N è la massa di una kilomole del gas ed iJ1 vale costantemente 
8314 J K-1 mol-1 (cfr. paragrafo 1 .6), e si ritiene il moto isotermo, risulta 

dp = dg 
p Q 

Tenendo conto di queste espressioni e della U = QM/eD si può espri
mere la [14.26] in termini della sola variabile p e della portata costante QM. 
Si ottiene 

ossia 

_ pN d + Qj, dp 
� � Qìr d iJIT p Q2 p D 2Q' s 

iJITQj, (,l dp) 
-p dp = 2D'N 15 ds - 2 P . [14.27] 

Questa equazione si integra immediatamente fra due sezioni 1 e 2 
distanti L e risulta 

P' -p' = iJlrQj, (�L + 2 lnE!) i 2 NQ2 D P2 [14.28] 

nella quale si può sostituire !Jlr/N con il rapporto fra una pressione di 
riferimento p0 e la densità del gas eox a quella pressione ed alla tempe
ratura costante r del moto. Spesso il termine logaritmico risulta tra
scurabile rispetto all'altro fra parentesi e ciò consente l'ulteriore sempli
ficazione 

2 iJlrQj, · � L Pl -P2 = NQ2 D 

dell'equazione del moto permanente-isotermo di un aeriforme. 

14.8. Misuratori di portata : venturimetri, diaframmi e boccagli. 

[14.29] 

Il venturimetro rappresenta il prototipo dei misuratori di portata in 
pressione basati sulla misura della variazione di pressione provocata da 
uno strozzamento della corrente. Il nome del dispositivo deriva da G. B. 
Venturi che nel 1 797 pubblicò un'importante memoria dedicata allo studio 
di questi fenomeni. 
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Fig. 14.10. - Venturimetro. 
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La figura 14.10 mostra la sezione di un venturimetro nella versione 
unificata: esso è costituito da un rapido convergente, che connette la 
sezione circolare di area D1 e diametro D1 della tubazione alla sezione 
ristretta di misura, di area tJ 2 e diametro D2 , seguito da un graduale 
allargamento conico con un angolo totale di apertura < 15°. Nella sezione 
dove ha origine il restringimento e nella sezione ristretta sono praticate 
diverse prese di pressione fra loro collegate in ciascuna sezione; le rispet
tive· uscite vengono connesse ad un manometro differenziale che consente 
la valutazione della differenza di carico piezometrico 

h, - h, 
fra le sezioni I e 2. 

Poiché nello stesso tratto le perdite di carico totale sono trascurabili, 
si può scrivere l'equazione di Bernoulli per il moto permanente 

2 f dp Ui - U[ g(z, - z,) + e + --2- = o . (14.30] 
1 

/ 
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Per Ja permanenza del moto vale inoltre l'equazione di continuità 

Q,,, = e1D, u, = e,D, u, . [14.31] 

Se la densità e del fluido non varia apprezzabilmente, come accade 
sempre per i liquidi, le due equazioni precedenti diventano 

U' U' 2 ( I P1 -p,) 2 - i = g Z1 - Z2 --· �y -·· 

Q = D1 U1 = D2 U2 ,  

dalle quali, tenuto presente che il carico piezo1netrico h = z + p/y è 
costante in ciascuna sezione, segue 

ossia 

con 

Q' (�i - �1) = 2g(h, - h,) 

Q = C0D,v'2g(h,::___liJ 

l Ca = v;=-(�j' . 
[14.32] 

Delle condizioni reali di deflusso, ossia delle modeste perdite di ener
gia dovute alla viscosità del fluido e degli eventuali effetti di contrazione 
della vena, si può tener conto introducendo, quale moltiplicatore, un coef
ficiente correttivo sperimentale Cv :ç; 1 ; il coefficiente di efflusso risulta 
quindi espresso dalla 

c� Ca = V1 - (�:r [14.33] 

La figura 14.14 riporta i valori sperimentali di C0 per 1nisuratori uni
ficati, in funzione del rapporto di strozzamento D2/

Q
1 e del numero di 

Reynolds calcolato nella condotta di dia1netro D1 a monte del venturi
metro. A linea intera sono rappresentati i valori di Co nel. campo dei 
numeri di Reynolds consigliabili per ciascun rapporto di strozzamento. 

Quando invece le variazioni di densità sono apprezzabili, occorre pre
cisare il legame barotropico e = e(p). Di norma l'espansione del gas fra 
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si può scrivere l'equazione di Bernoulli per il moto permanente 

2 f dp Ui - U[ g(z, - z,) + e + --2- = o . (14.30] 
1 

/ 
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Per Ja permanenza del moto vale inoltre l'equazione di continuità 

Q,,, = e1D, u, = e,D, u, . [14.31] 

Se la densità e del fluido non varia apprezzabilmente, come accade 
sempre per i liquidi, le due equazioni precedenti diventano 

U' U' 2 ( I P1 -p,) 2 - i = g Z1 - Z2 --· �y -·· 

Q = D1 U1 = D2 U2 ,  

dalle quali, tenuto presente che il carico piezo1netrico h = z + p/y è 
costante in ciascuna sezione, segue 

ossia 

con 

Q' (�i - �1) = 2g(h, - h,) 

Q = C0D,v'2g(h,::___liJ 

l Ca = v;=-(�j' . 
[14.32] 

Delle condizioni reali di deflusso, ossia delle modeste perdite di ener
gia dovute alla viscosità del fluido e degli eventuali effetti di contrazione 
della vena, si può tener conto introducendo, quale moltiplicatore, un coef
ficiente correttivo sperimentale Cv :ç; 1 ; il coefficiente di efflusso risulta 
quindi espresso dalla 

c� Ca = V1 - (�:r [14.33] 

La figura 14.14 riporta i valori sperimentali di C0 per 1nisuratori uni
ficati, in funzione del rapporto di strozzamento D2/

Q
1 e del numero di 

Reynolds calcolato nella condotta di dia1netro D1 a monte del venturi
metro. A linea intera sono rappresentati i valori di Co nel. campo dei 
numeri di Reynolds consigliabili per ciascun rapporto di strozzamento. 

Quando invece le variazioni di densità sono apprezzabili, occorre pre
cisare il legame barotropico e = e(p). Di norma l'espansione del gas fra 
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le sezioni 1 e 2 avviene attraverso un processo isentropico retto dal
l'equazione 

P1 _ P2 = cost ef - o�c 

con K = c"'/c11 , rapporto tra il calore specifico a pressione costante e il 
calore specifico a volume costante (circa uguale ad 1,4 per gas biatomici 
e per l'aria). 

L'equazione di Bernoulli [14.30] diventa 

da cui deriva 

1/1( 2 2 
g(z, - z1) + l'i__ J _clfJ 1!2 - Uf _ 

C1 pllK + 2 - -- 0 
1 

K 11K V� -·- Uf = 2g(z1 -· z2) + 2 --- !!__l:__ (pfl-l)IX _ p�r1.-1Jlll) . K- 1 e1 

[14.34] 

( 
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Per i gas e i vapori il termine 2g(z1 -z2) è generalmente trascurabile 
rispetto all'altro termine a secondo membro. Utilizzando 

'
anche l'equa

zione di continuità [14.31] segue 

_ e1e2 1 2 _!i__ . P1 l - P2 Q Q  V ( )'
K 

Q_u - �Di-e�D� 2 K- 1 f21 [ P1 
1)/KJ = 

Q = V1 -(�:
)'(�:)"

K · (�:r
KV2 K� I P1e1 [1 - (;:rK-l)/KJ . [14.35] 

Per tener conto delle condizioni reali di deflusso si può introdurre anche 
qui il coefficiente correttivo C.., ed esprimere la portata massica con la 
relazione 

Qu = Coe,D,v'2e1(p1-P2) [14.36] 

nella quale il coefficiente di portata CQ è dato dalla precedente eq. [14.33] 
ed ec è un coefficiente che esprime l'influenza della comprimibilità del 
fluido; per i liquidi ec =I e l'equazione della portata sì riduce ovviamente 
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alla [14.32]. Per gli aeriformi, dal confronto con la [14.35] si ottiene 

V---- ·----- ··-·· 

E , = � �1��)t(�f )'/K. 
. (p')11x lf _ _15_ . _ 1 [l - (p')-uc-1)/I<] Pi V K- 1 1 -(p,/p,) P1 [14.37] 

che mostra come il coefficiente ec dipenda dal rapporto di pressione p2/p1 , 
dal rapporto di strozzamento Q2/Q1 e dal valore dell'esponente K = c,/c, . 
Nelle figure 14.12 e 14.13 sono rappresentati valori dis, per vapore d'acqua 
e per gas biatomici ed aria. 

L'errore temibile complessivo di misura della portata è dell'ordine 
dell'l % se il venturimetro rispetta il dimensionamento e le forme unificate 
e se esso è montato in una tubazione senza accidentalità per un tratto 
lungo 10�20 diametri a monte e 5�10 diametri a valle., rispettivamente 
per rapporti di strozzamento D,/Q1 = 0,270,4. 

Per quanto riguarda infine le perdite di carico totale nel tronco diver
gente a valle della strozzatura, esse non sono di facile determinazione, pur 
dipendendo fondamentalmente dalla lunghezza del diffusore. Per venturi
metri corti e per Q2/Q1 n1aggiori di 0,3 le perdite i':!.H sono comprese fra 
il 7 %  e il 15.o-20 % del dislivello piezometrico h1 - h2 fra le sezioni I e 2. 

Per la misura di portata delle correnti fluide in condotti in pressione 
di sezione circolare si usano ordinaria1nente anche boccagli e diaframmi, 
di cui nelle figure 14.14 e 14.15 sono rappresentati due modelli unificati. 
Il funzionamento di questi dispositivi, basati sen:i.pre sullo strozzamento 
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Fig. 14.15. - Diaframma. 
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Fig. 14.15. - Diaframma. 
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della corrente, è del tutto analogo a quello del venturimetro : la portata 
massica risulta quindi . espressa dalla 

QM = C0</J, V2e1(p1 -p2) 

con Q1 e p1 la densità e la pressione nella sezione a monte del misuratore, 
Q2 l'area della sezione ristretta del boccaglio o del diaframma e p2 la 
pressione subito a valle del dispositivo; C0 è il coefficiente di portata dato 
dalle figure 14.16 e 14.1 7  in funzione del coefficiente di strozzamento Q2/Q1 
(a linea continua la parte indipendente dal numero di Reynolds, di impiego 
consigliabile) ed e, è il coefficiente di influenza della comprimibilità rap
presentato nelle figure 14.18 e 14.19 in funzione del rapporto di pressione 
(p2/p1)11" e del rapporto di strozzamento. 

Nel caso di liquidi, per i quali si può ritenere la densità costante, il 
coefficiente cG vale 1 e la portata volumetrica è espressa dalla 

Q = Ca Q, v2g(h1 - h,) 

dove il coefficiente di portata C0 è fornito sempre dai .diagrammi delle 
figure 14.16 e 14.17 rispettivamente per boccagli e per diaframmi. 
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Fig. 14.19. - Diaframmi: valori de! coeffi
ciente di influenza della comprimibilità e0 
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ESEMPI 

Esempio 14.1 

Calcolo delle perdite di carico totale e delle variazioni del carico piezometrico 
in un divergente ed in un convergente, entrambi conici, percorsi da un fluido a 
densità costante in moto permanente assolutamente turbolento. 

Si fa riferimento alle indicazioni delle figure 14.1 e 14.2: D1 e D2 sono rispetti
vamente i diametri iniziale e finale del tronco conico, lungo L. Si ha 

D = D1-1- IJ· s con 1J = D2- D1 
L 

{ > O  divergente 
< O convergente . 

L'equazione di continuità [14.1] si scrive 

nD' Q = T U = cost 

e l'equazione del moto assume la forma [14.3] 

dH 8;\ Q' 
-- ds = 

gn2 D5 • 

Si può assumere per il. un valore costante, ottenuto ad eseinpio dalla formula 
di Prandtl-Nikuradse 

I vJ: � 2,0 !og �71 Dm 
E 

in corrispondenza del diametro medio D,,.= !(D1+ D2). Allora, tenendo presente la 
premessa dipendenza lineare di D da s, l'integrale della [14.3] nel tronco lungo L 
risulta 

2ÀQ' ( l I ) H1- H2 = 
gnib 1)}- D: . 

Volendo tener conto della variazione del coefficiente di attrito À con il dia
metro D, conviene impiegare una formula monomia, tipo quella di Gauckler-Strickler 
(v. paragrafo 13.6). Allora l'equazione del moto [14.3] diventa 

e il suo integrale vale 

dH Q' 10,3 Q' - -- � P - � -- -
ds r D� k; D5•3a 

Hi- H2 = 2'���2 (D!,33 - 1)�,33) · ' ' ' 
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metro D, conviene impiegare una formula monomia, tipo quella di Gauckler-Strickler 
(v. paragrafo 13.6). Allora l'equazione del moto [14.3] diventa 

e il suo integrale vale 

dH Q' 10,3 Q' - -- � P - � -- -
ds r D� k; D5•3a 

Hi- H2 = 2'���2 (D!,33 - 1)�,33) · ' ' ' 
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La variazione del carico piezometrico nello stesso tronco L è data evidente

mente dalla relazione 

h,- h,� H,-H,- (u; _ u;) � H,-H,- 8Q' (_l_- 2-) 2g 2g gn2 D� D: 

nella quale J/1- H2 è sostituibile con una delle espressioni precedenti. 
L'andamento indicativo delle linee dei carichi totale e piezometrico è rappre

sentato · nelle figure 14.1 e 14.2. 

Valutazioni numeriche 

a) Divergente in lamiera saldata, in servizio corrente 

Q = 0,250 ma s-1;  D1 = 0,300 m, D2 = 0,600 m, L = 3,00 m; 

b � (D,- D,)/L � 0,10 . 
Valore di il corrispondente al dian1etro medio D,,, = 450 mm e alla scabrezza 

e = J,O mm 

il = 2,0log ' = 0,024 . [ 3 71 x450i-• 1,0 
Con questo valore si ottiene Ja perdita effettiva 

2 X0,024 X0,250' ( 1 1 ) 36 Hi- ll2= 9,81 n2 xo,10 0,3"- - 0,64 = O,O m 

e la variazione di carico piezometrico 

h,- h. � 0 036- --- ---- �0 036- 0  598 � - 0  562 m .  
8(0,250)' ( 1 1 ) 

� ' 9,Sl:n-2 0,34 0,64 ' ' ' 
Impiegando la forn1ula di Gauckler�Strickler, con ks = 80 mlr s-1, si ha 

H _ n 2,38(0,250)' (-1- _ _  
1 

_) � 0 040 m 
l 2 802·.o,10 o,34,33 o,64,33 , 

e quindi 
h1- h2 = 0,040- 0,598 = - 0,558 m .  

Nei divergenti si verificano generalmente delle perdite supplementari dovute al 
rallentamento della corrente. Nel caso in esame, essendo ><,;; 6° l'angolo totale O di 
apertura, si può assumere al massimo un coefficiente di perdita K0 = 0,10, per cui 
risulta l'ulteriore perdita 

U' (Q )' U' 6.H = � �  = K0 Q-2- 1  -3 = 0,10 x9 x0,040 = 0,036 m .  2g 1 2g 
In definitiva si ottiene 

H1-H2= 0,076 m e h1- h2 =  - 0,522 m 

assumendo per le perdite la valutazione più onerosa. 

Esempi 475 

b) Convergente in lamiera saldata, in servizio corrente. 

Q = 0,250 m3 s-1 ; D1 = 0,600 m, D2 = 0,300 m, L = 3,00 m; 

o �  (D,- D,)/L � - 0,10 . 
Con l'ipotesi J, = 0,024 = cast, si ottiene 

H1-H2 = 0,036 m ,  

h1 - h2 = 0,036 +· 0,598 = 0,634 m ; 

mentre utilizzando la formula di Gauckler�Strickler, con ks = 80 m1 s-1, segue 

H1-H2 = 0,040 m ,  

h1 - h2 = 0,040 + 0,598 = 0,638 m . 

Nel caso del convergente non sono temibili perdite addizionali. 

Esempio 14.2 

Calcolo della portata liquida che defluisce, in condizioni permanenti, nel cir
cuito schematizzato nella fig. 14.20, alimentato da un serbatoio a livello costante, 
pari a 22,50 m sul baricentro della sezione di sbocco del circuito stesso, costituito da: 

1) condotta 0 200 mm lunga 8 m, 
2) condotta 0 150 mm lunga 13 m, 
3) condotta 0 300 mm lunga 14 m, 
4) ugello convergente da 0 300 mm alla sezioue di efflusso 0 90 mm. 

Tutte le tubazioni sono in acciaio in condizioni di esercizio corrente. 

Assumendo i l  piano orizzontale di riferimento delle quote passante per il bari-

?cj• I-= - - _c!:!J':�cffet!iv1 - =-:::1=· \',,,;,/>; p;;::er,;� � 1 
+ H 

_i_ r= ,, i ,, � 
JU.LUl/2g 

orizzontale di-rifcri��---··· \ _ � 
U4 

3 4 

Fig. 14.20. - Condotte in serie. 
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centro della sezione di  efflusso, indichiamo con: 

H = 22,50 m il carico effettivo nel serbatoio (coincidente con quello piezometrico), 
U.i la velocità di efflusso, con coefficiente di contrazione C0 = 0,80, 
U' � il carico effettivo nella sezione di ,sbocco (coincidente con l'altezza cinetica). 2g 
L'equazione del moto risulta 

� À1 U� A2 U� Àa U� . I . H - - = - ----;- L1 + __,_ - L2 + - - L3 + perdite ocahzzate . 2g D1 2g D2 2g Da 2g 
Valutazione delle perdite localizzate 

imbocco a spigolo vivo condotta 1 
restringimento 1 �2 (!J2/Q1 = 0,56) 
allargamento 2�3 (Q3/D2 = 4) 
ugello sagomato 4 

Tenuto conto dell'equazione di continuità 

Q = fl1 U1 = D2U2 = D3Ua = !24U4 

0,50(Uif2g) 
0,25(Ui/2g) 

9(Uif2g) 
0,05(Ui/2g) 

dove Q� indica l'area della sezione contratta del getto, si ottiene 

H - Q' (-{- il' . L' 0,5 0,25 9 1 ,05) - -2 """ Ii Q2 -f- Q2 + [i2 + Q2 + '{j2 . ff 1 i ; 1 2 a 4 

Ritenendo, in prima approssimazione, il moto ovunque assolutamente turbo
lento, i valori di il sono ca1colabi1i in funzione della sola scabrezza relativa. Posto 
e = 0,3 · 10:-3 1n si ha 

� 

I 
I 

D1 = 0,200 m ,  
D2 = 0,150 m ,  
D3= 0,300 m ,  

e/D1 = 1,5· 10-s , 
e/D2 = 2,0· 10-3 , 
e/D3 = 1,0 · IO -s ,  

il, � 0,0217 , 
il, � 0,0234 , 
il3 = 0,0196 . 

Il calcolo dei termini fra parentesi è riportato nel quadro seguente 

L, D, Q, À;L;/Di
Q; $dQ� 

(m) (m) (m') (m-') (m-') 
- --

I 8 0,200 0,03 14 879 506 
2 13 0,150 0,0177 6494 800 
3 14  0,300 O,Q707 183 1 801 
4 (getto) 0,080 0,0050 - 41 557 

-

Totale - 7 556 + 44 664 � 52 220 m-• 

Ne deriva 

Esempi 

� Q � -- = O  0919 m3 s-1 = 91 9 I s-1 o • ' . 

477 

A questa portata corrispondono, con v = 10-6 m2 s-1, pari alla viscosità cine
matica dell'acqua a 20 °C, i seguenti valori del numero di Reynolds e del coef
ficiente il 

u, Rei= U;D;" 106 e/D; il, 
----- --

1 2,93 m s-1 5,9· 10' 1,5· I0-3 0,0220 
2 5,21 7,8· 105 2,0· 10-3 0,0234 
3 1,30 3,9· 105 1,0· JO-a 0,0204 

Si vede che le variazioni, rispetto ai valori di À assunti inizialmente, sono di peso 
trascurabile. Ripetendo il calcolo si trova infatti 

� À;L; 
"- D·Q' � 7 576 

l • i 

con una differenza di appena 0,26 % rispetto alla precedente valutazione delle per
dite distribuite e quindi del tutto trascurabile sul totale delle perdite. 

Esempio 14.3 

Calcolo delle portate nelle condotte 1 e 2 colleganti in parallelo due serbatoi, 
come mostra la fig. 14.21, considerando il moto permanente ed il fluido a densità 
costante. � V'"� J;"'' do; rn,p;ornmotck; 

.2 +F h, r4 - UH h, � L, 2 . _  

V� 1 ,5 2i; 

'-- -- - -
>-._ li, I - ....,;--""" u, ::i 

2 

Fig. 14.21. -· Condotte in parallelo. 

Si contrassegnano con gli indici 1 e 2 le grandezze relative alle corrispondenti 
condotte. 

Le equazioni del moto sono 

' (il' ) Qi (il, ) Q: t.J.!f = H1 -H2 = -L -1-- 1 ,5 -Q2 =  -L -l- 1,5 -Q, D1 2g 1 D2 2g � 
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� 

I 
I 
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sesendo 1,5 la somma dei coefficienti delle perdite localizzate all'in1bocco e allo 
sbocco di ciascuna condotta. Da queste equazioni deriva 

Q,� K, Vlfii con K' ; 2gQ� u �  1 ,  2). 
(!.,/D,)L + 1,5 

Valutazioni nun1erlche con i dati: diametri e lunghezza delle due condotte 
D1 = 0,200 m, D2 = 0,300 m, L = 50 m, parametro di scabrezza di entrambe le con
dotte e =  1 mm, dislivello fra i due serbatoi 6.H = 3 m. 

I risultati sono riportati nel quadro seguente: 

Perdite 
), K, Q u 

distrib. localizz. (m� s-1) (1ns s-1) (ms-1) 
(m) (m) 

condotta 1 0,030 0,0464 0,0804 2,560 2,50 0,50 
condotta 2 0,027 0,1278 0,2214 3,131 2,25 0,75 

La portata co1nplessiva vale: 0,3018 ma s-1• 

Esempio 14.4 

Calcolo della prevalenza necessaria ad una po1npa per far circolare in moto 
permanente una portata di 80 I s-1 di acqua nel circuito della fig. 14.22, costituito 
da: una tubazione 0 225 mm in acciaio bitumato lunga 26 m dalla quale si dira
mano due condotte dello stesso n1ateriale, una 0 200 min lunga 8 m ed una 
0 100 mm lunga 10 m, alimentanli due scambiatori di calore. Le due condotte 
convergono poi in un'unica tubazione 0 225 mm in acciaio bitumato, lunga 37 m, 
la quale termina alla bocca aspirante della pompa. 

LI 0 225 
m > 

0 225 "" J 
L4 .. , 37 m  4 

0 100 scambiatori di calore 
L3 = 10 m  

i � 7 0 200 l/m+:,, 
z L� = 8 m  

� 

Fig. 14.22. -:..schema dell'impianto dell'esempio 14.4. 

4 

Gli scambiatori di calore comportano, a regime, una perdita di carico effettivo 
di: 3,50 1n quello sulla condotta 0 200 m1n e 3,00 m quello sulla condotta 
0 100 mm. 
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Indicando con l:iH la prevalenza della pompa, differenza tra il carico effettivo 
alla mandata e quello all'aspirazione, si ha 

;, u2 u2 
ll.H � - -2 (L,+ L,) + (H,- Hn) + 2<, -

D g 2g 
dove A, D ed U indicano rispettivamente il coefficiente di perdita continua, il dia
metro e la velocità media nelle condotte 1 e 4 di uguali caratteristiche e di lun
ghezze L1 ed L4• Il coefficiente ç4 è il coefficiente di perdita concentrata in ciascuna 
curva della condotta 4 e si può ritenere pari a 0,20. 

Per quanto riguarda la perdita .fIA- Hn nel sistema di condotte 2 e 3 in pa
rallelo, indicando con L12 e Lia le perdite di carico effettivo attraverso ciascun scam
biatore di calore, si ottiene 

u2 22 u: u2 
HA- Hn = ç1_2 2g + 

D2 2g L2 + L12 -f- ç2-4 2g 
u2 J.. u2 u2 u2 

HA.- HB = ti-s-
2 

+ -
D

3 --2La -f- Lia+ 2çs 2
3 + ça-4-2 g 3 2g g g 

essendo i valori di ç con doppio indice quelli relativi alle perdite nelle giunzioni e ç3 
il coefficiente di perdita nelle curve della condotta 3. Si può assumere 

ç1-2 =  0,25 ' 
ç1-2 = 1 ,00 ' 

t2-4 = 0,80 ' 
ea-4 = 0,50 , ta = 0,20 . 

Tenuto conto della condizione di continuità 

Q � Q, + Q, 

ed indicando con lJ l'area de11a sezione delle condotte 1 e 4, e rispettivamente 
con 1J2 e con lJ3 quelle delle condotte 2 e 3, si ottiene 

Q' [' ] Qi ),, 
6.H = 2glJ2 D (L1 + L4) -1- 2ç4 + çl-2 + ç2-4 + ig.o: D2 

L2 + Ll2 ' 

Q' [' ] (Q - Q,)' ('· ) 
L1H = 2gQ2 D (L1 + L4) + 2ç4 + e1-a-I- ts-4 + 2gDi Da 

La-f- Zta -1- Lia . 

Il coefficiente di scabrezza si assume pari a e =  0,15 mm; corrispondentemente, 
nelle condotte di diametro D1 = 0,225 m, D2 = 0,200 m e D3 = 0,100 m si possono 
prevedere i seguenti valori del coefficiente di resistenza: 

condotte 1 e 4 
condotta 2 
condotta 3 

e/D1 = 0,00067 , 
,/D, � 0,00075 , 
e/D3 = 0,00150 , 

Re � 4,5· 105 , A1 = 0,0190 , 
Re � 4· 105 , A2 = 0,0195 , 
Re e:::: 2' 105 , A3 = 0,0230 . 

Con tali valori dei coefficienti e con Q = 0,080 m3 s-1, dalle equazioni prece
denti si ottiene 

Il.li � 1,395 + 40,29 Qi+ 3,50 ' 
Il.li � 1 ,487 + 14,281 - 357,02 Q,+ 2 231,4Qi+ 3,00 . 

'"["-
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u2 22 u: u2 
HA- Hn = ç1_2 2g + 

D2 2g L2 + L12 -f- ç2-4 2g 
u2 J.. u2 u2 u2 

HA.- HB = ti-s-
2 

+ -
D

3 --2La -f- Lia+ 2çs 2
3 + ça-4-2 g 3 2g g g 

essendo i valori di ç con doppio indice quelli relativi alle perdite nelle giunzioni e ç3 
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Q' [' ] Qi ),, 
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'"["-
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Eliminando l::!H fra le due equazioni segue 

2 191,1 Qi- 357,02Q,+ 13,873 � o  
da cui 

Q2 = 0,064 m3 s-1 , 

Q3 = 0,080 � 0,064 = 0,016 m3 s -1 • 

Con V = 1,01 · 10-6 m2 s-1 (acqua alla temperatura di 20 °C) si ottengono 
guenti valori del numero di Reynolds 

condotte 1 e 4: 
condotta 2 : 
condotta 3 :  

Q = 0,080 m3 s-1 , U = 2,012 ms-1 , Re = 4,48· 105 
Q2 = 0,064 m3 s-1 , U2 = 2,037 ms-1 , Re = 4,03· 105 
Q3= 0,016 m3 s-1 , U3= 2,037 ms-1 , Re = 2,02· 105 

a conferma di quelli previsti per il calcolo di ..:l. 
Per quanto riguarda infine la prevalenza della pompa, risulta 

!J.H � 1,395 + 0,165 + 3,50 � 5,060 m .  

se-

Il calcolo è stato eseguito utilizzando la prima equazione del moto ne1l'impianto 
(dalla seconda si otterrebbe 1:1H = 5,059 m, con arrotondamento alla 3a cifra de
cimale). 

Esempio 14.5 

Calcolo della portata d'acqua che effluisce in moto permanente da un irrigatore- a 
pioggia posto all'estremità di una condotta 0 200 mm in lamiera saldata, in buone 
condizioni, lunga 560 m, alimentata da una pompa sommersa installata in un ser
batoio il cui liveUo, praticamente invariante, è ad una quota inferiore di 2,50 m 
rispetto alla quota dell'ugello di distribuzione, che ha diametro 0 60 mm. La carat
teristica di funzionamento della pompa, cioè la relazione fra la portata Q e la pre
valenza !!J.H a numero di giri costante, è rappresentata dalla curva sperimentale 
della fig. 14.23. 

Detti H1 ed H2 i carichi effettivi nel serbatoio e nella sezione di efflusso del di
stributore a pioggia, l'equazione del moto è 

,\ U' H,+ !J.H-H,� D 2gL; 

inoltre, se i carichi sono misurati rispetto alla quota del baricentro della sezione di 
efflusso (0 = 60 mm, area w = 2,83 · l 0-3 m2) Ia portata vale 

Q � c,wV2g H; 
essendo Cl! il coefficiente di portata che, per il tipo di ugello impiegato, si può assu
mere pari a 0,70. 

Esempi 

30m ,----,----,--�-.-----�--� 

ÀH 
I I I I I I 
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Fig. 14.23. - Caratteristiche della pompa e dell'impianto dell'esempio 14.5. 
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Sostituendo al carico effettivo nel serbatoio il suo valore - 2,50 m e ad H2 il 
valore che si ricava dall'espressione precedente, l'equazione del moto diventa 

Q2 ;. u2 - 2 50 + 8.H- --- �- -L· ' C�w22g D 2g ' 
tenuto conto della costanza della portata nel moto pé"rtnanente a densità costante, 
segue anche 

· 

tJ.H� 2 5o +- --+ .<-Q' ( !J' L) , 2g!Jll C�w2 D 
essendo Q l'area della sezione della condotta di diametro D. 

Si può ritenere J. indipendente da Re: assunto e = 0,25 mm, con D = 0,200 m 
risulta J. = 0,021. Quindi 

tJ.H � 2,50 + Q�' (252 + 59) 2gu 
equazione che mette in evidenza la parte di carico utilizzata dal distributore a 
pioggia e la frazione perduta lungo la tubazione. Il primo membro è funzione di Q 
attraverso la caratteristica della pompa data nella fig. 14.23 

!J.H'�f(Q) ;  
il secondo membro si può scrivere 

2,50 + 16 060 Q2 = flH11 
16. MARCHl·RUBATTA. 
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e rappresenta la caratteristica di funzionamento dell'impianto; la corrispondente 
curva parabolica è stata riportata pure nella fig. 14.23, per cui l'intersezione fra 
le due curve, di coordinate 

Q = 0,029 m3 s-1 , AH � 16,0 m 

fornisce la soluzione a regime, 

Esempio 14.6 

Verifica della rete sche1natizzata nella fig. 14.24 con i dati riportati nella stessa 
figura. 

(L'esempio è tratto da una verifica eseguita su parti dell'acquedotto AMGA 
di Genova da G. Lombardo nel 1961). 

0,680 m" s-' 0,064 m" s-1 0,095 m" s-1 0,075 m" s-1 
(17 1 1 5,00 m) 

A 

E E 
� �  - o Il Il 
"' " 

I' 
0,181 m3s-l 

L =  1 200m L = 900 m 
D = 0,500 m 2 D = 0,500 m 4 

E E E 
g �  E o  0 � o �  S,'j o� o 'O � o  Il Il Il Il "' " "' " 

L =  IOOO m 3 L =  !400 m 5 

D =  0,500 m D = 0,450 m 

0,063 mas-1 0,067 m� s-l 

L = l500m 
D = 0,500 m 

1�) 
L = l350 m 

D = 0,350 m 

I' 

.,. 
< " ' 

'\ <-:i o o0 
E ''-bo '? E o  Si � J� - o Il Il $". 

'-l i:'.:l  � (i'  ,cv "i"?� ,; �' V ç 9 

0,025 m3 s-• 

Fig. 14.24. - Schema della rete di condotte dell'esempio 14.6. 

O,! IO m3 s-l 

Il calcolo è stato condotto prima con il metodo del bilanciamento dei carichi, 
poi con quello del bilanciamento delle portate, 

I coefficienti di resistenza r; sono stati calcolati impiegando la formula dì 
Gauckler-Strickler 

10,3 
r, = 

k2fi!rL; ' ' 
con ks= BO m! s-i., ed è stato assunto il valore n = 2 per l'esponente dell'eq. [14.1 3] 
delle perdite. 

Il primo sistema di portate Q; ,  compatibile con le condizioni di continuità nei 
nodi, è stato ottenuto assumendo lineari le perdite di carico sui lati. Tale scelta è 
arbitraria e poteva essere sostituita con qualsiasi altro sistema di portate purché 

1! r ' ;i Esempi · 483 

soddisfacenti le condizioni di continuità nei nodi. I valori scelti Q; sono riportati 

nel quadro A. 
Si è applicata l'eq. [14.19] ad ogni maglia della rete. Tenuto conto dçl signifi

cato del simbolo Os,xU), risulta per la maglia I (con riferimento alla [14.19] in 
questo caso S_è la maglia .1. T è  successivamente la I, II, III e IV, ed il pedi.ce i si 
riferisce ai lati della magha I): 

Z{r À-2IQ�-2j l + r2-31Q�-a[l + fa-1[Q�-1ll -/- f1-A 10�-Àll} AQ� + 
+ 2{r3_2JQ�-2l(- l)}L\Q�1+ O·AQ�n+ O·AQ�v= 
= - r A-2Q�--2l<2�-2\ - r2-a<2�-3]Q�-3] - rs-1 Q;_1IQ�-1I - f1-A Q�-ÀIQ�-.-il 

e analoghe per le altre maglie della rete. 
Dal sistema delle quattro equazioni lineari non omogenee sono state ricavate le 

correzioni L\Q�, . . .  , AQ;v e quindi le nuove portate 

ossia 

-11 -r m.., • I Q, � Q, + �' 6,,,.(1) AQ, 
' 

Q;_2 = Q�-2 + I ·L\Q� + O· AQ�1+ O· L\Q�n+ O· AQ�v , 
Q;_3 = Q;_a + 1 ·L\Q� - l · AQ�1+ O· AQ�n+ O· AQ{v , 
· · · · · · · - · · · · · - · · ·  . . . . · - · - · ·  . . . . . . · · - ·  . . . . . . . 

Le portate Q11 sono state riportate nel quadro A, insieme con i coefficienti 68,1(i). 
L'operazione è stata ripetuta finché le correzioni sono diventate inapprezzabili 

suila 3a cifr:i decimale, il che si è verificato alla quinta ripetizione. Le portate risul
tanti Qv = Q sono indicate nell'ultima riga del quadro A. 

Il calcolo, come si è detto, è stato eseguito anche con il  metodo del bilanciaM 
mento delle portate, pervenendo cosi ai valori dei carìchi nei nodi. 

Per questo è stato assunto inizialmente un sistema arbitrario di carichi, tale da 
soddisfare in ogni maglia alla condizione di somma nulla delle perdite di carico 
piezometrico calcolate lungo i lati della maglia stessa, seguendo l'assegnato verso 
di percorrenza. I valori dei carichi scelti in prima approssimazione sono stati ripor
tati nel quadro B. 

Applicando ripetutamente l'eq. [14.20] ai nodi 1 ,  2, . . .  , 8 si è ottenuto un si
stema di otto equazioni lineari non omogenee che ha consentito il calcolo delle 
correzioni Ah�, . . .  , Ah� e quindi dei nuovi carichi h11, riportati nel quadro B. 

Continuando con lo stesso procedimento, le correzioni sono risultate inapprez
zabili sulla 3a cifra decimale dopo la XII ripetizione; i valori risultanti hxn sono 
visibili nel quadro B. 

Ovviamente questi valori dei carichi nei nodi sono correlati dalle equazioni del 
moto in ogni lato 

hx- hp = rx-PQK-P[QK-PI , 

attraverso i coefficienti di resistenza rK-P> alle portate QK-P risultanti con il primo 
procedimento. La verifica è immediata, entro i limiti di approssimazione di questo 
calcolo numerico. 
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I carichi sono espressi in m. 

Esempio 14.7 

Calcolo della perdita di pressione richiesta per il trasporto di una portata mas
sica QM = 9,50 kg s-1 di gas metano alla temperatura di 20 °C in una tubazione 
sub-orizzontale del diametro interno di 300 mm, lunga 1300 m, di acciaio trafilato ed 
in servizio corrente (e = 0,4 mm). La pressione assoluta iniziale sia JJf= 6,20 bar = 
= 6,20· 10� Nm-2. 

Le proprietà del metano (v. tabelle nel cap. 2) a T = 20 °C = 293 K e alla 
pressione atmosferica Po = 1,01325· 105 Nm-2 sono: 

eo.T � 0,668 kg m-o } µ = 1 ,09· 10-5 Nm-2 s v = 1 ,63· IO--" m2 8-·1 , 

o _, &i T = � = 1 ,519 · 1 0" ffi" S • N Qo 
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L'equazione del moto è la [14.28] 

Essendo 

ed 

, _ 
.'i!! TQl, (l:. L  + 2 Jnl'>) · pJ-P2 - N!J2 D P2 

e/D � 0,4/300 � 0,00133 

QMD 9,50· 0,300 Re = -- = · 105 = 2,47· 106 pQ 1,63· 0,0707 

[Cap. 14 

il moto risulta assolutamente turbolento (cfr. diagramma di Moody, fig. 13.8) ed il 
coefficiente di resistenza A vale [ (3 71 · 300)]-' !. � 2,0 log � � 0,0211 

con1e si poteva leggere anche nella tabella 13.3. 
Sostituendo nell'equazione del moto e tralasciando in un primo tempo il termine 

2 ln(P1/P2), si ottiene 

da cui 

2 2 1,519· 105· (9,50)2 0,0211  p, -p, � 
(0,0707)' 

. 
0,300 

l 300 

= 2,743· 109 X91,433 = 25,08· 1010 N2 m-"-

p2 = V(6,202- 25,08) 1010 = 3,65 · 1 05 Nm-2 = 3,65 bar . 

Per tener conto del termine logaritmico conviene assumere per p2 un valore 
leggermente inferiore a quello trovato con il calcolo precedente, ad esempio p2 = 

= 3,60 bar; si ottiene cosl 

2 ln(p,/p,) � 2 ln (6,20/3,60) � l ,087 

e, sostituendo nell'equazione compJeta, 

p�-p� = 2,743· 1011(91,433 -J- 1,087) = 25,38· 1010 N2 m-.i 

da cui 

p2 = 3,61· 10" Nm-2 = 3,61 bar . 

La caduta di pressione richiesta dal moto è perciò 

1:1p = 6,20 - 3,61 = 2,59 bar 

mentre, trascurando il termine logaritmico, sarebbe risultato 1:1p = 2,55 bar, con 
una differenza in meno del1'1,5 %. 
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CAPITOLO QUINDICESIMO 

CORRENTI NON OMOGENEE IN PRESSIONE: 
MOTO BIFASE LIQUIDO-AERIFORME 

15. 1 .  Introduzione. 

I feno1neni che comportano processi di 1noto bifase, per fluidi non mi
scibili e senza reazioni chilniche fra loro, possono avere carattere fluido
dinamico oppure termo-dinamico, o l'uno e l'altro insieme. I primi, cioè 
i fenomeni che rientrano nel dominio puramente della meccanica dei 
fluidi, possono essere distinti in: moti mediamente permanenti ed isotermi 
di liquido-liquido (correnti di densità) o di liquido-aeriforme oppure moti 
non permanenti, quali la propagazione di onde all'interfaccia fra due 
liquidi o il moto vario dì un liquido con bolle gassose e vaporose, con
seguente w.a fenomeni di cavitazione. 

In questo capitolo vengono considerati i problemi del moto media
mente permanente di correnti liquide con fase aeriforme, di cui sono esempi 
il trasporto simultaneo di petrolio e gas naturale, i moti liquido-vapore 
negli scambiatori di calore e nei condensatori, di petrolio-vapori di petrolio 
nelle condotte degli itnpianti di distillazione, di olio-aria in impianti ino
tori a gasolio, ed in genere il deflusso di miscugli liquido-gas negli impianti 
chin1ici, 

15.2. Aspetti e tipi del moto simultaneo liquido-aedforme. 

Il comportamento locale di un sistema bifase in movimento entro 
condotti in pressione presenta aspetti complessi, normalmente tipizzati 
secondo una nomenclatura americana che in gran parte risale a Bergelin 
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e Gaz!ey (1949) e ad Alves (1954) e che non sempre è traducibile in modo 
letterale. Per questo riportiamo fra parentesi anche la terminologia originale. 

(a) • moto con bolle 

�- . ,,._ =1 ;; liquido -== 

(d) - moto con onde 

- - - gas ���� �;-�-- � 
(b) - moto con sacche 

IP'��A 
(e) - moto a tamponi 

�---=H�u-��-==��;i 
(e) - moto stratificato 

(f) - moto anulare 

(g) • moto polverizzato (h) - moto schiumoso 
Fig. 15.J. - Aspetti del moto bifase in tubi orizzontali. 

Nei tubi orizzontali possono presentarsi le seguenti configurazioni 
tipiche, schematizzate nella figura 15 . 1 .  

(a) Moto con bolle (bubble flow) : il gas si 'illuove in bolle isolate 
e di dimensioni piccole rispetto al diametro della condotta. 

(b) Moto con sacche (plug flow) : il gas si raccoglie in bolle di di
mensioni maggiori formando sacche separate. 

(e) Moto stratificato (stratified flow): deflusso delle due fasi separate 
da un'interfaccia liscia e regolare. 

(il) Moto con onde (wavy flow) : situazione analoga alla precedente 
ma con una superficie di separazione irregolare e percorsa da onde. 

(e) Moto a tamponi (slug flow) : il gas si muove in grosse sacche 
che occupano tutta la sezione·.del tubo e sono separate da tamponi liquidi, 
che possono anche contenere una dispersione di piccole bolle. 

(f) Moto anulare (annular flow): il liquido si muove aderendo alla 
parete 1nentre il gas defluisce all'interno. 

(g) Moto polverizzato (spray flow) : la fase liquida si muove polve
rizzata in seno alla corrente gassosa. 

Martinelli (1944) ha indicato anche un tipo di moto che normalmente 
non fa parte della sequenza precedente, ossia : 

(h) Moto schiumoso (froth o foam flow) : caratterizzato da una fine 
dispersione della fase aeriforme nella corrente liquida. 

Nei tubi verticali possono presentarsi gli stessi tipi di moto; il deflusso 
stratificato e quello con onde sono però sostituiti talvolta da un compor-



.. L 

CAPITOLO QUINDICESIMO 

CORRENTI NON OMOGENEE IN PRESSIONE: 
MOTO BIFASE LIQUIDO-AERIFORME 

15. 1 .  Introduzione. 

I feno1neni che comportano processi di 1noto bifase, per fluidi non mi
scibili e senza reazioni chilniche fra loro, possono avere carattere fluido
dinamico oppure termo-dinamico, o l'uno e l'altro insieme. I primi, cioè 
i fenomeni che rientrano nel dominio puramente della meccanica dei 
fluidi, possono essere distinti in: moti mediamente permanenti ed isotermi 
di liquido-liquido (correnti di densità) o di liquido-aeriforme oppure moti 
non permanenti, quali la propagazione di onde all'interfaccia fra due 
liquidi o il moto vario dì un liquido con bolle gassose e vaporose, con
seguente w.a fenomeni di cavitazione. 

In questo capitolo vengono considerati i problemi del moto media
mente permanente di correnti liquide con fase aeriforme, di cui sono esempi 
il trasporto simultaneo di petrolio e gas naturale, i moti liquido-vapore 
negli scambiatori di calore e nei condensatori, di petrolio-vapori di petrolio 
nelle condotte degli itnpianti di distillazione, di olio-aria in impianti ino
tori a gasolio, ed in genere il deflusso di miscugli liquido-gas negli impianti 
chin1ici, 

15.2. Aspetti e tipi del moto simultaneo liquido-aedforme. 

Il comportamento locale di un sistema bifase in movimento entro 
condotti in pressione presenta aspetti complessi, normalmente tipizzati 
secondo una nomenclatura americana che in gran parte risale a Bergelin 

Par. J 5.2] Aspetti e tipi del moto simultaneo liquido-aeriforme 489 

e Gaz!ey (1949) e ad Alves (1954) e che non sempre è traducibile in modo 
letterale. Per questo riportiamo fra parentesi anche la terminologia originale. 

(a) • moto con bolle 

�- . ,,._ =1 ;; liquido -== 

(d) - moto con onde 

- - - gas ���� �;-�-- � 
(b) - moto con sacche 

IP'��A 
(e) - moto a tamponi 

�---=H�u-��-==��;i 
(e) - moto stratificato 

(f) - moto anulare 

(g) • moto polverizzato (h) - moto schiumoso 
Fig. 15.J. - Aspetti del moto bifase in tubi orizzontali. 

Nei tubi orizzontali possono presentarsi le seguenti configurazioni 
tipiche, schematizzate nella figura 15 . 1 .  

(a) Moto con bolle (bubble flow) : il gas si 'illuove in bolle isolate 
e di dimensioni piccole rispetto al diametro della condotta. 

(b) Moto con sacche (plug flow) : il gas si raccoglie in bolle di di
mensioni maggiori formando sacche separate. 

(e) Moto stratificato (stratified flow): deflusso delle due fasi separate 
da un'interfaccia liscia e regolare. 

(il) Moto con onde (wavy flow) : situazione analoga alla precedente 
ma con una superficie di separazione irregolare e percorsa da onde. 

(e) Moto a tamponi (slug flow) : il gas si muove in grosse sacche 
che occupano tutta la sezione·.del tubo e sono separate da tamponi liquidi, 
che possono anche contenere una dispersione di piccole bolle. 

(f) Moto anulare (annular flow): il liquido si muove aderendo alla 
parete 1nentre il gas defluisce all'interno. 

(g) Moto polverizzato (spray flow) : la fase liquida si muove polve
rizzata in seno alla corrente gassosa. 

Martinelli (1944) ha indicato anche un tipo di moto che normalmente 
non fa parte della sequenza precedente, ossia : 

(h) Moto schiumoso (froth o foam flow) : caratterizzato da una fine 
dispersione della fase aeriforme nella corrente liquida. 

Nei tubi verticali possono presentarsi gli stessi tipi di moto; il deflusso 
stratificato e quello con onde sono però sostituiti talvolta da un compor-



490 Correnti non omogenee in pressione : moto bifase liquido-aeriforn1e [Cap. 15 

tamento instabile del moto con sacche che si verifica, all'aumentare della 
velocità della fase gassosa, quando le sacche ste-sse cominciano a rom
persi ed il moto diventa pulsante prima di raggiungere lo stadio anulare 
(Bennett e al., 1965-66). 

15.3. Grandezze del moto bifase. 

Le principali grandezze che vengono impiegate per l'analisi del ·moto 
permanente isotermo liquido-gas sono raccolte nel quadro seguente, nel 
quale sono riportati anche i simboli adottati. Con gli indici g ed I al piede 
dei simboli si indica il riferimento rispettivamente alle fasi gassosa e 
liquida. 

Portate volumetriche 
Portate massiche 
Aree medie della sezione trasversale 
Velocità medie (effettive) 
Frazione volumetrica gassosa, detta anche 

frazione di vuoto 
Frazione volumetrica liquida 
Concentrazione della portata volumetrica 

gassosa 
Concentrazione della portata massica gas

sosa 
Rapporto di scorrimento 

essendo e ,  e e, le densità del liquido e del gas. 

Q, 
Q,,,[{J = e{JQ{J ; 
Q, 
u, = Q,/Q, ; 

a, 
a, 

Q, 
QMi = Q,Q, 
Q, 
U, = Q,/Q, 

{!, = Q,J(Q, + Q,) 

C, = QM,j(QM, -j- QMJ 
U,/U, 

Nei problemi di ingegneria le portate massiche dei due fluidi sono di 
norma assegnate, così come sono note la geometria della condotta e le 
caratteristiche fisiche dei fluidi nelle condizioni di esercizio. 

Le grandezze da determinare restano quindi, generalmente : la perdita 
di pressione del miscuglio per unità di lunghezza della condotta (!>p/!>L),,, 
la frazione volumetrica gassosa cx.{! e quella liquida cx. 1 ,  il rapporto di scor
rimento U,/U,, ed eventualmente la distribuzione della velocità e della 
concentrazione gassosa all'interno della corrente e la loro evoluzione lungo 
la tubazione. 

1 5.4. Le eqMaziomi del moto bifase nei tu.bi orizzontali. 

L'applicazione del teorema della quantità di moto ad un tronco ele
mentare ds di corrente mista liquido-gas, in condizioni di moto perma� 
nente isotermo entro una condotta orizzontale, conduce alla seguente 
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equazione 
- dp!J - r0Bds = QM,dU, + QM,dU, [15.1] 

dove -r 0 è il valore medio dello Sforzo tangenziale di attrito sul contorno B. 
L'eq. [15. 1 ]  va associata alla condizione di continuità 

QM, + QM, = QM = cost . [15.2] 

In un tronco di lunghezza finita flL l'equazione del moto assume la 
forma generale 

!>p = (!>p),., + QQ, (U,, -U1,) -1- %'' (U,,-U11) [15.3] 

essendo !>p la caduta di pressione nel tronco !>L e (!>p)"' la perdita dovuta 
AL 

alle resistenze f (r0/Q)Bds. 
o 

Ammesso di poter individuare separatamente le due fasi in modo che 

la fase gassosa occupi la frazione Q{J dell'area totale Q e la fase liquida 

occupi la restante parte D1, si può scrivere 

QJ,, ( 1 Q 1 Q ) Ql,, ( 1 Q 1 Q ) 
!>p - (!>p) + - - -·- - - - + - - - - - -- . � res D2 e2{J Q2{J e1{J D1{J D2 r221 D2i r2ii Qll ' 

introducendo la frazione volumetrica gassosa a0 espressa localmente dal 
rapporto D0/Q e la frazione volumetrica liquida a1 = 1 - a11, ed assu
mendo per il liquido eu = g21 = !h . si ottiene 

!>p � (!>p) + QJ,, (__!- - _l -) + 
QK,; (_I_ _ _I_) 

res QZ .f2z{JIX2{J {Ì1{JO::lu (]z{J2 1X21 ali • [15.4] 

Il secondo ter1nine a destra è trascurabile rispetto al terzo se la por
tata QM, è piccola rispetto a QM, . Spesso anche le variazioni della fra
zione volumetrica liquida a1 sono modeste, sicché le perdite di pressione 
restano quelle dovute essenzialmente alla resistenza di attrito. 

Nel caso di liquido-vapore, Martinelli e Nelson (1948) hanno scritto 
l'equazione del moto assumendo all'ingresso una corrente di solo liquido. 
Allora la [15.3] diventa 

t> ( ' ) 1 QM, u -1 
Q,,, u QM u P = D.p res -- Q 2{! - Q 2< - Q 1 i = 

({; ) + QM, u QMI U Q'i.1 = P res [i- 2{! -1- Q z i- Q2 • C i 

'"i 

[ 15.5] 
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a, 
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Si possono considerare due situazioni estreme nella sezione 2: 

1) liquido e vapore completa1nente n?escolati 

U __ U _ f,l_M1/e1±_Qu,/Q, 2l - 20 - - Q [15.6] 

essendo eo la densità del vapore nelle condizioni di saturazione previste 
nella sez. 2. La [15.5] assume la forma 

!;p = (!>p)m + Q,� (Q"!' + !;?>;�)- Qj,2 D e i  Qu ezD 
e introducendo la frazione Cri = QM0/QM 

!>p = (!>p),,, + Q
Qlr, e, (I!_.· - 1) ; - Qz  G11 

2) liquido e vapore completamente separati 

U2, = $2,111 
eiD1 U2n = _

Q,l:!.r!_ 

(!y Qy 
Q' 2 Qicn _____!!_ = QMI + - - Q2 

} 
!>p = (!>p)

,., + g,
QQ, 

c,
QQ, �� {(l - e,)' + c;(g_,)- 1 = (up res ì- Qi[) 

11 , ) , _ I " a, e, 
con il significato di frazione vaporosa del rapporto rxu = D0/Q. 

15.5. Correlazioni globali per il calcolo delle perdite per attrito. 

[15.7] 

[15.8] 

[15.9] 

La perdita di pressione per unità di lunghezza (!>p/!>L), ,  di una cor
rente bifase in un condotto orizzontale può essere valutata in funzione 
della perdita di pressione per unità di lunghezza che si avrebbe nel deflusso 
della sola fase gassosa (!>p/!>L), ,  o della sola fase liquida (!>p/!>L), ,  con 
la stessa portata massica. Il metodo è stato proposto nel 1944 da Mar
tinelli e al. e messo_ a punto definitivamente da Martinelli e Lockhart 
nel 1949. Esso deriva dall'analisi e dall'interpretazione di numerosi risultati 
sperimentali, ottenuti dagli autori citati e da altri ricercatori, ed è stato 
verificato anche da esperienze successive. La forma della correlazione propo
sta da Martinelli e Lockhart può essere giustificata con considerazioni di 
analisi dimensionale (Marchi, 1972) sulla base di due ipotesi, suggerite 

Par. 15.5] Correlazioni globali per il calcolo delle perdite per attrito 

dalle osservazioni sperimentali e già assunte dagli autori : 

493 

(a) che nel moto bifase le perdite di pressione del liquido e del
l'aeriforme, in uno stesso tronèo di condotta orizzontale, siano uguali fra 
loro e rappresentino quindi anche la perdita di pressione del miscuglio; 

(b) che siano definibili nella condotta le aree medie Q, ed Q, occu
pate dalle due fasi, e risulti Q, + Q, = Q. 

La configurazione del\ moto non può quindi cambiare, mediamente, 
lungo la condotta, per cui il moto a tamponi (slug fiow) sembra escluso 
da queste considerazioni. 

Indichiamo con D0 una lunghezza che caratterizzi « idraulicamente » 
la fase gassosa e con D, un'analoga lunghezza per la fase liquida. È chiaro 
il richiamo al concetto di raggio idraulico largamente utilizzato nelle 
correnti a pelo libero. Per l'ipotesi (a) la perdita di pressione del miscu
glio si deve poter esprimere in funzione delle grandezze caratteristiche 
di ciascuna fase separatamente, ossia 

(!>p/!>L),, = f,(g,, µ, , QM, ,  Q,, D,) = f,(g,, µ,, QM,, Q,, D,) . [15.10] 

Per l'ipotesi (b) la frazione volumetrica aeriforme rx0 è data dal rap� 
porto Q,/Q. Indichiamo inoltre con r = D,/D un parametro dipendente 
dalla forma dell'area occupata dalla fase gassosa. Data la complementa
rietà delle aree Q u ed Q 1, si ha 

Di = l - ar1 Q e D, 
D � qJ(a, , r) 

dove la funzione <p può modificarsi, anche strutturalmente, al variare 
dalla forma delle aree, ma la dipendenza funzionale resta correlata agli 
stessi parametri rx.11 ed r prima definiti. 

La perdita di pressione [15.10] del miscuglio si può quindi esprimere 
in termini delle corrispondenti perdite che si verificherebbero nel deflusso 
di uno solo dei due fluidi in tutta la sezione della condotta - a parità 
di portata massica e di pressione di esercizio - moltiplicate per una 
funzione dei parametri ao e r :  

(!>p/!>L),. = (!>p/!>L), -fo(a,, r) 
(!>p/!>L),, = (!>p/!>L), ·fo(a,, r) . 

Eliminando il parametro r fra queste due equazioni si ottiene 

(!>p/!>L),, = f0[(!>p/!>L), , (6p/!>L), ,  a,] , [15. 1 1 )  
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e quindi, per il teorema n, 

oppure 

(Ap/U),, = f [(Ap/AL), ] 
(Ap/AL), (Apj6L), ' "' 

(Ap/AL),, 
= ![(Ap/AL), ] 

(Ap/AL), (Ap/AL),' a, . 

[15.12] 

[15.13] 

La funzione f è la stessa nelle due equazioni soprascritte se è lo stesso 
il regime del moto dei due fluidi, perché essa deriva dalla funzione lo 
dell'eq. [15. 1 1 ]  che, sotto tale condizione, è formalmente equivalente nei 
confronti degli argomenti (Ap/AL), e (Ap/AL) , .  

Adottando le notazioni di Martinelli 

' 
0,5 

(Ap/AL),, = <P' (Ap/AL),, = <P' 
(Ap/AL), ' '  (Ap/6L), ' 

(,Ap/AL), 
= X' (Apj6L), 

-r---
.......... � 

O, 
10· 

<P 

0,02 0,05 O,l 0,2 0,5 2 5 IO 20 

� 
-, ' � -- 1-l-

- - � 
-

L 
- - ,  

-
I ,-
r-�, , -- �I 

f/J0 I _-e: 

c---r--rrr :, 1_ 1 J ,..-1 -
-

'I li i-r T -,.--
0,01 0,02 o,05 0,1 0;2 0,5 

_.., 

2 
parametro X 

5 IO 20 

... 
', 

50 100 

-

50 100 

[15.14] 

[15 .15] 

Fig. 15.2. - Le curve di Martinelli e Lockhart !'P1 e r'P0 (gas turbolento-liquido turbolente) ed a0 in 
funzione del parametro X. 

Par. 15.6] Il metodo di Martinelli e Lockhart (M. e L.) 

e dividendo la [15.12] per la [15.13] si ottiene 

X' = f(X2, •,) 
!(J, , a,) 

495 

che dimostra come au sia funzione unicamente di X2• Tenendo conto di 
questo e delle predette notazioni, le equazioni [15.12] e [15.13] diventano 

1'1 = f(X') 

<PI =  1(J,) 
[15.16] 

[15.17] 

che evidenziano l'esistenza di un legame funzionale fra <P9, <I>i ed il para
metro X. Tale legame era stato postulato da Martinelli e Lockhart e da 
loro individuato, attraverso confronti sperimentali, per mezzo delle curve 
rappresentate nel diagramma della figura 15.2. Le equazioni [15.16] e [15.17] ·
giustificano inoltre la simmetria che si osserva nella rappresentazione 
logaritmica delle curve <P,(X) e <P,(X) rispetto ad X = I .  

Le curve della figura 15.2 si riferiscono alla situazione di regime di 
1noto turbolento per entra1nbe le fasi. 

15.6. Il metodo di Martinelli e Lockhart (M. e L.) • 

Nei tubi orizzontali o sub-orizzontali, Martinelli e Lockhart, dal
l'esame di numerose esperienze di Lockhart e di altri AA. sul moto di 
miscugli aria-liquidi diversi, hanno ricavato i grafici delle funzioni </;9 = 
= <P,(X), <P, = <P,(X) non solo nel moto tnrbolento di entrambe le fasi ma 
anche nelle altre situazioni indicate nella tabella 15. l e contraddistinte 
con il simbolo indicato a fianco. 

TABELLA 15 . 1 .  - Regime di moto e indicazioni del parametro <P. 

Regime di moto Numeri di ReYnolds e parametri r]) 
Liquido Aeriforme Liquido Aeriforme 

------- -

laminare laminare Re1 < 1000 (/_)lLL Re0 < 1000 <PuLL 
turbolento laminare Rei > 2000 t;/Jl'l.'L Re0 < 1000 t;/Ju'J.'L 
laminare I turbolento Rei < 1000 (J_jlLT Re0 > 2000 <f>uL'J.' 
turbolento turbolento Rei > 2000 <P, Re0 > 2000 r/J, 

I 
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TABELLA 15 . 1 .  - Regime di moto e indicazioni del parametro <P. 

Regime di moto Numeri di ReYnolds e parametri r]) 
Liquido Aeriforme Liquido Aeriforme 

------- -

laminare laminare Re1 < 1000 (/_)lLL Re0 < 1000 <PuLL 
turbolento laminare Rei > 2000 t;/Jl'l.'L Re0 < 1000 t;/Ju'J.'L 
laminare I turbolento Rei < 1000 (J_jlLT Re0 > 2000 <f>uL'J.' 
turbolento turbolento Rei > 2000 <P, Re0 > 2000 r/J, 

I 
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Fig. 15.3. - Il metodo di correlazione globale di Martinelli e Lockhart per differenti regimi del moto 
del liquido e dell'acçiforme (v. tab. 15.1). 

Le curve relative sono riportate nel diagramma della figura 15.3. 
L'impiego tecnico del metodo M. e L. cpnsiste nelle seguenti operazioni: 

(a) calcolo della perdita di pressione (ilp/!1L), richiesta dalla cor
rente liquida di portata massica QM, per defluire da sola nella condotta 
di sezione Q;  a questo scopo si impiega l'equazione del moto uniforme 
con le ordinarie formule di resistenza nei tubi (v. cap. 13) ;  

(b) calcolo della perdita di pressione (lp/!1L), richiesta dalla cor
rente gassosa di portata massica QM11 per defluire da sola nella condotta 
di sezione Q;  si ricorre per questo calcolo alla equazione del moto per
manente isotermo di aeriformi in condotte in pressione (v. paragrafo 14.7); 

(e). calcolo di X con l'operazione V(a)/(b) e quindi ricerca di <Il, 
e di <P 11 in funzione di X, dati i regimi di moto delle due fasi, sul diagramma 
della figura 1 5.2 o della figura 15 .3 ;  

(il) calcolo della perdita di  pressione del miscuglio, per unità di 
lunghezza della condotta, con l'una o l'altra delle equazioni : 

(!1p/!1L),, = <P�(!1p/!1L)1 
oppure = @;(!1p/!1L), .  

(e) valutazione della frazione volumetrica aeriforme ct,11, partendo 
dal vàiore noto del parametro X ed utilizzando la parte superiore del 
diagramma della figura 15.2. 

par. 15.6] Il metodo di Martinelii e Lockhart (M. e L.) 497 

Diverse ricerche sperimentali hanno portato contributi alla verifica 
del metodo di M. e L. In particolare si ricordano le espe�ienze di JÙhnson 
e Abou-Sahe (1952) e quelle di Alves (1954) al quale si deve anche, dopo 
Kosterin (1949), un inquadramento dei differenti tipi di moto bifase. Gli 
scarti sperimentali dalla curva <P = <P(X) di M. e L. sono contenuti gene
ralmente entro il 30 %, mentre raggiungono valori maggiori nei confronti 
della predizione della frazione volumetrica gassosa. 

II metodo di M. e L. ha trovato successive verifiche sperimentali nel 
calcolo delle perdite di pressione di moti bifasi non soltanto nei condotti 
orizzontali, per i quali era stato introdotto, ma anche in condotti verticali 
(Govier, 1957-58). Un interessante confronto numerico fra numerosi risultati 
sperimentali ed alcuni metodi di correlazione globale è stato eseguito da 
Dukler, Moye Wicks e Cleveland nel 1964. Gli AA. hanno potuto trarre 
la conclusione che il metodo proposto da M. e L. dimostra senza dubbio 
il miglior accordo con le misure sperimentali delle perdite di pressione, 
pur rivelando talvolta scarti sensibili, specialmente con il crescere del 
diametro. 

Maggiori incertezze restano, come si è detto, nel calcolo della fra� 
zione volumetrica aeriforme a11• Nel caso di moto turbolento di entrambe 
le fasi è da notare che fra i parametri a11 e <Pi di M. e L. sussiste, con buona 
approssimazione, il legame 

<P, = (I - a,)-1, ossia 
1 

a = 1 - ;,;- , ' ,,.. , 
verificato da Boyce, Collier e Levy (1968). 

Pur con tutte le riserve che derivano dalle difficoltà di misura della 
frazione gassosa, i valori di a11 che si ottengono dalle seguenti equazioni 

I 
1Xg = 1 - <Pf·14-3 

a, = J _ (),880 
{f)f·143 

(Katsubara, 1958; tubi verticali) 

(Chilson e Laird, 1958; tubi orizzontali) 

sembrano più attendibili dei precedenti. Le corrispondenti curve a11 = 
= a,(X) sono riportate nella figura 15.4. 

Chisolm e Laird (1958) hanno anche indicato la relazione empirica 

2 1  I 
<PI = 1 + x + X' 

per approssimare analiticamente la curva <P,(X) di M. e L. nel caso, già 
richiamato, di moto liquido turbolento-gas turbolento. 
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Fig. 15.4. - Confronto fra la curva ctg = ctg(X) di Martinelli (I) e le curve di Katsuhara (2) e di 
Chilsom e Laird (3). 

Richardson nel 1959 e Fohrman nel 1960 hanno condotto esperienze 
su tubi orizzontali di sezione rettangolare eseguendo, oltre al rilievo foto
grafico del tipo di moto, accurate misure delle pressioni, delle velocità e 
della frazione volumetrica gassosa mediante l'impiego di radiazioni y. 
I valori misurati aa si scostano sensibilmente daIIa curva di M. e L. mentre 
la correlazione per il calcolo della perdita di pressione è risultata ben 
confermata dai risultati sperimentali nel regime liquido turbolento-gas 
turbolento ed anche nella regione di transizione da regime turbolento a 
laminare per la fase liquida. Solo con le più alte viscosità del liquido i dati 
sperimentali stanno circa il 15 % al di sotto della curva M. e L. 

15.7. Modelli a densità variabile. 

Per un'analisi più dettagliata del moto bifase, o per lo meno di alcuni 
tipi di moto, sono stati proposti diversi schemi di calcolo basati su modelli 
fisici semplificati. Fra questi vogliamo citare il modello suggerito da 
Bankoff nel 1 960, che si basa sulla considerazione di un fluido unico con 
densità variabile in funzione della concentrazione della fase aeriforme. 

Assumendo la velocità e la concentrazione distribuite nella sezione 
secondo una legge di potenze, rispetto alla distanza dalla parete, Bankoff 
ha dedotto la seguente espressione del rapporto di scorrimento fra le 
velocità medie effettive delle due fasi 

Ua 1 - rx.0 
U1 = f<u--=_-c;� 

in funzione della frazione volumetrica gassosa IX,,, media nella sezione, 
e di un parametro del moto K9 da determinare sperimentalmente. 

Un contributo a questo studio è stato portato da Zuber (1960), mo-

Esempi 499 

strando che il parametro K0 si può esprimere con il rapporto 

K = rx.o ' {!, 
fra la predetta frazione volumetrica gassosa media rx.!/ e la concentrazione 
de!la portata gassosa {!, = Q,/(Q, + Q,). Il valore del parametro K, , di 
norma minore di 1, è un indice della distribuzione delle due fasi nella 
corrente. Alla stessa equazione era giunto empiricamente Armand nel 1946 
ed essa era stata verificata da esperienze russe con valori praticamente 
costanti di K0 , per fissate pressioni di esercizio, in un campo abbastanza 
esteso di variazione di {39 • 

Numerose ricerche sull'argomento si sono aggiunte in questi ultimi 
anni, sia per affinare lo schema a densità variabile, sia per introdurre altri 
modelli interpretativi del moto bifase. Esse esulano dai limiti di questo 
trattato, anche perché, pur contribuendo ad approfondire la conoscenza 
dei fenomeni all'interno delle correnti miste, non hanno portato finora, per 
quanto riguarda il calcolo delle ·perdite di pressione nel moto bifase, a 
procedimenti che possano sostituire, per semplicità di applicazione e per 
attendibilità dei risultati, il metodo di correlazione globale proposto da 
Martinelli e Lockhart. 

ESEMPI 

Esempio 15.1 

Calcolo della perdita di pressione in una tubazione di acciaio trafilato nuova 
(e = 0,15 mm), lunga 800 m, 0 60 mn1, quando vi transita una portata volumetrica 
di 4 m3/ora di kerosene (tb = 820 kg m-3) insieme ad una portata massica di 
600 kg/ora di gas naturale, essenzialmente n1etano, alla temperatura di 20 °C e ad 
una pressione media assoluta intorno a 1 5  bar. 

Viscosità del gas naturale 

Viscosità del kerosene 

µy = 0,011 cP = 1,1 · l0-5 Nm-2 s .  

µi = l,90 cP = 1 ,9· 1o-a Nm-2 s .  

4,0 
Ql = 3.600 = J ,111  · fQ-3 ffi3 s-l; QMI = Q!Ql = 0,911 kg S-l; {J = 0,00283 m2 ; 

e,Q, D 0,911 x 0,060 Rei = -- � --------"--- = 1 02· 10� 
µi!J 1,9· 10-3 x0,00283 ' 

QM,D 600 0,060 Re = -- � --· · - - - -----�---.. = 3 21 · lQli u µ�Q 3600 1 , I · I0-5x 0,00283 ' . 
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I l  regime del moto è quindi turbolento per entrambe l e  fasi. 
Si calcola la perdita di pressione nel moto della sola fase liquida (/!.p) . À Q:,, 

IJ.L i = JKQi = D 2ei!l2 · 
Essendo 

s o 15 Ii �  To � 0,0025 e Rei = 1 ,02· 104 

dal diagramma di Moody deriva À = 0,0345. 
Perciò 

Con 

(/!.p) � 0,0345. (0,91 1)' � 36 33 Nm-•. l!.L , 0,060 2 X 820(0,00283)' ' 

' l5 � 0,0025 e Reo = 3,21 · 105 

risulta ì. = 0,025, e la caduta di pressione nel moto della sola fase gassosa vale 
(cfr. esempio 14.7) 

ossia 

p�-p: = Yf! TQ�0• � = �__!!_ 105• ( 600 )2 , 0,025 
= 2 195. 108 N2 m-r. 

l!.L Nll' D (0,00283)' 3 600 0,060 ' 

(P1-P2) 
--xL (P1+ P2) = 2,195· lQs N2 m-r. 

e, dato che p1 + p2 = 2pm = _30 bar = 30 · 1 O' Nm.-2, segue 

Risulta 

(�D. � 2·:�5-:�: � 73,17 Nm-•. 

1 /(f>.p//!.L), � X � Y (/!.p//!.L), 
36,33 
73, 17  � 0,70 

e quindi si legge sul diagramma della fig. 1 5.2 :  <Pi = 5,3 e r/Ju = 3,7, per cui (��L �1'� (�)
, � 1 020 Nm -• 

- = <P  - = 1 002 Nm 3 (/!.p) ' (/!.p) -
6.L 01 u 6.L o 

Cap. 15] Riferimenti citati 501 

Assumendo una pressione assoluta iniziale p1 = 19,00 bar, risulta nella sezione 
finale p2 = 10,92 bar, con valore medio 14,96 bar come richiesto. 

Mentre la caduta di pressione (6.p/IJ.L)1 è uniforme lungo la condotta, la 
(Ò.p/IJ.L)0 varia con il valor medio della pressione nel tronco 6.L considerato. Per 
ottenere una buona approssimazione occorre perciò considerare tronchi D.L abba
stanza brevi da poter sostituire la curva effettiva delle pressioni con tratti rettilinei. 

Nel caso in esame, dividendo ad esempio la tubazione in 4 tronchi di lunghezza 
/:l.L = 200 m si ottengono i risultati indicati nel quadro seguente. 

Tronco 

Pm (bar) 
(/!.p/l!.L), 
(/!.p/l!.L), 

X 
1', 

(/!.pjl!.L)., 1', 
(/!.p/l!.L)., 

Valore medio 

(/!.p//!.L),, 
/!.p (bar) 

0-200 

1 8  
36,33 
60,97 
0,77 
5,0 

908 
3,90 

880 

894 
1,788 

/J.ptot = 8,210 bar 

200-400 400-600 600-800 

1 6  1 4  12 
36,33 36,33 36,33 
68,58 78,39 91,46 
0,73 0,68 0,63 
5,2 5,5 5,7 

982 1 099 1 180 
3,75 3,65 3,55 

964 1 044 1 153 

973 1 072 1 166 
1,946 2,144 2,332 

Con la pressione assoluta iniziale Pi(nJ = 19,00 bar, si ottiene 

Jl(2nnl = 17,21 bar; 

ed infine 

Jl(400J = 1 5,26 bar; 

P2(aool = 10,79 bar 

P(oool = 13,12 bar 

con una differenza dell'l ,2 % rispetto al valore trovato con riferimento all'intera 
tubazione lunga 800 m. 

con buon accordo. Assumendo mediamente Riferimenti citati. 

(/!.p) � 1 010 Nm-• 
IJ.L oz 

si ottielle fra le sezioni 1 e 2 distanti 800 m 

P1-P2 = l OlO_x soo = 808000 Nm-i =  8,08 bar . 
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IJ.L i = JKQi = D 2ei!l2 · 
Essendo 

s o 15 Ii �  To � 0,0025 e Rei = 1 ,02· 104 

dal diagramma di Moody deriva À = 0,0345. 
Perciò 

Con 

(/!.p) � 0,0345. (0,91 1)' � 36 33 Nm-•. l!.L , 0,060 2 X 820(0,00283)' ' 

' l5 � 0,0025 e Reo = 3,21 · 105 

risulta ì. = 0,025, e la caduta di pressione nel moto della sola fase gassosa vale 
(cfr. esempio 14.7) 

ossia 

p�-p: = Yf! TQ�0• � = �__!!_ 105• ( 600 )2 , 0,025 
= 2 195. 108 N2 m-r. 

l!.L Nll' D (0,00283)' 3 600 0,060 ' 

(P1-P2) 
--xL (P1+ P2) = 2,195· lQs N2 m-r. 

e, dato che p1 + p2 = 2pm = _30 bar = 30 · 1 O' Nm.-2, segue 

Risulta 

(�D. � 2·:�5-:�: � 73,17 Nm-•. 

1 /(f>.p//!.L), � X � Y (/!.p//!.L), 
36,33 
73, 17  � 0,70 

e quindi si legge sul diagramma della fig. 1 5.2 :  <Pi = 5,3 e r/Ju = 3,7, per cui (��L �1'� (�)
, � 1 020 Nm -• 

- = <P  - = 1 002 Nm 3 (/!.p) ' (/!.p) -
6.L 01 u 6.L o 
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Assumendo una pressione assoluta iniziale p1 = 19,00 bar, risulta nella sezione 
finale p2 = 10,92 bar, con valore medio 14,96 bar come richiesto. 

Mentre la caduta di pressione (6.p/IJ.L)1 è uniforme lungo la condotta, la 
(Ò.p/IJ.L)0 varia con il valor medio della pressione nel tronco 6.L considerato. Per 
ottenere una buona approssimazione occorre perciò considerare tronchi D.L abba
stanza brevi da poter sostituire la curva effettiva delle pressioni con tratti rettilinei. 

Nel caso in esame, dividendo ad esempio la tubazione in 4 tronchi di lunghezza 
/:l.L = 200 m si ottengono i risultati indicati nel quadro seguente. 

Tronco 

Pm (bar) 
(/!.p/l!.L), 
(/!.p/l!.L), 

X 
1', 

(/!.pjl!.L)., 1', 
(/!.p/l!.L)., 

Valore medio 

(/!.p//!.L),, 
/!.p (bar) 

0-200 

1 8  
36,33 
60,97 
0,77 
5,0 

908 
3,90 

880 

894 
1,788 

/J.ptot = 8,210 bar 

200-400 400-600 600-800 

1 6  1 4  12 
36,33 36,33 36,33 
68,58 78,39 91,46 
0,73 0,68 0,63 
5,2 5,5 5,7 

982 1 099 1 180 
3,75 3,65 3,55 

964 1 044 1 153 

973 1 072 1 166 
1,946 2,144 2,332 

Con la pressione assoluta iniziale Pi(nJ = 19,00 bar, si ottiene 

Jl(2nnl = 17,21 bar; 

ed infine 

Jl(400J = 1 5,26 bar; 

P2(aool = 10,79 bar 

P(oool = 13,12 bar 

con una differenza dell'l ,2 % rispetto al valore trovato con riferimento all'intera 
tubazione lunga 800 m. 

con buon accordo. Assumendo mediamente Riferimenti citati. 

(/!.p) � 1 010 Nm-• 
IJ.L oz 

si ottielle fra le sezioni 1 e 2 distanti 800 m 

P1-P2 = l OlO_x soo = 808000 Nm-i =  8,08 bar . 
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CAPITOLO SEDICESIMO 

MOTO VARIO NELLE CONDOTTE IN PRESSIONE 

16.1. Le equazioni del moto vario di una corrente. 

Lo studio del moto di una corrente fluida quasi cilindrica, sia essa 
contenuta in una tubazione in pressione od in un alveo aperto, s'imposta 
assumendo ordinariamente che il ".!!J:C?.tO. _ sia _ _  monodimensionale e si svi
luppi nella direzione s dell'asse del condotto, e che il fluiçl_Q_.§_��--giµ9geneo 
in ciascuna sezione normale della corrente, ossia la densità dipenda sol
tanto dall'ascissa s e  dal tempo t. Nel paragrafo 1 1 .2 sono state già richia
mate alcune proprietà delle correnti monodimensionali ed in particolare 
si è mostrato che la distribuzione della pressione si può ritenere idrostatica 
sulle sezioni normali. 

L'equazione di continuità deriva dall'equazione globale 

�.&!" = Q,v; -QM" òt 
riportata nel paragrafo I I .  I .  Con riferimento ad un tronco elementare 
di corrente, come quello indicato nella figura 16.1, con sezio.Q.e di area !J 
all'istante t e all'ascissa s, e lunghezza infinitesima ds, la massa M vale 

e!lds; risulta perciò 

BM _ _il_ (e!l)ds , iii - òt 
e la portata massica netta che attraversa le due sezioni trasversali di
stanti ds è 

a a QM, -QM" = - òs (QM) ds = - as (eQ)ds; 

T 
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l'equazione di continuità assume in definitiva la forma 

8(eQ) 
+ 

B(eD) = 0 
as 8t 

[Cap. 16 

[16.1]  

valida per le correnti monodimensionali senza afflussi o deflussi laterali. 
L'equazione dinamica si deduce dal teorema della quantità di moto, 

nella forma globale vista sempre nel paragrafo 1 1 . 1 ,  

G + II = I +  Q. - Q, ,  
applicato al volume di controllo f.lds e nella direzione s (v. fig. 16.1). 

area Q ,, 

� 
-------�� 

------ � 

Fig. 16.I.  - Tronco elementare di corrente. 

Il risultante G delJe forze di massa ha su s la proiezione 

òz G, = egf.lds sen e = - yf.1 0  ds os [16.2] 

avendo indicato con g l'accelerazione di gravità, con z la quota dell'asse 
baricentrico e .con e · 1 •ang0Jo da esso formato con l'orizzontale. 

Par. 16.l] Le equazioni del moto vario di una corrente 505 

La proiezione su s delle forze di superficie Il comprende la somma: 

(a) degli sforzi normali agenti sulle facce piane distanti ds e sul 
contorno di proiezione (8Q/8s)ds sullo stesso piano 

pf.1
-
{pQ + a(��) ds} + p �� ds 

essendo p la pressione nel baricentro della sezione di area Q;  

(b) degli sforzi tangenziali di valor medio r 0  agenti, con verso oppo
sto al moto, sulla superficie di contorno di perimetro B. Quindi comples
sivamente risulta 

ap ll, = - f.I Bs ds - r0Bds . [16.3] 

Per quanto riguarda la valutazione della variazione della quantità di 
moto, si suppone che la velocità nella sezione Q, oltre che direzione unica, 
abbia anche una distribuzione uniforme con valore U. Tale posizione è 
di solito accettabile in regime turbolento, nel quale le velocità medie 
locali si discostano ovunque poco dal valor medio U salvo che nelle 
immediate vicinanze della parete solida; in ogni caso la semplificazione 
non è concettualmente necessaria e si può tener conto della distribuzione 
effettiva delle Velocità con l'introduzione di opportuni coefficienti cor
rettivi, come si vedrà nel seguito di questo paragrafo. 

Assumendo, per ora, l'uniformità di U nella sezione D, si ottengono 
le seguenti espressioni delle componenti nella direzione s:  

(a) per le inerzie locali 

I =f "(eU) dV =
è(eU) .Qds · 

8 at 2t ' 
V 

(b) per il flusso di quantità di moto attraverso il volume di controllo (*) 

�;s = eU2D ,  

che rappresenta la portata di quantità di moto entrante attraverso la 
sezione piana Q e 

a aD .!!! •.• = cU'Q + 0 (eU'f.l)ds + e -,;-- Uds es et 
che rappresenta con i primi due termini la portata di quantità di moto 
uscente attraverso la sezione piana distante ds dalla precedente e con il 

(*) Qui e nel seguito verrà indicata con .P., la componente su s dcl vettore portata della quantità 
di moto Q. 
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terzo termine la portata di quantità di  moto uscente attraverso la suw 
perficie laterale. Mettendo insieme questi risultati si ottiene 

{ au ile a au an } I, +  !2., - !2,. = eD ai + UD òt + u ils (e UD) +  eDU 8s + e  ai u ds 

da cui, tenuto conto che UD equivale alla portata Q e che si può scrivere 

an 
u = u il(eD) _ un ile e ai ai ilt ' 

deriva 

1 + !2 _ !2 .  = { D au + nu au _, u [B(eQJ + B(eDJ]} d 8 us is e òt e as r éls 8t s 

e quindi, essendo nullo il termine fra parentesi quadre per la condizione 
di continuità [16.1 ], segue (au au) I, + !2., - !2,, = ai + U a, eD ds . [16.4] 

Si noti che a questo risultato si poteva giungere più rapidamente 
applicando il teorema della quantità di moto al sistema materiale in moto 
che all'istante t occupa lo spazio assunto in precedenza come volume di 
controllo. Infatti, .imposta la condizione di conservazi9ne della massa 
e!J ds, il tasso di Variazione della sua quantità di moto vale 

gDds - = eDds - +  U -Du (au au) 
Dt òt òs 

essendo U = U(s, t) velocità che si ritiene distribuita uniformemente su Q 
e DU/Dt l'accelerazione della massa considerata (cfr. paragrafo 5.2). 

Uguagliando ora la somma delle forze di massa [16.2] e di superfi
cie [16.3] al tasso di variazione della quantità di moto [16.4], e dividendo 
tutto per yDds si ottiene l'equazione 

az + l ilp + <0B = _ l au _ (}_  au 
òs y òs yQ g òt g ils · 

Se il moto è barotropico, ad ogni istante t sussiste un legame e = e(p) 
tale che 

.i_ ap -- _a_ I dp . 
y òs - òs y '  

l'equazione dinamica della corrente assume a1lora la forma 

-°-(z +J dp + U') = _l au _ _  'i 
òs y 2g g òt yR 

avendo introdotto il raggio idraulico della sezione R = Q/B. 

[16.5] 

Par. 16.1] Le equazioni del moto vario di una corrente 507 

Volendo mettere in conto una distribuzione non uniforme della velo
cità nella sezione, si deve valutare il tasso di variazione della quantità 
di moto rappresentato dalla 

gt J evdV, 
V 

dove v = v(s, t) è il valore medio locale della velocità e V è il volume 
inobile. Dal teorema di trasporto, associato all'equazione di continuità, 
si ottiene, come si è visto nel paragrafo 4.3, 

D J J Dv 
Dt ev dV = e Dt dV 

V V 

ed essendo ora V il volume fisso Q ds segue 

I Dv J (òv òv) J {òv ò (v')} e D1 dV = eds 81 + v as dD = e ds 81 + as 2 dD . 
V Q D 

Ricordando la definizione della velocità media U 

fv dQ = UQ 
n 

[16.6] 

ed introducendo un coefficiente (J di ragguaglio della portata di quan
tità di moto, definito dall'operazione 

si ottiene 

J v2dQ = (JU2Q 
n 

D J au a ( U') 
Dt evdV = eD ai ds + eD òs (J 'f ds. 

V 

[16.7] 

L'equazione dina1nica del moto vario di una corrente diventa quindi 

-°-(z +f dp + (J U') = _ l au _ 2 . òs y 2g g òt yR 
[16.8] 

Nel moto turbolento i valori di (J differiscono appena di qualche unità 
per cento da 1, variando da 1,00 a 1 ,04. Tenuto conto della difficoltà 
di una valutazione attendibile, nelle ordinarie applicazioni tecniche si usa 
assumere di norma fJ = 1 .  

""!''""' 
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-°-(z +f dp + (J U') = _ l au _ 2 . òs y 2g g òt yR 
[16.8] 

Nel moto turbolento i valori di (J differiscono appena di qualche unità 
per cento da 1, variando da 1,00 a 1 ,04. Tenuto conto della difficoltà 
di una valutazione attendibile, nelle ordinarie applicazioni tecniche si usa 
assumere di norma fJ = 1 .  

""!''""' 



508 Moto vario nelle condotte in pressione [Cap. 1 6  

Per quanto riguarda il calcolo della perdita distribuita di energia totale, 
per unità di peso e per unità di lunghezza, dovuta alle resistenze al contorno 

<o 
yR = j, [16.9] 

si adottano in ·moto vario le stesse relazioni valide per il calcolo delle 
perdite di carico in condizioni di moto uniforme. Tale posizione è giusti
ficata essenzialmente da osservazioni sperimentali indirette. 

Per prendere in considerazione un eventuale cambiamento di segno 
della U in modo che il termine dissipativo (-j) abbia sempre segno con
trario alla U stessa, nel caso di moto entro condotte circolari di diametro D, 
si scrive la perdita nella forma 

. À UfUI .  
J = D 2.g , [16.10] 

con l'ovvia sostituzione 4R in luogo di D nelle condotte di sezione dif
ferente dalla circolare, e con l'eventuale introduzione di un coefficiente 
di forma nel calcolo di À. 

16.2. Tipi di oscillazioni: elastiche e di massa. 

Le equazioni del moto vario delle correnti possono essere utilizzate 
nelle condotte in pressione per lo studio di due forme sostanzialmente 
diverse di oscillazioni che si presentano nei transitori degli impianti 
idraulici : le oscillazioni elastiche e le oscillazioni di massa. 

Le prime sono onde di pressione che si propagano con elevata celerità 
(dell'ordine di 1000 m/s nelle correnti liquide entro tubi metallici) per effetto 
della comprimibilità del fluido e dell'elasticità della condotta stessa. Le 
cause di queste oscillazioni elastiche risiedono neIIe variazioni di velocità 
provocate, ad esempio, da manovre di apertura o di chiusura delle valvole 
di estremità di una condotta di derivazione o di pompaggio, oppure, in 
quest'ultimo caso, anche direttamente dall'attacco o dal distacco della 
pompa. 

Le oscillazioni -di massa sono invece spostamenti in blocco che subisce 
quasi-rigidamente la colonna liquida contenuta nella condotta collegante 
due serbatoi a pelo libero, quando il livello di almeno uno dei serbatoi 
varia nel tempo. L'esempio più semplice è rappresentato dalle oscillazioni 
della massa liquida contenuta in un tubo _ad U se i peli liberi nei due rami 
verticali sono a livello diverso nell'istante di velocità nulla. 
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In molti impianti idraulici, ad esempio negli impianti idroelettrici a 
serbatoio dotati di pozzo piezometrico (v. fig. 16.2), possono presentarsi 
entrambi i tipi di oscillazione. Le oscillazioni elastiche, che si propagano 
nelle condotte forzate di derivazione, sono provocate dalle manovre del
l'otturatore della turbina ed hanno durate così brevi che il livello del 
pozzo piezometrico si può ritenere invariato fino al momento del loro 
esaurimento. Le oscillazioni di Ihassa interessano invece il sistema ser
batoio-gaUeria-pozzo piezometrico; esse hanno periodi e durate di ordine 
di grandezza molto maggiore delle prime, tali da poter essere considerate 
come oscillazioni successive ed indipendenti da quelle elastiche. 

Fig. 16.2. - Schema di impianto idroelettrico. 

pozzo 
piezometrico. 

Entrambi i problemi saranno trattati in questo capitolo nei loro aspetti 
essenziali. Per un approfondimento di tutta la materia si rimanda ai testi 
specializzati, ed in particolare al 2° volume del libro di F. Arredi : Costru
zioni Idrauliche, UTET, 1972. 

16.3. Condotta collegante due serbatoi. Oscillazioni di massa. 

Per accentuare l'aspetto tecnico del problema delle oscillazioni di 
massa, si fa riferimento al sistema serbatoio-galleria-pozzo piezometrico di 
un impianto idroelettrico, come quello schematizzato nella figura 16.3. 

Per lo studio delle oscillazioni provocate in tale sistema da una rapida 
variazione della portata effluente si può prescindere, per quanto detto nel 
paragrafo precedente, dalla presenza della condotta forzata a valle del 



508 Moto vario nelle condotte in pressione [Cap. 1 6  

Per quanto riguarda il calcolo della perdita distribuita di energia totale, 
per unità di peso e per unità di lunghezza, dovuta alle resistenze al contorno 

<o 
yR = j, [16.9] 

si adottano in ·moto vario le stesse relazioni valide per il calcolo delle 
perdite di carico in condizioni di moto uniforme. Tale posizione è giusti
ficata essenzialmente da osservazioni sperimentali indirette. 

Per prendere in considerazione un eventuale cambiamento di segno 
della U in modo che il termine dissipativo (-j) abbia sempre segno con
trario alla U stessa, nel caso di moto entro condotte circolari di diametro D, 
si scrive la perdita nella forma 

. À UfUI .  
J = D 2.g , [16.10] 

con l'ovvia sostituzione 4R in luogo di D nelle condotte di sezione dif
ferente dalla circolare, e con l'eventuale introduzione di un coefficiente 
di forma nel calcolo di À. 

16.2. Tipi di oscillazioni: elastiche e di massa. 

Le equazioni del moto vario delle correnti possono essere utilizzate 
nelle condotte in pressione per lo studio di due forme sostanzialmente 
diverse di oscillazioni che si presentano nei transitori degli impianti 
idraulici : le oscillazioni elastiche e le oscillazioni di massa. 

Le prime sono onde di pressione che si propagano con elevata celerità 
(dell'ordine di 1000 m/s nelle correnti liquide entro tubi metallici) per effetto 
della comprimibilità del fluido e dell'elasticità della condotta stessa. Le 
cause di queste oscillazioni elastiche risiedono neIIe variazioni di velocità 
provocate, ad esempio, da manovre di apertura o di chiusura delle valvole 
di estremità di una condotta di derivazione o di pompaggio, oppure, in 
quest'ultimo caso, anche direttamente dall'attacco o dal distacco della 
pompa. 

Le oscillazioni -di massa sono invece spostamenti in blocco che subisce 
quasi-rigidamente la colonna liquida contenuta nella condotta collegante 
due serbatoi a pelo libero, quando il livello di almeno uno dei serbatoi 
varia nel tempo. L'esempio più semplice è rappresentato dalle oscillazioni 
della massa liquida contenuta in un tubo _ad U se i peli liberi nei due rami 
verticali sono a livello diverso nell'istante di velocità nulla. 

Par. !6.31 Condotta collegante due serbatoi. Oscillazioni di massa 509 

In molti impianti idraulici, ad esempio negli impianti idroelettrici a 
serbatoio dotati di pozzo piezometrico (v. fig. 16.2), possono presentarsi 
entrambi i tipi di oscillazione. Le oscillazioni elastiche, che si propagano 
nelle condotte forzate di derivazione, sono provocate dalle manovre del
l'otturatore della turbina ed hanno durate così brevi che il livello del 
pozzo piezometrico si può ritenere invariato fino al momento del loro 
esaurimento. Le oscillazioni di Ihassa interessano invece il sistema ser
batoio-gaUeria-pozzo piezometrico; esse hanno periodi e durate di ordine 
di grandezza molto maggiore delle prime, tali da poter essere considerate 
come oscillazioni successive ed indipendenti da quelle elastiche. 

Fig. 16.2. - Schema di impianto idroelettrico. 

pozzo 
piezometrico. 

Entrambi i problemi saranno trattati in questo capitolo nei loro aspetti 
essenziali. Per un approfondimento di tutta la materia si rimanda ai testi 
specializzati, ed in particolare al 2° volume del libro di F. Arredi : Costru
zioni Idrauliche, UTET, 1972. 

16.3. Condotta collegante due serbatoi. Oscillazioni di massa. 

Per accentuare l'aspetto tecnico del problema delle oscillazioni di 
massa, si fa riferimento al sistema serbatoio-galleria-pozzo piezometrico di 
un impianto idroelettrico, come quello schematizzato nella figura 16.3. 

Per lo studio delle oscillazioni provocate in tale sistema da una rapida 
variazione della portata effluente si può prescindere, per quanto detto nel 
paragrafo precedente, dalla presenza della condotta forzata a valle del 



510 Moto vario nelle condotte ìn pressione [Cap. 16  

pozzo piezometrico e ritenere l'organo di manovra della portata inserito 
direttamente all'uscita del pozzo (v. sez. 3 della fig. 16.3). 

i:> 0)-.,0--JI--,-.--�- ---
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Fig. 16.3. - Sistema galleria-pozzo piezometrico di un impianto idroelettrico. 

H, 

Il fenomeno delle oscillazioni di massa s'interpreta analiticamente con 
ottima approssimazione assumendo trascurabili la comprimibilità del fluido 
e l'elasticità del condotto contenente la massa fluida. S'impongono allora 
le condizioni : 

e =  cost 
per il fluido, e 

dQG/dt � 0 

per la galleria in pressione di sezione Qa uniforme in tutto il suo sviluppo 
di lunghezza LG . 

. 

L'equazione di continuità [16. 1 ]  si riduce alla 

òQ/òs � O  

che ammette l'integrale generale 

Q � Qo + f(t) (per 1>0) 

[16. 1 1 ]  

[16. 12] 

avendo indicato con Q0 Ia portata del regime permanente all'istante 
t = O, assunto quale istante iniziale della manovra e con f(t) una fun
zione del tempo, nulla per I = O. 
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Anche la velocità media nella galleria in pressione U = Q(t)/Q0 è 
quindi funzione soltanto del tempo: la condizione au/as = o  evidenzia 
l'ipotesi posta di moto in blocco, uniforme ma non permanente, nel quale 
le Variazioni di velocità si propagano con celerità infinitamente grande. 

Per il moto in esame, l'eq. [16.5], con la condizione e =  cost e con 
!'espressione [16.10] delle perdite distribuite, diventa 

_a_
(z + !'.  + U') = _ .!.  dU _ -3_ UIUI 

òs y 2g g dt DG 2g 

od anche, indicando al solito con 

H = z + l'. +  U
' 

y 2g 

il carico totale (od effettivo) della corrente in una sezione, 

BH I dU À u1u1 
as = ...,. g <lt - DG --ig · [16.13] 

Questa equazione può essere integrata fra le sezioni 1 e 2 distanti La 
assumendo che in tali sezioni il carico totale coincida, in ogni istante, 
con il carico del serbatoio confinante; trascurando, in altre parole, le 
perdite localizzate d'imbocco e di sbocco. Segue 

H - H = .!. dU L + � u1u1 L 
1 2 g dt G DG 2g G • [16.14] 

Posta l'origine dell'asse verticale z al livello del pelo libero nel lago
serbatoio S, si ha 

H1 - H2 = - Z .  

Il volume che attrav_e.rs_a nel tempo_ dt una sezione della galleria . è 
uguale al volume immagazzinato nello stesso tempo nel pozzo piezometrico 
cilindrico di sezione Dp, in seguito alla variazione di livello dz: 

e quindi 

UDadt = Q,, dz ,  

U =  Dp_ dz 
QG dt ' 

dU Q1• d2z 
dt = .Q0 '<:112 • 
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Sostituendo nell'eq. [16. 14] le espressioni ora trovate risulta 

d'z . À Q,� dz I dz I gQG 
dt2 + 2D�· QG

. 
dt dt + LaQ/ =O '  

[Cap. 16  

[16.15] 

Questa _equazione non è lineare, ma si integra senza- difficoltà con 
metodi numerici alle differenze finite, poste le condizioni iniziali : 

Z=- Zo , dz _ QG V: 
dt - Qp o ' per t=O , [16.16] 

essendo z0 ed U0 i valori delle perdite distribuite e della velocità nel regime 
di moto pennanente che precede il transitorio. 

-

Le oscillazioni di livello nel pozzo piezometrico sono smorzate a causa 
delle resistenze, rappresentate dal secondo termine della [16.15]. Il tran
sitorio di moto vario si esaurisce di solito in un tempo pari a 3 o 4 volte 
il periodo delle oscillazioni del sistema. 

16.4. Oscillazioni di massa senza resistenze. 

Se si trascurano le resistenze, l'eq. [16.15] si riduce alla 

d'z gQG 
dt' + LGQPZ = o  [16.17] 

che è l'equazione di un moto armonico con pulsazione w = VgD&/LaDP, 
cioè con periodo 

L'integrale generale 

T = 2n/w = 2n VLG Q, 
gQG • 

z = C1 sen wt + C2 cos wt , 

[ 16. 1 8] 

tenuto conto che per t = O è z = O, perché si sono trascurate le resi
stenze, e che è ancora (dz/dt)0 = (QG/Q,) U, , diventa 

Z = Zmax sen wt [16.19] 

con 

Zmax = Uo 111;��� [16.20] 

massima atnpiezza dell'escursione del pelo libero nel pozzo piezometrico 
di forma cilindrica. Evidentemente basta che la condizione di forma cilin-
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drica sia rispettata nel tronco dove avviene l'escursione del pelo libero. 
La presenza però di una strozzatura alla base del pozzo può modificare 
sostanzialmente l'importanza delle dissipazioni sul fenomeno. Vedi ad 
esempio, per questi problemi, Evangelisti (1947), Stucky (1958) e Datei 
1970). 

16.5. Oscillazioni in un tubo ad U con resistenze. 

Come esempio di calcolo delle oscillazioni di massa tenendo conto delle 
resistenze, si riporta qui lo studio delle oscillazioni di una colonna liquida 
nel tubo ad U della figura 16.4. 

D 1------
_ _o _ _ _  J _ _  J _ _ _ _ _ _  �- -----

Fig. 16.4. - Oscillazioni in  un 
tubo ad U con rami verticali. 

________ l 

L'eq. [16. 14], essendo H1 - H2 =-2z diventa 

- 2z = .!_  dU L + � U/UI L 
g dt D 2g 

e poiché U = dz/dt, segue 

d'z + J:_ d_: I dz I + 2g = 0 dt2 2D dt dt L z . 

_ _ _  6_ _ _  

[16.21] 

Questa equazione può essere integrata una volta nell'intervallo di 
tempo nel quale dz/dt non cambia segno (fra un massimo e un minimo sue-

17. MMCfll•RUBATrA· 
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cessivi) con il seguente risultato 

{(dz)' 4gD' ( .<z)} dt - -
.<'L I +  

D 
exp [- lcz/D] = C 

dove C è una costante di integrazione. Indicando con z1 il primo massimo 
di z, dalla condizione dz/dt = O  resta determinata la costante 

4gD'( Jz1) C=- ).'L l + n exp [- lcz,/D] . 

Sostituendo neJl'equazione precedente segue 

(dz)' 4gD2 { .<z ( Jz1) } dt = 
.<
'L 1 + 

D 
- 1 + D exp [.<(z - z1)/D] . [16.22] 

L'eq. [16.22] è facilmente integrabile con metodi numenc1 ; ma può 
essere anche utilizzata direttamente per calcolare le ampiezze Zm > O e 
Zm+i < O, massitna e minima di due oscillazioni successive. Tali ampiezze 
si verificano negli istanti in cui dz/dt = O e la [I 6.22] diventa 

),z ( AZ1) 1 + ;;• = 1 + D exp [.<(zm - z1)/D] 

nel caso z = zm e analoga nel caso z = Zm+i ; ne deriva 

( 1 + �) exp [- .<zm/D] = (1 + ÀZn+i) exp [-Azm+i/D] [16.23] 

equazione che può essere risolta per tentativi per calcolare Zm+1 , noto zm . 

16.6. Oscillazioni elastiche. Celerità di un'onda. 

Sia F = F(s, t) una funz.ione di classe C1 atta a rappresentare una 
generica perturbazione che Si .. propaga inalterata nella direzione s. Ciò 
significa che essa assume in l.Ìhft sezione s + ds e ad un sistante t + dt 
lo stesso valore che aveva nella i°'ione s all'istante t (v. fig. 16.5). Il rap
porto ds/dt esprime la velocità coiì>.çui si propaga ciascun valore della 
perturbazione rappresentata dalla F ed� chiamata celerità. Conseguen
temente, se per un dato incremento ds esiste sempre un incremento dt 
che verifica la condizione 

F(s + ds, t + dt) - F(s, t) � dF � (2F/iJs) ds + (2F/2t)dt = O , 

' Par. 16.6] 
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Oscillazioni elastiche. Celerità di un'onda 

,.,..·1 -;'T ----,',,, , ,,; F(s, t) = F(s +d�, t + dt) ' ...._ 

s +ds 

' -
1 + d1 

Fig. 16.5. - Funzione F(s, t) che si propaga. 

la celerità e risulta espressa dall'equazione 

òF 
ds ai 

C = dt = - òF . 

òs 
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[16.24] 

Nel caso della propagazione di un'onda in un fluido in moto, divi
dendo la [16.24] per la velocità effettiva U del fluido si ottiene la seguente 
relazione fra i valori assoluti delle grandezze in gioco 

l.<:.. I = l�� I u l u�:I , [16.25] 

la quale dimostra che termini del tipo jUBF/èsj stanno a termini del 
tipo jèF/Btj nello stesso rapporto in cui la velocità U sta alla celerità e 
dell'onda. 

1 6.7. Le equazioni differenziali semplificate. 

Per lo studio del fenomeno di colpo d'ariete in un fluido in pressione, 
cioè per lo studio della propagazione delle onde causate da manovre 
abbastanza rapide degli organi di intercettazione negli impianti idraulici, 
sono accettabili alcune semplificazioni che non alterano la sostanza dei 
risultati. Benché sia ora possibile rinunciare almeno ad una parte di tali 
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cessivi) con il seguente risultato 

{(dz)' 4gD' ( .<z)} dt - -
.<'L I +  

D 
exp [- lcz/D] = C 
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4gD'( Jz1) C=- ).'L l + n exp [- lcz,/D] . 
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(dz)' 4gD2 { .<z ( Jz1) } dt = 
.<
'L 1 + 

D 
- 1 + D exp [.<(z - z1)/D] . [16.22] 
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),z ( AZ1) 1 + ;;• = 1 + D exp [.<(zm - z1)/D] 
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significa che essa assume in l.Ìhft sezione s + ds e ad un sistante t + dt 
lo stesso valore che aveva nella i°'ione s all'istante t (v. fig. 16.5). Il rap
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Fig. 16.5. - Funzione F(s, t) che si propaga. 
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òF 
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òs 
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[16.24] 
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semplificazioni, cercando la soluzione con il metodo delle caratteristiche 
che si dimostra particolarmente . efficace nei casi in esame, riteniamo utile 
riportare prima le equazioni semplificate ed il relativo 1netodo di soluzione 
proposto da Allievi ( 1903, 19 13) per una più facile comprensione del 
fenomeno e del meccanismo risolutivo. 

Per ottenere le equazioni semplificate si trascurano : 

(a) la velocità U rispetto alla celerità e, e quindi termini del tipo 
IUàF/8sl rispetto a lèF/èt l ;  

(b) l'effetto delle resistenze, assumendo i l  comportamento di fluido 
ideale; 

(e) le variazioni della densità dovute alle eventuali variazioni di 
quota lungo l'asse della condotta. 

Indichiamo con h(s, t) la funzione 

h � z +f dp _ 
y , [ 16.26] 

nei liquidi essa coincide praticamente con il carico piezometrico z + p/y 
perché l'entità delle variazioni di densità sono sempre trascurabili, pur 
potendo non esserlo il tasso di variazione della stessa densità. Le derivate 
di h, funzione che chia1neremo ancora carico piezon1etrico, sono espresse 
dalle 

òh _ az + 1 ap 
as - òs y ès 

essendo nulla la derivata àz/òt. 

e éllz I ep 
a; = r a1 

Con l'introduzione del carico h, l'equazione dinamica [16.5] si scrive 

a1z + !:!. au � __ ! au _ j 
às g às g élt · [1 6.27] 

Trascurando UòU/òs in confronto a élU/élt per la posizione (a) e le 
perdite j per la posizione (b), la [ 16.27] si riduce all'equazione semplifi
cata del moto 

ah 1 au 
as = -g at ·  [ 16.28] 

L'equazione di continuità [ 16. 1 ], tenuto conto che Q = DU, si svi
luppa nella 

au aJJ ae aD ae a!J - + eu- + UD - + e -· + D-� o .  as as as 'àt òt 

Par. 16.7] Le equazioni differenziali semplificate 517 

Il termine eU(8Q/às) si trascura in confronto a e(8Q/àt) per l'ipo
tesi (a) e così pure QU(éle/éls) in confronto a D(éle/élt) perché, per l'ipotesi (e), 

il _contributo permanente alla (òe/às) dovuto alle differenze di quota lungo 
la condotta non viene tenuto in considerazione. Segue 

D au + aD + !J ae � 0 e éls Q àt òt · [16.29] 

Le variazioni òe/èt e òQ/òt si possono esprimere in funzione delle 
variazioni di pressione òp/òt oppure delle variazioni di carico piezo
metrico òh/òt. Per giungere a questo risultato si deve mettere in conto la 
comprimibilità del fluido e l'elasticità della condotta. 

Assunto baro tropico il con1portamento del fluido, la densità\ risulta 
determinata, istante per istante, in funzione della pressione: dalli --corri
spondente relazione e = e(p) deriva 

ae de ap 
at � dp at " 

La variazione dQ/dp si può esprimere attraverso l'equazione che defi
nisce il modulo '• di comprimibilità adiabatica del fluido : dp = ',(dg/e). 
Segue quindi 

òe e Op 
at = e; at · [ 16.30] 

Per quanto riguarda il legame tra à!J/àt e àp/8t si è già detto che esso 
va ricercato nel comportamento elastico della condotta, contenuto gene
ralmente nel campo lineare. Nel caso più semplice di un tubo di carat
teristiche costanti, con spessore S piccolo rispetto al diametro D e modulo 
di elasticità normale E, ad una variazione della pressione interna dp con
segue una variazione della tensione, considerata distribuita uniforme
mente nella sezione della parete del tubo, data dall'equazione di Mariotte: 
da = dp · D/2S. A quest'ultima corrisponde una deformazione lineare 
unitaria 

dD da dpD 
75 �

E = 2ES " 

Poiché Q è proporzionale a D2, la variazione relativa di sezione risulta 
d!J/Q = 2dD/D. Sostituendo nell'equazione soprascritta, essendo nel caso 
in esame dp � (òp/àt)dt, si ottiene la variazione d!J � (ò!J/òt)dt e quindi 

àQ élp !JD 
-at � at- ES · [16.31] 
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Le variazioni òe/èt e òQ/òt si possono esprimere in funzione delle 
variazioni di pressione òp/òt oppure delle variazioni di carico piezo
metrico òh/òt. Per giungere a questo risultato si deve mettere in conto la 
comprimibilità del fluido e l'elasticità della condotta. 

Assunto baro tropico il con1portamento del fluido, la densità\ risulta 
determinata, istante per istante, in funzione della pressione: dalli --corri
spondente relazione e = e(p) deriva 

ae de ap 
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La variazione dQ/dp si può esprimere attraverso l'equazione che defi
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Segue quindi 
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Per quanto riguarda il legame tra à!J/àt e àp/8t si è già detto che esso 
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ralmente nel campo lineare. Nel caso più semplice di un tubo di carat
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segue una variazione della tensione, considerata distribuita uniforme
mente nella sezione della parete del tubo, data dall'equazione di Mariotte: 
da = dp · D/2S. A quest'ultima corrisponde una deformazione lineare 
unitaria 
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Poiché Q è proporzionale a D2, la variazione relativa di sezione risulta 
d!J/Q = 2dD/D. Sostituendo nell'equazione soprascritta, essendo nel caso 
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Introducendo le [16.30] e [16.3 1 ]  nell'eq. [16.29] si ottiene 

Q au + ap (eQ + eQD) = 0 . Q òs òt '• ES 
Si può infine sostituire in questa equazione la variazione di pressione 

òp/et con la variazione y(òh/òt), come si è visto in precedenza, ottenendo 
l'equazione se1nplificata di continuità 

ah (e eD) 1 au -- - + - = - - - . [16.32] òt '• ES g òs 
Poniamo l/a2 = e/se -j- eD/ES, cioè introduciamo la grandezza 

� " = V1 + 'i� [16.33] 

che ha le dimensioni di una velocità e che rappresenta, come si dimostra 
facilmente, la celerità delle onde di pressione in un fluido di caratteri
stiche (] ed se entro una condotta elastica rettilinea ed indefinita di carat
teristiche D, S, E uniformi. 

In tale condotta, infatti, un'onda di pressione si può propagare nella 
direzione dell'asse senza incontrare altre perturbazioni. Essa è allora accom
pagnata dalle variazioni contemporanee delle caratteristiche del fluido, 
della condotta e del moto stazionario preesistente, in particolare dalle 
variazioni della velocità inedia U. Indichiamo con 

ah au 
ai ai e = - ·---··� = - ----
òh au 
as as 

la celerità delle variazioni di carico e insieme delle variazioni di velocità. 
Dividendo la [16.28] per la [16.32] si ottiene 

21i au 
òs ai 

ah g_(· 1� i;;:1r) = -av 
8t e ,  ES es 

e con la posizione [16.33] 
òh au 
òs ai 

I 8h = av 
(i2 òt Cs 

Par. 16.8] Studio del colpo d'ariete con il sistema delle equazioni semplificate 519 

Dal confronto con l'espressione precedente della celerità segue c2 = a2, 
ossia 

e =  ± a  [16.34] 
avendo assunto per a la determinazione positiva della [16.33]. 

Il risultato evidentemente è valido anche per la propagazione di un'onda 
in una condotta di lunghezza limitata finché non si verificano interferenze 
con le onde di ritorno dall'estremità. 

16.8. Lo studio del colpo d'ariete con il sistema delle equazioni semplificate. 

Come nello studio delle oscillazioni di massa, anche nella trattazione 
del colpo d'ariete si fa riferimento ad una situazione tipica per questi pro
blemi : lo stato di moto perturbato provocato da manovre di chiusura o 
di apertura dell'otturatore posto all'estremità di una condotta di deriva
zione, alimentata all'altra estremità da un serbatoio che si può ritenere a 
livello costante per tutta la durata del fenomeno di moto vario nella 
condotta. 

-�r�=-- · 
11 .. B 

�j__�������������'-� o  � 

Fig. 16.6. - Sistema serbatoio-condotta di derivazione. 

� 

o 

Come inostra la figura 16.6 è consuetudine, seguendo Allievi, assu
mere l'origine della coordinata spaziale, che indicheremo ora con x, nella 
sezione A di sbocco, dove è situato l'otturatore, ed il verso positivo di 
tale coordinata verso monte, opposto quindi al verso della velocità di 
deflusso in regime permanente (x = -- s -1- cOst). 
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Con questa convenzione, il sistema delle equazioni differenziali sem
plificate assume la forma 

ah 1 au 
ax = g at  
Bh a' au 
ei = g- ax 

[16.35] 

[16.36] 

dove a è la celerità delle perturbazioni espressa dalla [16.33]. In una con
dotta perfettamente rigida (E _,. co), come in un mezzo fluido indefinito, 
la celerità delle onde piane di pressione vale 

Co =  v.Ji · 
Per l'acqua c0 = 1450 ms-1 a IO °C. 
Nelle condotte elastiche si può scrivere quindi 

Co a V e D l + j·;s 

[16.37] 

[16.38] 

e per l'acqua in tubi di acciaio, essendo e,fE "' 1/100 e D/S prossimo 
normalmente a 100, si vede che la celerità a ha valori intorno a 1000 ms-1• 

Il sistema delle [16.35] e [16.36] resta valido, con il significato di cele
rità della grandezza a, anche quando tale grandezza non è più definita 
dalla [16.38] perché, ad esempio, le caratteristiche della condotta non 
sono uniformi lungo tutta la sua lunghezza (condotte rinforzate, condotte 
con differenti spessori dall'imbocco allo sbocco, ecc.). 

Ferma restando l'ipotesi (a) di trascnrabilità di termini del tipo /UBF/Bx/ 
rispetto a quelli del tipo /BF/Bt/, si verifica facilmente che il sistema delle 
equazioni semplificate si può applicare anche al caso delle condotte di 
sezione non uniforme sostituendo alla velocità U il rapporto Q/D, ossia 
assumendo come grandezza cinematica rappresentativa la portata anziché 
la velocità media, tenuto conto che la prima resta sempre costante nel 
moto permanente. Si ottiene così 

Bh 1 BQ 
ax = 

gQ at 
Bh a' BQ 
a1 = 

gD ax · 

[16.39] 

[16.40] 

avendo assunto ancora positivo l'asse x con verso opposto a quello della 
portata Q nel regime permanente. 

Par. 16.9] Le equazioni integrali del colpo d'ariete 521 

Devono essere infine precisate le condizioni iniziali, che definiscono lo 
stato di moto permanente prima della manovra di variazione della portata. 
Con le posizioni assunte per ottenere le equazioni semplificate, il regime 
permanente è definito dalle condizioni 

h =  h0 e U = U0 , per t = O ,  

se la condotta è cilindrica; e dalle condizioni 

h = h0 e Q = Q0 ,  per t = O  

se la sezione non è uniforme lungo la condotta. 

16.9. Le equazioni integrali del colpo d'ariete. 

[16.41] 

Tenuto conto delle predette condizioni iniziali, il sistema originario 
delle equazioni semplificate alle derivate parziali [16.35] e [16.36], con 
a =  cost ed h ed U funzioni di classe C2, ammette l'integrale generale 

h - h0 = F(t - x/a) -f(t + x/a) 

U - U0 = (- g/a){F(t - x/a) + f(t + x/a)) 

con F ed f funzioni rispettivamente degli argomenti 

/;, = t - '.". 
a 

e /; = 1 + '.". ·  ' a , 

[16.42] 

[16.43] 

la forma delle funzioni F(l;J ed f(l;J viene determinata in base alle con
dizioni ai limiti. 

Per mostrare il processo deduttivo di questi integrali, deriviamo la 
[16.35] rispetto ad x e la [16.36] rispetto a I; sottraendole dopo aver 
diviso la seconda per a2, si ottiene 

8'h 1 82h --- -- = 0 
ax2 a2 òt2 

che è l'equazione delle « corde vibranti», studiata da D'Alembert. Con 
l'introduzione delle variabili ;1 e ;2 indicate prima essa assume la forma 
« canonica » delle equazioni alle derivate parziali del 2° ordine di tipo 
iperbolico : 

iJ'h/iJt;, a1;2 = o . 
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Bh 1 BQ 
ax = 

gQ at 
Bh a' BQ 
a1 = 

gD ax · 

[16.39] 

[16.40] 

avendo assunto ancora positivo l'asse x con verso opposto a quello della 
portata Q nel regime permanente. 
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Devono essere infine precisate le condizioni iniziali, che definiscono lo 
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h =  h0 e U = U0 , per t = O ,  
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16.9. Le equazioni integrali del colpo d'ariete. 

[16.41] 
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h - h0 = F(t - x/a) -f(t + x/a) 

U - U0 = (- g/a){F(t - x/a) + f(t + x/a)) 
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/;, = t - '.". 
a 

e /; = 1 + '.". ·  ' a , 

[16.42] 

[16.43] 

la forma delle funzioni F(l;J ed f(l;J viene determinata in base alle con
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diviso la seconda per a2, si ottiene 

8'h 1 82h --- -- = 0 
ax2 a2 òt2 

che è l'equazione delle « corde vibranti», studiata da D'Alembert. Con 
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« canonica » delle equazioni alle derivate parziali del 2° ordine di tipo 
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iJ'h/iJt;, a1;2 = o . 
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L'integrale generale di questa equazione è evidentemente 

h � cost + F1(f1) + F2(/;2) • 

11 procedimento si applica identicamente ad un'equazione differen
ziale del 2° ordine dello stesso tipo in U. 

Scelta convenzionalmente la posizione dei simboli e dei segni delle 
funzioni arbitrarie F edfnella [16.42), la forma de!la [16.43] deriva neces
sariamente da1Ia condizione che esse soddisfino insieme al sistema delle 
equazioni differenziali di partenza. 

Le funzioni F ed f rappresentano onde che si propagano con le celerità 
ccv'> = + a e c(f) = - a, cioè con la stessa velocità rispettivamente nel verso 
positivo e nel verso negativo dell'asse x; infatti, dalia espressione deila 
celerità [16.24] si ottiene 

8F 
8t -c(,'J = - 8F -

(8F) · 
I 31;', (;{,)( �)� + a 

C(!J 

Bx 
èf ( "f) · l 
èt 81;'1 = - rx � - (;{.) ( +-}) � - a ' 

I '  

Entrambe le funzioni sono nulle ovunque finché si mantiene il regime 
permanente che precede la manovra. All'istante t = O, nella sezione A 
dove è posto l'organo di manovra ha origine l'onda F che si propaga 
con celerità a lungo la condotta verso la sezione B d'imbocco e la 
raggiunge al te1npo t = L/a. In quel momento si origina nella sezione B 
londa f che, a sua volta, procedendo con la stessa celerità ma in senso 
opposto alla F, ritorna alla sezione A dopo il tempo 2L/a. L'intervallo 
di tempo necessario per la propagazione di un'onda di pressione lungo 
tutta la condotta, in andata e ritorno, 

I} �  2L/a [16.44] 

si chiama durata di fase. La semidurata T = L/a viene chiamata tempo 
di transito. 

Relativamente al tempo {)-, una manovra dell'organo di intercettazione 
si dice brusca (o rapida) se sì completa in un tempo 't minore od uguale 
della durata di fase, e lenta se si completa in un tempo r maggiore di 
tale durata. 

Par. 16.10] Chiusura totale brusca 523 

\6.10. Chiusura totale brusca. 

Si usa definire colpo d'ariete diretto il 'transitorio di moto vario durante 
la prima fase, cioè durante il primo intervallo di tempo di durata {}. Per 
O <  t <if, nella sezione di sbocco A (x � O), la funzione f si mantiene 
nulla e le equazioni [16.42] e [16.43], eliminando fra loro la F(t), si ridu
cono alla 

a 
h - h0 = -(U0 - U) . g 

[16.45] 

Lo stesso risultato vale anche per una sezione x #- O ma solo per il 
tempo O <  t<(2L-x)/a, dopo il quale la funzione f assume in quella 
sezione valori diversi da zero. 

Se la manovra in esame è una chiusura totale brusca, ossia una chiu
sura completa dell'otturatore in un tempo T < IJ, l'eq. [16.45] rappresenta, 
per tuita la durata della manovra, l'andamento del sovraccarico h - h0 
nella sezione di sbocco al diminuire deJla velocità U. Poiché quest'ultima 
si annulla all'istante r di completamento della chiusura, da quel momento 
il sovraccarico nella sezione di sbocco assume il suo valore massimo 

hmax - ho = !'!_. Uo g 
[16.46] 

e lo conserva fino all'istante t =  {} nel quale interviene negativamente 
l'effetto dell'onda f 

L'eq. [16.46], espressa in termini di pressione, rappresenta la formula 
di Joukowski (1898) 

Pmax -p0 = eaU0 • [16.46] 

Il massimo sovraccarico nella sezione di manovra (e quindi anche la 
max sovrapressione) è indipendente dal valore del tempo r, sempre che 
sia naturalmente r ,,;;;;, {}. Esso persiste in tale sezione per il tempo fJ-T, 
cioè tanto più a lungo quanto più breve è la manovra rispetto alla durata 
di fase. Inoltre lo stesso massimo sovraccarico si verifica in tutte le sezioni 
della condotta che soddisfano alla condizione di manovra brusca, cioè 
alla r <2(L-x)/a ; in altre parole, è interessato dallo stesso sovraccarico 
massimo un tratto di condotta lungo 

1 x � L -2 ar 

a partire dalla sezione di manovra. 

[16.47] 

r 
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Si osservi infine che, se l'oscillazione positiva del carico piezometrico 
è sufficientemente elevata, nella successiva oscillazione negativa la pressione 
può scendere al di sotto della pressione atmosferica, ed anche fino a valori 
nulli o quasi (pari alla tensione di vapore) provocando la formazione di 
cavità vaporose e gassose ed eventualmente il distacco della vena. Si veda 
in proposito il paragrafo 16.19. 

16 . 1 1 .  Manovre lente, Le condizioni ai limiti. 

Lo studio delle oscillazioni di pressione e di velocità in una condotta 
di derivazione per effetto di una manovra dell'otturatore lenta, sia in chiu� 
sura, sia in apertura, si ottiene particolarizzando le equazioni [16.42] 
e [16.43], integrali del sistema semplificato, con le seguenti condizioni 
ai limiti. 

Nella sezione di imbocco, situata all'ascissa x = L, la costanza di 
livello del pozzo piezometrico iinpone che sia 

h = ho [16.48] 
per qualunque t >O. 

Nella sezione di sbocco la legge di deflusso dell'otturatore in1pone un 
vincolo fra velocità e carico piezometrico. Schematizzando l'ugello come 
una luce a battente di area variabile W, entro i limiti di approssimazione 
già assunti si può scrivere la portata defluente, istante per istante, neIIa 
forma valida in condizioni permanenti : 

Q =  C0 wV2gh 

con CQ il coefficiente di portata della luce. Trascurando la variazione di 
densità del liquido nel breve tronco fra la sezione terminale A della con
dotta e lo sbocco, si può ritenere tale portata uguale al prodotto UQ nella 
sezione A. Si scrive perciò l'equazione 

UQ =  C0 w VZgh 

e nel moto permanente che precede la manovra 

U0 SJ = C0 <v0 V2i;fi; . 
Dividendo la prima equazione per la seconda si ottiene la condizione 

� = n � per x = O .  [16.49] 

Par. 16.12] Le equazioni concatenate di Allievi 525 

Si è indicato con � il grado di apertura dell'otturatore : n = w/w0, 
assumendo, come di consueto C0 = cast. Altrimenti la [16.49] resta valida 
con il significato di � = C0 w/C00 w0 • 

16.12. Le equaziom concatenate di Allievi. 

La condizione [16.48] consente di eliminare una delle due funzioni 
arbitrarie dal sistema degli integrali generali [16.42] e [16.43]. 

Infatti dal primo di questi, dovendo essere h = h0 per x = L, segue 

F(t - L/a) = f(t + L/a) 

ossia, data l'arbitrarietà di t, 

f(f) = F(T- 2L/a) = F(T-{}) [16.50] 

avendo indicato con t un generico argomento della funzione f. 
Gli integrali predetti sl possono quindi scrivere in funzione della sola 

funzione F sostituendo f{t + (x/a)} con F{t+ (x/a) - {}). In particolare, 
nella sezione x = O, si ha 

h(t) -ho = F(t) - F(t - {}) 

U(t) - U0 = (g/a){F(t) + F(t - {})) . 

Scegliamo una successione di tempi ti (i = 1, 2, 3, ... ) tale che sia 

O < t1 < {} ;  t2 = t1 + ff; t3 = t2 -!- {}; ... ti = lt-1 -l- {} 

e scriviamo le equazioni precedenti per t = !1, t = t2 , ecc., tenendo pre
sente che F(t0) = O  perché 10 = t1-{} <0, 

per t = 11: h(t1) - h0 = F(t,); (a/g){U0- U(t1)} = F(t1) 

(a/g) {U0 - U(t2)) = F(t,) + F(t1) per t = 12 : h(t2) - h0 = F(t2) -F(t1); 

per t = ti :  h(t,) - h0 = F(t,) - F(t,_1); (a/g){U0 - U(t,)) = F(t,) + F(t,_,) . 

Si possono quindi eliminare le F fra le due serie di equazioni ottenendo 

h(t;J - h0 = (a/g){U0 - U(t1)} 

h(t2) + h(t1) - 2h0 = (a/g){U(t1) - U(t2)} 

h(t,) + h(t,_1) - 2h0 = (a/g){U(t,_1) - U(t,)) 
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ed in termini adimensionali 
h(t,) + h(t,_1) _ 2 = aU0 [U(t,_,) _ U(t,)] 
h0 ho gh0 U0 U0 • 

Introducendo la conc!izione al contorno [16.49], le [16.51] si 
mano nelle equazioni dei valori concatenati del carico di Allievi 

«f + «f-1 - 2 = 2Al(r;i-1 «i-1 - 'rfi .ri) (i = 1 , 2, . . . ) 

valide nella sezione x = O, con Je posizioni 
<1 = h(t,)/h0; 11, = w(t,)/w0 

Al = ;u:
h, = numero di Allievi . 

g o 

[Cap. 16 

[16.51] 

trasfor-

[16.52] 

[16.53] 

Queste equazioni consentono la determinazione, nella sezione di sbocco, 
dei valori del carico piezometrico agli istanti t1 , t2, t3, ••• distanziati fra 
loro di una durata di fase. L'arbitrarietà della scelta di t1 (purché <IJ) 
permette di infittire fin che si vuole Pindagine nei confronti de11a variabile 
tempo. 11 procedimento è il seguente: è assegnata Ja manovra, cioè si cono
sce la funzione � = �(t), che parte dal valore �(O) = 1 in tutte le ma
novre escluso in quelle di apertura da otturatore completamente chiuso; 
in quest'ultimo caso è W(O) = O e le condizioni di riferimento per r; ed Al 
sono que1le del regime permanente finale, cioè W0 è l'area della sezione 
dell'otturatore alla fine della manovra ed U0 è la velocità di regime nella 
condotta a transitorio esaurito, 

Si fissa un valore 11 entro Ja prima fase; essendo .r0 = 1 ,  noti 1)0 ed 1)1, 
si ricava x1 dalla prima delle equazioni [16.52] di Allievi 

(i = I) xj - I = 2Al(n0 - �1 xi) 
e quindi si calcola il carico piezometrico h(t1) = .tt� h0 • Noti .r1 , '1]1 _ed 'IJ2 , 

dalla seconda equazione 
(i =  2) K� + «i - 2  = 2A/('IJ1 K1 - '1]2 «2) 

si ricava l'incognita «2 e quindi il carico h(t2) = «�h0; e così via. Di 
solito si procede ad una doppia determinazione dei valori h(t,) : per la 
serie degli istanti di ritmo intero, t1 = {), t2 = 2D, t3 = 3{}, ..• , e per quelli 
di metà fase, t1 = IJ/2, t2 = 3(/J/2), t3 = 5(1J/2), . . . .  

Nel caso di una manovra di chiusura totale, per tutti gli istanti suc
cessivi alla fine della manovra (ti >i) il grado di apertura 'IJ è nullo e 
le equazioni [16.52] si riducono alle 

h(t, ':l) + h(t,) - h 2 - o (t,>r) 

Par. 16.13] Manovre lineari. Metodi approssimati 527 

che dimostrano la simmetria dei valori h(t,+1) e h(t,) rispetto ad h0 • Il carico 
piezometrico, dopo la chiusura totale, oscilla con periodo 2# e con ampiezze 
che non si smorzano ; conseguenza del fatto che il sistema è chiuso e, nello 
schema adottato, non dissipativo. 

Naturalmente, nel caso di chiusura brusca, la prima delle equazioni 
di Allievi per r < t1 (�o = 1 ,  �1 = O) fornisce il risultato, già visto nel 
paragrafo 16.10, rappresentato dall'equazione di Joukowsky. 

16.13. Manovre lineari. Metodi approssimati. 

La figura 16.7 riporta la rielaborazione di un grafico proposto ong1-
nariamente da Allievi. Essa fornisce, in funzione del numero di Allievi Al 
e del tempo di chiusura misurato in fasi T /{}, i valori del rapporto hmaxfh0 
per manovre dì chiusura e hmin/h0 per manovre di apertura, purché sempre 
lineari nel tempo. 
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ed in termini adimensionali 
h(t,) + h(t,_1) _ 2 = aU0 [U(t,_,) _ U(t,)] 
h0 ho gh0 U0 U0 • 

Introducendo la conc!izione al contorno [16.49], le [16.51] si 
mano nelle equazioni dei valori concatenati del carico di Allievi 

«f + «f-1 - 2 = 2Al(r;i-1 «i-1 - 'rfi .ri) (i = 1 , 2, . . . ) 

valide nella sezione x = O, con Je posizioni 
<1 = h(t,)/h0; 11, = w(t,)/w0 

Al = ;u:
h, = numero di Allievi . 

g o 

[Cap. 16 

[16.51] 

trasfor-

[16.52] 

[16.53] 
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La curva tratteggiata indica il limite oltre il quale la pressione minima 
successiva alle sovrapressioni di chiusura raggiunge valori inferiori alla 
pressione atmosferica. 

Per -e > 38, il massimo sovraccarico si può calcolare con la formula 
approssimata 

con 

hmax ( 7i;; = Z + Vi + Z')' 

Z =  LU, 
2grh0 • 

[16.54] 

Con approssiinazione più grossolana, nel caso di chiusura totale lenta, 
si può valutare il massimo sovraccarico con la seguente formula di Michaud� 
Allievi 

· 

hmax 
h .; 1 + 4Z 

o 
[16.55] 

La [16.55] si giustifica ammettendo che il max sovraccarico si verifi
chi alla fine della prima fase e che la velocità si riduca linearmente nel 
tempo, ipotesi quest'ultima cautelativa. 

16.14. Il sistema delle equazioni differenziali complete. 

In conformità alle trasformazioni riportate nel paragrafo 16. 7 risulta 

aQ + Q ae = Q (eD + 2-) ap = Q (eD + 2-) ah 
e Bt Bt ES e; 8t y ES e, at 

e con la posizione l /a' = 121J/ES + e/e. , che definisce la celerità a, segue 
aQ Q ae _ yQ ah 

e -a;- + 81 - lì' a; ·  [16.56] 

Il risultato resta valido anche quando l'effetto dell'elasticità della con
dotta dev'essere interpretato con espressioni più complesse della formula 
di Mal"iotte per tubi sottili ; cambia soltanto l'espressione di a, o meglio 
il fattore di riduzione della celerità c0 delle onde piane di pressione. 

Analogamente, per le variazioni delle grandezze Q e e rispetto ad s 
si ottiene 

aQ -1- Q ae = Q ap 
e as òs a2 òs 

Par. 16.14] 

ed essendo 

Il sistema delle equazioni differenziali complete 

1 ap ah az ah - - = - - - = - + sene y as as as as 

529 

con e l'angolo di inclinazione dell'asse della condotta, positivo se è declive 
nel senso del moto (v. fig. 16.8), segue 

e - + Q - = - -+ sene . aQ ae yQ (ah ) 
òs òs a2 òs 

Fig. 16.8. - Tronco di condotta. 

�� 

Sostituendo le [16.56] e [16.57] nell'equazione di continuità 

au aQ ae aQ ae eQ - + eU - + UQ - + e  - + Q- = o  as as as at at 

[16.57] 

e moltiplicando tutto per a2/yQ, si ottiene la forma completa di continuità 

ah ah a' au 
81 +  u as + -g as + Usene = o .  [16.58] 

L'equazione dinamica è la già vista [16.27] che riscriviamo nella forma 

au ah au . - + g - + U- -l- g1 = 0  at . 8s as [ 16.59] 

essendo j la perdita distribuita di carico totale per unità di lunghezza, 
data dalla j = !cU/U//2gD. 
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16.15. n metodo delle caratteristiche. 

[Cap. 16 

Il sistema delle equazioni [16.58] e [16.59] alle derivate parziali in s 
e t si può trasformare in un sistema di equazioni ai differenziali totali 
rispetto ad una sola variabile, ad esempio t, utilizzando il legame fra s e t 
rappresentato da una coppia di equazioni differenziali ordinarie che defi
niscono due famiglie di curve dette caratteristiche. 

Tali curve hanno un comportamento particolare perché su di ·esse è 
indeterminato il problema di Cauchy: ciò significa che, data un'equazione 
alle derivate parziali del 2° ordine nella funzione incognita y = f(s, t) 
(alla quale si riconduce subito, sotto opportune condizioni di continuità, 
il sistema delle equazioni del 1 °  ordine in esame), se si assegnano su una 
curva caratteristica i valori della y e delle sue derivate By/Bs e By/Bt, non 
è unica la superficie y = f(s, t) che aderisce alla striscia così :definita e 
soddisfa l'equazione differenziale data. Nel caso dei fenomeni di pro
pagazione ondosa le due equazioni delle caratteristiçhe sono reali e di
stinte, e l'equazione differenziale di partenza a derivate parziali del 2° 
ordine si dice iperbolica (*). 

L'importanza delle caratteristiche deriva dal fatto che esse realizzano 
il sostegno di differenti superfici soluzioni del sistema differenziale dato, 
una delle quali può essere la soluzione relativa al moto permanente. Tali 
curve rappresentano le linee orarie, proiezioni sul piano orario s, t delle 
uniche possibili linee di discontinuità delle soluzioni, ossia dei fronti .d'onda; 
i valori de11a pendenza ds/dt delle due curve che s'intersecano in ogni 
punto del piano orario esprimono i due valori della velocità di propagazione. 

Per un osservatore che si muova seguendo una caratteristica, cioè che 
proceda insieme ad un'onda, il fenomeno appare sotto un aspetto meno 
confuso di quello che si presenta ad un osservatore fermo. Per il primo, 
infatti, l'onda che si propaga nello stesso verso del suo moto è ferffia ed egli 
vede soltanto le variazioni provocate dall'onda che si propaga nel verso 
opposto. L'impiego della correlazione fra s e t, imposta dalle equazioni 
delle caratteristiche, consente di scrivere il modello matematico in termini 
di una sola variabile indipendente trasformando le equazioni di partenza 
alle derivate parziali in equazioni ai differenziali totali delle stesse funzioni 
incognite h ed U. 

(*) Se le  due famiglie di curve caratteristiche sono reali ma coincidenti , l'equazione differen· 
ziale si dice parabolica ed interpreta fenomeni di diffusione. Se le caratteristiche sono immaginarie, 
l'equazione differenziale si dice ellittica ed interpreta diversi fenomeni di interesse tecnico, in par· 
ticolare nel campo della fluidodinamica i moti a potenziale. Per una trattazione esauriente si rimanda 
ai trattati specializzati, in particolare a A. G. Webster: Pania! dijferential equalions of mathematical 
physics, Dover, 1950, a F. Tricomi: Equazioni e derivate parziali, Cremonese, 1957, e a R. Courant: 
Mr!thods o! mathematical physics, Interscience, N.Y., 1962. 
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Il metodo deriva da un'applicazione fondamentale di Massau (1900) 
alla soluzione delle equazioni a derivate parziali. Per darne un'idea si 
richiama brevemente la trattazione dello· studio di un sistema generale di 
due equazioni quasi-lineari del primo ordine nelle variabili indipendenti 
s e t e nelle variabili dipendenti h ed U: 

au au ah ah a1 as + a2 at + a, as + a, at + <jJ1(s, t, h, U) = O  [16.60] 
òU au . Bh Bh b1 o- + b, -8 + b, 0 + b, -8 + <P,(s, t, h, U) = o [16.61 ]  os t uS t 

dove i coefficienti ai e b; possono essere anch'essi funzioni di s, t, e di 
h ed U, ma non delle loro derivate. 

Il problema di Cauchy si pOne nella forma seguente : note su una 
curva I del piano (s, t) le funzioni h ed U di classe C1, trovare una coppia 
di soluzioni h = h(s, t) ed U = U(s, t) del sistema [16.60] e [16.61] che 
assuma su I i valori assegnati. Come si è detto; si chiamano caratteristiche 
quelle curve ( C) per le quali il problema di Cauchy resta incfoiermiiiafo:· 
Alle equazioni [16.60] e [16.61] si devono aggiungere le condizioni 

au au dU = - ds + - dt as a1 
Bh Bh dh = - ds + - dt as at 

che le soluzioni h ed U devono soddisfare per incrementi ds e dt corri
spondenti ad una variazione di lungo la curva /. Si ottiene cosi un sistema 
di quattro equazioni che può essere risolto nelle incognite òU/òs, òU/òt, 
2h/2s, òh/òt se il relativo determinante jacobiano è diverso da zero. Evi
dente1nente l'annullarsi di tale determinante rende indetenninato il proR 
blema di Cauchy; dunque la condizione 

a, a, a, a, 
b, . b, b, b, 

I =  o ds dt o o 
o o ds dt 

rappresenta l'equazione delle curve caratteristiche. Sviluppando il deter
minante si ottiene (ds)' (a2 b4 - a,b2) dt -

ds - {(a1b4 - a,b1) + (a2b3 - a3b2)} di + (a1b3 - a3 b1) = O . [16.62] 
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Se il discriminante di questa equazione è positivo, esistono due fami
glie reali e distinte di caratteristiche ed il sistema assegnato, come la 
equivalente equazione a derivate parziali del 2° ordine di cui si era par
lato prima, si dice « iperbolico ·». 

Nel caso particolare in esame, rappresentato dal sistema di equa- · 
zioni [16.58] e [16.59] del colpo d'ariete, l'equazione delle caratteristi
che [16.62] diventa 

dii cui 

(ds)' ds - - 2U - + (U2- a2) = 0  
dt dt , 

ds = U ± VU' - (U'- a') = U ± a .  dt r [16.63] 1 

Imponendo la condizione che su ciascuna caratteristica sia possibile 
calcolare una coppia di soluzioni h ed U, malgrado l'indeterminazione, 
si ottengono due equazioni di compatibilità in forma di equazioni a diffe
renziali totali. Il sistema delle equazioni delle caratteristiche e delle asso
ciate equazioni di compatibilità è equivalente al sistema dato di equazioni 
a derivate parziali. 

Le equazioni di compatibilità si possono ricavare con il procedimento 
che segue. Premesso che i differenziali totali delle funzioni h ed U lungo 
le caratteristiche sono dati da 

dh = {ah + ah (U ± i) d . at as a t 

{au au } dU = 8t + òs (U ± a) dt 

essendo U ± a =  ds/dt, basta moltiplicare l'eq. [16.59] per ± a/g e som
marla all'eq. [16.58] del sistema dato per ottenere 

{ah ah) {au au} . 3t + (U ± a) òs ± (a/g) 8t + (U ± a) òs + U sene ± a; =  O 

ossia, per quanto visto prhna, 

dh a dU . . 
-d ± - -d 

+ U sen e �- a; = O .  t g t - [16.64] 

Concludendo, il sistema differenziale dato [16.58]-[16.59] a derivate 
parziali è equivalente ai seguenti due sistemi di equazioni a differenziali 
totali 

ds = (U + a)dt equazione delle caratteristiche e+ 
dh + (a/g)dU + (Usene + aj) dt = O ,  

[16.63'] 
[16.64'] 

Par. 16.16] 

e insieme 

ds = (U - a) dt 

Soluzione numerica 533 

equazione delle caratteristiche e- [16.63"] 
dh- (a/g)dU + (Usen e - aj) dt = O .  [16.64"] 

Un osservatore che procede con la velocità U+a, cioè che si muove sulla 
caratteristica C+, vede il legame fra h ed U rappresentato dall'eq. [16.64']; 
analogamente, un osservatore che procede con la velocità U � a vede 
il legame fra h ed U rappresentato dall'eq. [ 16.64"]. 

Per l'applicazione del metodo delle caratteristiche a sistemi di con
dotte in serie è più conveniente l'impiego della portata Q in luogo della 
velocità U come variabile dipendente. Essendo Q = !JU la trasforma
zione dei sistemi di equazioni a derivate parziali in h, Q è immediata. 

16.16. Soluzione numerica. 

Il metodo delle caratteristiche, utilizzato con il procedimento di solu
zione numerica, presenta il vantaggio, rispetto al me.todo di Allievi ed anche 
rispetto al procedimento grafico di cui si dirà più avanti, di essere appli
cabile anche allo studio dei fenomeni propagatori con celerità variabile, 
situazione che caratterizza i mezzi dispersivi ed è conseguenza, nella pro
pagazione delle onde di pressione, delle resistenze e deIIe variazioni delle 
caratteristiche geometriche ed elastiche della condotta. 

Alla base del procedimento generale sta la sostituzione delle equa
zioni a differenziali totali con corrispondenti equazioni alle differenze 
finite. 

Supponiamo che le funzioni h ed U e la celerità relativa a siano note, 
per tutti i valori di s, ad un certo istante ti, ossia sulla retta t = t;. del 
piano s, t della figura 16.9. Fissati due punti A e B, sufficientemente vicini 
in relazione al procedimento che segue, si fa passare per A una caratte
ristica e+ e per B una caratteristica e-. L'intersezione di queste due curve 
avviene in un punto P all'istante t, + /',.t e all'ascissa s, dati dalla solu
zione del sistema [16.63'] e [16.63"] nella forma approssimata 

Sp- SA = (U + a), M 
s,- s, = (U- a),M . 

Ovviamente è possibile migliorare l'approssimazione sia riducendo la 
distanza /',.s fra i punti A e B, sia operando con il valore medio della cele
rità sui tronchi AP e PB mediante un procedimento iterativo di calcolo. 
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Fil;\· 16.9. - Determiriazionc di  h ed U in un punto P a partire diti valori noti nei punti A e B con 
il metodo delle caratteristiche. 

Le due equazioni [16.64'] e [16.64"], valide rispettivamente su AP e 
su PB, consentono di ricavare i valori di h ed U nel punto P. Infatti si ha, 
con l'approssimazione precedente, 

su e+: 

su e- : 

a 
h,. - hA + - (U1. - U,) + g 

+ 
{u, sen e + aA _3- 1:'1J1!�) l1t � o · D 2g 

a 
hp - h. - - (U, - U,) + g 

+ {u. sen e - an _3- u. I Uni} t.t � o  
D 2g 

[16.65] 

[16.66] 

sistema che si risolve im1nediatamente in hl' ed UP per somma e sottra
zione. 

I valori dì h ed U sono dati inizialmente in un tronco di lunghezza 
limitata P1P2 , compreso fra le ascisse s = O  ed s = L della condotta con
siderata. Il procedimento esposto consente di determinare le soluzioni nel 

Par. 16.16] Soluzione numerica 535 

campo P1 P,P, (v. fig. 16.10) compreso fra il segmento dell'asse s nel 
quale sono .assegnate le condizioni iniziali e le due caratteristiche P1P2 
e P,P, per gli estremi di tale segmento. 

2 o o s j' • 
o i E e-il � 8 

" 
" 

e- e• 

' 

Fig. 16 .10. - Campo di determinazione delle soluziorii di colpo d'ariete. 

La soluzione si estende a tutta la striscia compresa fra le rette s = O 
ed s = L, nel semipiano positivo dei tempi, se si tiene conto delle con
dizioni al contorno assegnate rispettivamente nella sezione di monte e 
nella sezione di valle della condotta. Come mostra la figura 16.10, per 
la determinazione di h ed U nel punto P' si utilizza l'eq. [16.66] unita 
alla condizione al contorno a monte, per la determinazione di h ed U 
nel punto P" si utilizza l'eq. [16.65] unita alla condizione al contorno 
a valle. 

Normalmente la velocità U è trascurabile rispetto alla celerità rela
tiva a, per cui si può assumere la celerità assoluta data da ± a. Allora 
le equazioni delle caratteristiche diventano 

ds = ± a dt [16.67] 

! 
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! 
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ed il  reticolo delle caratteristiche assume l'aspetto della figura 16 . I J  se 
per a si assumono i valori medi in ogni intervallo spaziale. Nei nodi si 

'I< I � I "i" I ">k' I �. 
s i  )I( I )K' I )I( I ">k' 1,, 
41{ I )!( I )I( I · ">k' I >,i 
' I-)I( I �+-- )I( I 0k' I 
2�\ )1( --1  'i< I �. 

oV I '\V I >V I "V I '>I· 0 1 2 3 4 5  6 7 

I I I I I I I I So sl s2 S3 s� s,, So S7 
1-<-------L-------..j 

Fig. 16.11 .  - Reticolo di caratteristiche nel piano s, t. 

ef}j2 

può quindi procedere alla determinazione dei valori di h ed U utilizzando 
le equazioni di compatibilità nella forma ridotta 

dh ± (a/g)dU ± ajdt = O 
con evidente corrispondenza dei segni con le equazioni delle caratteristi
che, od anche, in base a queste ultime, 

dh ± (a/g)dU + jds = O . [16.68] 

L'integrazione passo-passo non presenta difficoltà: con riferimento 
al procedimento precedente si ha 

su e+: 

su e-: 

h h a ( ) À U, IU,/ , - , + g u, - u, + D ---zg- L'>s = O 

h, - h, -'± (U, - UA) + � UB I UBi i'>s = O g · D 2g 

Par. 16.17] Il metodo grafico 537 

In particolare, se la celerità a resta costante lungo tutta la condotta, il 
reticolo assume la forma semplice a maglie rettangolari della figura 16.12. ''"k==�����··· 

'• s. s �t Sz s3 S � S� S5 S7 S  6 So S10 

----·---L ---

Fig. 16.12. - Reticolo di caratteristiche a maglie rettangolari: celerità costante e = ±  a. 

Per ulteriori informazioni sull'impiego del metodo delle caratteristiche 
si veda anche il capitolo sul moto vario delle correnti a pelo libero. Un'ap
profondita esposizione del metodo, con diverse applicazioni allo studio 
dei fenomeni transitori negli impianti idraulici, è stata data da Evangelisti 
nelle pubblicazioni su L'Energia Elettrica del 1965 e del 1969 e da 
Streeter e Wylie : Hydrau/ic Transients, McGraw Hill, N.Y. 1967. 

L'attenuazione delle sovrapressioni di colpo d'ariete si può ottenere 
con l'inserimento nella condotta di valvole automatiche ; per l'applicazione 
del calcolo numerico a questo problema si veda, in particolare, la trat
tazione di Guerrini e Poggi (1979). 

16.17. Il melodo grafico. 

Nel caso in cui le caratteristiche del tronco di condotta che si censi· 
dera siano costanti e le resistenze siano trascurabili, come si presuppone 
nella soluzione Allievi, il metodo numerico può essere convenientemente 
sostituito da un metodo grafico introdotto inizialmente da Loewy (1918) 
e da Schnyder (1929) ma sviluppato e sistematizzato soprattutto da Ber
geron (1937). Il procedimento consente di tener conto anche delle resi-
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stenze ma richiede un'artificiosa concentrazione degli effetti di  tali resi
stenze continue in sezioni singolari del tronco considerato. 

Per l'esposizione del metodo ci limitiamo allo studio del problema 
del colpo d'ariete nel caso già trattato con il processo di Allievi : condotta 
unica di sezione e spessore uniformi, e moto con resistenze trascurabili. 
Per fissare le idee supponiamo che si tratti di una condotta di derivazione 
come quella rappresentata nella figura 16.6. 

11 metodo grafico ricerca la soluzione sul piano detto delle fasi h ed U, 
individuando le posizioni spaziali con lettere corrispondenti all'indicazione 
delle sezioni (ad esempio A per la sezione di sbocco, B per la sezione 
d'imbocco) ed il tempo in fasi con il corrispondente numero al piede di 
ogni lettera (ad es. A2,5 per indicare la situazione nella sezione A all'istànte 
t = 2,511). 

Eseguendo le semplificazioni viste nel paragrafo 16.7, ed assumendo 
l'ascissa x = - s + cost, le equazioni delle caratteristiche e le equazioni 
di compatibilità diventano 

dx ± a dt = O  

dh ± ':du = o 
g 

[16.68] 

[16.69] 

con corrispondenza dei segni. l)ate le ipotesi sulla condotta, la celerità a 
è costante, ed integrando le equazioni precedenti si ottiene 

x =  ± at + cost 

a 
h = ± - U + cost . 

g 

Nel piano h, U (v. fig. 16.13) le rette 

h = (a/g) U + cost [16.70] 

indicano le coppie di valori h ed U visti da un osservatqre che si muove 
con la celerità + a, cioè che si muove con fonda F = cast (cfr. para� 
grafo 16.9) dalla sezione A di sbocco verso la sezione B d'imbocco ; le rette· 

h = - (a/g) U + cost [16.71] 

indicano le coppie di valori h ed U visti da un osservatore che procede 
con la celerità - a (per il quale è f = cost). 

Per determinare la soluzione occorre ancora rappresentare nel piano 
h, U, le condizioni al contorno : nel caso considerato, la retta h = h0 
rappresenta la condizione nella sezione B, dove la condotta è collegata al 
serbatoio a livello costante, e le parabole U/U0 = �Vl1/h� rappresentano, 

Par. 16.17] Il metodo grafico 539 

per assegnati valori costanti del grado di apertura 'YJ dell'otturatore, le 
condizioni nella sezione A di sbocco negli istanti corrispondenti ai valori 
predetti di � (cfr. paragrafo 16.11). 
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stenze ma richiede un'artificiosa concentrazione degli effetti di  tali resi
stenze continue in sezioni singolari del tronco considerato. 

Per l'esposizione del metodo ci limitiamo allo studio del problema 
del colpo d'ariete nel caso già trattato con il processo di Allievi : condotta 
unica di sezione e spessore uniformi, e moto con resistenze trascurabili. 
Per fissare le idee supponiamo che si tratti di una condotta di derivazione 
come quella rappresentata nella figura 16.6. 

11 metodo grafico ricerca la soluzione sul piano detto delle fasi h ed U, 
individuando le posizioni spaziali con lettere corrispondenti all'indicazione 
delle sezioni (ad esempio A per la sezione di sbocco, B per la sezione 
d'imbocco) ed il tempo in fasi con il corrispondente numero al piede di 
ogni lettera (ad es. A2,5 per indicare la situazione nella sezione A all'istànte 
t = 2,511). 

Eseguendo le semplificazioni viste nel paragrafo 16.7, ed assumendo 
l'ascissa x = - s + cost, le equazioni delle caratteristiche e le equazioni 
di compatibilità diventano 

dx ± a dt = O  

dh ± ':du = o 
g 

[16.68] 

[16.69] 

con corrispondenza dei segni. l)ate le ipotesi sulla condotta, la celerità a 
è costante, ed integrando le equazioni precedenti si ottiene 

x =  ± at + cost 

a 
h = ± - U + cost . 

g 

Nel piano h, U (v. fig. 16.13) le rette 

h = (a/g) U + cost [16.70] 

indicano le coppie di valori h ed U visti da un osservatqre che si muove 
con la celerità + a, cioè che si muove con fonda F = cast (cfr. para� 
grafo 16.9) dalla sezione A di sbocco verso la sezione B d'imbocco ; le rette· 

h = - (a/g) U + cost [16.71] 

indicano le coppie di valori h ed U visti da un osservatore che procede 
con la celerità - a (per il quale è f = cost). 

Per determinare la soluzione occorre ancora rappresentare nel piano 
h, U, le condizioni al contorno : nel caso considerato, la retta h = h0 
rappresenta la condizione nella sezione B, dove la condotta è collegata al 
serbatoio a livello costante, e le parabole U/U0 = �Vl1/h� rappresentano, 

Par. 16.17] Il metodo grafico 539 

per assegnati valori costanti del grado di apertura 'YJ dell'otturatore, le 
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Supponiamo, a titolo di esempio, di eseguire una manovra di chiusura 
totale come quella rappresentata nella figura 16.13. Le condizioni iniziali 
sono rappresentate dal punto A, di coordinate h = h0 ed U = U0 • Trac
ciamo prima di tutto le parabole corrispondenti agli istanti di ritmo intero, 
cioè con grado di apertura 'f/ = r1o ,  'Yf = rJi, 'YJ = 'YJ2 ed infine 17 = 173 = 1J4 = 
= ... = O, parabola degenere che coincide con l'asse U = O. Il punto A, 
rappresenta, oltre che le condizioni iniziali in A, anche quelle in B, che 
perdurano fino all'arrivo della perturbazione, ossia fino al tempo t/IJ = 0,5. 

Partendo dalla sezione B al tempo 0,5 immaginiamo un osservatore che 
con la velocità - a proceda verso la sezione A. Egli vede valori di h ed 
U posti sulla retta [16.71] passante per B0,, ; poiché giunge in A all'istante 
t/IJ = 1 e deve allora vedere valori di h ed U posti contemporaneamente 
sulla parabola n = n,, resta determinato il punto A1 nell'intersezione fra la 
retta "e la parabola. 

Si noti che, nel caso di chiusura brusca, essendo il tempo di chiusura 
inferiore alla durata di fase, risulta n1 = O e la relativa parabola dege
nera nell'asse U = O. L'ordinata h del punto di intersezione differisce da h0 
della quantità aU0/g come previsto dalla formula di Joukowsky. 

La costruzione delle rette [16.70] e [16.71], nel grafico, si fa appunto 
portando il segmento aU0/g sopra e sotto l'ordinata h = h0, sull'asse 
delle h, e congiungendo i punti trovati con il punto di coordinate h0, U0 • 

Partendo dal punto A1 e procedendo con la celerità + a l'osservatore 
vede i valori di h ed U che devono stare sulla retta [16.70] passante per A1 • 
All'istante t/{} = 1 , 5  l'osservatore giunge in B e  poiché allora il valore di 
h deve stare contemporaneamente anche sulla retta h = h0, il punto B1,r. 
resta determinato dall'intersezione di questa retta con la precedente. 

Si prosegue quindi nello stesso modo fino alla chiusura totale, dopo la 
quale le parabole si riducono tutte all'asse U = O. Il rombo B2,5-A3-B3,5-A4 
rappresenta con la diagonale orizzontale l'oscillazione di velocità nella 
sezione d'imbocco, con la diagonale verticale l'oscillazione di carico nella 
sezione di sbocco. Le oscillazioni non sono smorzate perché, come si 
è già detto, il sistema. è chiuso e non sono state considerate le perdite. 

Naturalmente la successione dei tempi può essere diversa dagli istanti 
di ritmo intero (v. linee tratteggiate della fig. 16 .15) ;  ma, scelto arbitra
riamente l'istante di partenza, i tempi successivi per i quali vanno trac
ciate le parabole 11(ti) = cost devono essere necessariamente distanziati 
del tempo di andata e ritorno dell'osservatore che viaggia con l'onda, 
ossia di una durata di fase. 

Si ricorda infine che volendo tener conto delle resistenze, pur conside
rando sempre trascurabile la velocità U in confronto alla celerità relativa a, 
il siste1na delle equazioni delle caratteristiche e delle equazioni di com-
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immediatamente integrabile su tronchi /j,x nei quali si assumano costanti 
le grandezze a e j. L'effetto delle resistenze distribuite ji'1x viene grafi
-camente concentrato all'inizio del tronco in esame. 

16.18. Sistemi di condotte. 

Il metodo delle caratteristiche consente di trattare problemi di moto 
vario i:ti sistemi complessi di condotte purché si impongano le condizioni 
di congruenza nei nodi, condizioni che sono quelle al contorno per ciascun 
tronco di condotta con caratteristiche costanti. 

Tuttavia, se una condotta è costituita da una successione di tubazioni 
in serie, di caratteristiche fra loro poco differenti, si può conveniente
mente studiare il fenomeno del moto vario su una condotta equivalente di 
caratteristiche costanti, definita dalle condizioni di avere durata di fase 
ed energia cinetica uguali alle corrispondenti grandezze totali della con
dotta data ; ossia 

0 =
2L

= I2L; 
a i at 

'if=leLQ2 = leQ' I L' 2 Q 2 1 Q, 

[16.72] 

[16.73] 

essendo Lt, Qi, ai la lunghezza, la sezione e la celerità del tronco i-esimo 
" 

ed L = L. L, la lunghezza totale della condotta. 
1 

Dalla [16.72] si ricava la celerità a e dalla [16.73] la sezione Q della 
condotta equivalente. 

Nel caso di un nodo nel quale confluiscono due o più condotte (fig. 16. 14), 
assumendo che il carico piezometrico sia lo stesso per tutte le condo.tte 
nel nodo si possono calcolare in modo semplice i coefficienti di trasmis
sione e di riflessione di un'onda di pressione in arrivo al nodo da una delle 
condotte : ad esempio, il sovraccarico nel nodo dovuto ad un'onda di 
celerità a1 proveniente dalla condotta 1 (fig. 16.14 A) 

h' - h0 = a, (U1 - U{) g 



I 

l40 Moto vario nelle condotte in pressione [Cap. 1 6 

Supponiamo, a titolo di esempio, di eseguire una manovra di chiusura 
totale come quella rappresentata nella figura 16.13. Le condizioni iniziali 
sono rappresentate dal punto A, di coordinate h = h0 ed U = U0 • Trac
ciamo prima di tutto le parabole corrispondenti agli istanti di ritmo intero, 
cioè con grado di apertura 'f/ = r1o ,  'Yf = rJi, 'YJ = 'YJ2 ed infine 17 = 173 = 1J4 = 
= ... = O, parabola degenere che coincide con l'asse U = O. Il punto A, 
rappresenta, oltre che le condizioni iniziali in A, anche quelle in B, che 
perdurano fino all'arrivo della perturbazione, ossia fino al tempo t/IJ = 0,5. 

Partendo dalla sezione B al tempo 0,5 immaginiamo un osservatore che 
con la velocità - a proceda verso la sezione A. Egli vede valori di h ed 
U posti sulla retta [16.71] passante per B0,, ; poiché giunge in A all'istante 
t/IJ = 1 e deve allora vedere valori di h ed U posti contemporaneamente 
sulla parabola n = n,, resta determinato il punto A1 nell'intersezione fra la 
retta "e la parabola. 

Si noti che, nel caso di chiusura brusca, essendo il tempo di chiusura 
inferiore alla durata di fase, risulta n1 = O e la relativa parabola dege
nera nell'asse U = O. L'ordinata h del punto di intersezione differisce da h0 
della quantità aU0/g come previsto dalla formula di Joukowsky. 

La costruzione delle rette [16.70] e [16.71], nel grafico, si fa appunto 
portando il segmento aU0/g sopra e sotto l'ordinata h = h0, sull'asse 
delle h, e congiungendo i punti trovati con il punto di coordinate h0, U0 • 

Partendo dal punto A1 e procedendo con la celerità + a l'osservatore 
vede i valori di h ed U che devono stare sulla retta [16.70] passante per A1 • 
All'istante t/{} = 1 , 5  l'osservatore giunge in B e  poiché allora il valore di 
h deve stare contemporaneamente anche sulla retta h = h0, il punto B1,r. 
resta determinato dall'intersezione di questa retta con la precedente. 

Si prosegue quindi nello stesso modo fino alla chiusura totale, dopo la 
quale le parabole si riducono tutte all'asse U = O. Il rombo B2,5-A3-B3,5-A4 
rappresenta con la diagonale orizzontale l'oscillazione di velocità nella 
sezione d'imbocco, con la diagonale verticale l'oscillazione di carico nella 
sezione di sbocco. Le oscillazioni non sono smorzate perché, come si 
è già detto, il sistema. è chiuso e non sono state considerate le perdite. 

Naturalmente la successione dei tempi può essere diversa dagli istanti 
di ritmo intero (v. linee tratteggiate della fig. 16 .15) ;  ma, scelto arbitra
riamente l'istante di partenza, i tempi successivi per i quali vanno trac
ciate le parabole 11(ti) = cost devono essere necessariamente distanziati 
del tempo di andata e ritorno dell'osservatore che viaggia con l'onda, 
ossia di una durata di fase. 

Si ricorda infine che volendo tener conto delle resistenze, pur conside
rando sempre trascurabile la velocità U in confronto alla celerità relativa a, 
il siste1na delle equazioni delle caratteristiche e delle equazioni di com-

' i I 

l'ar. 16.18] 

patibilità diventa 

Sistemi di condotte 

dx ± adt = O  

dh ±� dU- jdx = O g 

541 

immediatamente integrabile su tronchi /j,x nei quali si assumano costanti 
le grandezze a e j. L'effetto delle resistenze distribuite ji'1x viene grafi
-camente concentrato all'inizio del tronco in esame. 

16.18. Sistemi di condotte. 

Il metodo delle caratteristiche consente di trattare problemi di moto 
vario i:ti sistemi complessi di condotte purché si impongano le condizioni 
di congruenza nei nodi, condizioni che sono quelle al contorno per ciascun 
tronco di condotta con caratteristiche costanti. 

Tuttavia, se una condotta è costituita da una successione di tubazioni 
in serie, di caratteristiche fra loro poco differenti, si può conveniente
mente studiare il fenomeno del moto vario su una condotta equivalente di 
caratteristiche costanti, definita dalle condizioni di avere durata di fase 
ed energia cinetica uguali alle corrispondenti grandezze totali della con
dotta data ; ossia 

0 =
2L

= I2L; 
a i at 

'if=leLQ2 = leQ' I L' 2 Q 2 1 Q, 

[16.72] 

[16.73] 

essendo Lt, Qi, ai la lunghezza, la sezione e la celerità del tronco i-esimo 
" 

ed L = L. L, la lunghezza totale della condotta. 
1 

Dalla [16.72] si ricava la celerità a e dalla [16.73] la sezione Q della 
condotta equivalente. 

Nel caso di un nodo nel quale confluiscono due o più condotte (fig. 16. 14), 
assumendo che il carico piezometrico sia lo stesso per tutte le condo.tte 
nel nodo si possono calcolare in modo semplice i coefficienti di trasmis
sione e di riflessione di un'onda di pressione in arrivo al nodo da una delle 
condotte : ad esempio, il sovraccarico nel nodo dovuto ad un'onda di 
celerità a1 proveniente dalla condotta 1 (fig. 16.14 A) 

h' - h0 = a, (U1 - U{) g 



542 Moto vario nelle condotte in pressione [Cap. 1 6  

h., 

-T ' ' ' ' 

(A) 

(8) 

"• 

"• 

Fig. 16.14. - Confluenza di due 
condotte. 

si trasmette per la parte h" - h0 nelle condotte 2 e 3 e si riflette per la 
parte h' - h" nella condotta 1 .  Le relative equazioni sono 

h' - h" = ai (U{ - Ut) g 

h"-h0 = a2 (U2 - U;) g 

h11- h0 = �  (U3 - V�) . g 

Tenuto conto delle equazioni di continuità 

�D, = �� + �� 
�� = �� + �� 

si ottiene, con qualche elaborazione, il coefficiente di trasmissione 

h" - h0 2Q1/a1 Ci = -- = - - - --.. --·---- - - ·-- -
h'- h0 Q1 + Q2 + D3 

a1 a2 a3 

[16.74] 

e quindi il coefficiente di riflessione e, = (h' - h")/(h' - h0) che risulta evi
dentemente dato dalla e, = 1 - e, . 

Par. 16.19] Fenomeni di cavitazione per colpo d'ariete 
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Lo studio dei transistori nelle condotte degli impianti di pompaggio 
non differisce da quello visto nelle condotte di derivazione. Nelle prime 
però, e particolarmente nelle condotte prementi degli impianti di circo
lazione a bassa pressione, possono più facilmente verificarsi fenomeni di 
cavitazione dovuti all'abbassamento delia pressione assoluta in qualche 
zona della condotta fino al valore della pressione di vapore del liquido. 
La caduta' di pressione è provocata dalla brusca interruzione del deflusso, 
spesso in conseguenza dell'arresto delle pompe. 

La formazione delle cavità vaporose e gassose conferisce. alla zona 
interessata dalla depressione l'aspetto di un'emulsione a densità variabjle; 
solo in condizioni particolari, e con velocità molto alte di deflusso, può 
formarsi un vuoto effettivo in un tratto della condotta. I modelli mate
matici del fenomeno che trovano ancora largo impiego fanno tuttavia rife
rimento ad un distacco netto della colonna liquida, con fronte normale 
all'asse del tubo e con la formazione di una cavità di lunghezza piccola 
rispetto a quella originaria della colonna liquida. 

Dal punto di vista tecnico le conseguenze della cavitazione sono parti
colarmente temibili negli in1pianti perché, alla chiusura delle cavità, si 
producono forti sovrapressioni che possono raggiungere valori maggiori 
anche della sovrapressione massima di colpo d'ariete diretto. 

In tubazioni orizzontali cilindriche, Escande e Nougaro (1953) esegui
rono una serie di esperienze sistematiche provocando la cavitazione me
diante la chiusura rapida di una saracinesca posta a monte dcl tratto di 
prova. Gli autori hanno interpretato il fenomeno di distacco di vena e cal
colato le conseguenti sovrapressioni con un modello matematico basato 
sul moto in blocco, senza resistenze, della colonna liquida, ossia con lo 
schema delle oscillazioni di massa di cui si è parlato nel paragrafo 16.4. 
Nella situazione più gravosa, di manovra istantanea, la velocità dcl liquido 
all'atto della chiusura della cavità .è, con tale schema, uguale e dì verso 
opposto al valore iniziale U0; il corrispondente sovraccarico ha quindi 
il valore 

hmax - ho = 
aUo 

g 

dato dalla formula di Joukowsky. Detto hcav il carico corrispondente alle 
condizioni di cavitazione, cioè il carico relativo alla pressione di vapore 
del liquido alla temperatura di esercizio, questo modello fornisce risultati 
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ossia finché la depressione raggiungibile nella condotta è :rllolto minore 
della sovrapressione di Joukowski. 

Conservando l'ipotesi di distacco netto di vena, si può calcolare la 
massima sovrapressione tenendo conto dell'elasticità del fluido e della 11--- --�--------rr 
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Fig. 16.J5. - Cavitazione con distacco di vena. 
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condotta. Una trattazione svolta da Siccardi e Raiteri (1970) mostra, attra
verso il confronto dei risultati con quelli sperimentali ottenuti dagli stessi 
autori, l'attendibilità delle previsioni nei riguardi della durata di per
manenza della cavità e della possibilità di sovrapressioni maggiori di 
quelle di Joukowski, ma indica, per quest'ultime, valori in eccesso rispetto 
alle sovrapressioni misurate. Un esempio di soluzione con il metodo gra
fico è rappresentato nella fignra 16.15 nel caso di manovra istantanea, 
senza tener conto delle resistenze. I carichi sono riportati a partire dal 
valore hcav . Nella parte inferiore della figura è rappresentato, in fun
zione di t/O, il grafico delle velocità del fronte della cavità, costante in 
ogni fase fino all'intervento dell'onda di ritorno. L'area racchiusa dal 
diagramma, nella parte positiva della velocità, rappresenta l'integrale 
U l1t dal valore U0 al valore nullo, ossia la lunghezza massima della cavità. 
Dovendo essere la stessa l'area in chiusura, resta determinata da tale 
condizione la durata totale di permanenza della cavità. 

Fig. 16.16. - Rilievi sperimentali e 
valutazioni teoriche del sovraccarico 
massimo in presenza di cavitazione. 
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Nella figura 16.16 sono rappresentati in ordinate i valori hmax- ho 
ed in ascisse i valori h0 -hcav rapportati entrambi al sovraccarico di 
Joukowski aU0/g. Nella fignra 16.17, con le stesse ascisse, sono riportate 
le durate delle cavità rapportate alla durata di fase. I risultati della trat
t;;i.zione analitica, corrispondenti a diverse durate di manovra, espresSe 
in fasi, sono confrontati con i predetti risultati sperimentali e con quelli 
di W. H. Li (1963). Si nota che quando l'ascissa tende a zero il massimo 
sovraccarico tende al valore d_i JoUkowski ed è verificato dalle esperienze. 
Quando l'ascissa tende ad 1 i risultati sperimentali si scostano invece decisa
mente dalle previsioni teoriche, superando il valore aU0/g al massimo 
soltanto del 25 % anche quando le manovre di arresto sono estremamente 

18. MARClll-RUDAITA. 
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Nella figura 16.16 sono rappresentati in ordinate i valori hmax- ho 
ed in ascisse i valori h0 -hcav rapportati entrambi al sovraccarico di 
Joukowski aU0/g. Nella fignra 16.17, con le stesse ascisse, sono riportate 
le durate delle cavità rapportate alla durata di fase. I risultati della trat
t;;i.zione analitica, corrispondenti a diverse durate di manovra, espresSe 
in fasi, sono confrontati con i predetti risultati sperimentali e con quelli 
di W. H. Li (1963). Si nota che quando l'ascissa tende a zero il massimo 
sovraccarico tende al valore d_i JoUkowski ed è verificato dalle esperienze. 
Quando l'ascissa tende ad 1 i risultati sperimentali si scostano invece decisa
mente dalle previsioni teoriche, superando il valore aU0/g al massimo 
soltanto del 25 % anche quando le manovre di arresto sono estremamente 
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Fig. 16.17. - Rilievi sperimentali e valuta
zioni teoriche delle durate delle cavità rap

portate alla durata di fase. 

rapide. Mettendo in conto le resistenze s'introduce un'attenuazione nel 
massimo sovraccarico calcolato, che risulta tuttavia modesta rispetto alle 
differenze dai valori misurati sperimentalmente. 

Un'interpretazione più fedele del fenomeno richiede di schematizzare 
il mezzo in esame con una maggiore aderenza alle informazioni sperimen
tali ed è appunto nella direzione di un modello di fluido bifase che si 
muovono le ricerche più recenti. Si ricorda, in particolare, il modello 
di Weyler, Streeter e Larsen (1971) basato sull'ipotesi che il calore ceduto 
dalle bolle al liquido in un ciclo sia una frazione non piccola del lavoro 
di compressione compiuto dal liquido sulla bolla e che la corrispondente 
dissipazione di energia meccanica sia rappresentabile mediante il lavoro 
di una tensione aggiuntiva alla parete. Sulla dissipazione di tipo termo
dinamico convengono anche altri autori ma con differenti interpretazioni: 
Siccardi e Bartolini (1975) hanno supposto ch'essa possa essere rappre
sentata attraverso un coefficiente di viscosità di volume capace di mettere 
in contq a livello globale i fenomeni irreversibili realizzati a piccola scala. 

16.20. Le casse d'aria. 

Il dispositivo impiegato più frequentemente per evitare fenomeni di 
cavitazione nelle condotte prementi è un serbatoio, detto cassa d'aria, 
che viene collegato alla condotta, subito a valle delle pompe, ed è riem
pito in parte con aria in pressione secondo lo schema di figura 16.18. 

Par. 16.20] 
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Fig. 16.18. � Schema di un impianto di pompaggio con cassa d'aria. 
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Il funzionamento del sistema è evidente: al distacco della pompa il 
moto del liquido nella condotta non si arresta bruscamente ma continua, 
alimentato dalla cassa; il volume dell'aria aumenta e la pressione dimi
nuisce fino a valori inferiori a quelli corrispo:1_1denti al carico statico, 
raggiunge un minimo, dopo il quale s'inverte il flusso nella condotta, il 
volume d'aria comincia a diminuire e la pressione aumenta fino ad un 
valore massimo, quindi il processo continua con una serie di oscillazioni 
smorzate del flusso nella condotta e della pressione e del volume d'aria 
nella cassa. 

Tale funzionamento si può interpretare con sufficiente approssima
zione adottando lo schema delle oscillazioni di massa di fluido anelastico 
in una condotta rigida, già utilizzato nel paragrafo 16.3 per lo studio 
delle oscillazioni del sistema galleria-pozzo piezometrico degli impian_ti 
di derivazione. 

L'equazione di continuità è espressa dalla 

QU �
dV 
dt 

essendo Q ed U la sezione e la velocità nella condotta e V il volume occu-
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pato dall'aria. Dovendo la portata Q dipendere solo dal tempo si  può porre 

Q = Q, + f(t) per t>-0  

con Q0 portata iniziale i n  condizioni di regime. 
L'equazione dinamica 

oH 1 dU . 

as 
= --g cti -1 • 

dopo una prima integrazione rispetto ad s su tutta la lunghezza L della 
condotta, assume una forma analoga ali'eq. [16.14] e si può scrivere 
come segue 

H- H = 2, dUL + L o g dt J . 
Indicando con z la differenza tra il carico totale H nella sezione della 

condotta corrispondente alla cassa d'aria ed il carico totale H0 del serbatoio 
di mandata, ed introducendo accanto alle perdite distribuite anche l'even
tuale perdita concentrata dovuta all'inserzione della cassa d'aria, l'equa
zione dinamica diventa 

Z = ! dU L +  (�L+ <) UIUI g dt D 2g 
avendo indicato con ,; il coefficiente delle perdite localizzate. 

[16.76] 

A queste due equazioni si deve aggiungere la relazione fra il volume V 
e la pressione assoluta p dell'aeriforme, a partire dai valori inizi8.1e V0 
e Po . Assumendo una trasformazione di tipo politropico vale l'equazione 

pVn = Po V/) 

nella quale, per l'aria, l'esponente ha valori compresi fra n == 1,41 per 
la trasformazione adiabatica ed n = 1 per quella isotermica. Al rap
porto p/p0 si può sostituire, in condizioni tecnico-applicative, il rapporto 
fra i corrispondenti carichi totali assoluti misurati a partire dall'asse della 
condotta di uscita dalla pompa. Detto H� il carico assoluto statico, rela
tivo al volume iniziale V0, il carico assoluto generico H* vale 

H* = H� + z ,  

e l'equazione della trasforn1azione politropica diventa 

Ht )'1" V = v, (HJ' + z [16.77] 

Par. 16.20] Le ca:sse d'aria 549 

Il sistema delle equazioni [16.75], [16.76] e [16.77] può essere inte
grato numericamente per differenze finite. Grafici di utile impiego sono 
stati proposti da Evangelisti (1935-38) e da Poggi (1956). 

La soluzione del sistema in forma chiusa si può ricavare nel caso di 
resistenze nulle (sì veda, ad esempio, Citrini e Noseda : Idraulica, 1975). 
Il risultato è dato dall'equazione 

a 1 - - - -- l + - -- 1 + I +- - 1  
- \  ( U)') - 1 \( z )'"-1"" ) \( z )-11,, ) 

U0 n - I Hi Hi 
che cade in difetto per n. = 1 ;  in tal caso essa viene sostituita dalla 

a \ 1 - ( �)') = In 
( 1 + ,,;t) + (I + Ht f 1 - 1 

essendo in entrambi i casi !JL U' a = __ . --'!  
Ht V0 2g 

il parametro caratteristico dell'impianto. 
Imponendo la condizione U = O si determinano dalle equazioni prece

denti i valori estremi della quota z del carico totale a valle della pompa 
rispetto al livello del serbatoio di carico. La figura 16.19 riporta grafica-

Fig. 16.19. - Diagramma per il cal
colo dci carichi totali zmM< e zrnln a 
valle della pompa, rispetto al livello 

del serbatoio di carico. 
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mente i valori Zmax/H� e zmin/H� in funzione di a per n = 1,41 ed n = 1,0. 
Nelle applicazioni tecniche si adotta generalmente l'ipotesi di trasfor
mazione adiabatica perché risulta evidentemente più cautelativa. 

ESEMPI 

Esempio 16.1 

Calcolo delle ampiezze estreme successive dell'oscillazione libera di una co. 
tonna d'acqua in un tubo ad U a rami verticali con diametro 20 mm e coefficiente 
di resistenza A = 0,03. Si assuma l'origine dei tempi al momento in cui la quota 
del pelo libero in uno dei rami è massima e vale 50 mm, misurata rispetto al livello 
di equilibrio. 

Si utilizza l'eq. [16.23] ( Àzm) ( ÀZm+>) , 1 + ])  exp[- Azm/D] = 1 + --y;- exp [- 1LZm+1/D] 

che si risolve rapidamente per tentativi. 
Data, ad esempio sul ramo di destra, l'ampiezza del n1assimo 

z0 = + 50 mm 

che si assume come valore z,,., dalla [16.23] segue 

z1 = - 47,6 mm 

quale ampiezza del primo minimo sullo stesso ramo. 
Essa corrisponde all'ampiezza del primo massimo sul ramo di sinistra. Posto 

allora nell'eq. [16.23] z,,. uguale a 

z{ = + 47,6 mm 
si ottiene 

z� = - 45,5 n1m 

come valore dell'ampiezza del secondo m1n1mo nel ramo di sinistra. 
Tornando sul ramo di destra ed assumendo Zm uguale a 

z2 = -1- 45,5 mm 
si ottiene il terzo minimo 

Z3= - 43,5 mm 

e cosl via. La soluzione si può ricavare per via grafica utilizzando la rappresentazione 
della funzione y = (1 -1· x) exp [- x] per valori di x compresi fra ± Az0/D. 
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Esempio 16.2 

Una condotta di acciaio, inclinata di 30° sull'orizzontale, con diametro interno 
500 mm, spessore 6,3 mm, lunghezza 600 m, è percorsa da acqua alla temperatura 
di ,._, 10 °C con la velocità media U0 = 3,70 ms-1• 

Calcolare il massimo sovraccarico nella sezione di sbocco per effetto di una ma
novra di chiusura totale eseguita nel tempo 't' = 1,0 s; determinare il tronco di con
dotta soggetto allo stesso massimo sovraccarico e l'andamento della pressione mas
sima nel tronco medesimo. 

Nella condotta di acciaio in esame, il cui modulo di elasticità si può ritenere 
E =  2,0· 1011 Nm-2, e contenente acqua con modulo di comprimibilità isoentropica 
ee = 2,14· 109 Nm-z, la celerità delle onde di pressione vale 

v'e,fe v'2.14· 10•;1000 
a = -= = = 1 076 ms-1 • 

J /
1 +

De, 1 /
1 

500 . 2,14· 10' 
V SE y + 6,3 2,0· 1011 

La durata di fase 
è 2L 2 X 600 

� 1,115 s >• � 1,0 s /j � - � -
1 076 a 

per cui la manovra è brusca. 
I1 massimo sovraccarico nella sezione di sbocco è dato dalla [16.46] 

a 1 076 
hm,u.- ho = g U0= 

9,s(' 3,70 = 406 m 

e corrisponde ad una sovrapressione (Joukowski [16.4611) 
Pmu.-Po = 39,81 · 10° Nm-2 = 39,81 bar . 

Il tronco di condotta nel quale si verifica il medesimo sovraccarico della sezione 
di sbocco è lungo 

secondo l'eq. [16.47]. 

ar 
x � L - - � 600 

2 
I 076 X 1 ,0 

� 62 m 
2 

Mentre il sovraccarico si conserva inalterato nel tronco in esame, la pressione 
massima nella condotta varia linearmente con la quota, a meno delle perdite qui 
trascurate. Quindi dal valore 

nella sezione x = O, al valore 
Pmax = 39,81 bar 

P�ax = 39,81 - 1000 g 10-li X62 xsin 30° = 36,77 bar 

nella sezione x=62 m, se1npre rispetto a p0• 
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Esempio 16.3 

Una tubazione orizzontale di acc1a10, lunga 40 n1 e di diametro 25 mm, viene 
riempita progressivamente d'acqua mantehendo nella sezione iniziale un carico 
piezometrico costante h1 = 12 m, misurato rispetto all'asse della condotta. All'altra 
estremità, chiusa da una flangia cieca, l'aria contenuta nella condotta esce attra
verso un'apertura che ha diametro 5 mm e il cui coefficiente di efflusso si può rite
nere pari a Cr.1 = 0,60. 

Posto che l'interfaccia acqua-aria si mantenga piana e verticale durante il riem
pimento ed assumendo costanti la densità dell'aria (!A = 1,30 kgm-3, la densità del
l'acqua g11 = 1 000 kgm-3, e la celerità delle onde di pressione nella condotta piena 
d'acqua, con valore a =  1 100 m s-1, calcolare_ la pressione massima nella sezione 
di sbocco al momento del completo riempimento della tubazione. 

Quando la colonna liquida sta per raggiungere la flangia di chiusura della se
zione di sbocco, detta p2 la pressione (relativa all'atmosferica) in asse dell'interfaccia 
acqua-aria, l'equazione del moto della colonna liquida è 

h1- !.:._ = � u2 
L 8(!,H D 2g 

mentre la portata d'aria uscente nello stesso istante dall'apertura di area ro si può 
valutare con l'equazione dell'efflusso permanente di un fluido a densità costante 

J /2 p, Q = CQW V � 
essendo pJgeA il carico piezometrico dell'<iria a monte della flangia e risultando 
trascurabile il contributo dell'altezza cinetica U2/2g rispetto a tale termine. 

In accordo con le ipotesi poste, la portata d'aria effluente uguaglia istante per 
istante la portata liquida nella condotta di sezione D, sicché 

V2p, QU = C0w - . e A 
Eliminando U tra questa equazione e quella del moto del liquido si ottiene 

h1- !!3____ = �  C� w2 
!2. L  gg_H D D2 8(!A 

e quindi 

-- -·Ch1 - -)-- ÀC2 - -p, _ [e" (w)' L]-' 

(!A en Q Q D 
Con i dati del problema si può ritenere il parametro di scabrezza pari a 

e =  0,2 mm, da- cui e/D = 0,008, Basta· che Re superi 10\ come certamente si 
verifica nel caso in esame, perché il moto sia assolutamente turbolento ; risulta allora 

. ;\ � 0,035 . 

Con 

segue 

da cui 

e quindi 

Esempi 

w = n(0,005)2/4 = 1,964· l0-5 m2; 
Q = n(0,025)2/4 = 4,909· 10-4 m2 

e11!eu = 1,30/1 ooo 
L/D � 40/0,025 

Cq =  0,60 

F_! = 9,81 X 12(0,001 300 + 0,032 256)-1 = 3 508 m2 s-2 e A 

P2 = 4 560 Nm-2 , 

Q = 0,60 X 1,964 · 10-5 X v/2 x 3508 = 0,987· l0-3 m3 s-1 , 
U � Q/Q � 2,010 m s-' . 

Appena espulsa tutta l'aria, la portata cala bruscamente al valore 

Q' � c,w1/2 f2  � Q  i/� V (}H V (}H 
ed in corrispondenza la velocità diventa 

U'= U lf� = 0,072 m s-1 • V QH 

553 

La massima sovrapressione dovuta alla brusca riduzione di velocità si calcola 
con l'equazione del colpo d'ariete diretto 

per cui 

Esempio 16.4 

h2mn_- h2 = � (U- U') g 

P2max-P2 = Qna(U - U1) = 21,318· 105 Nm-2 , 
P2mo:x = 21,318 + 0,046 = 21,364 bar . 

Nella condotta dell'esempio 16.2, valutare con il metodo grafico, senza tener 
conto delle resistenze, le variazioni del carico piezometrico in relazione ad una 
n1anovra di apertura lineare nel tempo o = 2,23 s a partire da ottriratore comple
tamente chiuso. 

I valori iniziali sono h0 = 300 m, U0 = O e la velocità di regime finale U1 = 
= 3,70 m s-1• 
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La costruzione grafica è rappresentata nella fig. 16.20, nella quale si è utilizzato 
il sistema di coordinate adimensionali 
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Fig. 16.20. - Metodo grafico per una manovra di apertura (esempio 16.4). 

Le condizioni al contorno 

h ho = 1 per la sezione d'imbocco B 

u J/h ""fit = 'Y/ y ho per la sezione di sbocco A 

sono rappresentate la prima da una retta parallela alle ascisse di ordinata I e la 
seconda da un fascio di parabole, ciascuna determinata da un valore del grado di 
apertura 'YJ, ossia del tempo. Per il tracciamento delle parabole sono stati scelti gli 

Esempi 555 

istanti di ritmo intero e quelli di mezza fase, per i quali il grado di apertura 
1/i = ti/-c = ifJfr:, con {} = 1,115 s (cfr. es. 16.2), vale 

1]o = O ,  'Y/o,o = 0,25 , '1]1 = 0,5 , 'r/1,5 = 0,75 ,  r]2 = 1,0 . 

Infine le equazioni di compatibilità, scritte in termini adimensionali, 

- = ± - - + cast h (au,) u 
h<J gho Uo 

sono rappresentate da rette con pendenza 
au, 

± -
h 

� ± 2Al � ± 1,3528 . 
g " 

Il procedimento è illustrato dalla fig. 16.20. Il punto di partenza è A0 """ B0,5; 
da B0,0 verso A l'osservatore che si muove con celerità - a vede valori di h/hn e di 
U/Uo che stanno. sulla retta con pendenza negativa (- 1,3528) ed il punto A1 si trova 
nell'intersezione di questa retta con la parabola 'Y/ = 'f/1; da A1 si procede con una 
retta a pendenza positiva ( + 1,3528) fino all'intersezione con la condizione h/h0 = 1 
dove si trova il punto B1,5 , e così via. L'operazione è stata ripetuta partendo da Bn 
(che coincide con B0,5) e individuando le intersezioni con le parabole 1J = 170,5,  
r; = 1]1,o ed 1] = 1]2,5 = 1.  

Si noti che l'oscillazione del carico, esaurita la manovra, si smorza rapidamente. 
Le spezzate si chiudono illtorno al punto di coordinate (1,1) che rappresenta le con
dizioni di regime. Ciò è conseguenza del fatto che il sistema non è chiuso e quindi, 
essendovi una continua uscita di massa dalla sezione di sbocco, può non essere con
servativo sebbene si siano trascurate le resistenze. 

L'andamento del carico nella sezione di sbocco A è rappresentato nelle fig. 16.21. 

" li, 

015 

o 0,5 J,O l,5 

SEZIONE A 

2,0 2,5 I 
•/O 

3,0 3,5 4,0 ' 
"ò 

Fig. 16.21.- Variazioni del carico piezometrico nella sezione di sbocco di una condotta forzata in 
relazione ad una manovra di apertura. 
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Esempio 16.5 

Calcolo delle variazioni del carico piezometrico e della velocità in una condotta 
di derivazione da un serbatoio, lunga 1 200 m, soggetta ad una manovra di chiu
sura totale lineare dell'otturatore, posto all'estremità della condotta, nel tempo 
T = 3 s. Le condizioni iniziali sono : ho = 600 m, U0 = 5,60 m s-1 e le caratteristi
che della condotta sono variabili dall'imbocco allo sbocco in modo tale che la cele
rità a si può assumere variabile linearmente tra i valori a1mbocoo = 960 m s�1 e 
a"bocco= 1 1 10 m s-1• 

In ogni sezione si assume il valore della celerità assoluta unico, nel verso posi
tivo e nel verso negativo. Quindi, alla distanza x dallo sbocco, risulta 

1 1 10 - 960 a � l l lO - - x � l l l 0 - 0,125 x 1 200 

ed il tempo di transito T (pari alla semidurata di fase) vale 
1200 1200 

{} f dx 1 Jd(l 1 10 - 0,125x) T � 2 � J l l 0 - 0,125x � - 0,125 1 1 10 - 0,125 x " � 
" 

-
1 

I 
1 1 10 

- 0,125 n 960 � 1,16 146 s 

Dividiamo la condotta in 4 tratti di ugual tempo di transito 

LI T �  1 '16 146 � 0 290364 S '  4 ' ' 

la lunghezza di ciascun tratto si calcola con la 

ilxi.i+i 

LìT = _ ----�--- f d(ai- 0,125 Lìx,,,+1) = __ 1 _ 1n (---<!!_____ __ ) 
0,125 ai- 0,125 Lìxi,i+i 0,125 ai- 0,125 .6..x;,;+1 

dalla quale deriva 

a" Lix, .+, � -'- (1 -- exp [-·O, 125LIT]) � 0,285 158a,. ' 0,125 

Indicando con i nun1eri O, 1, 2, 3, 4 gli estremi dei quattro tronchi, si ottengono i 
seguenti risultati 

a0 = 1 1 10,00 m/s , 
a1 = 1 070,43 m/s , 
a 2 =  l 032,28 m/s , 
a3 = 995,48 m/s , 
a4 = 960,00 m/s , 

lÌXo-1 = 316,53 m 
iÌX1-2 = 305,24 m 
iÌX2-a = 294,36 m 
iÌXa-4 = 283,87 m 

L = 1 200,00 m 

Esempi 557 

Si calcolano ora i valori di h ed U nelle posizioni O, 1, 2, 3, 4 ed agli istanti 
o, LiT, 2 LìT, . . .  , k LìT. Contrassegnando con l'indice i l'ascissa e con l'indice k il 
tempo, valgono i sistemi di equazioni che seguono. Nella sezione di sbocco (i = O) 

Uo,k = 1'/k 1 / ho,k 
Uo Y ho 

llo-1 llo-1 
ho k + - Uo k = h1k-1+ - U1 k-1 (su ' g ' ' g ' 

dove a0_1 è il valor medio della celerità nel tratto 0-1. 
Posto 

Ak= h1 k-1 + -� U1 k-1 ho ( a,+ a, )/ 
• 2g ' 

(a0+ a1)Uo Bk = 1'/k = 0,51 8621Jk 4gh0 

si ricava dal sistema precedente 

C") I 
ho,k = (- Bk+ Vn;+ A,,}2; 
h, 

con k = 1 ,  2, . . .  

essendo 
k LIT � l _ 0,096788 k 1]k = 1 - ---i.-

per k = 1, 2, . . .  , 30 ed 1Jk = O  per k > 30. 
Nella sezione di imbocco (i = 4) 

h4,k = ho 
ll3-4 ,. ll3-4 

h4,k - g U4,k = ha,k-1- g Ua,k-1 (su C+) } 
da cui si ottiene, essendo aa-<1 il valor medio della celerità nel tratto 3-4, 

2g 
U4 k = Ua k-1 + - -(ho- h3 k-1) . ' ' a3-J- a4 ' 

[16.78] 

[16.79] 

[16.80] 

[16,81) 

Si noti che U4 k = U0 finché k < 4, perché solo all'istante t = 4 LìT la perturbazione 
raggiunge la s�zione d'imbocco. 

Nelle sezioni intermedie (i = 2, 3) 

ai+ ai+ i ai +  a;+1 , h;,k·+ -------zg U;,k = h;+1,1<-1 + -------zg U;+1,1,-1 

ai-!- a;_1 . ai + a;+1 
h;,r,- -------zg U;,r, = hi-1,k-1 - -·� U1-1,1<-1 

(su e-) I (su e+) 

da cui, indicando con M;n,k-i il secondo membro della prima equazione sopra-



556 Moto vario nelle condotte in pressione [Cap. 1 6  

Esempio 16.5 

Calcolo delle variazioni del carico piezometrico e della velocità in una condotta 
di derivazione da un serbatoio, lunga 1 200 m, soggetta ad una manovra di chiu
sura totale lineare dell'otturatore, posto all'estremità della condotta, nel tempo 
T = 3 s. Le condizioni iniziali sono : ho = 600 m, U0 = 5,60 m s-1 e le caratteristi
che della condotta sono variabili dall'imbocco allo sbocco in modo tale che la cele
rità a si può assumere variabile linearmente tra i valori a1mbocoo = 960 m s�1 e 
a"bocco= 1 1 10 m s-1• 

In ogni sezione si assume il valore della celerità assoluta unico, nel verso posi
tivo e nel verso negativo. Quindi, alla distanza x dallo sbocco, risulta 

1 1 10 - 960 a � l l lO - - x � l l l 0 - 0,125 x 1 200 

ed il tempo di transito T (pari alla semidurata di fase) vale 
1200 1200 

{} f dx 1 Jd(l 1 10 - 0,125x) T � 2 � J l l 0 - 0,125x � - 0,125 1 1 10 - 0,125 x " � 
" 

-
1 

I 
1 1 10 

- 0,125 n 960 � 1,16 146 s 

Dividiamo la condotta in 4 tratti di ugual tempo di transito 

LI T �  1 '16 146 � 0 290364 S '  4 ' ' 

la lunghezza di ciascun tratto si calcola con la 

ilxi.i+i 

LìT = _ ----�--- f d(ai- 0,125 Lìx,,,+1) = __ 1 _ 1n (---<!!_____ __ ) 
0,125 ai- 0,125 Lìxi,i+i 0,125 ai- 0,125 .6..x;,;+1 

dalla quale deriva 

a" Lix, .+, � -'- (1 -- exp [-·O, 125LIT]) � 0,285 158a,. ' 0,125 

Indicando con i nun1eri O, 1, 2, 3, 4 gli estremi dei quattro tronchi, si ottengono i 
seguenti risultati 

a0 = 1 1 10,00 m/s , 
a1 = 1 070,43 m/s , 
a 2 =  l 032,28 m/s , 
a3 = 995,48 m/s , 
a4 = 960,00 m/s , 

lÌXo-1 = 316,53 m 
iÌX1-2 = 305,24 m 
iÌX2-a = 294,36 m 
iÌXa-4 = 283,87 m 

L = 1 200,00 m 

Esempi 557 

Si calcolano ora i valori di h ed U nelle posizioni O, 1, 2, 3, 4 ed agli istanti 
o, LiT, 2 LìT, . . .  , k LìT. Contrassegnando con l'indice i l'ascissa e con l'indice k il 
tempo, valgono i sistemi di equazioni che seguono. Nella sezione di sbocco (i = O) 

Uo,k = 1'/k 1 / ho,k 
Uo Y ho 

llo-1 llo-1 
ho k + - Uo k = h1k-1+ - U1 k-1 (su ' g ' ' g ' 

dove a0_1 è il valor medio della celerità nel tratto 0-1. 
Posto 

Ak= h1 k-1 + -� U1 k-1 ho ( a,+ a, )/ 
• 2g ' 

(a0+ a1)Uo Bk = 1'/k = 0,51 8621Jk 4gh0 

si ricava dal sistema precedente 

C") I 
ho,k = (- Bk+ Vn;+ A,,}2; 
h, 

con k = 1 ,  2, . . .  

essendo 
k LIT � l _ 0,096788 k 1]k = 1 - ---i.-

per k = 1, 2, . . .  , 30 ed 1Jk = O  per k > 30. 
Nella sezione di imbocco (i = 4) 

h4,k = ho 
ll3-4 ,. ll3-4 

h4,k - g U4,k = ha,k-1- g Ua,k-1 (su C+) } 
da cui si ottiene, essendo aa-<1 il valor medio della celerità nel tratto 3-4, 

2g 
U4 k = Ua k-1 + - -(ho- h3 k-1) . ' ' a3-J- a4 ' 

[16.78] 

[16.79] 

[16.80] 

[16,81) 

Si noti che U4 k = U0 finché k < 4, perché solo all'istante t = 4 LìT la perturbazione 
raggiunge la s�zione d'imbocco. 

Nelle sezioni intermedie (i = 2, 3) 

ai+ ai+ i ai +  a;+1 , h;,k·+ -------zg U;,k = h;+1,1<-1 + -------zg U;+1,1,-1 
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Con le equazioni da [16.78] a [16.831 sono stati calcolati i valori di h e di U du
rante il transitorio di colpo d'ariete e i risultati relativi alla prima fase, 1} = 2T = 
= 2,32 292 s, sono riportati nel quadro seguente. 

ho = 600,00 m , U0 = 5,60 m/s , T = 3 S ,  1/ = 1 - tjT 

k 
--

o 
1 
2 
3 
4 T � 
5 
6 
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8 {}� 
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1,16 146 783,41 3,921 730,32 4,370 682,71 4,800 
1,45 183 836,70 3,413 780,10 3,891 727,95 4,348 
1,74219 894,00 2,866 832,35 3,374 776,79 3,860 
2,03 256 954,21 2,277 888,55 2,817 788,33 2,963 
2,32292 I 018,6 1,647 907,20 1,854 800,57 1 ,996 
2,61328 1 009,2 0,936 

I 

Riferimenti citati. 

ALLIEVI, L., Ann. Soc. /ng. Arch., Milano, 1903. 
- Atti del Collegio /ng. e Arch., Milano, 1913. 
ARREDI, F., Costruzioni idrauliche, Val. 2, UTET, 1972. 
BERGERON, L., Mem. Soc. Jng, Civil de France, 1937. 

-
-
-

600,00 
639,05 
681,19 
686,56 
692,37 
698,34 

CITRINI, D. e NOSEDA, G., Idraulica,· Ambrosiana, Milano, 1973. 

-
-
-

5,600 
5,208 
4,785 
3,948 
3,043 
2,092 

DATEI, C., Lezioni di Idraulica, Libreria Cortina, Padova, 1 970. 
EscANDE, L. e NoUGARO, J., La Houille Bianche, n. 5, 1953. 
EVANGELISTI, G., La regolazione delle turbine idrauliche, Zanichelli, 1947. 
- L'Elettrotecnica, aprile, 1935. 
- L'Energia Elettrica, Vol. XV, n. 9, 1938. 
- L'Energia Elettrica, Val. XLII, nn. 2-3, 1965. 
- L'Energia Elettrica, Val. XLVI, nn. 10, 11-12, 1969. 
JoUKOWSKY, N. E., Mem. Ace. Se. St, Petersbourg, 1898. 
Lr, W. H., Transaction A.S.C.E., Part I, Vo1. 128, 1963. 

4 

h u 
-- -

- -
- -
- -
- -

600,00 5,600 
600,00 4,816 
600,00 3,970 
600,00 3,079 
600,00 2,116 

Cap. 16] Riferimenti citati 

LoEWY, R., Druckschwankungen in Druckrohrleitungen, Springer, Wien, 1928. 
MASSAU, J., Mem. Ass. lng., Gand, 1900. 
POGGI, B., La Ricerca Scientifica, 1956. 

559 

PooGI, B. e GuERRINI, P., Atti Ace. delle Scienze di Bologna, Serie IV, n. 3, 1979. 
ScHNYDER, O., Schweizerische Bauzeitung, 1929. 
S1CCARDI F. e BARTOLINI, P., L'Energia Elettrica, Voi. LII, nn. 7-8, 1975. 
S1CCARDI, F. e RAITERI, E., Arti XII Convegno di Idraulica e Costruzioni Idrauliche, 

Bari, 1970. 
SrucKY, A., Chambres d'équilibre, La Concorde, Lausanne, 1958. 
WEYLER, M. E., STREETER, v. L. e LARSEN, P. s., Journal of A.S.M.E., JBE, 1971. 

r·-- -



558 Moto vario nelle condotte in pressione 

scritta e con Ni-i,1<-i quello della seconda, segue 

e quindi 

Mi+t,k-1- !!.'.-i,1o-i 2g u.,k = 2a, -i:-a,_l + 01+1 

a, + O;+i 
U, k • _ M·+1 i.-1- 2g ' hi,k - • ' 

[Cap. 16  

[16.82] 

(16.83] 

Con le equazioni da [16.78] a [16.831 sono stati calcolati i valori di h e di U du
rante il transitorio di colpo d'ariete e i risultati relativi alla prima fase, 1} = 2T = 
= 2,32 292 s, sono riportati nel quadro seguente. 

ho = 600,00 m , U0 = 5,60 m/s , T = 3 S ,  1/ = 1 - tjT 

k 
--

o 
1 
2 
3 
4 T � 
5 
6 
7 
8 {}� 
9 

Sez. o 1 2 3 

t h u h u h u h u 
-- -- -- -- -- -- -- -- --

o 600,00 5,600 - - - -
0,29036 641,24 5,229 600,00 5,600 - -
0,58073 685,78 4,828 640,50 5,222 600,00 5,600 
0,87 1 10 732,77 4,392 684,23 4,814 639,77 5,215 
1,16 146 783,41 3,921 730,32 4,370 682,71 4,800 
1,45 183 836,70 3,413 780,10 3,891 727,95 4,348 
1,74219 894,00 2,866 832,35 3,374 776,79 3,860 
2,03 256 954,21 2,277 888,55 2,817 788,33 2,963 
2,32292 I 018,6 1,647 907,20 1,854 800,57 1 ,996 
2,61328 1 009,2 0,936 

I 

Riferimenti citati. 

ALLIEVI, L., Ann. Soc. /ng. Arch., Milano, 1903. 
- Atti del Collegio /ng. e Arch., Milano, 1913. 
ARREDI, F., Costruzioni idrauliche, Val. 2, UTET, 1972. 
BERGERON, L., Mem. Soc. Jng, Civil de France, 1937. 

-
-
-

600,00 
639,05 
681,19 
686,56 
692,37 
698,34 

CITRINI, D. e NOSEDA, G., Idraulica,· Ambrosiana, Milano, 1973. 

-
-
-

5,600 
5,208 
4,785 
3,948 
3,043 
2,092 

DATEI, C., Lezioni di Idraulica, Libreria Cortina, Padova, 1 970. 
EscANDE, L. e NoUGARO, J., La Houille Bianche, n. 5, 1953. 
EVANGELISTI, G., La regolazione delle turbine idrauliche, Zanichelli, 1947. 
- L'Elettrotecnica, aprile, 1935. 
- L'Energia Elettrica, Vol. XV, n. 9, 1938. 
- L'Energia Elettrica, Val. XLII, nn. 2-3, 1965. 
- L'Energia Elettrica, Val. XLVI, nn. 10, 11-12, 1969. 
JoUKOWSKY, N. E., Mem. Ace. Se. St, Petersbourg, 1898. 
Lr, W. H., Transaction A.S.C.E., Part I, Vo1. 128, 1963. 

4 

h u 
-- -

- -
- -
- -
- -

600,00 5,600 
600,00 4,816 
600,00 3,970 
600,00 3,079 
600,00 2,116 

Cap. 16] Riferimenti citati 

LoEWY, R., Druckschwankungen in Druckrohrleitungen, Springer, Wien, 1928. 
MASSAU, J., Mem. Ass. lng., Gand, 1900. 
POGGI, B., La Ricerca Scientifica, 1956. 

559 

PooGI, B. e GuERRINI, P., Atti Ace. delle Scienze di Bologna, Serie IV, n. 3, 1979. 
ScHNYDER, O., Schweizerische Bauzeitung, 1929. 
S1CCARDI F. e BARTOLINI, P., L'Energia Elettrica, Voi. LII, nn. 7-8, 1975. 
S1CCARDI, F. e RAITERI, E., Arti XII Convegno di Idraulica e Costruzioni Idrauliche, 

Bari, 1970. 
SrucKY, A., Chambres d'équilibre, La Concorde, Lausanne, 1958. 
WEYLER, M. E., STREETER, v. L. e LARSEN, P. s., Journal of A.S.M.E., JBE, 1971. 

r·-- -



. ,L 

\ 

CAPITOLO DICIASSETTESIMO 

CORRENTI A PELO LIBERO. MOTO UNIFORME 

17.1 .  Definizioni ed ìpotesi. 

Le correnti liquide che hanno una parte del contorno a contatto con 
l'atmosfera si dicono correnti a pelo libero, dal nome attribuito appunto 
alla superficie di contatto fra i due fluidi. Queste correnti defluiscono in 
condotti aperti, come i canali e gli 'alvei naturali, od anche in condotti 
chiusi, come le gallerie, occupando naturalmente solo una parte del con
dotto. Il loro comportamento presenta strette analogie con quello delle 
correnti in pressione per quanto riguarda i fenomeni di resistenza al moto. 

Se l'alveo è cilindrico, si chiama linea di fondo la più bassa delle gene
ratrici e pendenza del fondo lÌ il seno del corrispondente angolo di incli
nazione e sull'orizzontale. Se l'alveo pres.enta variazioni graduali di forma 
o di direzione, l'individuazione della pendenza del fondo, nel modo pre
detto, è ancora possibile localmente. 

Salvo esplicita indicazione in èontrario, si riterranno soddisfatte le 
seguenti ipotesi: 

- densità e del liquido costante; 

- pendenza del fondo i, così piccola, dell'ordine al massimo di qualche 
unità per cento, da potersi porre i1 = sen e é::::'. e e cos e �  1 ;  

- moto in regime turbolento ; per cui le definizioni di 'moto permanente 
e di moto uniforme vanno riferite �i valori medi temporali delle velo
cità locali, come si è detto nel paragrafo 10.2. 

Quando la corrente è ciHndrica, od anche quasi cilindrica, ogni piano 
perpendicolare alla linea di fondo interseca la corrente secondo sezioni 

Par. 17.1] Definizioni ed ipotesi 561 

pressoché normali alle traiettorie medie. Su tali sezioni la pressione varia 
con legge idrostatica o, in termini equivalenti, il carico piezometrico si 
mantiene uniforme, come si è visto nel paragrafo 1 I .2. 

Si indica con Y la profondità della corrente nella sezione, intesa come 
la distanza del pelo lihero dal punto più basso del fondo, e con z, la quota 
di quest'ultimo punto. Adottando, come si usa abitualmente, la conven
zione di valore nullo della pressione sul pelo libero, il carico piezometrico h 
è dato dalla 

h = z, + Ycose (17.1] 

e coincide perciò con la quota del pelo libero nella sezione in esame 
(fig. 17.1). 

A 

- -- - --- ---

A'1 I A  

Fig. 17.I. - Corrente a pelo libero quasi c'ilindrica. 

Qui, come si è premesso, ci si limita a considerare correnti a pelo 
libero per le quali è cos e "'  I. Allora ogni sezione perpendicolare o sen
sibilmente perpendicolare alle traiettorie, come la A'-A' nella figura 17.1, 
si confonde coli una sezione verticale come la A�A, e l'espressione 

h = z, + Y  [17.2] 

fornisce il carico piezometrico nella sezione. 
Sempre nelle stesse sezioni normali, detta U la velocità media, il carico 

totale od effettivo H, già introdotto nei capitoli 7 e 1 1, vale 

U2 U2 
H = z1 + Y + 2g = h + Zg .  [17.3] 

In accordo con le considerazioni svolte al paragrafo I 1.2, in questa 
espressione come in tutte le successive' si assume uguale ad l ,  nel moto 
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turbolento, il rapporto fra la media delle altezze generatrici delle velo
cità locali e l'altezza generatrice della velocità media. Valutazioni di tale 
rapporto, detto usualmente coefficiente di ragguaglio dell'altezza cinetica 
ed indicato con il simbolo u, sono riportate nel paragrafo 17.10. 

17.2. Carico specifico e profondità critica. 

Si chiama .<!.fll'.if.Q ... §.P,�.çifjc..g._.§ in una sezione normale di una corrente 
cilindrica il carico totale misurato rispetto al punto più basso della sezione. 
Nelle condizioni specificate nel paragrafo precedente esso è dato perciò 
dall'espressione 

U' E = Y + 2g ' [17.4] 

Indicando con Q l'area della sezione e con Q = QU la portata, il 
carico specifico si può scrivere nella forma 

Q' E = Y + 2gQ' . [17.5] 

Nella figura I 7.2 sono riportati, per una sezione di forma qualunque, 
gli andamenti delle funzioni E = E(Y) a portata costante e Q = Q(Y) a 
carico specifico costante. 

Osservando tale figura si nota che esiste almeno una profondità alla 
quale 'corrisponde per una data portata un valore minimo, assoluto o 
relativo, del carico specifico ; ed almeno una profondità alla quale cor
risponde per un dato carico specifico ull valore massimo, assoluto o rela
tivo, della portata. Questi valori Yc sono detti profondità critiche. 

y 

'7) E= cost 

W"_"_·-;-1-" ·-i;,::":.: ��L-
, (E= cost) i 

i � , J i k'·----·--Y,fm-----;< 

portata Q Qm,. 

y 
lli 
Ii' y��--------z;y- ---

2' Y,����� Yi 
U}/2g 

Emrn E carico spicifico 

Fig. 17.2. - Portata e carico specifico in funzione della profondità. 

:\ 

Par. 17.2] Carico specifico e profondità critica 563 

La definizione non esclude quindi la possibilità che, per particolari 
forme di sezione, esistano più valori di profondità critica per un'asse
gnata condizione. 

Derivando la [17.5] rispetto ad Y, con Q costante, segue 

[aEJ = 1 _ � . aQ 
3Y O= cost gtJ3 élY • 

Detta b la larghezza del pelo libero relativa alla profondità Y, poiché ad 
un incremento di livello dY corrisponde un incremento d'area b dY, si ha 

e quindi 

aQ 
b d Y =  ay dY 

òQ h =  ay · 
[ l  7.6] 

Sostituendo questa espressione nella derivata del carico specifico ed 
imponendo la condizione necessaria per l'esistenza dell'estremante 

[aE] = 0 ,  ay Q =cost 
si ottiene l'equazione 

[�'] Y �  Y, 
= �2 [17.7] 

che, nota Ia forma della sezione, consente il calcolo della profondità cri
tica Yc per una assegnata portata Q. In particolare, per sezione rettangolare, 
essendo Q = bY, segue 

Y, =m . [17.8] 

Analogamente, mettendo in evidenza dalla [17.5] la portata 

Q = QV2g(Jf:..:_ y) 

e derivando questa espressione rispetto ad Y, con E costante, si ottiene [aQJ -
élY E =cost 

-
Qg 

V2g(E- Y)� + V2g(E _ Y) òQ 
ay·  

Tenuto conto che òQ/òY= b ed  imposta ora la condizione 

[aQ] = o  
élY B = cost 
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Y, + - = E  [Q] 2b Y-Y, 

[Cap. 17 

[17.9] 

equazione che, nota la forma della sezione, fOrnisce Ja profondità critica Yc 
per un dato cariCo specifico E. In particolare 

se la sezione è rettangolare. 

2 Y, = 3E 

17.3. Velocità critica. Correnti veloci e correnti lente. 

[17.JO] 

In corrispondenza dell'altezza critica Y, per una data portata la velo
cità della corrente assume il valore Uc , detto velocità critica per la stessa 
portata. Essa vale 

Q V [QJ u - -- - g - . 
e - [.QJY=Y0 - b Y=Y0 ' 

in base alla [17.7]. Nella stessa forma si definisce anche la velocità critica 
per una data profondità, purché per Q e b si assumano i valori corrispon� 
denti a quella profondità. Indicando con Ym la profondità media Q/b, pari 
alla profondità della sezione rettangolare che ha la stessa larghezza al pelo 
libero e la stessa area della data (v. fig. 1 7.1), si può scrivere quindi 

U, = VgY;;" [17.12] 

ed in particolare, per sezione rettangolare con profondità Y, 

y, = VgY . [17.13] 

A parità di Q e di E si possono presentare due tipi di corrente, come 
mostrano le figure I 7.2 e 17.3 : 

corrente veloce (o supercritica) con velocità U1 > Uc e profondità Y1 < Yc , 
corrente lenta (o subcritica) con velocità U2 < Uc e profondità Y2 > Y0 • 

La stessa distinzione si evidenzia ricorrendo ad un numero di Froude 
(cfr. cap. 3), costruito nella forma 

u Fr = ..;:gy-;;; · [17.14] 
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Fig. 17.3. - Profondità critica per una data portata. Correnti lente e correnti veloci. 

Si vede ch'esso rappresenta il rapporto fra la velocità-media U e la velo-
cità critica U0, per cui: 

-

nelle çorrenti_ .. vel9ci, essendo 
nelle t;9!!"f?�Jt_l_e_J?:�e, essendo 

U > VgY;;", risult.a . . . f'r > I , 
U < Vgr:,_risulta Fr < 1 . 

Una differenza notevole tra correnti veloci e correnti lente si rileva 
dal diagramma E = E(Y) della figura 17.3: ad una diminuzione del carico 
specifico si vede che corrisponde un aumento della profondità per le 
correnti veloci, una diminuzione de11a profondità per quelle lente. 

17.4. Moto uniforme nei canali. 

Il _piovimento_ ugif9JJ�e, come si è già detto nel paragrafo 9.7, è quel 
particolare moto . di una corrente cilindrica nel qualej valori della velo
cità e la loro distribuzione sono ·g1c S-ù�SSI;" contemporaneamellte, i.n _qua
lunque sezione normale della corrente. 

Affinché una corrente a pelo libero possa muoversi di moto unifornie, 
l'alveo dev'essere quindi cilindrico e la superficie libera parallela al fondo. 
La condizione di uniformità comporta sempre l'invarianza della portata 
nello spazio e, se il moto è permane_n.te, la sua costanza anche nel te1npq,. 
L'equazione conseguente 

Q = !JU = cost [17.15] 
verifica Ja condizione di continuità a densità costante. 
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[17.9] 
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Anche la linea _ciei __ caricgi_ totali è necessa�iam
_
e
_
nte

_ 
p
_
ara�lel_a �I _ fondo 

e al pel,o_ Jj_b��ro;-esSelldO ·çpStailt� ra.i_1ezza:·-ç1�eii_ca·J1_2J7g;- 'if cìiiiè·o -SPe
cifico E si mantiene quindi uniforme lungo la corrente. Riassumendo, detta s 
la coordinata spaziale misurata lungo la linea di fondo dell'alveo : 

la pendenza del fondo ;, = - dz,/ds = sen e "" e 

coincide con la perdita di carico piezome
trico per unità di lunghezza del canale = - dhjds = pendenza del 

pelo libero 
e coincide con la pendenza della linea dei 
carichi totali j = - dH/ds; 

ossia 
i, = i = j . [17.16] 

L,equazione del moto uniforme nei canali non differisce formalmente 
da quella del moto uniforme nelle condotte circolari in pressione 

. .< U' 
_1_� 4R 2$_' 

salvo l'introduzione della lunghezza 4R in luogo del diametro D; si ri
corda che il raggio idraulico R è il rapporto fra l'area Q ed il perimetro 
bagnato B della sezione. 

Nell'equazione del moto uniforme delle correnti a pelo libero, si usa 
indicare, in luogo della pendenza j, la coincidente pendenza del fondo i1 
e si preferisce mettere in evidenza al primo membro la velocità media U 
adottando la forma di Chézy 

U = x v'RJ,  [17.17] 
nella quale x è un coefficiente di attrito che ha le dimensioni della radice 
di un'accelerazione ; la relativa unità di misura è m1 s-\ 

In luogo di x si può convenienten1ente impiegare un coefficiente di 
resistenza adimensionale C. Per questo basta sostituire l'equazione di Chézy 
con la 

U = C..;gR[;. [17.18] 
Fra i coefficienti C e x ed il richiamato coefficiente À delle condotte 

in pressione valgono le relazioni 

x � Cy'g e e = i/! 
---- _r J_ ' 

che derivano immediatamente dal confronto fta le corrispondenti forme 
dell'equazione del moto uniforme. 

Par. 17.5] Caratteristiche geometriche degli alvei 

17.5. Caratteristiche geometriche degli alvei. 

567 

Riportiamo qui di seguito le espressioni dell'area della sezione D, 
della larghezza del pelo libero b e del perimetro bagnato B, in funzione 
della profondità Y, per le principali forme di alveo riportate nella figura 17.4. 

1-1 
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(D) 

Fig. 17.4. - Caratteristiche geometriche di alcuni tipi di alveo. 

(B) 

Alveo con sezione trapezia (fig. I 7.4A) : larghezza b0 al fondo e angolo O 
delle sponde con la verticale 

Q = b0Y + Y' tgO 
b = b0 + 2Ytg& 
B = b0 + 2Y/cos& . 

Alveo con sezione triangolare (fig. I 7.4B) : angolo al vertice 20. 

Q = Y' tg& 
b = 2Ytg0 
B = 2Y/cose . 
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Alveo con sezione parabolica (fig. I 7.4C) : larghezza bM alla profondità Y M . 
2 ( Y)' fJ = 3bM YM YM 

b = bM(Y/Y M)I 

B = 2  Y' bj,Y + bj, 1 {(y bj, V Y' bj,Y)/ bj, } + 16Y; 16YM Il + 32YM + + 16Y� :Ì2YM . 
Alveo con sezione circolare (fig. 1 7.4D) : raggio r ed angolo al centro e. 

Q = Or' - (r-Y)r sin e 
b = 2r sene 
B = Wr . 

Y = r(l - cose) 

Per le seguenti forme di sezione della corrente il raggio idraulico, in 
funzione della profondità Y, vale : 
sezioni semicircolari 
sezioni trapezie e rettangolari circoscritte ad una semicircon

ferenza di raggio uguale alla profondità 
sezioni triangolari equilatere 
sezioni infinitamente larghe 

R = Y/2 

R = Y/2 
R = Y/4 
R = Y  

Per le farine più frequenti di sezione adottate nei canali, il raggio 
idraulico ha valori compresi nel campo Y/2<R<Y. 

17.6. Pendenza critica. 

In un alveo cilindrico declive con una data pendenza del fondo if 
la profondità Yu necessaria per consentire il deflusso di una portata Q in 
moto uniforme è in genere differente dalla profondit;ì critica Yc per la stessa 
portata. Si dice J!J!IJ:_4e.1J?C!. c�i_ticà _ _ ic, per la portata Q, quella pendenza 
del fondo che, a parità di condizioni dell'alveo, rende coincidenti le pro
fondità Y. ed Y, . · 

Dall'equazione del motO uniforme, scritta mettendo in evidenza la 
pendenza 

. U' Q' 
11 = gC' R = g[fJ2 C"C2"cR=]-Y--Y-. '  

si ottiene la pendenza i, valutando tutte le grandezze che dipendono dalla 
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profondità Y. in corrispondenza del valore Y, . Segue quindi 
. Q' 
i, = [fJ'C'R] . [17.19] .g Y=Yc 

In base all'eq. [17.7] per il calcolo della profondità critica, si può 
sostituire Q'/g con [fJ2/bJY-Y,; ne deriva 

i
, = [c'�R]y_,. = [�2 �L-Y, [17.201 

e §_� _ 1:a1veo è _1!:z.o.{t9� {argo, tanto da poter ritenere ___ B -�-�)_. 

;, = [�,L- Y. · [17.21] 

Dato che i valori di C variano fra 11 e 25, come si vedrà nel paragrafo 
successivo, risulta che la pendenza critica ha valori compresi nel campo 
da 1,5%0 all'8%0, e frequentemente intorno al 3--;-4%0 • 

Gli alvei con pendenza del fondo i1 < i, si dicono fluviali, o a debole 
pendenza relativamente alla data portata Q :  in essi il moto uniforme con 
la stessa portata è una _corrente __ lenta, _perché risulta Yu > Y0 • Infatti, 
dividendo l'eq. [17.19] per quella del moto uniforme s(ottiene 

i, [fJ'C' R]y.y. 
i,= [Q' C' R]y-Y, 

e poiché Q2 C2 R, per le sezioni dei canali aperti, è una funzione monotona 
crescente di Y si vede che ad i1� i0 corrisponde ·yu �Yc .  

Gli _alvei con_ pendenza de_l fondo i1 > le sì dicono torrenJizi, o a forte 
pendenza per la data portata Q: in essi i! !ll0to uniforme, con quella por
tata, è una corrente veloce. 

Uno steSSo--"iìVeo Può avere differente comportamento al variare della 
portata; ad esempio, la [I 7.21] mostra che l'alveo rettangolare molto 
largo può comportarsi come fluviale con piccole portate e come torrentizio 
con portate più grandi, perché, aumentando la profondità, anchè C aumenta. 

Quando un alveo ha la pendenza critica per una certa portata, questa 
vi può defluire, per ·quanto sì è detto, in condizioni di moto uniforme; 
ma solo mediamente, perché la superficie libera non si mantiene piana 
ma presenta ondulazioni stazionarie intorno alla profondità del moto 
uniforme. Ciò è conseguenza del fatto che, essendo minima l'energia spe
cifica per Y = Yc � Yu, variazioni modeste della profondità si possono 
verificare intorno a questo valore senza apprezzabili variazioni del carico 
specifico (v. fig. 17.3). 
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17.7. Formule per il calcolo del coefficiente di resistenza. 

571 

Il coefficiente di resistenza C, come X e A, è in generale funzione del 
numero di Reynolds, della scabrezza relativa e della forma della sezione. 
Per le correnti a pelo libero il numero di Reynolds si scrive nella forma 

Re = 4eUR = 4UR 
µ V 

Esso influisce poco sulla resistenza al moto uniforme delle correnti 
a pelo libero perché ha spesso valori cosi alti da rendere il regime del 
moto assolutamente turbolento; ciò è conseguenza delle maggiori dimen
sioni che hanno di 'solito i canali rispetto alle condotte. 

Partendo da una distribuzione logaritmica della velocità lungo le 
normali al contorno, come si vedrà nei paragrafi 17.10/ 1 1 / 12, si può tra
sferire alle correnti a pelo libero una legge di resistenza di tipo logarit
mico, analoga alla formula di Colebrook, ma comprensiva anche del
l'effetto. dovuto alla forma della sezione attraverso un coefficiente f 
(Marchi, 1961): 

X ( C s ) C = -
vg = - 5,75 log Re f + 13,3Rf [17.22] 

con e = scabrezza equivalente di .sabbia, data in relazione alla natura 
delle pareti del canale (v. tab. 17.1); 

f = coefficiente di forma, di cui la tabella 17.2 riporta alcuni valori 
sperimentali. 

L'andamento di C è evidenziato dai diagrammi delle figure 17.5 e 17.6; 
essi forniscono C in funzione del raggio idraulico di forma fR e della sca
brezza assoluta e, tenendo conto anche dell'eventuale influenza di Re in 
base alla conoscenza della pendenza i1 del fondo. 

TABELLA '17.2. - Coefficienti di forma per i canali. 

Forma sezione 

Triangolare equilatera 
Triangolare retta 
Semicircolare 
Semiesagonale 
Trapezia molto larga 
Rettangolare (b = 2y) 
Rettangolare molto larga 

· Coejf. f 

1,3071,25 
1,2071,15 

0,90 
1,0070,90 

0,80 
0,95 
0,80 
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, .. Per ottenere x moltiplicare 
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Fig. 17.5. - Diagramma per la valutazione del coefficiente adimensionale C di resistenza con varie 

scabrezze e, in funzione del raggio idraulico di forma IR. 
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Fig. 17.6. - Diagramma per la valutazione del coefficiente adimensionale C di 'resistenza con sca� 
brezze e uguali a 0,4 mm e 1 mm, in funzione del raggio idraulico di forma fR. 
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Fig. 17.6. - Diagramma per la valutazione del coefficiente adimensionale C di 'resistenza con sca� 
brezze e uguali a 0,4 mm e 1 mm, in funzione del raggio idraulico di forma fR. 
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Se è verificata la condizione di parete liscia, l'eq. [17.22] diventa 

e =  5,75 log (R�f) . [17.23] 

Nel caso, molto frequente, di parete scabra e moto assolutamente 
turbolento, condizione che si verifica praticamente per e v'giiJ;jv > 100, 
l'eq. [17.22] si riduce alla forma esplicita 

C = :;,;'g = 5,75 log( l3'! R ') . [17.24] 

Una formula di tipo logaritmico, per il moto assoluta1nente turbolento, 
era stata proposta precedentemente da Keulegan (1938) nella forma 

e = 5,75 log (�) + 6,25 = 5,75 log (12�2�) 
attribuendo ad e i valori ottenuti per confronto con le esperienze di Bazin 
(1865) su canali rettangolari. 

Questa equazione, come diverse altre equazioni logaritmiche dello 
stesso tipo che sono state proposte con differenti valori delle costanti (si 
veda, ad esempio, ASCE, vol. 89, n. HY2, 1963), rientra nella legge di 
resistenza [17.24] assumendo un particolare valore del coefficiente f di 
forma. Così, per ottenere la formula di Keulegan, basta porre f = 0,92, 
che è un valore mediamente appropriato per canali di sezione rettangolare 
non larghissima. 

Graficamente l'eq. [17.24] è rappresentata dalla retta più alta di cia
scun fascio di curve e = cost nei diagrammi delle figure 17.5 e 17.6. 
Valori di C calcolati con tale formula sono riportati nella tabella 17.3. 

Nello stesso regime assolutamente turbolento trovano largo impiego 
diverse formule empiriche, che forniscono x in funzione del raggio idrau:.. 
lico e della natura delle p:ireti, attraverso particolari parametri di sca
brezza. Le più famose sono le formule di 

Bazin 

Kutter 

Gauckler-Strickler 

X = 87/(1 + YB/VR) 
X =  100/(1 + mK/VR) 
X =  k8RI 

dove y1,, ml(, k8 sono i parametri dimensionali di scabrezza, di cui la 
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TABELLA 17.3. - Valori del coefficiente di attrito C nel regime « assolutamente tur
bolento » in funzione del raggio idraulico di forma fR e della scabrezza e, Eq. [17.24]. 

fR Valori di C per e in mm = 

(m) 0,15 o.4 I 1 2 I , 5 8 15  30 70 120 200 300 400 
I 

� -- - - -- --

0,06 21,4 19,0 16,7 15,0 13,9 12,7 1 1 ,5 9,9 
0,08 22,1 19,7 17,4 15,7 14,7 13,4 12,2 10,6 8,9 
0,10 22,7 20,2 18,0 16,2 15,2 13,9 12,8 1 1 ,2 9,5 
0,12 23,1 20,7 18,4 16,7 15,7 14,4 13,2 1 1 ,6 9,9 
0,14 23,5 21,1 18,8 17,1 16,1 14,8 13,6 12,0 10,3 8,2 Per trovare X mal-
0,16 23,8 21,4 19,1 17,4 16,4 15,l  13,9 12,4 10,6 8,5 tiplicare e per 
0,18 24,1 21,7 19,4 1 7,7 16,7 15,4 14,2 12,7 1 0,9 8,8 yg = 3,13 mt s-1 
0,20 24,4 22,0 19,7 17,9 16,9 15,7 14,5 12,9 1 1 ,2 9,1 
0,25 25,0 22,6 20,3 18,5 17,5 16,2 15,0 13,5 1 1 ,8 9,6 8,3 
0,30 25,4 23,0 1 20,7 19,0 18,0 16,7 15,5 13,9 12,2 10,l 8,7 
0,35 25,8 23,4 21,1 19,4 18,3 17,1 15,9 14,3 12,6 10,5 9,1 
0,40 26,1 23,7 21,4 1 9,7 18,7 17,4 16,2 14,6 12,9 10,8 9,5 8,2 
0,45 26,4 24,0 21,7 20,0 19,0 17,7 16,5 14,9 13,2 1 1,1 9,8 8,5 
0,50 26,7 24,3 22,0 20,2 19,2 17,9 16,8 15,2 13,5 1 1 ,4 10,0 8,7 
0,60 27,2 24,7 22,4 20,7 19,7 18,4 17,2 15,7 13,9 1 1,8 10,5 9,2 8,2; 
0,70 27,6 25,l 22,8 21,1 20,1 18,8 17,6 16,1 14,3 12,2 10,9 9,6 8,6 
0,80 27,9 25,4 23,1 21 ,4 20,4 19,1 17,9 1 6,4 14,7 12,5 1 1 ,2 9,9 8,9 8,2 
0,90 28,2 25,7 23,4 21,7 20,7 19,4 18,2 1 6,7 15,0 12,8 1 1 ,5 10,2 9,2 8,5 
1,00 28,4 26,0 23,7 22,0 21,0 19,7 18,5 16,9 15,2 13,1 11,8 10,5 9,5 8,7 1 1 ,20 28,9 26,4 24,2 22,4 21,4 20,1 19,0 17,4 15,7 13,5 12,2 10,9 9,9 9,2 
1,40 29,3 26,8 24,6 22,8 21,8 20,5 19,4 17,8 16,1 13,9 12,6 1 1 ,3 1 0,3 9,6 
1 ,60 29,6 27,2 24,9 23,1 22,1 20,8 19,7 18,1 16,4 14,3 12,9 1 1 ,6 10,6 9,9 
1,80 29,9 27,5 25,2 23,4 22,4 21,l 20,0 18,4 16,7 14,6 13,2 1 1,9 10,9 10,2 
2,00 30,2 27,7 25,4 23,7 22,7 21,4 20,2 18,7 16,9 14,8 13,5 12,2 1 1 ,2 10,5 
2,40 30,6 28,2 25,9 24,1 23,2 21,9 20,7 19,1 17,4 15,3 13,9 12,6 11,6 10,9 
2,80 31,0 28,6 26,3 24,5 23,5 22,3 21,1 19,5 17,8 15,7 14,3 13,0 12,0 1 1 ,3 
3,20 31,3 28,9 26,6 24,9 23,9 22,6 21,4 19,8 18,1 16,0 14,7 13,4 12,4 1 1,6 
3,60 31,6 29,2 26,9 25,2 24,2 22,9 21,7 20,1 18,4 16,3 15,0 13,7 12,7 11,9 
4,00 31,9 29,5 27,2 25,4 24,4 23,1 22,0 20,4 18,7 16,6 15,2 13,9 12,9 12,2 
4,50 32,2 29,8 27,5 25,7 24,7 23,4 22,3 20,7 19,0 16,9 15,5 14,2 13,2 1215 
5,00 32,5 30,0 27,7 26,0 25,0 23,7 22,5 21,0 19,2 17,1 15,8 14,5 13,5 12,8 
6,00 32,9 30,5 28,2 26,4 25,4' 24,1 23,0 21,4 19,7 17,6 16,2 14,9 13,9 13,2 

tabella 17.1 riporta alcuni valori consigliabili. La figura 17.7 mostra un 
confronto fra i valori di C calcolati con diverse formule a parità di .R 
(per f = l). 

Sostituendo la formula di Gauckler-Strickler nell'equazione del moto 

! I 
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Nello stesso regime assolutamente turbolento trovano largo impiego 
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Bazin 

Kutter 

Gauckler-Strickler 
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dove y1,, ml(, k8 sono i parametri dimensionali di scabrezza, di cui la 
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TABELLA 17.3. - Valori del coefficiente di attrito C nel regime « assolutamente tur
bolento » in funzione del raggio idraulico di forma fR e della scabrezza e, Eq. [17.24]. 

fR Valori di C per e in mm = 

(m) 0,15 o.4 I 1 2 I , 5 8 15  30 70 120 200 300 400 
I 

� -- - - -- --

0,06 21,4 19,0 16,7 15,0 13,9 12,7 1 1 ,5 9,9 
0,08 22,1 19,7 17,4 15,7 14,7 13,4 12,2 10,6 8,9 
0,10 22,7 20,2 18,0 16,2 15,2 13,9 12,8 1 1 ,2 9,5 
0,12 23,1 20,7 18,4 16,7 15,7 14,4 13,2 1 1 ,6 9,9 
0,14 23,5 21,1 18,8 17,1 16,1 14,8 13,6 12,0 10,3 8,2 Per trovare X mal-
0,16 23,8 21,4 19,1 17,4 16,4 15,l  13,9 12,4 10,6 8,5 tiplicare e per 
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2,40 30,6 28,2 25,9 24,1 23,2 21,9 20,7 19,1 17,4 15,3 13,9 12,6 11,6 10,9 
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6,00 32,9 30,5 28,2 26,4 25,4' 24,1 23,0 21,4 19,7 17,6 16,2 14,9 13,9 13,2 

tabella 17.1 riporta alcuni valori consigliabili. La figura 17.7 mostra un 
confronto fra i valori di C calcolati con diverse formule a parità di .R 
(per f = l). 

Sostituendo la formula di Gauckler-Strickler nell'equazione del moto 
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Fig, 17.7. -- Confronto fra le valutazioni del coefficiente di resistenza fornite dalla formula Ioga· 
ritmica [17 .24] con f = 1, e dalle formule di Gauckler-Strickler (parametro di scabrezza k8) e di 

Bazin (parametro di scabrezza Yn)· 
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uniforme, si ottiene 
U = k8R'i} [17.25] 

che è l'equazione di Mannlng, probabilmente la più usata, almeno nei paesi 
di lingua inglese, per il calcolo delle grandezze del moto uniforme nelle 
correnti a pelo libero. Veramente _1'in.dice .. .cf.f_$_cab.t:J�z4q proposto da Man
ning (1891-95), indicato con ii simbolo n, è pari all'inverso del coefficiente 
k8 di Gauckler-Strickler e la tabella 17.1 ne riporta i valori consigliati. 
Si veda, in proposito, anche Yen Te Chow: Open-Channe/ Hydrau/ics, 
McGraw-Hill, 1959. 

Tenuto conto della buona concordanza tra la formula logaritmica [17.24] 
e la formula di Manning-Gauckler-Strickler nel campo del moto assoluta
mente turbolento, almeno per scabrezze e >  2 1nm, si può conservare il 
vantaggio della semplicità della formula monomia, senza rinunciare a quello 
di mettere in conto l'influenza della forma della sezione, ponendo 

X =  k8{fR)I . [17.26] 

17.8. Progetto dei canali. 

La pendenza del fondo di un canale in progetto è generalmente fissata 
dalle condizioni topografiche della zona attraversata. Scelta la natura e 
la forma dell'alveo, se è assegnata la portata che in esso deve defluire, 
resta da valutare la corrispondente profondità del moto uniforme per 
avere un importante dato di riferimento sulle condizioni normali di fun
zionamento del canale. 

Per questo, conviene scrivere l'equazione del moto uniforme nella 
forma 

� = xQVR = CQ VgR 
v 1, 

nella quale il primo membro è noto ed il secondo, essendo funzione della 
profondità, fornisce la soluzione cercata Y = Yu . 

Se la sezione è rettangolare molto larga, tale da potersi porre R :.:::: Y, 
l'equazione precedente diventa 

Q' [ y• [ l ; ' ; . ,,. = xh. · " = e Y. · g Y,. V l1 
essendo Q' la portata per unità di larghezza del canale. In particolare, se 
si adotta l'equazione di Manning-Gauckler-Strickler si ottiene 

19. MARCHl-RllDATTA. 

SK__ = k8Yt · vT, 
[17.27] 
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Quando il canale non è rivestito un'utile indicazione per il progetto è 
rappresentata dalla massima velocità ammissibile senza erosione del
l'alveo. I.a tabella 17.4 riporta alcuni valori limite per diversi terreni. 

TABELLA 1 7.4. - Valori massimi ammissibili per la velocità media U nei canali in 
terra (secondo Fortier e Scobey) 

Acqua con 

Acqua con melma non 
Acqua chiara 

materiale colloidale, sab-
Tipo di mall!riale al fondo senza detriti 

colloidale bia, ghiaia e 
frammenti 
di roccia U (m/s) U (m/s) U (m/s) 

Sabbia non colloidale 0,46 0,76 0,46 
Terra grassa, sabbiosa, non colloidale 0,53 0,76 0,61 
Terra grassa fine, non colloidale 0,61 0,91 0,61 
Limo aUuvionale non colloidale 0,61 1,07 0,61 
Terra grassa ordinaria compatta 0,76 1,07 0,69 
Ceneri vulcaniche 0,76 1,07 0,61 
Ghiaia fine 0,76 1,52 1,14 
Argil1a compatta molto colloidale 1,14 1,52 0,91 
Terra grassa non colloidale con sassi 1,14 1,52 l,52 
Limo alluvionale colloidale 1,14 1,52 0,91 
Lin10 colloidale con sassi 1,22 1,68 1,52 
Ghiaia ordinaria non colloidale 1,22 I 1,83 1,98 
Sassi e ghiaia 1,52 I 1,68 1,98 
Scisti e parti agglomerate 1,83 1,83 1,52 

Quando la profondità dell'acqua supera 0,90 m, le velocità possono essere \ 
au1nentate di 0,15 m/s. 

Altro elemento utile in fase di progettazione è la conoscenza della ten
sione media sul contorno in condizioni di moto uniforme: r0 � yRi1 • 
Nei canali larghi R tende ad Y,. e quindi 'o = yY. i, . La tabella 17.5 
riporta valori indicativi della tensione am1nissibile nei canali scavati in 
terreni incoerenti. 

TABELLA 17.5. - Tensioni ammissibili sul fondo dei canali larghi in terreni incoerenti� 
Tensione ammissibile sul fondo (N m-2) 

Diametro medio sedimenti 

Acq11e chiare 
Acque con scarso Acque con alto 

(mm) trasporto in sosp. trasporto in sosp. 

O,h -0,5 1,0 2,5 4,0 
0,571,0 2,0 3,0 4,5 
I C-2 2,5 3,5 5,0 
2 C-3 3,5 4,5 5,5 
3 C-5 5,0 5,5 6,5 

Par. 17.9] Scala di deflusso 579 

17.9. Scala di dellusso. 

La valutazione della portata dei corsi d'acqua naturali si basa tradizio
nalmente sulla misura della quota del pelo libero e sulla conoscenza, 
attraverso tarature dirette in condizioni di moto permanente, di una rela
zione fra le altezze d'acqua e le portate. Questa scala delie portate viene 
chiamata anche scala di deflusso; e data la dipendenza dell'area della sezione 
trasversale della corrente dal livello idrometrico, con lo stesso nome si 
indica anche il legame che sussiste tra portata e sezione in un dato alveo. 
Tale relazione si usa porre nella forma 

Q = k!Jm, [17.28] 

Ai coefficienti k ed m si assegnano valori cos�anti, adeguati al campo 
di variazione delle portate entro il quale s'impiega la scala di deflusso. 

Il coefficiente k varia poco se la pendenza del pelo libero si mantiene 
pressoché costante con. le diverse portate, in particolare se il moto è pros
simo alle condizioni uniformi, dato che allora la pendenza del pelo libero 
si confonde con quella del fondo. L'esponente m in tali condizioni dipende 
esclusivamente dalle caratteristiche geometriche della sezione; infatti, 
derivando la [17.28] rispetto ad Q si ottiene 

da cui 

dQ 
df.I = mkf.!m-1 - Q - m -Q 

m = dQ/df.I 
Q/f.! 

Assumendo il moto senz'altro uniforme, ed hnpiegando la formula 
di Manning-Gauckler-Strickler per il calcolo del coefficiente di resistenza, 
si ha 

Q = xDv' Ri1 = ks if gf B-} 

e quindi, secondo la relazione precedente, l'esponente m assume la forn1a 

m =i-��(��) . 

Per le sezioni rettangolari i valori di m variano con la profondità nel 
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modo seguente: 

per 
y 7) =2 

= 0,20 = 0,15 
= 0,10 
-> 0 

�(�) =i 
= 0,286 
= 0,231 
= 0,167 
c+ O  

4 m = 3 
= 1,476 
= 1,513 = 1,556 

5 
3 

[Cap. 17  

3 
� 2  

Per le sezioni triangolari dì qualunque apertura e per la sezione semi
circolare si ha 

�(��) = i 4 
rn = 1 ·  

Per le sezioni trapezie i valori di m differiscono poco da quelli delle 
corrispondenti rettangolari. Quando le sezioni sono abbastanza larghe, 
ossia hanno rapporti fra la larghezza del pelo libero e la profondità com
presi fra 5 e IO (0,10 < Y/B<0,20), il valore dell'esponente della scala di 
deflusso è approssimativamente 

3 n1 '.'.'.'.::'. z ,  

1nentre per le sezioni /arghissim.e risulta sempre 

5 m o= 3 

e k diventa effettivamente costante. 

17.10. Distribuzione della velocità. 

Nel moto turbolento, la legge logaritmica di distribuzione delle velo
cità medie temporali lungo le normali al contorno è soddisfatta speri
mentalmente con sufficiente approssimazione anche nelle correnti a pelo 
libero. Ciò fa ritenere che la turbolenza sia sviluppata mediamente con 
la stessa intensità nei punti ad ugual distanza dalla parete. Indicando 
con 'l"om la tensione tangenziale media sul contorno e con v*m = VT0m/12 
la. corrispondente velocità di attrito, l'equazione logaritmica assume la 

Par. 17.10] 

forma generale 

Distribuzione della velocità 

__v__ = 5 75 log(L) + t(Yo V•m r r ) v*m ' Yo V ' 8' I 

581 

[J 7.29] 

dove y è la distanza dalla parete più vicina ed y0 il valore massimo che 
tale distanza può assumere n·ella sezione, come è indicato per le forme 
trapezia, triangolare, parabolica e circolare nella figura 17.4. Con r1 ed r8 
sono indicati parametri adimensionali di scabrezza e di forma. 

Detta v* = -Yi;;fe la velocità di attrito variabile sul contorno, con 
un procedimento analogo a quello seguito al paragrafo 13.5, dalla [17.29] 
si ottengono le seguenti forme per la legge di distribuzione della velocità: 

regime di parete liscia 

regime assol. turbolento 

-"- = 5,75 log(Y"•m) + b, (."..'L) V*m V V*m 

__v__ = 5,75 log(Z) + b, (."..'L) . V*m e V*m 

[17.30] 

[17.31] 

I parametri b1 e br, nelle sezioni di forma qualunque, variano lungo il 
contorno. Secondo le equazioni [17.30] e [17.31] la pendenza delle rette 
v/v,m in funzione di log (y/y0) è invece la stessa su qualunque normale al 
contorno, indipendentemente dalla forma della sezione : questa posi� 

30 .;� I I 
25 

• profilo; 0-7 
o )) l 
• " 2 
+ " J 
• " 4 • " 5 
a " , , 

20 I I I ,,'?3'!'.'··,,"' I I I -1 

)';/ 
i s r----+----+---+-

10o·L.o�t--70.L02,----,�.o�,,--�o�, 1----,;.,----cec--,---;;.,---c 0,2 0,4 yfy. 0,7 

Fig. 17.8. - Misure òi velocità òi Nikuraòse (1930) in un condotto liscio di sezione trapezia. 
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zione è suggerita dall'esame delle misure sperimentali di velocità, di cui 
sono riportati alcuni esempi nelle figure 17.8, 17.9, 17.10 e 17. 1 1 .  

25 -------�---�--�--�� 
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. \\':.r:P 

20 I t:<v· I I ,/ ,\>' /� l)'l-\.i;,�0-7' " �·2:.�>·g I I .1"'. 
10 1----_J 

§ 
o ;::. ' /\ l : � 2 

5 f----.-J----+-----

o " 
+ " Fig. 17.9. - Misure di velocità di 

Varwick (1944) in un canale di 
sezione trapezia con pareti lisce 

O '--�--.L...��_!_-�_l_-�..L�-1-� e con pareti scabre. 
0,02 0,05 O, l 0,2 0,1 y/y0 -0,7 

Nelle sezioni molto larghe la corrente tende a defluire con l'assetto del 
moto piano, Io sforzo tangenziale sul fondo ·è uniforme e la velocità è mas
shn.a sul pelo libero, od in prosshnità di esso, come mostra la figura 17.12. 
L'eq. [17.29] si può scrivere· allora nella forma 

."... = Vm" + 5,75 log(Z) V* V* Y 

essendo y la distanza dal fondo ed Y la profondità della corrente. Di qui 
deriva anche 

y 
U 

= "..� + 5,75 Jlog (1'.) dy = ";;'" _ 2,50 . V* V* Y Y * 
o 
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Con queste relazioni si calcola facilmente il valor medio dello scarto 
quadratico della velocità relativa v/U, espresso dalla 

y 

� =�J ('b- 1)' dy = 6,25 (�)' 
' 

Poiché nel moto uniforme è r0 = yRzi, e quindi 

(A) (B) (C) 
V* = V� = V gRi, ' 

25ì 30 
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Fig. 17.10. - Misure di veloctià di Marchi (1957-59) in un canale di sezione triangolare con pareti 

scabre (e � 0,2 mm). 
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Fig. 17.11 .  - Misure di velocità di Marchi 
(1957-59) in un canale di sezione rettangolare 

con pareti scabre (e � 0,2 mm). 
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Fig. 17.12. - Distribuzione logaritmica della velocità nel moto piano. 
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in base all'eq. [17.18] si ha anche 

U = C . 
"• 

[17.32] 

Sostituendo nella precedente espressione di 'fJ si ottiene 

6,25 � = C' 

che consente una immediata correlazione del coefficiente di resistenza C 
con i coefficienti di Coriolis 

fv'dll fv'dll 
D 

rx= uag- e D 
fJ = U'll 

di ragguaglio rispettivamente delle portate di energia cinetica e di quantità 
di moto della corrente. 

Infatti, essendo f(v/U - I) dll = O, si ha 
D 

3 I(" )' I I(" )' 

19 a = l + :g v- 1  dll + :g v- 1  dll "". 1 + 3� "". l + C2 
D D 

I I(" )' 6,3 P = l + :g 0- 1  dD = 1 + � "" 1 + c, ·  
D 

Dato che i valori di C sono ordinariamente compresi fra 25 per canali 
quasi lisci e 1 1  per canali fortemente scabri, i valori di a e di {J nel moto 
piano turbolento, in condizioni mediamente uniformi; variano rispetti
vamente nel campo :  rx = 1,0371,15 ;  f3 = 1,0171,05. Per sezioni semicir
colari o ad esse circoscritte, rettangolari e trapezie, i coefficienti aumentano 
un poco: per analogia con le sezioni circolari si può assumere un aumento 
del 20% di (a - 1) e di (/1 - 1). 

17. 1 1 .  Deduzione delle leggi logaritmiche di resistenza. 

Partendo dalle leggi logaritmiche di distribuzione della velocità si rica
vano le corrispondenti leggi di resistenza operando come si è visto nel 
paragrafo 13.5. 

Tenuto presente che fra la tensione tangenziale media 0"0m, il raggio 
idraulico R e la pendenza del fondo i1 sussiste l'equazione 

'l"om = yRit 



584 Correnti a pelo libero. Moto uniforme [Cap. 17  

(A) (B) (C) 
25-i 30., 35 �-------�� 

• profilo 1-1 
+ " 

· 1 · 1 · 1 · .. v;;;; V*"' V*"' T )) 
O @ )) 

20 25 30 

2-2 
3-3 
6-6 
4-4 e 5-5 

1sJ 2oi 2slf' · '· 

ts.J 20 

pareti scabre e :""". 0,2 mm 

15 r:tc L T L: 2: 2 14cm :==����
·4 :� l /f ' 5 ·'-, 

6. 5: 
·9 34 cm• 

JO 
' 

0,1 0,2 0,4 yfy� 0,7 

-.. , .. ,o 

y, y 

" 

l,5 
u 

O,l 
o ')25, �--�--� 

Fig. 17.11 .  - Misure di velocità di Marchi 
(1957-59) in un canale di sezione rettangolare 

con pareti scabre (e � 0,2 mm). 

' .  
' 

I 
I 

I \ Vm,. -

I 

--7:1,y I -ht-

-� T " ì  y J_, 
dalla viscosità 

Fig. 17.12. - Distribuzione logaritmica della velocità nel moto piano. 

Par. 17.11] Deduzione delJe leggi logaritmiche di resistenza 585 

in base all'eq. [17.18] si ha anche 

U = C . 
"• 

[17.32] 

Sostituendo nella precedente espressione di 'fJ si ottiene 

6,25 � = C' 

che consente una immediata correlazione del coefficiente di resistenza C 
con i coefficienti di Coriolis 

fv'dll fv'dll 
D 

rx= uag- e D 
fJ = U'll 

di ragguaglio rispettivamente delle portate di energia cinetica e di quantità 
di moto della corrente. 

Infatti, essendo f(v/U - I) dll = O, si ha 
D 

3 I(" )' I I(" )' 

19 a = l + :g v- 1  dll + :g v- 1  dll "". 1 + 3� "". l + C2 
D D 

I I(" )' 6,3 P = l + :g 0- 1  dD = 1 + � "" 1 + c, ·  
D 

Dato che i valori di C sono ordinariamente compresi fra 25 per canali 
quasi lisci e 1 1  per canali fortemente scabri, i valori di a e di {J nel moto 
piano turbolento, in condizioni mediamente uniformi; variano rispetti
vamente nel campo :  rx = 1,0371,15 ;  f3 = 1,0171,05. Per sezioni semicir
colari o ad esse circoscritte, rettangolari e trapezie, i coefficienti aumentano 
un poco: per analogia con le sezioni circolari si può assumere un aumento 
del 20% di (a - 1) e di (/1 - 1). 

17. 1 1 .  Deduzione delle leggi logaritmiche di resistenza. 

Partendo dalle leggi logaritmiche di distribuzione della velocità si rica
vano le corrispondenti leggi di resistenza operando come si è visto nel 
paragrafo 13.5. 

Tenuto presente che fra la tensione tangenziale media 0"0m, il raggio 
idraulico R e la pendenza del fondo i1 sussiste l'equazione 

'l"om = yRit 



586 Correnti a pelo libero. Moto uniforme [Cap. 17  

e che da questa 
precedente, 

deriva la relazione, analoga alla [17.32] del paragrafo 

segue evidentemente 

!!_ = C , V* m 

1 J_!'_ dQ . C = Q V*m n 

[17.33] 

[17.34] 

Eseguendo l'operazione [17.34] sulle equazioni [17.30] e [17.31] si può 
esprimere il risultato nella forma 

regime di parete liscia (Re) B" 
C = 5,75 log C + , [17.35] 

regime assai. turbolento e = 5,75 log (�) + B; [17.36] 

Per i coefficienti B;' e B; conviene fare riferimento ai corrispondenti 
valori sperimentali Bic � O  e Brc � 6,46 della sezione circolare, ottenuti 
riportando i risultati di Nikuradse nelle forme [17.35] e [17.36]. 

Le leggi precedenti si possono allora scrivere nella forma 

regime di parete liscia (Re f) (Re f°\ C = 5,75 log C + Bio = 5,75 log C-J 
regin1e assol. turbolento 

C = 5,75 log (�f) + B,,. = 5,75 log(13·!R f) 
ricorrendo ancora una volta al coefficierite di forma f. 

Per la sezione rettangolare molto larga risulta 

f = 0,824 

1nentre, per la sezione circolare è per definizione f = 1. 

17.12. Influenza della forma e del pelo libero. 

[17.37] 

[17.38] 

Nelle sezioni aperte non è solo la forma della sezione ma anche la pre
senza della superficie libera ad avere influenza sulla distribuzione della 
velocità. L'effetto è reso evidente da una riduzione dell8. velocità sul pelo 
libero rispetto a quella degli strati sottostanti, come mostra l'esempio 
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riportato nella figura 17.13. Il massimo di velocità si osserva sperimentai� 
mente in corrispondenza ad un affondamento, rispetto alla superficie libera, 
variabile fra il 5 % ed il 20 % della profondità passando da sezioni larghe 
a sezioni strette. 
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Fig. 17.13. - Misure di velocità, espresse in ms-1, in un canale rettangolare con rapporto b/Y = 2. 

Questa influenza del pelo libero si riflette sulle leggi di resistenza, nel 
senso che le costanti d'integrazione non possono essere le stesse della cor
rispondente sezione chiusa, cioè della sezione che si ottiene aggiungendo 
alla data la simmetrica rispetto al pelo libero. 

Fra le diverse cause che sono state avanzate per giustificare l'effetto 
del pelo libero sull'assetto cinematico della corrente le più attendibili 
sen1brano essere quelle derivanti da1l'anisotropia della turbolenza e dal
l'incremento di viscosità dello strato pellicolare di confine della fase liquida 
con I'aerifor1ne. 

La prima causa prevede un aumento delle tensioni tangenziali in vici
nanza del pelo libero di una sezione aperta, rispetto alla corrispondente 
situazione nella sezione chiusa, perché, essendo impedita l'agitazione tur
bolenta nella direzione perpendicolare alla superficie, tende ad aumentare 
la componente turbolenta di agitazione trasversale, a parità delle altre 
condizioni. Questa ipotesi, che è stata suggerita da Cocchi (1958), porta 
a ritenere l'effetto del pelo libero praticamente nullo sulle sezioni molto 
larghe e crescente con il diminuire della larghezza. D'altra parte, l'impor
tanza relativa della resistenza dovuta alla fascia prossima al pelo libero 
diminuisce, in confronto alla resistenza totale, con il diminuire della lar
ghezza di quest'ultimo rispetto al contorno bagnato, e quindi diventa 
trascurabile nelle sezioni molto strette e profonde. In definitiva è prevedi
bile che l'influenza del pelo libero sia più sentita nelle sezioni semicircolari 
e in quelie altrettanto raccolte. 
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e che da questa 
precedente, 
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[17.34] 
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17.12. Influenza della forma e del pelo libero. 

[17.37] 

[17.38] 

Nelle sezioni aperte non è solo la forma della sezione ma anche la pre
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Questa influenza del pelo libero si riflette sulle leggi di resistenza, nel 
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nanza del pelo libero di una sezione aperta, rispetto alla corrispondente 
situazione nella sezione chiusa, perché, essendo impedita l'agitazione tur
bolenta nella direzione perpendicolare alla superficie, tende ad aumentare 
la componente turbolenta di agitazione trasversale, a parità delle altre 
condizioni. Questa ipotesi, che è stata suggerita da Cocchi (1958), porta 
a ritenere l'effetto del pelo libero praticamente nullo sulle sezioni molto 
larghe e crescente con il diminuire della larghezza. D'altra parte, l'impor
tanza relativa della resistenza dovuta alla fascia prossima al pelo libero 
diminuisce, in confronto alla resistenza totale, con il diminuire della lar
ghezza di quest'ultimo rispetto al contorno bagnato, e quindi diventa 
trascurabile nelle sezioni molto strette e profonde. In definitiva è prevedi
bile che l'influenza del pelo libero sia più sentita nelle sezioni semicircolari 
e in quelie altrettanto raccolte. 
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La seconda causa è stata suggerita per spiegare l'effetto del pelo libero 
rilevato sperimentalmente anche in correi1ti laminari da Straub, Silberman 
e Nelson (1956) e recentemente da P. Bartolini (1977). Già BDussinesq (1913), 
e poi Scriveri (1960) e Slattery (1967) avevano introdotto per l'interfaccia 
un'equazione costitutiva in cui compare .un particolare coefficiente di 
viscosità tangenziale. L'ipotesi che lo stato di tensione al quale è soggetta 
la superficie libera possa provocare Un'alterazione della resistenza viscosa 
della porzione fluida che costituisce questa membrana è stata ripresa ed 
utilizzata da Becchi e Seminara (1971) per interpretare l'influenza del pelo 
libero sulla distribuzione di velocità da loro rilevata sperimentalmente in 
correnti laminari di sezione semicircolare. I risultati sono stati incorag
gianti sebbene il comportamento viscoso della superficie non sembri rien
trare in uno schema lineare. 

Comunque agiscano, o interagiscano) le cause predette, si può dire che 
il pelo libero esercita, in misura diversa secondo la forma della sezione, 
una funzione di contorno paragonabile, sia pure in modo molto attenuato, 
a quella di una parete. 

I/ 
o -- / ------30 

:8 • -� ' 
y .....- .....-o 00 

28 
. . ·_........ 

V __. - o  - o 
o o o 

o 

�. 
0 0 o o o 

• . 
'• . o- -<11 . - - -- -- �  :.·· o o 0o g . . 

00 � - - J'iikuradse -
o o o 

� o e-B;3mm-

V 
o o o 'ò � .-76 

� 
�-I " 

I I 
canali· omogeneamente scabri 

24 

• triangolo equilate;ro_: 
' 22 R = 3,50·10-'m 

_ _J_ 
o rettangolo: b/Y=6, 

� 
RZ=>3,50·JO-'m 

·-·--- -20). ,8 4,0 4,2 4,4 4,6 . -4,8 - -5,0 5,2 log.(v.�I,) 5,4 
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tangolare larga. Lunghezza convenzionale 10 = I m. 
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La sua influenza sul moto della corrente può quindi essere i'nterpretata, 
globalmente, attraverso una variazione del coefficiente f, già introdotto 
nelle leggi di resistenza. Si assume così che tale coefficiente non dipenda 
solo dalla forma della corrispondente sezione chiusa, ma risenta anche 
dell'effetto del pelo libero, e sia quindi un coefficiente caratteristico della 
forma della sezione aperta. 

A questo scopo, una serie di misure del coefficiente di resistenza in 
moto uniforme è stata eseguita da Marchi (1956-1959) su canali artificial
mente scabri con sabbie omogenee. Nel diagramma della figura 17.14 
sono riportati, a titolo di esempio, i risultati relativi a una sezione trian
golare equilatera e ad una rettangolare larga con lo stesso raggio idraulico. 
Nella figura 17.15, la sostituzione di fR al posto di R, con i valori di f 
riportati nella figura in relazione alle forme predette di sezione e ad altre 
indicate nella stessa figura, ha determinato l'addensamento dei punti spe
rimentali su una curva interpolare praticamente unica con andamento 
simile a quello delle curve a scabrezza costante ricavate dalle esperienze 
di Nikuradse nei tubi circolari omogenean1ente scabri. 
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Fig. 17.15. - Esperienze su canali con scabrezza artificiale omogenea. Risultato dell'applicazione 
del coefficiente di forma f con i valori indicati. Lunghezza convenzionale 10 = 1 m. 
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La seconda causa è stata suggerita per spiegare l'effetto del pelo libero 
rilevato sperimentalmente anche in correi1ti laminari da Straub, Silberman 
e Nelson (1956) e recentemente da P. Bartolini (1977). Già BDussinesq (1913), 
e poi Scriveri (1960) e Slattery (1967) avevano introdotto per l'interfaccia 
un'equazione costitutiva in cui compare .un particolare coefficiente di 
viscosità tangenziale. L'ipotesi che lo stato di tensione al quale è soggetta 
la superficie libera possa provocare Un'alterazione della resistenza viscosa 
della porzione fluida che costituisce questa membrana è stata ripresa ed 
utilizzata da Becchi e Seminara (1971) per interpretare l'influenza del pelo 
libero sulla distribuzione di velocità da loro rilevata sperimentalmente in 
correnti laminari di sezione semicircolare. I risultati sono stati incorag
gianti sebbene il comportamento viscoso della superficie non sembri rien
trare in uno schema lineare. 

Comunque agiscano, o interagiscano) le cause predette, si può dire che 
il pelo libero esercita, in misura diversa secondo la forma della sezione, 
una funzione di contorno paragonabile, sia pure in modo molto attenuato, 
a quella di una parete. 
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La sua influenza sul moto della corrente può quindi essere i'nterpretata, 
globalmente, attraverso una variazione del coefficiente f, già introdotto 
nelle leggi di resistenza. Si assume così che tale coefficiente non dipenda 
solo dalla forma della corrispondente sezione chiusa, ma risenta anche 
dell'effetto del pelo libero, e sia quindi un coefficiente caratteristico della 
forma della sezione aperta. 

A questo scopo, una serie di misure del coefficiente di resistenza in 
moto uniforme è stata eseguita da Marchi (1956-1959) su canali artificial
mente scabri con sabbie omogenee. Nel diagramma della figura 17.14 
sono riportati, a titolo di esempio, i risultati relativi a una sezione trian
golare equilatera e ad una rettangolare larga con lo stesso raggio idraulico. 
Nella figura 17.15, la sostituzione di fR al posto di R, con i valori di f 
riportati nella figura in relazione alle forme predette di sezione e ad altre 
indicate nella stessa figura, ha determinato l'addensamento dei punti spe
rimentali su una curva interpolare praticamente unica con andamento 
simile a quello delle curve a scabrezza costante ricavate dalle esperienze 
di Nikuradse nei tubi circolari omogenean1ente scabri. 
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Così pure nel regime intermedio fra quello di parete liscia e quello di 
parete « naturalmente » scabra, esperienze eseguite da Marchi (1956) su 
canali con pareti di cemento di sezione trapezia e triangolare hanno for-
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Fig. 17.16. - Esperienze su canali con scabrezza naturale di cemento lisciato. Risultato dell'applica
zione del coefficiente di forma f con i valori indicati. Lunghezza convenzionale /0 = 1 m .  

nito i risultati riportati nella figura 17.16 con la stessa tecnica adottata 
nella figura 1 7. 15. Si osserva che attribuendo al coefficiente di forma i 
valori riportati nella stessa figura 17.16 la curva interpolare appros� 
sima bene l'andamento delle curve di Colebrook tracciate con valori 
costanti della scabrezza. Nella tabella I 7 .2 sono già stati riportati i valori 
consigliabili del coefficiente f·per diverse forme di canale. 

17.13. Alvei con sezioni composite o con scabrezza eterogenea. 

La sezione trasversale dei corsi d'acqua a pelo libero è spesso costi
tuita da parti chiaramente diverse fra loro per la forma, la profondità e 
talvolta anche per la scabrezza. Negli alvei naturali la parte centralei più 
profonda, costituisce il letto di magra, mentre le parti laterali si estendono 
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sopra le aree « golenali » fino agli argini maestri, destinati al conteni-
1nento delle portate di piena. 

Il deflusso in queste condizioni avviene con velocità differenti nelle 
varie parti ed il calcolo della portata totale .si esegue valutando separata-
1nente e sommando i contributi delle singole sottosezioni in cui si può 
suddividere l'intera sezione. La separazione si fa di solito mediante rette 
verticali e di ogni sottosezione si calcola il raggio idraulico assumendo 
come perimetro bagnato il solo contorno solido. Nota la scabrezza di tale 
contorno, si valuta la portata con le formule del moto uniforme, restando 
unica la pendenza del fondo per le varie parti della sezione. 

Altre volte può accadere che in una sezione compatta la scabrezza sia 
diversa su alcune parti del contorno, ad esempio sulle sponde rispetto al 
fondo. È opportuno allora valutare una scabrezza equivalente distribuita 
uniformemente sul perhnetro. 

A questo scopo sono stati proposti diversi metodi di calcolo, che si 
riferiscono tutti ad una hnmaginaria suddivisione dell'area Q della sezione 
in N parti, aventi i perimetri bagnati B1, B2, . . .  , B}.." su ciascuno dei quali 
è noto il valore del parametro di scabrezza. Si opera poi sulla base di 
adatte supposizioni. Uno dei procedimenti più seguiti è quello suggerito 
da Horton (1933) ed Einstein (1934): esso consiste nell'assumere che la 
veloChà--rlledia

·· Sia la SteSSa
-·nefie-Si°llgole parti in cui è divisa la sezione 

e quindi coincida con la velocità media globale. Impiegando l'equazione 
di Manning-Gauckler-Strickler s'impone perciò 

essendo 

Jt; = ks (�)' = ksi (�:)' 
N 

Q = � Q, 
l 

N B = �B, .  1 

i =  1, 2, . . .  , N  

Sostituendo Q i nella sommatoria per mezzo dell'eqµazione precedente, 
si ottiene il parametro di scabrezza equivalente 

ks = (iBf;} 
Se si vuole utilizzare l'altezza e di Nikuradse come parametro di sca

brezza, conviene approssimare la legge logaritmica con una legge di 
potenze (R/e )-k; la scabrezza equivalente, uniforme su tutto il contorno, 

I' 
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Così pure nel regime intermedio fra quello di parete liscia e quello di 
parete « naturalmente » scabra, esperienze eseguite da Marchi (1956) su 
canali con pareti di cemento di sezione trapezia e triangolare hanno for-
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nito i risultati riportati nella figura 17.16 con la stessa tecnica adottata 
nella figura 1 7. 15. Si osserva che attribuendo al coefficiente di forma i 
valori riportati nella stessa figura 17.16 la curva interpolare appros� 
sima bene l'andamento delle curve di Colebrook tracciate con valori 
costanti della scabrezza. Nella tabella I 7 .2 sono già stati riportati i valori 
consigliabili del coefficiente f·per diverse forme di canale. 

17.13. Alvei con sezioni composite o con scabrezza eterogenea. 

La sezione trasversale dei corsi d'acqua a pelo libero è spesso costi
tuita da parti chiaramente diverse fra loro per la forma, la profondità e 
talvolta anche per la scabrezza. Negli alvei naturali la parte centralei più 
profonda, costituisce il letto di magra, mentre le parti laterali si estendono 
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sopra le aree « golenali » fino agli argini maestri, destinati al conteni-
1nento delle portate di piena. 

Il deflusso in queste condizioni avviene con velocità differenti nelle 
varie parti ed il calcolo della portata totale .si esegue valutando separata-
1nente e sommando i contributi delle singole sottosezioni in cui si può 
suddividere l'intera sezione. La separazione si fa di solito mediante rette 
verticali e di ogni sottosezione si calcola il raggio idraulico assumendo 
come perimetro bagnato il solo contorno solido. Nota la scabrezza di tale 
contorno, si valuta la portata con le formule del moto uniforme, restando 
unica la pendenza del fondo per le varie parti della sezione. 

Altre volte può accadere che in una sezione compatta la scabrezza sia 
diversa su alcune parti del contorno, ad esempio sulle sponde rispetto al 
fondo. È opportuno allora valutare una scabrezza equivalente distribuita 
uniformemente sul perhnetro. 

A questo scopo sono stati proposti diversi metodi di calcolo, che si 
riferiscono tutti ad una hnmaginaria suddivisione dell'area Q della sezione 
in N parti, aventi i perimetri bagnati B1, B2, . . .  , B}.." su ciascuno dei quali 
è noto il valore del parametro di scabrezza. Si opera poi sulla base di 
adatte supposizioni. Uno dei procedimenti più seguiti è quello suggerito 
da Horton (1933) ed Einstein (1934): esso consiste nell'assumere che la 
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e quindi coincida con la velocità media globale. Impiegando l'equazione 
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ks = (iBf;} 
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I' 
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risulta allora 

'
� (i:··Ì)' 

come diretta conseguenza deila relazione precedente, essendo k8 e k8i 
proporzionali rispettivamente ad c.-k e ad c�k. 

ESEMPI 

Esempio 17.1 

Tracciamento del grafico, in funzione della profondità, delle seguenti gran
dezze relative alla sezione della corrente cilindrica rappresentata nella fig. 17.17: 
carico specifico E(Y) con la portata Q = 150 m3 s-1 e portata Q(Y) per dato carico E � 4,60 m. 

Calcolo delle profondità critiche relative ai predetti valori di portata e,  rispet� 
tivamente, di carico specifico. 

�- -J 
- -

-- i . -- __,.�, ==t,z".'::'./:__L1 1 
"'f.--===1'==�=;<-'.._-1----1-----1-_l 

3 B m·--..+-

-----�--·--20 m 

Fig. 17.17. - Sezione di una corrente cilindrica. 

La larghezza del pelo libero b è data dalle relazioni 

m { (S + JY) 
b - [20 -1- J(Y- 2)] m 

e l'area Q si calcola con le {HS + b) Y m' !.2 -- [t(20 + b)(Y - 2) + 22] m' 

per Yo;,;;;: 2 m 

per Y > 2  m 

per Y,;,;;;: 2 m , 

per Y > 2  m .  

--··6 

Esempi 593 

Il grafico della funzione Q(Y) è rappresentato nella :fig. 17.18, insieme con le 
funzioni 

carico specifico 

e portata 

Q' 
E �  Y + 2g!.2' 

Q � !.2 V2g(E - Y) 

calcolate con i precedenti valori di Q. 

per Q = 150 m3 s-1 

per E =  4,60 m 

m 6
����������--,���-,-���,-��-,;r.';?'�--i 

y 

4 '  

:.o�:. :1.:_4�, - - - -

Yc�1_:__:?.2_ _ _ _  _ 

2t----
� 1, �,l � M j  

' 

� : 11 1 � ·�· �'-1-
�

.;:51 1 � I  • i i 
I 

20 
100 

2 
40 

200 

I I I I 
3 

60 
300 

.4 
80 

5 
100 

- - - -

6 ( m )  E 
120 ( m2) n 

(ma s-t) Q 

Fig. 17.18. - Le funzioni E(Y) per Q = 150 m3 s-1 e Q(Y) per E- 4,60 m relative alla sezione della 
corrente cilindrica di fig. 17.17. 

A titolo indicativo nella stessa :fig. 17.18 è riportato tratteggiato l'andamento 
della funzione carico specifico 

Q' 
E =  Y+ IX

2gfF. 

calcolata con il  valore IX =  1,10 del coefficiente di ragguaglio dell'altezza cinetica. 
La profondità critica relativa alla portata Q = 150 m3 s-1 si ottiene dalla 

Q3 1502 
= 2 293,6 m5 b � g-
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e risulta 
[YoJr.i=i5o = 2,713 m;  

la  profondità critica relativa al carico E =  4,60 m è data da1I'equazione 

Q Y+ Zb � 4,60 m 
e risulta 

[Yo].E=4,60 = 3,478 m . 

Aila profondità Yo = 2,713 m corrisponde il carico E =  3,55 m, minimo con la 
portata data Q = 150 m3 s-1; mentre alla profondità Y0 = 3,478 m corrisponde la 
portata Q = 257,3 m3 s-1, massima con il carico assegnato E =  4,60 m. 

Esempio 17.2 

Calcolo della portata di moto uniforme che defluisce in un canale cilindrico, 
di sezione trapezia, con rivestimento di cemento lisciato in ottime condizioni; JarM 
ghezza al fondo 2,10 rn, pendenza delle sponde 3/2, profondità 0,95 m e pendenza 
del fondo 1,0%0• 

Dati: 

altezza d'acqua 
larghezza del fondo 
inclinazione delle sponde 
larghezza del pelo libero 
larghezza bagnata delle sponde 
area della sezione 
perimetro bagnato 
raggio idraulico 
coefficiente di forma 
scabrezza equivalente 
pendenza del fondo 

Y =  0,95 m 
b0 = 2,10 m 
fJ � arctg(3/2) � 56°,3 
b � 2,10 + 2(2/3)0,95 � 3,37 m 
!, � 0,95/sin(J � 1,14 m 
Q � t(2,10 + 3,37)0,95 � 2,60 m' 
B � 2,10 -j- 2 X l,14 � 4,38 m 
R � 2,60/4,38 � 0,59 m 
i � 0,90 (IR � 0,53 m) 
e = 0,4· 10-a m 
i, = 0,001 

Il grafico della fig. 17.6, con i dati f R = 0,53 m, e = 0,4· 10-a m ed i1 = 0,001, 
fornisce il valore C = 24,1 (corrispondente a X =  C .yg = 75,5 mt s-1) nel campo dì 
debole influenza della pendenza del fondo, ossia di Re. Trascurando tale influenza_ 
si troverebbe, nel_la tab. 17.3, il valore C = 24,4, corrispondente a X =  76,4 mt s-1• 

Con altre forn1ule, assu1nendo i valori dei parametri di scabrezza consigliati 
per il canale in esame e riportati qui sotto, si ottengono i risultati: 

Bazin 
Gauckler�Strickler 
Manning 

YB = 0,10 
ks � 85 
n = 0,012 

con una differenza massima fra loro del 4 % . 

X = 74,4 ml s-1 
= 77,8 » 
= 76,3 )) 

Esempi 595 

Assumendo il valore C = 24,1, dall'equazione del moto uniforme risulta 

U = 24,1 v'g 0,59 X0,001 = 1,833 ms-1 , 
Q = 2,60 X 1,833 = 4,767 m3 s-1 . 

Con le altre formule si otterrebbero i risultati che seguono (con l'indicazione 
delle differenze dal precedente) 

Bazin 
GaucklerwStrickler 
Manning 

Q = 4,699 m3 s-1 
Q � 4,916 )) 
Q � 4,819 )) 

- l ,4% 
·+ 3,1 % 
+ 1,1 % 

11 valor medio fra i quattro valori calcolati di Q è 4,800 m3 s-1, con scarti masM 
sìmi - 2,10% (Bazin) e + 2,3 5 %  (GaucklerMStrickler). Calcolando X con {R al 
posto di R secondo la [17.26], si otterrebbe Q = 4,829 m3 s-1 con scarto + 0,6 % . 

Esempio 17.3 

Calcolo della profondità richiesta per il deflusso in moto uniforme della por
tata Q = 7,45 m3 s-1 in · un canale rettangolare, largo 3,00 m avente pareti di 
cemento in condizioni di servizio corrente e pendenza del fondo i1 = 3%o· 

L'equazione del moto uniforme si può scrivere nella forma 

Q 
_ --�·-�-�--- = 136 m3 s-i · CD ViJ< � 

v'f, - \/Q,003 

Nel diagramma logaritmico della fig. 17.19 è rappresentato l'andamento della 
funzione CQ ViR = f(Y), ottenuto assumendo per il parametro di scabrezza e = 
= 3 · 10-a m, .per il coefficiente di forn1a f = 0,90 e per la pròfondità i valori 0,6-0,8-
1,0-1,2 in, come risulta dal quadro che segue. 

y Q B R IR e CD vgR R-�:[J 
(m) (m') (m) (m) (m) (tab. 17.3) (ms s-1) (m·g-) 

0,60 1,80 4,20 0,429 0,39 18,7 69,1 1 ,024 
0,80 2,40 4,60 0,521 0,47 19,1 103,6 1 ,554 
0,90 2,70 4,80 0,562 0,51 19,25 122,0 1,839 
1,00 3,00 5,00 0,600 0,54 19,4 141,2 2,134 
1 ,20 3,60 5,40 0,667 0,60 19,7 1 8 1 ,4 2,748 

Interpolando, graficamente o numerica1nente, il valore CQ VcR = 136 m3 s-1 
tra i precedenti tabellati si ottiene 

Y,. = 0,97 m .  

_,,, ' 
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La rappresentazione della fig. 17.19 mette in evidenza la linearità, in campo 
logaritmico, della CD '\l'gR = f(Y) e, tenuto conto dell'equazione del moto uni
forme, assicura quindi la possibilità di approssimare Ja funzione 

Q 
. 17 � t(Y) V 11 

con una scala di deflusso del tipo 

Q = kQ"'= k1Ym . 
L'esponente ni si calcola con la relazione 

(Q,) (c,Q, vR;) (Y') log - � log • / � m log y Q2 C2Q2y R2 2 

nella quale Q1 , Y1 e Q2, Y2 sono coppie di valori di portata e di profondità fra loro 
corrispondenti in moto uniforme. Nel caso in esame si ottiene mediamente 

m = 1,39 
per 0,80 m < Y< 1,20 m. 

� 
iJ 

181,4 ]--------------,>j'--
141,2. 

136 ............,.. 

"103.6 [--- � 

69, 1 1---71"'-

0.6 o.s ' 1,0 y 1,2 
0,97 

Fig. 17.19. - Diagramma logaritmico di Cfh/gR in funzione della profondità Ynell'esempio 17.J. 

Volendo impiegare, per il calcolo della profondità di moto uniforme, la formula 
di Gauckler-Strickler (o di Manning) si può scrivere 

ksR�-Q = 
Q_ = 136 m3 s-1 

Vi, 

Esempi 

e con ks = 65 (corrispondente a n = I/ks � 0,015 di Manning) 

ossia 

2 Q 136 9 a R:r = 65 = 2,0 2 m:r 

.Qt (3,00 Y,.)·} = 2,092 m�·; Ri!J = Bt (3,00 + 2Y,.)�· 
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da questa relazione, oppure interpolando il valore 2,092 fra quelli riportati nel
l'ultima colonna del quadro precedente, si ottiene 

Y,. = 0,99 m 

con un'approssimazione del 2 % rispetto al calcolo precedente. 

Esempio 17.4 

Calcolo della larghezza al fondo e della profondità di un canale trapezio scaw 
vato in terra ordinaria, con erbe basse, sponde inclinate di 45°, pendenza del fondo 
0,7%0 è portata defluente Q = 1,80 m3 s-1• Si adotti la soluzione che, a parità .di 
area della sezione, ha il minimo contorno bagnato ed è quindi la « più conveniente 
sotto l'aspetto idraulico ». 

Dalle caratteristiche geometriche dell'alveo (cfr. paragrafo 17.5) 

Q = boY + Y�tge 
B � b0+ 2Y/cos0 

imponendo le condizioni di costanza dell'area e di minimo del contorno bagnato 

si ottiene 

dQ � Ydb0+ (b + 2YtgO) dY � O 
dB � db.+ 2 dY/cos O  � O  

Hbo+ 2Ytg0) cose � y 

od anche, essendo la larghezza del pelo libero h = h0 + 2Ytg0, 

t h cosO = Y; 

tale relazione mostra che le sponde devono avere una distanza dall'asse del pelo 
libero pari alla profondità, ossia il trapezio dev'essere circoscritto ad una semicirw 
conferenza di raggio Y. 

Nel caso in esame, essendo O = 45° ed indicando con Y., la profondità del 
moto uniforme, si ha 

-12 
T (bo+ 2Y.) � Y. 

da cui 
h0 = 0,83 Y., 
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e quindi !J = 1,83 Y! , B = 3,66 Y,. ed 

R � t Y. 

risultato, quest'ultimo, che sussiste qualunque sia l'angolo (), 
L'equazione del moto uniforme diventa 

ossia 
R - 1 8  , i fl:: v'ft - . 3 CY,. V :z gY,. 

68,03 � 4,053 CYj .  

[Cap. 17 

Assumendo e = 70 mm ed f = 0,95 e calcolando C con la formula logaritmica 
[1 7.24], si ottiene rapidamente, per tentativi : 

Y,, = 1 ,16 m 

cui corrisponde una larghezza del fondo b0 = 0,83 x 1,16 = 0,96 m. 
In pratica, tenendo conto del fatto che è necessario assicurare all'alveo un 

« franco » al di sopra dell'altezza d'acqua e che il costo dello scavo aumenta in certa 
misura con la profondità, si progettano i canali di norma con larghezze maggiori, e 
quindi altezze minori, di quelle corrispondenti alla soluzione idraulica più conveniente. 

Esempio 17. 5 

Un corso d'acqua scorre in un alveo costituito da una parte centrale, trapezia, 
larga al fondo 4,10 m e sponde inclinate 1/1 fino ad un'altezza di 2,05 m e da due 
aree golenali laterali larghe ciascuna 5,00 m e  con sponde inclinate 2/3 (v. fig. 17.20). 
L'alveo centrale è rivestito con blocchi di pietra naturale ben sistemati (e = 30 mm), 
mentre le golene sono in terra regolarizzata e ricoperta di erba (e = 70 nlm). La 
pendenza del fondo è del 3%0• 

Calcolare la portata di moto uniforn1e con un'altezza d'acqua di 1 m sulle 
golene. 

· 

I 
---·"5,00--·- '··---4 10--

'1 
-5,00 

Fig. 17.20. - Sezione di corso d'acqua con contorno composto di parti a differente scabrezza. 

Indichiamo con l'apice primo le caratteristiche dell'alveo centrale rivestito e con 
l'apice secondo quelle di ciascuna sezione golenale. Si usa la tabella 17.3 per il cal
colo del coefficiente di resistenza. 

Cap. 17] Riferimenti citati 

Alveo rivestito: 

per cui: 

Q' � t(4,10 + 8,20)2,05 + 8,20 X 1,00 � 20,81 m' 
B' � 4,10 + Vz xZ,05 · 2 � 9,90 m 
R1= 2,10 m ,  f' = 0,90 , e = 30 mm ,  

C1= 16,8 . 
Sezione golenale 

per cui: 

Q11 = !(5,00 + 6,50)1,00 = 5,75 m2 
B" � 5,00 + 1 ,0o(vl.3/2) � 6,80 m 
R" = 0,85 m , f11 = 0,80 , e = 70 mm , 

C" = 12,1 . 

La portata in condizioni di moto uniforme è data dalla 

Q � v'g;, (C'Q'vli' + 2c"Q"v"ii"J � 

� 0,1715(506,6 + 128,3) � 108,9 m' s-' . 
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Da notare che, mentre l'area complessiva de1le sezioni golenali è più del 50 % 
dell'area totale, il corrispondente contributo al deflusso risulta appena del 20 % 
della portata totale. 
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e quindi !J = 1,83 Y! , B = 3,66 Y,. ed 

R � t Y. 

risultato, quest'ultimo, che sussiste qualunque sia l'angolo (), 
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ossia 
R - 1 8  , i fl:: v'ft - . 3 CY,. V :z gY,. 

68,03 � 4,053 CYj .  

[Cap. 17 
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EM3, 1956. 
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Bern, 1 923. 

V ARWICK, F" Dissertation T.H. Dresden, 1944. Vedi anche KIRSKHMER, o . :  Rev. 
Gen. de l'Hydrau/ique, n. 51, 1949. 

CAPITOLO DICIOTTESIMO 

MOTO PERMANENTE DELLE CORRENTI A PELO LIBERO 

18.1. Equazioni del moto permanente gradualmente variato. 

Il moto permanente di una corrente a pelo libero quasi cilindrica prende 
anche il nome di moto gradualmente variato perché è caratterizzato da 
variazioni di forma, ed eventualmente di direzione, cosi lente da mantenere 
nelle singole sezioni le linee di corrente sensibilmente rettilinee e parallele 
fra loro. 

In queste condizioni la pressione varia con legge idrostatica su ciascuna 
sezione normale all'asse della corrente. Con le usuali modeste pendenze 
del fondo tali sezioni si possono confondere con sezioni verticali (cfr. il 
paragrafo 17.1). 

L'equazione di continuità delle correnti monodimensionali ricavata nel 
paragrafo 16.1, 

o(eQ) + a(eD) = 0 
as at ' 

nelle condizioni di moto permanente e di densità costante, alle quali ci si 
riferisce in questo capitolo, assume la forma 

ossia 

òQ _ o a:s -

Q = DU = cost [18.1] 

con l'area Q della sezione e la velocità media U variabili lungo l'asse 
della corrente. 
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L'equazione dinamica, che deriva dall'applicazione del teorema della 
quantità di moto ad un tronco elementare di corrente, si può dedurre dal
l'equazione generale del moto vario ricavata nel paragrafo 16.1 

�(z+J; + �;)=-i�� -;k ' 

dove il significato dei simboli è quello consueto; si noti che z indica la 
quota di un punto generico della sezione, mentre si userà il simbolo z1 
per contrassegnare la quota del fondo. 

Imponendo le condizioni predette, di densità costante del fluido e. di 
permanenza del moto, si ottiene 

�(z + E. + U')=-22._ .  ds y 2g yR [18.2] 

Tenuto conto che la distribuzione della pressione in ogni sezione è idro
statica, si può scrivere 

z + E. = z1 + Y = h(s) y 

essendo Y la profondità nella sezione considerata ed h il relativo carico 
piezometrico. 

Il trinomio 
p U' U2 U' z + - + -= z1 + Y  + - = h + -y 2g 2g 2g [18.3] 

rappresenta il carico totale (qd.effettivo) H della corrente nella sezione 
considerata, avendo assunto una velocità uniforme nella sezione con valore 
pari al valore Ìnedio U, conformemente a quanto si è detto nel para
grafo 17.l .  

L'equazione del moto permanente si può scrivere quindi nella forma 

dH <o . - - - - = ; ds - yR . (18.4] 

Per quanto riguarda la cadente j del carico effettivo, essa si valuta con 
le espressioni consigliate per il calcolo della perdita di carico nel moto 
uniforme, assumendo che, come in quel caso, gli sforzi tangenziali sul 
contorno dipendano solo dalle condizioni della parete, dalla forma della 
sezione e dalla velocità media. Si pone così 

. U' U' !e U2 
J = x' R = gC' R = 4R 2g [18.5] 

Par. 18.2] Corsi d'acqua naturali 603 

a seconda che s'impieghi il coefficiente di Chézy x, oppure i coefficienti 
adimensionali. di resistenza C o À. Le formule per la valutazione di tali 
coefficienti in funzione della scabrezza della parete e della forma della 
sezione sono quelle riportate nel capitolo 17, con l'avvertenza che i valori 
dei coefficienti variano gradualmente da sezione a sezione cambiando 
l'area Q ed il perimetro bagnato B, e conseguentemente il raggio idraulico 
e la scabrezza relativa. Il numero di Reynolds varia anch'esso, ma la sua 
influenza sulle leggi di resistenza delle correnti a pelo libero è di norma 
trascurabile. 

18.2. Corsi d'acqua naturali. 

Il problema del tracciamento del profilo della superficie libera di un 
corso d'acqua naturale in moto permanente con una data portata Q sì 
risolve con procedimenti dì calcolo numerico. 

L'operazione richiede preliminarmente un rilievo dettagliato dell'alveo 
per suddividere il corso d'acqua in tronchi As, più o meno brevi, ma tali 
da poter confondere i valori medi della sezione e della velocità in ciascun 
tronco con i valori ad un estremo. Anche la natura dell'alveo deve con
servarsi, in modo accettabile, in ciascun tronco. Eventuali variazioni rapide 
di forma faranno parte di tronchi speciali nei quali le perdite dovranno 
essere valutate tenendo conto anche degli effetti vorticosi localizzati. 

Eseguita la suddivisione, è necessario il rilievo dettagliato delle carat
teristiche geometriche di tutte le sezioni di separazione dei vari tronchi. 

Sianò (i) ed (i + 1) due sezioni consecutive, distanti As;,i+i in asse, 
nella prima delle quali siano note tutte le grandezze idrauliche. La varia
zione di carico totale AH1,i+i fra le due sezioni si può calcolare con 
l'eq. [18.4], trasformata alle differenze finite 

AHi,i+1 = - [jL.6.st,i+1 

calcolando il valore delle perdite con i dati della sezione (i). 
Tenuto conto dell'espressione [18.5] delle perdite e dell'equazione di 

continuità, l'equazione precedente diventa 

_ _ Q2 . _  .1-- Asi,i+i /:,H1.1+1 - g [Q'C'R]; [18.6] 

dove AH;,;+1 ha evidentemente valori negativi se si procede verso valle, 
ossia con Asi,i+l > O. 

r·
· 
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Ottenuto cosi il carico totale Hi+l = H, + !:J.Ht.i+l nella sezione (i+ 1), 
si determina il carico piezometrico hi+1 , che rappresenta la quota della 
superficie libera rispetto ad un prefissato piano di riferimento orizzontale 
(fig. 18.1), risolvendo l'equazione 

Q' Hi+1 = hi+1 + 2gDf+1 [18.7] 

nota la funzione Q = Q(h) nella sezione (i + 1), come in tutte le altre 
sezioni prescelte. Dal carico piezometrié:o si può ovviamente dedurre la 
profondità, conoscendo la quota del fondo della sezione. Il profilo della 
superficie libera viene anche chiamato, secondo una denominazione tra
dizionale, profilo di rigurgito. 

� I  

Z11H 

Fig. 18.1.  - Tronco di corrente quasi cilindrica. 

L'eq. [18.7] ammette due soluzioni, una nel campo delle correnti lente, 
ossia con profondità maggiori della critica, l'altra nel campo delle cor
renti veloci. Ciò non comporta indeterminazioni perché il procedimento 
di calcolo è valido solo nell'ambito di variazioni graduali della corrente, 
di variazioni dunque che non ·possono modificarne lo stato nel passaggio 
dalla sezione (i) alla (i + 1);  la soluzione da assumere è evidentemente 
definita dalle condizioni esistenti nella sezione di partenza. Se il risultato 
approssiina la quota corrispondente allo stato critico per la portata datai e 
nello stesso tratto non è critica la pendenza del fondo, il calcolo non può 
proseguire perché aumenta fortemente la pendenza del pelo libero e l'ipo
tesi pre1nessa di corrente quasi-cilindrica non è più accettabile. Si veri
ficano in tal caso fenomeni di risalto per i quali si rimanda ai para
grafi 18 .1 O e seguenti. 

Par. 18.3] Correnti in alveo cilindrico 

18.3. Correnti in alveo cilindrico. 

.605 

Con l'introduzione, fatta nel paragrafo 17.2, del carico specifico E =  
= Y + U'/2g, per cui H = z1 + E, l'equazione del moto permanente gra
dualmente variato 

dove 

dH 
ds = -j 

j = U2/gC' R = Q'/gC' fJ' R 
(se s'impiega il coefficiente adimensionale di attrito C, come faremo sem
pre in seguito) diventa 

dz1 + dE _ _ . . 
ds ds - J, 

da questa, essendo - dz1/ds = i1 la pendenza del fondo, segue 

dE . . 
ds � i1 -J · 

-�- =-::.: . .:..::.:: -

' H 

· 1  
I 
'• "' 

--- �.�.::::i=jòs = - �1: tu 

-- -j---:liÒs =-�ÒS ·- �- ds 

--I d• 
i16s = - -

d
1 6.1· 

- - ·  _s 

Fig. 18.2. - Pendenza del fondo i1, cadente piezometrica i e cadente effettiva j. 

[18.8] 

Se l'alveo è cilindrico, le variazioni della sezione Q con s sono dovute 
esclusivamente alle variazioni della profondità Y con s :  Q = .Q[Y(s)]. 
Quindi anche il carico specifico 

Q' E = Y + - = E[Y(s)] 2g.Q' 
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Ottenuto cosi il carico totale Hi+l = H, + !:J.Ht.i+l nella sezione (i+ 1), 
si determina il carico piezometrico hi+1 , che rappresenta la quota della 
superficie libera rispetto ad un prefissato piano di riferimento orizzontale 
(fig. 18.1), risolvendo l'equazione 

Q' Hi+1 = hi+1 + 2gDf+1 [18.7] 

nota la funzione Q = Q(h) nella sezione (i + 1), come in tutte le altre 
sezioni prescelte. Dal carico piezometrié:o si può ovviamente dedurre la 
profondità, conoscendo la quota del fondo della sezione. Il profilo della 
superficie libera viene anche chiamato, secondo una denominazione tra
dizionale, profilo di rigurgito. 

� I  

Z11H 

Fig. 18.1.  - Tronco di corrente quasi cilindrica. 

L'eq. [18.7] ammette due soluzioni, una nel campo delle correnti lente, 
ossia con profondità maggiori della critica, l'altra nel campo delle cor
renti veloci. Ciò non comporta indeterminazioni perché il procedimento 
di calcolo è valido solo nell'ambito di variazioni graduali della corrente, 
di variazioni dunque che non ·possono modificarne lo stato nel passaggio 
dalla sezione (i) alla (i + 1);  la soluzione da assumere è evidentemente 
definita dalle condizioni esistenti nella sezione di partenza. Se il risultato 
approssiina la quota corrispondente allo stato critico per la portata datai e 
nello stesso tratto non è critica la pendenza del fondo, il calcolo non può 
proseguire perché aumenta fortemente la pendenza del pelo libero e l'ipo
tesi pre1nessa di corrente quasi-cilindrica non è più accettabile. Si veri
ficano in tal caso fenomeni di risalto per i quali si rimanda ai para
grafi 18 .1 O e seguenti. 

Par. 18.3] Correnti in alveo cilindrico 

18.3. Correnti in alveo cilindrico. 
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Con l'introduzione, fatta nel paragrafo 17.2, del carico specifico E =  
= Y + U'/2g, per cui H = z1 + E, l'equazione del moto permanente gra
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Fig. 18.2. - Pendenza del fondo i1, cadente piezometrica i e cadente effettiva j. 
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è funzione di s solo attraverso Y, per cui dE/ds = (dE/dY)(dY/ds). Sosti
tuendo nella [18.8] si ottiene lequazione dei profili di corrente in alveo 
cilindrico 

dY i1 -j 
ds = dE/dY . [18.9] 

Questa equazione mostra che possono verificarsi due condiz!oni limite, 
purché la profondità di moto uniforme Yu sia diversa dalla profondità 
critica Y, per la data portata. Se la profondità Y approssima Y. , i1 tende a j: 
allora il profilo della corrente si dispone parallelo al fondo. Invece, se 
la profondità Y approssima Y" tende a zero dE/dY e dY/ds può crescere 
oltre ogni limite : allora il pelo Jibero dovrebbe disporsi perpendicolar
n1ente al fondo. Quest'ultimo risultato va considerato soltanto indicativo 
di una tendenza, perché al crescere deJla pendenza e della curvatura del 
pelo libero la condizione di corrente quasi cilindrica non è più soddisfatta 
e, di conseguenza, la distribuzione della pressione non è idrostatica e la 
componente della velocità neIIa direzione normale al fondo non è tra
scurabile. 

18 .4. Profili di corrente in alveo cilindrico declive. 

L'andamento dei profili di rigurgito, in alveo cilindrico, cioè dei pos
sibili profili longitudinali del pelo libero per un'assegnata portata Q, è 
rappresentato dall'eq. [18.9] che possiamo riscrivere nella forma 

Q' 1 - ---dY i1 -j . i,gC'Q'R 
ds = dE/dY = 11 

.1 _ Q'b. gQ' 

[18.!0] 

Nei canali declivi si distinguono tre situazioni, secondo che la pro
fondità Yu del moto uniforme con la portata Q sia maggiore, minore od 
uguale a1la profondità critica Yc per la stessa portata. Come si è visto al 
paragrafo 17.6 i tre casi corrispondono rispettivamente al comporta1nento 
di alveo fluviale (i1< i;J, alveo torrentizio (i1 > ic) ed alveo a pendenza 
critica per la portata data. 

Passiamo ora ad esaminare l'andamento dei profili di corrente. Cono
scendo già il comportamento asintotico per Y tendente ad Yu e per Y ten
dente ad Y, è sufficiente determinare il segno della pendenza dY/ds nei 
vari settori in cui i limiti precedenti suddividono il campo di variazione 
della profondità per individuare l'andamento del pelo libero in ciascun 
settore. 
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Fig. 18.3. - Andamento delle funzioni N a numeratore e D a denominatore della frazione a secondo 
membro dell'eq. [18.10] nel caso di alveo fluviale. 
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Nelle figure 18 .3 e 18.4, rispettivamente per i, minore e per i, mag
giore di ic, è rappresentato, in funzione della profondità, l'andamento 
indicativo del nnmeratore della frazione a secondo membro dell'eq. [18.10], 
contrassegnato con la lettera N, e del denominatore della stessa frazione, 
contrassegnato con D. Il numeratore si annulla per Y = Yu ed è posi
tivo per Y > Yu e negativo per Y < Yu; il denominatore si annulla per 
Y � Y, ed è positivo per Y > Y, e negativo per Y < Y, . 

asintoto .orizzontale 
per y_,_ 00 

lf � 
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alveo.fluviale Or < i,) 
Fig. 18.5. - Profili di corrente in alveo fluviale per la portata data. 

Al tendere della profondità a zero, il profilo tende a diventare orto
gonale al fondo perché le perdite diventano infinitamente grandi, come 
la velocità. Il tracciato perde significato fisico, come in vicinanza di Y0 , 
e per questo nelle figure 18.5 e seguenti è indicato in quei tratti con linee 
puuteggiate. 

Finché Y non raggiunge il più piccol.o dei valori Yu o Y0 , numeratore 
e denominatore si mantengono entrambi negativi e dY/ds riesce positivo: 
la corrente è rallentata. Analoga coriclusione vale quando Y supera il. 
più alto dei valori Yu o Y0 : la corrente è di nuovo rallentata e finisce con 
il presentare un profilo asintotico all'orizzontale quando Y è tanto grande 
da rendere sostanzialmente nulla la velocità U. 

Se Yu è distinto da Ye esiste anche un profilo di corrente compreso 
fra questi due estremi. Sia·per Yu<Y0 ,  come per Yu>Y0, i segni del nume
ratore N e del denominatore D sono discordi, perciò la pendenza dY/ds 
è negativa e la corrente risulta accelerata. 

Gli andamenti complessivi dei vari profili sono indicati con l'indice f 
nella figura 18.5 per alveo fluviale, e con l'indice t nella figura 18.6 per 
l'alveo torrentizio. 

Se l'alveo ha pendenza critica per la portata data, quando la profon
dità Y approssima il valore Y, � Y, per la stessa portata, l'eq. [18.10] 
assume la forma indeterminata dY/ds = 0/0. La corrente uniforme (u) 
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Fig. 18.6. - Profili di corrente in alveo torrentizio per la portata data. 

non presenta nna superficie libera piana parallela al fondo ma un anda
mento ondulato intorno alla profondità Yu, come già osservato in base 
a considerazioni energetiche nel paragrafo 17.6. 

Per valori di Y diversi da Yu, l'andamento del profilo si ricava facil� 
mente nel caso di alveo molto largo assumendo il coefficiente di resi
stenza C indipendente dalla profondità secondo l'ipotesi di Bresse (1860). 
Infatti J'eq. [18. 10] assume allora la forma 

e per Y =/::- Yu :::=: Yc si ottiene 

dY . Y" - YJ 
ds = z, ya _ ya ' 

dY . 
ds = lt ' 

[18. 1 1 ]  

per cui il profilo della corrente è orizzontale. Se si assume C variabile 
con il raggio idraulico, si può verificare senza difficoltà che i profili l e  
e 3c, tratteggiati nella figura 18.7, diventano lievemente crescenti verso 
valle, il primo con asintoto orizzontale. 
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Fig. 18.7. - Profili di correnti in alveo a pendenza critica per la portata data (a linea intera con 
C = cost). 

20. MARCHl·RUllATTA. 



608 Moto permanente delle correnti a pelo libero [Cap. 18  

Nelle figure 18 .3 e 18.4, rispettivamente per i, minore e per i, mag
giore di ic, è rappresentato, in funzione della profondità, l'andamento 
indicativo del nnmeratore della frazione a secondo membro dell'eq. [18.10], 
contrassegnato con la lettera N, e del denominatore della stessa frazione, 
contrassegnato con D. Il numeratore si annulla per Y = Yu ed è posi
tivo per Y > Yu e negativo per Y < Yu; il denominatore si annulla per 
Y � Y, ed è positivo per Y > Y, e negativo per Y < Y, . 

asintoto .orizzontale 
per y_,_ 00 

lf � 
" � . 2/ ' : ' ' - - - - - - - - - - - - - - - - - - - � - - - - - - - - - - - - - - - - -...::- - - -f-------

Y. l 
3/ --"--. l Y. '" "'j""'"'''''';:;,'"'" """"" '"' '"'"''"""':' "'""""' 0 "',, 0· ,, ''"' 0 "·"' ., 

alveo.fluviale Or < i,) 
Fig. 18.5. - Profili di corrente in alveo fluviale per la portata data. 

Al tendere della profondità a zero, il profilo tende a diventare orto
gonale al fondo perché le perdite diventano infinitamente grandi, come 
la velocità. Il tracciato perde significato fisico, come in vicinanza di Y0 , 
e per questo nelle figure 18.5 e seguenti è indicato in quei tratti con linee 
puuteggiate. 

Finché Y non raggiunge il più piccol.o dei valori Yu o Y0 , numeratore 
e denominatore si mantengono entrambi negativi e dY/ds riesce positivo: 
la corrente è rallentata. Analoga coriclusione vale quando Y supera il. 
più alto dei valori Yu o Y0 : la corrente è di nuovo rallentata e finisce con 
il presentare un profilo asintotico all'orizzontale quando Y è tanto grande 
da rendere sostanzialmente nulla la velocità U. 

Se Yu è distinto da Ye esiste anche un profilo di corrente compreso 
fra questi due estremi. Sia·per Yu<Y0 ,  come per Yu>Y0, i segni del nume
ratore N e del denominatore D sono discordi, perciò la pendenza dY/ds 
è negativa e la corrente risulta accelerata. 

Gli andamenti complessivi dei vari profili sono indicati con l'indice f 
nella figura 18.5 per alveo fluviale, e con l'indice t nella figura 18.6 per 
l'alveo torrentizio. 

Se l'alveo ha pendenza critica per la portata data, quando la profon
dità Y approssima il valore Y, � Y, per la stessa portata, l'eq. [18.10] 
assume la forma indeterminata dY/ds = 0/0. La corrente uniforme (u) 

Par. 18.4] Profili di corrente in alveo cilindrico declive 609 

asintoto orizzontalo 

� 
- -- ' ' -r -- J,, �---------

y, 
" '���---------

1 r.. 
� 21 

- - ---- -

,, 
�· 

''-7'. '';'-V, 

alveo torrentiZiO (i1 > f.,) 

- ----

Q -

Fig. 18.6. - Profili di corrente in alveo torrentizio per la portata data. 

non presenta nna superficie libera piana parallela al fondo ma un anda
mento ondulato intorno alla profondità Yu, come già osservato in base 
a considerazioni energetiche nel paragrafo 17.6. 

Per valori di Y diversi da Yu, l'andamento del profilo si ricava facil� 
mente nel caso di alveo molto largo assumendo il coefficiente di resi
stenza C indipendente dalla profondità secondo l'ipotesi di Bresse (1860). 
Infatti J'eq. [18. 10] assume allora la forma 

e per Y =/::- Yu :::=: Yc si ottiene 

dY . Y" - YJ 
ds = z, ya _ ya ' 

dY . 
ds = lt ' 

[18. 1 1 ]  

per cui il profilo della corrente è orizzontale. Se si assume C variabile 
con il raggio idraulico, si può verificare senza difficoltà che i profili l e  
e 3c, tratteggiati nella figura 18.7, diventano lievemente crescenti verso 
valle, il primo con asintoto orizzontale. 

-,-
I "  r Y. \'• 

'� 

le 

3c 
---

I 
- - --_-#; -

. I 
, .  " 

_g_ 
llAWXV/)S.,UW, ;\YJJ!WX lil(\\'JA'/, 1N;;:; !Jh'l))Zv I · .7::4), ·'-00/Xi1X'iìKJi? ·�. '."'"'"."ll.<'>0\AV/f\Y/:ZV;;;<%%;:;;:y,;z::;mm. alveo con pendenza ent1ea (11 = 1,) 

Fig. 18.7. - Profili di correnti in alveo a pendenza critica per la portata data (a linea intera con 
C = cost). 

20. MARCHl·RUllATTA. 



610 Moto permanente delle correnti a pelo libero 

18.5. Canali orizzontali o acclivi. 

[Cap. 1 8  

Nei canali con pendenza del fondo nulla o negativa, quindi orizzontali 
od acclivi nel senso deIImoto, non si può realizzare una corrente uniforme. 
Facendo tendere a zero la pendenza del fondo la profondità del moto uni-
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Fig. 18.8. - Profili di corrente in alveo orizzontale. 

forme tende a diventare infinitamente grande e perciò tutti i profili pos
sibili sono di depressione. Per estensione di quanto visto negli alvei tran
quilli, tenuto conto che il numeratore dell'eq. [18.10] è sempre negativo, si 
ottengono i profili rappresentati nella figura 18.8 per alveo orizzontale 
e nella figura 18.9 per alveo acclive. 
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Fig. 18.9. - Profili di corrente in alveo acclive. 

Par. 18.6] Profili con tangente orizzontale. Profondità caratteristiche 

18.6. Profili con tangente orizzontale. Profondità caratteristiche. 

I profili di rigurgito in alveo cilindrico, descritti dall'eq. [18.10] 
Q' 

dY . N(Y) . l - gi1 C'Q2R 
ds = 11 D(Y) 

= 11 --
·Q'b 1 - ·-
gQ' 

611 

ammettono tangente orizzontale quando N(Y) = D(Y), il che avviene 
quando Y è abbastanza grande perché entrambe le funzioni tendano ad 1, 
e per quelle profondità Yx che rendono 

b 
i1C2R = ?i . 

Queste profondità sono indicate come profondità caratteristiche o tipi
che dell'alveo per sottolineare il fatto ch'esse dipendono soltanto dall'alveo 
e non dalla portata convogliata (Mouret, 1922). Posto C = k8R1/vg, 
secondo la formula di Gauckler-Strickler, i valori di YT sono forniti dai 
grafici delle figure !8.10/1 1/12/13 per alvei di sezione trapezia, triangolare, 
parabolica e circolare. 

Il tratto di profilo di rigurgito a tangente orizzontale si presenta nella 
corrente veloce ritardata quando l'alveo è torrentizio, nella corrente lenta 
ritardata quando l'alveo è fluviale. 

Nelle correnti accelerate, qualunque sia la forma e la pendenza del
l'alveo, non possono realizzarsi tratti di profilo a tangente orizzontale. 
Infatti, basta derivare rispetto alla coordinata spaziale s l'espressione 
del carico totale 

per ottenere 

U' H = h + lg 

dh dH U dU 
ds = ds - g ds ' 

da cui deriva che la linea dei carichi piezometrici h, ossia il profilo del 
pelo libero, non può avere tangente orizzontale se s'impone la condi
zione di corrente accelerata. Infatti, essendo necessariamente dH/ds < O, 
quando si pone dU/ds > O risulta sempre dh/ds < O. 

La presenza di un'altezza Y T nella corrente lenta ritardata comporta 
un )ungo tratto del profilo di rigurgito a quota praticamente costante, 
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Fig. 18.8. - Profili di corrente in alveo orizzontale. 

forme tende a diventare infinitamente grande e perciò tutti i profili pos
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18.6. Profili con tangente orizzontale. Profondità caratteristiche. 

I profili di rigurgito in alveo cilindrico, descritti dall'eq. [18.10] 
Q' 

dY . N(Y) . l - gi1 C'Q2R 
ds = 11 D(Y) 

= 11 --
·Q'b 1 - ·-
gQ' 

611 

ammettono tangente orizzontale quando N(Y) = D(Y), il che avviene 
quando Y è abbastanza grande perché entrambe le funzioni tendano ad 1, 
e per quelle profondità Yx che rendono 

b 
i1C2R = ?i . 

Queste profondità sono indicate come profondità caratteristiche o tipi
che dell'alveo per sottolineare il fatto ch'esse dipendono soltanto dall'alveo 
e non dalla portata convogliata (Mouret, 1922). Posto C = k8R1/vg, 
secondo la formula di Gauckler-Strickler, i valori di YT sono forniti dai 
grafici delle figure !8.10/1 1/12/13 per alvei di sezione trapezia, triangolare, 
parabolica e circolare. 
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ritardata quando l'alveo è fluviale. 
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dh dH U dU 
ds = ds - g ds ' 

da cui deriva che la linea dei carichi piezometrici h, ossia il profilo del 
pelo libero, non può avere tangente orizzontale se s'impone la condi
zione di corrente accelerata. Infatti, essendo necessariamente dH/ds < O, 
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La presenza di un'altezza Y T nella corrente lenta ritardata comporta 
un )ungo tratto del profilo di rigurgito a quota praticamente costante, 
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e di conseguenza un considerevole aumento della profondità verso valle, 
così che le successive vicende del pelo libero risultano tecnicamente irri
levanti . ./\nche la presenza di un'altezza caratteristica sulla corrente veloce. 
ritardata implica un considerevole sviluppo del tratto suborizzontale del 
profilo di rigurgito, ma questo fatto influisce solo sulla rapidità dell'acco
stamento alla profondità Yu od Y, più prossima. 

In alcuni casi, come in q-µello di alveo rettangolare, la curva caratteri
stica presenta un minimo assoluto, che conduce ad un valore limite infe
riore iL per le pendenze di fondo compatibili con l'esistenza di profondità 
di transizione YT . Allora, quando i1 < iL, tutti i profili sono privi di altezze 
caratteristiche. Nel caso particolare dell'alveo rettangolare di larghezza b, 
;L assu1ne il valore 

che si presenta per 

8 g iL = 3 k'§ bt 

Y, = Y, = b/6 . 

18.7. L'integrale deftn'cqanazione dei proIDi in alveo cilindrico. 

L'integrale generale dell'equazione dei profili di rigurgito è esprimibile 
in forma semplice quando l'alveo è declive nel senso del moto, rettangolare 
larghissimo e si assume, seguendo Bresse, C = cost. Allora l'equazione 
del profilo si riduce alla forma [18. 1 1 ]  già vista nel paragrafo 18.4 

Posto 

si ha 

La funzione 

dY Y'- Y' 
ds = i, ys_ y'-'s .  

' 

Y = Y/Y, e k = YJYu 

y (y' - k') y ( 1 - k') ds = ;; y' _ I dy = ;; I - I _ y' dy . 

f' dy cf(C) = !=-y' 
o 

[18. 12] 

[18.13] 

è stata tabellata da Eresse. Impiegando tale tabella, riportata nella pagina 
seguente, il calcolo del profilo è immediato con l'equazione 

so - s  = Yo �Y _ Yu (l - k')[<f> (Yo)- <f>  (!'._)] . 
11 lt Yu Yu 

nella quale Y0 indica la profondità data all'ascissa s0 • 

[18. 14] 

Par. 18.7] L'integrale dell'equazione dei profili in alveo cilindrico 

TABELLA 18 .1 .  - Valori della funzione rf> di Bresse. 

( • ( • ( • ( 

o.oo 0,000 0,65 0,703 1.001 2,184 1 ,46 
0,02 0,020 0,66 0,717 1,005 1,649 1.48 
0,04 0,040 0,67 0,731 1 .010 1,419 1,50 
0,06 0,060 0,68 0,746 1,015 1 ,286 1,55 
0,08 o.oso 0,69 0,761 1,02 1,191 1 ,60 

0.10 0,100 0,70 0,776 1 ,03 1,060 1 ,65 
0.12 0,120 0,71 0,791 1,04 0,967 1,70 
0,14 0,140 0,72 0,807 1,05 0,896 1,75 
0,16 0,160 0,73 0,823 1 ,06 0,838 1,80 
0,18 0,180 0,74 0,840 1,07 0,790 1,85 

0,20 0,200 0,75 0,857 1 ,08 0,749 1 ,90 
0,22 0,221 0,76 0,874 1,09 0,713 1,95 
0,24 0,241 0,77 0,892 1,10 0,681 2,0 
0,26 0,261 0,78 0,911 1 , 11  0,652 2.1 
0,28 0,282 Il 0,79 0,930 1,12 0,626 2,2 

0,30 0,302 0,80 0,950 1,13 0,602 2,3 
0,32 0,323 0,81 0,971 1,14 0,581 2,4 
0,34 0,343 0.82 0,993 I 1 , 15  0,561 2,5 
0,36 0,364 0,83 1,016 1,16 0,542 2,6 
0,38 0,385 0.84 1,040 1,17 0,525 2.7 

0,40 0,407 0,85 1 ,065 1 ,18 0,509 2,8 
0,42 0,428 0,86 1,092 1,19 0,494 2,9 
0,44 0,450 0,87 1,120 1,20 0,480 3,0 
0,46 0,472 0,88 1,151 1,22 0,454 3,5 
0,48 0,494 0,89 1,183 1,24 0,431 4,0 

0,50 0,517 0,90 1,218 1 ,26 0,410 4,5 
0,52 0,540 0,91 1,257 1,28 0,391 5,0 
0,54 0,563 0,92 1,300 1,30 0,373 6,0 
0,56 0,587 0,93 1 ,348 1,32 0,357 7,0 
0;58 0,612 0,94 1,403 1,34 0,342 

8,0 
0,60 0,637 0,95 1,467 1,36 0,329 9,0 
0,61 0,650 0,96 1,545 1,38 0,316 10,0 
0,62 0,663 0,97 1 ,644 1 ,40 0,304 20,0 
0,63 0,676 0,975 1,707 1,42 0,293 
0,64 0,690 0,980 1,783 1,44 0,282 

0,985 1 ,880 
0,990 2,017 

I o,995 2,250 
0,999 2,788 

615 

• 

0,273 
0,263 
0,255 
0,235 
0,218 

0,203 
0,189 
0,177 
0,166 
0,156 

0,147 
0,139 
0,132 
0,119 
0,107 

0,098 
0,089 
0,082 
0,076 
0,070 

0,065 
0,060 
0,056 
0,041 
0,031 

0,025 
o.ozo 
0,014 
o,oio 
0,008 
0,006 
0,005 
0,002 
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Questa equazione si utilizza per calcolare la distanza s0 - s (posi
tiva verso monte, come mostra la fig. 18. 14) di una sezione .. __ ·'di profon-
dità Y dalla sezione nota di profondità Y0 • 

-

Fig. 18.14. - Tracciamento di un profilo di corrente. 

In generale, l'equazione dei profili di corrente, che riscriviamo ora 
alle differenze finite 

i, - _,Q' t>.Y= . .  _. gC'D'R 
1 �(i'F---t>.s gt:J' 

[18.15] 

consente, qualunque sia la forma dell'alveo cilindrico, il calcolo nu111e
rico passo-passo. Le grandezze D, R, b e C si valutano tutte in funzione 
della profondità ed il calcolo procede, partendo da un valore noto di Y 
nella direzione prescelta (con As positivo se diretto verso valle). 

18.8. Alvei con pendenza del fondo variabile. 

Un cambiamento graduale della pendenza del fondo lungo l'alveo può 
consentire il passaggio con profilo continuo da corrente veloce a corrente 
lenta e viceversa (Massé, 1938; De Marchi, 1950). 

Per mostrare le differenti possibilità di transizione facciamo riferi-
1nento alla condizione semplice, già più volte richia1nata, di alveo molto 
largo con coefficiente di resistenza costante. 

Indichiamo con Y11 , chiamata profondità normale, la soluzione del
l'equazione i1 -j = O  in una data sezione; ossia la profondità che .. avrebbe 
il moto uniforme nello stesso alveo supposto cilindrico con la pendenza 

Par. 18.81 Alvei con pendenza del fondo variabile 617 

del fondo che vi è nella sezione in esame. Se la linea delle profondità nor
mali lungo l'alveo incontra la linea delle profondità critiche Y = Yc , 
l'equazione del profilo della corrente 

dY i,-j F(s, Y) 
ds = 1- (YJY)3 = D(s, Y) 

ha in quel punto M (Y M = Y, = Y,) una singolarità. 

[18.16] 

Nell'intorno del punto singolare M si può studiare il comportamento 
della corrente in base all'equazione abbreviata (v. ad es. Tricomi, 1953) 

in questo caso è 

_ --- [òD] = O  a - éls M 

_ [òF] [di1] _ e = - = - =p ÒS M ds M 

dY c · s + d·Y 
ds 

= 
a · s + b·Y ; 

b --- - --- -- [òD] 3 
--- ay M --- Y, - [òF] [ 

3Q'' l 3i, d = ay M 
= C'gY' M 

= Y, 

[18.17] 

[18.18] 

[18.19] 

essendo Q' la portata per unità di larghezza dell'alveo ed i, la relativa pen
denza critica, data dalla 

1 
i, = [C')�:Y, 

Se la pendenza del fondo è crescente procedendo verso valle, cioè se 
risulta jJ > O, la singolarità è sempre un colle perché 

e 

(a --- Ji2 + 4bc = 9;,: + 12 iJ > o Yc Yc 

- - 3p ad - be = - Y < o . 
' 

Due profili, indicati con f1 ed f2 nella figura 18.15, passano per il 
punto singolare M, ed il primo è asintotico alla linea F = O. Gli altri pos
sibili profili, indicati con f, non pa&sano per M, sono asintotici ai pro
filì/1 ed}; e terminano con tangente perpendicolare al fondo negli eventuali 
punti d'incontro con la linea della profondità critica D = O. 

Invece, se la pendenza del fondo è decrescente procedendo verso valle, 
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l'equazione i1 -j = O  in una data sezione; ossia la profondità che .. avrebbe 
il moto uniforme nello stesso alveo supposto cilindrico con la pendenza 

Par. 18.81 Alvei con pendenza del fondo variabile 617 

del fondo che vi è nella sezione in esame. Se la linea delle profondità nor
mali lungo l'alveo incontra la linea delle profondità critiche Y = Yc , 
l'equazione del profilo della corrente 

dY i,-j F(s, Y) 
ds = 1- (YJY)3 = D(s, Y) 

ha in quel punto M (Y M = Y, = Y,) una singolarità. 

[18.16] 

Nell'intorno del punto singolare M si può studiare il comportamento 
della corrente in base all'equazione abbreviata (v. ad es. Tricomi, 1953) 

in questo caso è 

_ --- [òD] = O  a - éls M 

_ [òF] [di1] _ e = - = - =p ÒS M ds M 

dY c · s + d·Y 
ds 

= 
a · s + b·Y ; 

b --- - --- -- [òD] 3 
--- ay M --- Y, - [òF] [ 

3Q'' l 3i, d = ay M 
= C'gY' M 

= Y, 

[18.17] 

[18.18] 

[18.19] 

essendo Q' la portata per unità di larghezza dell'alveo ed i, la relativa pen
denza critica, data dalla 

1 
i, = [C')�:Y, 

Se la pendenza del fondo è crescente procedendo verso valle, cioè se 
risulta jJ > O, la singolarità è sempre un colle perché 

e 

(a --- Ji2 + 4bc = 9;,: + 12 iJ > o Yc Yc 

- - 3p ad - be = - Y < o . 
' 

Due profili, indicati con f1 ed f2 nella figura 18.15, passano per il 
punto singolare M, ed il primo è asintotico alla linea F = O. Gli altri pos
sibili profili, indicati con f, non pa&sano per M, sono asintotici ai pro
filì/1 ed}; e terminano con tangente perpendicolare al fondo negli eventuali 
punti d'incontro con la linea della profondità critica D = O. 

Invece, se la pendenza del fondo è decrescente procedendo verso valle, 
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Fig, 18.15. - Profili di corrente in alveo molto largo con pendenza del fondo crescente. 

cioè se p è <0, la singolarità può assumere due forme diverse secondo che 
la variazione IJil = ldi1/dsl è maggiore o minore di (3/4) i:JY, . 

e 

Nel caso IJil < (3/4) i:/Y, il punto singolare M è un nodo perché 
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Fig. 18.16. - Profili di corrente in alveo molto largo con pendenza del fondo decrescente. Caso in 
cui la variazione della pendenza, in valore assoluto, è minore di (3/4)i�/Ya . 

Par. 18.9] Cori.dizioni ai limiti 619 

Come mostra la figura 18.16 i possibili profili passano tutti per M 
con la medesima pèndenza. Con f1 sono indicati i profili asintotici alla 
linea F = O, con f altri profili possibili. 

Nel caso IJil > (3/4)i;JY, il · punto singolare M è un fuoco perché 

(a - J)2 + 4bc = l (3;; + 4Ji) < o Yc Yc 

e 

a + J= �' * o ·  ' 
I profili raggiungono tutti spiralmente il punto M, come si vede nella 

figura 18.17, sempre intersecando con pendenza infinita la linea Y = Y0 • 
Con /1 sono indicati i profili asintotici alla linea F = O, con f altri pro
fili possibili. 
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Fig. 18.17. - Profili di corrente in alveo molto largo con pendenza del fondo decrescente. Caso in 
cui la variazione della pendenza, in valore assoluto, è maggiore di (3/4)iUY0 •  

18.9. Condizioni ai limiti. 

La portata immessa a monte in un canale vi può defluire con diffe
renti profili di rigurgito e con differenti caratteri della corrente. Sono le 
quote di pelo libero imposte alle estremità del canale quelle che deter
minano la forma della corrente in transito. 

Più precisamente si osserva che quote di pelo libero inferiori all'al
tezza critica Yc corrispondente alla portata data, imposte nella sezione 
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Come mostra la figura 18.16 i possibili profili passano tutti per M 
con la medesima pèndenza. Con f1 sono indicati i profili asintotici alla 
linea F = O, con f altri profili possibili. 

Nel caso IJil > (3/4)i;JY, il · punto singolare M è un fuoco perché 

(a - J)2 + 4bc = l (3;; + 4Ji) < o Yc Yc 

e 

a + J= �' * o ·  ' 
I profili raggiungono tutti spiralmente il punto M, come si vede nella 

figura 18.17, sempre intersecando con pendenza infinita la linea Y = Y0 • 
Con /1 sono indicati i profili asintotici alla linea F = O, con f altri pro
fili possibili. 
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Fig. 18.17. - Profili di corrente in alveo molto largo con pendenza del fondo decrescente. Caso in 
cui la variazione della pendenza, in valore assoluto, è maggiore di (3/4)iUY0 •  

18.9. Condizioni ai limiti. 

La portata immessa a monte in un canale vi può defluire con diffe
renti profili di rigurgito e con differenti caratteri della corrente. Sono le 
quote di pelo libero imposte alle estremità del canale quelle che deter
minano la forma della corrente in transito. 

Più precisamente si osserva che quote di pelo libero inferiori all'al
tezza critica Yc corrispondente alla portata data, imposte nella sezione 
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iniziale del canale, :fissano il  profilo della corrente veloce, mentre quote 
maggiori di Yc , assegnate nella sezione terminale, individuano la forma 
della corrente lenta. Così le correnti veloci risultano determinate da 

· lJlOnte e quelle lente da valle. ' I fatti ora esposti sono conseguenza dei fenomeni di moto vario nel 
tempo che precede l'instaurarsi del moto permanente, e verranno . perciò 
analizzati in dettaglio nel capitolo successivo. 

18.10. II risalto idraulico. 

I profili delle correnti veloci in alveo tranquillo sono limitati verso 
valle dal raggiungimento della profondità critica, ed i profili delle cor
renti lente in alveo torrentizio sono ]imitati dalla stessa condizione verso 
monte. Un solo tipo di corrente può pertanto non essere in grado di per
correre tutto un canale. In uno stesso alveo cilindrico, una corrente veloce 
ed una corrente lenta possono però susseguirsi: il loro raccordo si veri
fica allora attraverso un fenomeno di tipo ondoso stazionario con o senza 
frangimento, detto risalto idraulico. Indicando con Y mi la profondità media 
nella sezione iniziale del risalto, profondità data dal rapporto fra l'area 
della sezione e. la larghezza del pelo libero, le diverse forme con cui può 
realizzarsi il risalto sono individuabili in base ai valori del numero di 
Froude Fr1 = U1/VgY mi della corrente a monte. Si riportano qui di seguito 
informazioni sulle varie forme di risalto e sui valori di transizione. 

a) Risalto ondulato 
Il pelo libero ha la forma di una ·successione di ondulazioni stazio

narie e smorzate intorno al livello di valle, come illustra la figura 1 8 .18. 

Fig. 18.18. - Risalto ondulato. 

Questo tipo di risalto si presenta quando la corrente è prossima allo stato 
critico sia nel tronco veloce a monte del risalto, sia in quello lento a valle. 
Come li1nite indicativo per la formazione del risalto ondulato senza apprez
zabili frangimenti, in alveo cilindrico di forma qualunque, si può · assu-

Par. 18.10] Il risalto idraulico 621 

mere il campo 
l < Fr1 < 2 .  

In alveo rettangolare il profilo della corrente del ramo ascendente, fino 
al colmo della prima onda, risulta molto vicino a quello dell'onda soli
taria; per lo studio di questo fenomeno di moto vario, che è stato oggetto 
di numerose indagini teoriche e sperimentali, si rimanda ai paragrafi 19.13 
e 19.15 del capitolo successivo. Sulla base di quei risultati si può precisare 
il limite superiore 

Fr, < 1 ,28 

per la formazione del risalto ondulato in alveo rettangolare. Cosi pure 
si può valutare, con buona approssimazione, la profondità al colmo della 
prima onda assumendo 

Ymax � Fr1' - y _ Uf 
. - g [18.20] 

nella quale Y1 ed U1 sono evidentemente la profondità e la velocità a 
monte del risalto. 

b) Risalto ondulato con frangimento 
Quando il numero di Froude assume valori compresi nell'intervallo 

2 < Fr1 < 3 

le ondulazioni del pelo libero tendono a frangere sulle creste e si riducono 
di numero come indica la figura 18.19. Si tratta di un fenomeno di tran
sizione fra il risalto ondulato ed il risalto diretto, nel quale tutte le onde 
successive àlla prima scompaiono. 

Fig. 18.19. - Risalto ondulato con frangimento. 

e) Risalto diretto o salto di Bidone 
Il risalto diretto raccorda bruscamente, attraverso un'unica onda, i 

profili tra loro discontinui di una corrente veloce a monte e di una cor
rente lenta a valle. Il fenomeno è stato oggetto di un'indagine sperimen-
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iniziale del canale, :fissano il  profilo della corrente veloce, mentre quote 
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· lJlOnte e quelle lente da valle. ' I fatti ora esposti sono conseguenza dei fenomeni di moto vario nel 
tempo che precede l'instaurarsi del moto permanente, e verranno . perciò 
analizzati in dettaglio nel capitolo successivo. 

18.10. II risalto idraulico. 

I profili delle correnti veloci in alveo tranquillo sono limitati verso 
valle dal raggiungimento della profondità critica, ed i profili delle cor
renti lente in alveo torrentizio sono ]imitati dalla stessa condizione verso 
monte. Un solo tipo di corrente può pertanto non essere in grado di per
correre tutto un canale. In uno stesso alveo cilindrico, una corrente veloce 
ed una corrente lenta possono però susseguirsi: il loro raccordo si veri
fica allora attraverso un fenomeno di tipo ondoso stazionario con o senza 
frangimento, detto risalto idraulico. Indicando con Y mi la profondità media 
nella sezione iniziale del risalto, profondità data dal rapporto fra l'area 
della sezione e. la larghezza del pelo libero, le diverse forme con cui può 
realizzarsi il risalto sono individuabili in base ai valori del numero di 
Froude Fr1 = U1/VgY mi della corrente a monte. Si riportano qui di seguito 
informazioni sulle varie forme di risalto e sui valori di transizione. 

a) Risalto ondulato 
Il pelo libero ha la forma di una ·successione di ondulazioni stazio

narie e smorzate intorno al livello di valle, come illustra la figura 1 8 .18. 

Fig. 18.18. - Risalto ondulato. 

Questo tipo di risalto si presenta quando la corrente è prossima allo stato 
critico sia nel tronco veloce a monte del risalto, sia in quello lento a valle. 
Come li1nite indicativo per la formazione del risalto ondulato senza apprez
zabili frangimenti, in alveo cilindrico di forma qualunque, si può · assu-

Par. 18.10] Il risalto idraulico 621 

mere il campo 
l < Fr1 < 2 .  

In alveo rettangolare il profilo della corrente del ramo ascendente, fino 
al colmo della prima onda, risulta molto vicino a quello dell'onda soli
taria; per lo studio di questo fenomeno di moto vario, che è stato oggetto 
di numerose indagini teoriche e sperimentali, si rimanda ai paragrafi 19.13 
e 19.15 del capitolo successivo. Sulla base di quei risultati si può precisare 
il limite superiore 

Fr, < 1 ,28 

per la formazione del risalto ondulato in alveo rettangolare. Cosi pure 
si può valutare, con buona approssimazione, la profondità al colmo della 
prima onda assumendo 

Ymax � Fr1' - y _ Uf 
. - g [18.20] 

nella quale Y1 ed U1 sono evidentemente la profondità e la velocità a 
monte del risalto. 

b) Risalto ondulato con frangimento 
Quando il numero di Froude assume valori compresi nell'intervallo 

2 < Fr1 < 3 

le ondulazioni del pelo libero tendono a frangere sulle creste e si riducono 
di numero come indica la figura 18.19. Si tratta di un fenomeno di tran
sizione fra il risalto ondulato ed il risalto diretto, nel quale tutte le onde 
successive àlla prima scompaiono. 

Fig. 18.19. - Risalto ondulato con frangimento. 

e) Risalto diretto o salto di Bidone 
Il risalto diretto raccorda bruscamente, attraverso un'unica onda, i 

profili tra loro discontinui di una corrente veloce a monte e di una cor
rente lenta a valle. Il fenomeno è stato oggetto di un'indagine sperimen-



622 Moto permanente delle correnti a pelo libero [Cap. 18 

tale per la prima volta da parte di Bidone nel 1820, e per questo prende 
anche il nome di salto di Bidone. Esso si presenta quando Fr� è P 3, os
sia per 

Fr1 -;, 1 ,70 (oppure Fr, ,,;0,6 a valle del risalto) [18.21] 

ed ha l'aspetto di un'onda stazionaria con fronte in frangimento, come 
mostra la  figura 18 .20. La corrente veloce si espande verso valle al di sotto 
del grande vortice nel quale il movimento superficiale avviene nel yerso 
opposto a quello di trasporto. Bolle d'aria sono continua1nente trascinate 
dal fronte frangente aU'interno del vortice e si liberano via via più a valle, 
finché la distribuzione della pressione torna ad essere idrostatica. 

--....;. - -- - -
E, . ·E2 r ---------- �r:·�i!� ____ L_, ____ _ : 

i ' ' i ' ' ' 
: 

Fig. 18.20. - Risalto diretto (salto dì Bidone). 

' ' : 
2 

Per lo studio di questo fenomeno si applica l'equazione globale della 
quantità di moto al volume di controllo occupato dal tronco di corrente 
compreso tra la sezione 1 immediatamente armante del salto e la sezione 2 
di valle (fig. 18.21). Tenuto conto della pe;manenza del moto, la proie-
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Fig, 18.21. - Schema per lo studio del risalto diretto in canale cilindrico. 

Par. !8.11] La funzione quantità di moto totale 623 

zione dell'equazione predetta nella direziorie del fondo risulta 

ll, -ll2 - R  + Pi, = .P2 - .P1 [18.22] 

dove .@1 ed !22 sono le portate di quantità di moto che attraversano le 
sezioni 1 e 2, II1 e JI2 sono le forze dovute alle pressioni normali agenti 
sulle sezioni tJ1 e tJ2, R è il risultante delle resistenze dovute al fondo e alle 
pareti, Pi1 la componente nella direzione del fondo, di pendenza i1, del 
peso P del fluido contenuto nel volume di controllo. 

Le forze R e Pi1 hanno valori molto piccoli rispetto alla Jl1-Il2 e si 
possono trascurare entrambe, tanto più che nei canali declivi esse hanno 
anche versi opposti. L'eq. [18.22] si riduce quindi alla 

_n, + .P, = ll, + &2 

che esprime la relazione fra le profondità nelle sezioni I e 2. 

18 .11 .  La funzione quantità di moto totale. 

La funzione 
S = ll + .P 

[18.23] 

[18.24] 

è nota come quantità di moto totale (cfr. Nebbia, 1936-37) o come spinta 
totale, perché è la somma della spinta Il dovuta alle pressioni normali 
che agiscono sulla sezione considerata e della portata !l, di quantità di 
moto che attraversa la stessa sezione. 

Se la distribuzione delle pressioni è idrostatica e se le velocità sono 
parallele fra loro ed hanno valori quasi uniformi si ha 

S = yl:;GtJ + eQU [18.25] 

dove l:;G è l'affondamento del baricentro della sezione Q rispetto al pelo 
libero (v. fig. 18 .21). 

L'andamento della funzione S = S(Y), a parità di portata, è rappre
sentato nella figura 18.22 per una sezione rettangolare. La rappresenta
zione è in termini adimensionali con riferimento al valore Se della spinta 
totale corrispondente alla profondità critica Y, per la portata data. Tale 
valore è il minimo, rispetto ad Y, della funzione:S(Y). Per dimostrarlo, 
eseguiamo la derivata 

as a Q' atJ 
aY = Y aY (l:;aD) - e Q2 ay ; 
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tale per la prima volta da parte di Bidone nel 1820, e per questo prende 
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quantità di moto al volume di controllo occupato dal tronco di corrente 
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Fig, 18.21. - Schema per lo studio del risalto diretto in canale cilindrico. 
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dove .@1 ed !22 sono le portate di quantità di moto che attraversano le 
sezioni 1 e 2, II1 e JI2 sono le forze dovute alle pressioni normali agenti 
sulle sezioni tJ1 e tJ2, R è il risultante delle resistenze dovute al fondo e alle 
pareti, Pi1 la componente nella direzione del fondo, di pendenza i1, del 
peso P del fluido contenuto nel volume di controllo. 
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_n, + .P, = ll, + &2 
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18 .11 .  La funzione quantità di moto totale. 

La funzione 
S = ll + .P 

[18.23] 

[18.24] 
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che agiscono sulla sezione considerata e della portata !l, di quantità di 
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S = yl:;GtJ + eQU [18.25] 
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L'andamento della funzione S = S(Y), a parità di portata, è rappre
sentato nella figura 18.22 per una sezione rettangolare. La rappresenta
zione è in termini adimensionali con riferimento al valore Se della spinta 
totale corrispondente alla profondità critica Y, per la portata data. Tale 
valore è il minimo, rispetto ad Y, della funzione:S(Y). Per dimostrarlo, 
eseguiamo la derivata 

as a Q' atJ 
aY = Y aY (l:;aD) - e Q2 ay ; 
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Fig. 18.22. - Grafico del carico specifico E e della quantità di  moto totale S in funzione della pro
fondità in alveo rettangolare. 

la grandezza i,' 0D è il momento statico dell'area della sezione liquida 
rispetto al pelo libero ed è immediato verificare che ad un incremento dY 
del livello di quest'ultimo corrisponde un aumento del momento statico 
pari a Q dY, a meno di infinitesimi di ordine superiore. 

a 
ÒY (i,'GQ) � Q 

Quindi 

ed essendo inoltre 8D/8Y = b, come si è visto nel paragrafo 17.2, segue 
as Q'b 
ay = rD - e w · 

Par. 18.12] Localizzazione del risalto diretto 625 

La condizione necessaria per l'esistenza di un estremante, 8S/8Y = O, 
diventa perciò 

Q3 Q' 
b � g  

equazione coincidente con quella che definisce la profondità critica Y-0 
per la portata Q. 

Imponendo la condizione di conservazione della quantità di moto 
totale attraverso il salto di Bidone, note la portata e la profondità Y1 a 
monte o quella Y, a valle del salto, si deduce subito l'altra profondità. 
Allo scopo si può impiegare il diagramma della figura 18 .22, se l'alveo è 
rettangolare. Nello stesso diagramma è rappresentata pure la funzione 
carico specifico E in termini adimensionali rispetto al valore Ec corri
spondente alla predetta profondità critica. 

Alle profondità coniugate Y1 ed Y2 competono due diversi valori del
l'energia specifica: la differenza E1 -E2 rappresenta la perdita di carico 
specifico dovuta al salto di Bidone, perdita che, in accordo con l'ipotesi 
assunta in quésto studio di trascurare l'effetto della pendenza del fondo, 
coincide con la perdita di carico totale H1 - H2 fra le sezioni iniziale e 
finale del salto. Si può verificare che è sempre E1 > E, corrispondente
mente a Y1 < Y2; dato che l'energia meccanica totale di una corrente per
manente, in assenza di app,orti esterni, diminuisce sempre nel verso del 
moto, si comprende come if"salto possa realizzarsi solo da Y1 ad Y2, cioè 
fra una corrente veloce a monte ed una lenta a valle. 

18.12. Localizzazione del risalto diretto. 

Quando in un alveo cilindrico sono noti, per una data portata, i due 
profili di corrente veloce e di corrente lenta possibili con le condizioni 
al contorno assegnate, si determinano i rispettivi tratti effettivamente 
realizzabili localizzando la posizione del risalto che raccorda il tronco di 
corrente veloce a monte con l'altro a valle. 

Per questo si può tracciare la linea delle profondità coniugate ad uno 
dei due profili prima calcolati: l'intersezione con l'altro profilo individua 
la posizione del risalto. Naturalmente l'impiego di un diagramma del tipo 
di quello della figura 18.22 rende immediata la costruzione grafica della 
curva delle profondità coniugate e fornisce la perdita di carico specifico 
corrispondente al risalto individuato. 
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18.13. :;; cl<alto in alveo rettangolare. 

[Cap. 18  

La quantità di moto totale S, espressa dalla [18.25], in alveo rettan
golare assume la forma 

s Y2 Q' 
yb = 

2 + gYb' [18.26] 

essendo al solito b la larghezza della sezione. In corrispondenza della 
profondità critica Y, = (Q2/gb')' si ha 

per cui 

se y2 

-

-

' + 3 
yb -2 YJ = -Y' 2 ' 

_.s:. = .!.(
Y
)
' -1-.?_

(
Y'
) S, 3 Y, 3 Y . [18.27] 

Questa equazione è stata rappresentata graficamente nella figura 18.22 
insieme alla funzione 

essendo 

E = .?_( Y) 
-I- .!.

(
Y,
)
' 

E, 3 Y, 3 Y  

Q' Y, 3 E, = Y, -1- 2 Y2b2 = Y, -l--z = -zY, . g ' 

[18.28] 

Uguagliando la quantità di moto totale S nelle sezioni I e 2, rispetti
vamente a monte e a valle del salto di Bidone, si ottiene 

Yf Q' Yi Q2 
2 + gY, b' = 2 

+ gY2 b2 ' 

daUa quale deriva, con facili semplificazioni, 

che ammette la soluzione 

Y, Y,(Y, + Y,) = 2._q' gb' 

Y, I 
y1 = -z (- 1 -I- VI -f- 8 Fri) 

[ 18.29] 

[18.30] 

Par. 18.13] Il risalto in alveo rettangolare 

avendo introdotto il numero di Froude 

Fr, = u,JvfiY, . 

Poiché l'eq. [18.29] è simmetrica, vale anche il risultato 

Y, _ .!. c- 1 + vr+ sPr�J Y, - 2 

627 

[ 18 .31]  

che fornisce la profondità a monte del risalto in funzione delle caratte
ristiche di valle. 

La perdita di carico specifico nel salto si ricava dalla 

_ Q' 
( 

Q' 
)

- Q' 
(
Yl-Yl

)
· E, -E, - Y, -1- 2gYfb2 - Y, -I- 2gYlb' - Y, -Y, -I- 2gb' . Y,Y; .. ' 

sostituendo Q'/gb2 per mezzo della [18.29], con qualche trasformazione, 
si ottiene 

E, -E, = (�-=!:'>}' 4Y1Y2 . 
[18.32] 

equazione che conferma la necessità del salto all'in su nel senso del inoto 
affinché sia E1 -E2 > O, e mette in evidenza la rapida crescita delle per
dite con l'ampiezza (Y2 -Y,) del risalto. 

La lunghezza del risalto è un elemento che non si può valutare con 
precisione perché, 1nentre è abbastanza ben individuabile sperimentalmente 
la sezione iniziale, altrettanto non può dirsi per .. .la sezione terminale del 
risalto stesso. D'altra parte, dal punto di vista tecnico, è importante poter 
prevedere Ja lunghezza del tratto d'alveo interessato dal fenomeno. Assu
mendo il tennine del risalto in corrispondenza dell'inizio a valle del profilo 
spianato, senza ondulazioni, l'U.S. Bureau of Reclamation (1955) ha pro
posto alcuni valori sperimentalì di lunghezza del risalto. I rapporti fra 
tale lunghezza L e  la profondità di valle Y2 o l'ampiezza del salto (Y2 - Y1) 
sono riportati nel quadro seguente, in funzione del numero di Froude Fr1 • 

p,, L/Y� L/(Y� - l') 

2 4,4 7,6 
3 5,3 7,2 
5 6,0 7,0 

lO  6,1 6,6 
15 5,9 6,2 
20 5,5 5,7 
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In  conclusione la lunghezza del risalto si può ritenere variabile da 
7(Y2 - Yi) a 6(Y2 - Y1) per valori di Fr1 varianti da 3 a 15 ;  oppure si può 
dire che L ha valori intorno a ,.....,, 6Y2 per Fr1 compreso fra 5 e 15. 

18. 14. Il risalto in canali divergenti o convergenti. 

Il fenomeno del risalto, che pure può realizzarsi in canali di larghezza 
gradualmente variabile, non è suscettibile in tal caso di un'indagine esau
riente dal punto di vista teorico. Infatti, l'applicazione del teorema della 
quantità di moto richiederebbe la valutazione della componente della 
spinta esercitata dalle sponde nella direzione dell'asse del canale e quindi 
la preventiva conoscenza della lunghezza del risalto. r--���-

E, 

--�-

'----------x..---------1 
+------X, - I I 

V __----··1r------ o -- -

X 

Fig. 18.23. - Risalto idraulico in canale divergente. 

Nel caso di canali a fondo orizzontale, con sponde piane verticali 
divergenti (fig. 18.23) o convergenti (fig. 18.24) che formino fra loro 
l'angolo 20, uno studio condotto da Rubatta (1963-64) consente di valu
tare le ascisse di monte e di valle del risalto, note le quali il calcolo delle 
altezze d'acqua e delle velocità medie si sVolge con i procedimenti consueti. 

Par. 18.14] Il risalto in canali divergenti o convergenti ---1·-t---
' -------

E, I I 
- --

i------f----x,--------1 
------x,-------4 

X 

- ------ ------

�--- --- �f:�::-:v 
-- -- - --

-----
Fig. J8.24. - Risalto idraulico in canale convergente. 

Introdotto il parametro 
Q f, � --------' 20 E;-vl2.gE,_ , 

629 

l'indagine sperimentale mostra che le ascisse x1 di monte e x2 di valle 
del risalto, misurate a partire dal vertice di convergenza delle sponde, 
sono calcolabili con le equazioni 

0,335 ---( E, ) X1 = E1 fr f1 f�,318 E1 
0,335 --2-( E ) X2 = E2 fr f2 f�,318 E1 

nel caso di canale divergente, e con le equazioni 

0,335 --2-( E ) X1 = E1 fr f2 f�,318 E1 
0,33/) -----( E, ) X2 = E2 fr f1 f�·31s E1 

[18.33] 

[18.34] 
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nel caso di canale convergente. I valori delle funzioni 
graficamente nel diagramma della figura 18.25. 

f1 ed f, sono dati 

:�R=+l=+=a-=t=Lt-rLm 
30 

--'l-."-..-1---+-+-+=+�:+i+P+ 

3 - ··---- ·-

2 1---··' 

"·+--+-+---+-·t+-H-
/, 

'--l--l--1---N· 
f--+----l--·C-l --f-l-++-+--1---tì'\r 

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 l,O 

Ei/f�·auE, 

Fig. 18.25. - Le funzioni !1 ed !2 per la 
localizzazione del risalto in canali diver

genti e convergenti. 

Inoltre, in entra1nbi i casi, sussiste la relazione speriinentale 

X2 - X  E ---! = 8  2 
Y, --- Y1 E, + 3,6 

fra la lunghezza e l'ampiezza del risalto. 
Occorre infine notare che, mentre il risalto è stabile in canale diver

gente, esso è instabile in quello convergente. 

18.15. Variazioni di sezione dell'alveo. 

Le correnti a pelo libero possono presentare bruschi allargamenti di 
sezione, oltre che in corrispondenza di un risalto diretto, anche per varia
zioni rapide dell'alveo dovute ad abbassamenti del fondo o ad allarga
menti laterali. 

Per ottenere una relazione tra le caratteristiche deUa corrente a 1nonte 
e quelle a valle del raccordo si può applicare l'equazione della quantità 

Par. 18.151 Variazioni di sezione dell'alveo 631 

di moto proiettata nella direzione dell'asse del canale analogamente a 
quanto si è fatto per lo studio del risalto in alveo cilindrico. In questo 
caso però occorre tener presente che nel ·computo delle forze esterne inter
viene anche la componente della spinta dovuta alle pressioni normali 
esercitate da quella parte dell'alveo che non è parallela all'asse. 

Allargamenti o restringimenti più o meno graduali di sezione, soglie 
di fondo, ostruzioni od ostacoli in alveo hanno effetti notevolmente diversi 
sulle correnti a pelo libero se il moto lungo il tronco considerato avviene 
in condizioni di corrente lenta, in quelle di corrente veloce, oppure con 
transizione attraverso lo stato critico. 

Se la corrente si mantiene ovunque lenta, od ovunque veloce, il carico 
totale, passando da una sezione a monte ad una sezione a valle della sin
golarità, dove si indica con U2 la velocità media, subisce una diminuzione 
che, come perdita localizzata di carico effettivo, si può esprimere nella 
forma 

l>H = /; U! 
2g ' [18.35] 

Se la corrente è ovunque accelerata, si attribuiscono al coefficiente ; 
di perdita valori di norma compresi fra 0,05 e 0,15 in relazione· con la 
forma della singolarità. 

Nel caso di corrente ritardata è più difficile valutare a priori il coef
ficiente � perché il suo campo di variazione risulta abbastanza ampio. 
Quando le informazioni disponibili Io consentono, conviene utilizzare 
l'equazione della quantità di moto, come per il brusco allargamento di 
sezione, per correlare direttamente le caratteristiche a monte con quelle 
a valle della singolarità. 

A titolo di esempio di valutazione delle perdite localizzate si può con
siderare il caso del moto attraverso una griglia. 

Secondo Kirschmer (1926) il coefficiente di perdita vale in questo caso 

/; = k1(S/d)% sen O [18.36] 

con S spessore delle sbarre, di lunghezza Z in sezione, 
d distanza netta fra le sbarre, 
O inclinazione della griglia su un piano orizzontale, 
k1 coefficiente di forma, con i seguenti valori : 

fronti anteriore e posteriore squadrate L/S = 5 
fronte ant. semicircolare, post. squadrata LJS = 5 
fronti ant. e post. semicircolari Ljs = 5 
barre circolari 
barre pro.filate posteriormente 

k, = 2,42 
k, = 1,83 
k, = 1,67 
k, = 1,79 
k, = 0,76 
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nel caso di canale convergente. I valori delle funzioni 
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Fig. 18.25. - Le funzioni !1 ed !2 per la 
localizzazione del risalto in canali diver

genti e convergenti. 
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Y, --- Y1 E, + 3,6 

fra la lunghezza e l'ampiezza del risalto. 
Occorre infine notare che, mentre il risalto è stabile in canale diver

gente, esso è instabile in quello convergente. 

18.15. Variazioni di sezione dell'alveo. 

Le correnti a pelo libero possono presentare bruschi allargamenti di 
sezione, oltre che in corrispondenza di un risalto diretto, anche per varia
zioni rapide dell'alveo dovute ad abbassamenti del fondo o ad allarga
menti laterali. 

Per ottenere una relazione tra le caratteristiche deUa corrente a 1nonte 
e quelle a valle del raccordo si può applicare l'equazione della quantità 

Par. 18.151 Variazioni di sezione dell'alveo 631 

di moto proiettata nella direzione dell'asse del canale analogamente a 
quanto si è fatto per lo studio del risalto in alveo cilindrico. In questo 
caso però occorre tener presente che nel ·computo delle forze esterne inter
viene anche la componente della spinta dovuta alle pressioni normali 
esercitate da quella parte dell'alveo che non è parallela all'asse. 

Allargamenti o restringimenti più o meno graduali di sezione, soglie 
di fondo, ostruzioni od ostacoli in alveo hanno effetti notevolmente diversi 
sulle correnti a pelo libero se il moto lungo il tronco considerato avviene 
in condizioni di corrente lenta, in quelle di corrente veloce, oppure con 
transizione attraverso lo stato critico. 

Se la corrente si mantiene ovunque lenta, od ovunque veloce, il carico 
totale, passando da una sezione a monte ad una sezione a valle della sin
golarità, dove si indica con U2 la velocità media, subisce una diminuzione 
che, come perdita localizzata di carico effettivo, si può esprimere nella 
forma 

l>H = /; U! 
2g ' [18.35] 

Se la corrente è ovunque accelerata, si attribuiscono al coefficiente ; 
di perdita valori di norma compresi fra 0,05 e 0,15 in relazione· con la 
forma della singolarità. 

Nel caso di corrente ritardata è più difficile valutare a priori il coef
ficiente � perché il suo campo di variazione risulta abbastanza ampio. 
Quando le informazioni disponibili Io consentono, conviene utilizzare 
l'equazione della quantità di moto, come per il brusco allargamento di 
sezione, per correlare direttamente le caratteristiche a monte con quelle 
a valle della singolarità. 

A titolo di esempio di valutazione delle perdite localizzate si può con
siderare il caso del moto attraverso una griglia. 

Secondo Kirschmer (1926) il coefficiente di perdita vale in questo caso 

/; = k1(S/d)% sen O [18.36] 

con S spessore delle sbarre, di lunghezza Z in sezione, 
d distanza netta fra le sbarre, 
O inclinazione della griglia su un piano orizzontale, 
k1 coefficiente di forma, con i seguenti valori : 

fronti anteriore e posteriore squadrate L/S = 5 
fronte ant. semicircolare, post. squadrata LJS = 5 
fronti ant. e post. semicircolari Ljs = 5 
barre circolari 
barre pro.filate posteriormente 

k, = 2,42 
k, = 1,83 
k, = 1,67 
k, = 1,79 
k, = 0,76 



_ , [  __ , L 

632 Moto permanente deUe correnti a pelo libero [Cap. 18  

Altro esempio tecnicamente interessante è costituito dal passaggio di 
una corrente attraverso le pile di un ponte. 

Il rapido restringimento dell'alveo, prodotto dalle pile di un ponte o 
da altre ostruzioni, può avere sulla corrente un effetto tale da alterarne 
lo stato portandola ad assumere la profondità critica, oppure può limi
tarsi a provocare un rigurgito, a monte se la corrente è lenta, a valle se è 
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Fig. 18.26. - Deflusso attraverso un'ostruzione: a linea intera il profilo nel caso di corrente ovunque lenta, a tratteggio il profilo nel caso di attraversamento della profondità critica . 

veloce, conservandole ovunque il carattere or1g1nario. Le due situazioni 
sono rappresentate nella figura 1 8.26. In alveo rettangolare, largo b0, 
dette Y0 ed U0 rispettivamente la profondità e la velocità della corrente 
indisturbata e b la larghezza del restringimento, la condizione perché, 
in assenza di perdite, non si verifichi l'attraversamento della profondità 
critica 

V' Q' Yu = gb2 
è che il carico specifico della_ corrente indisturbata sia maggiore od uguale 
al carico critico per la portata data 

ossia che risulti 

3 3 Q2 V,_ 
Ec = 2Yc = 2 gb2 ' 

Y, + �: > �� · [18.37] 
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Se la corrente indisturbata è lenta, il primo membro riproduce il carico 
a valle del restringimento, in una sezione come la 3 della figura 18.26. 
Poiché perdite, dell'ordine di qualche unità per cento del carico specifico, 
sono temibili fra la sezione di minima area e la sezione 3 se la corrente 
si mantiene sempre lenta, la condizione limite non si verifica rigorosamente 
nel caso di uguaglianza dei due membri della [18.37], ma quando il primo 
diventa inferiore al secondo di qualche unità per cento, in misura variabile 
secondo l'entità della strozzatura. 

Indicando con 

Fr0 = �  vgy; 
il numero di Froude della corrente indisturbata, la [18.37] diventa 

Fr� 3 FrZ I +  2 - 2  (b/b,)!>0 .  [18.38] 

Nel caso di uguaglianza, ad ogni valore di b/b0 corrispondono due 
soluzioni positive per i numeri di Froude Fr0 ,  che si indicano come numeri 
limite FL: rispettivamente F� < I  ed F;, > 1 .  La corrente si mantiene ovun
que lenta nel passaggio attraverso il restringimento se risulta Fr0.;;;,F;,, ed 
analogamente ovunque veloce se Fr0 è > F;,. 
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Fig. 18.27. - Grafico per individuare l'eventuale attraversamento della profondità critica in cor
rispondenza di un restringimento del canale. 

Nel diagramma della figura 18.27 è rappresentato con linea continua 
l'andamento delle soluzioni FL in funzione del rapporto di restringimento 
blbo e con linea tratteggiata un andamento indicativo delle curve limite 
tenendo conto delle perdite. Il campo sottostante queste curve rappresenta 
quello del moto con transizione attraverso la profondità critica. 
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A destra delle curve limite è il campo del moto supercritico, cioè del 
moto in condizioni di corrente sempre veloce. Un'indagine sperimentale 
sull'effetto del restringimento in tali condizioni è stata effettuata da Bec
chi e al. (1973) nel campo 1 < Fr0 <2: i risultati hanno confermato la 
curva inferiore, a linea intera, per il passaggio da moto supercritico a moto 
con transizione al diminuire del numero di Froude, e la curva limite supe
riore, a tratteggio, per il passaggio inverso al crescere di Fr0• 

Quando il punto di coordinate assegnate (Fr0, b/b0) cade nella regione 
a sinistra della curva F�, il moto si mantiene sempre lento ed il rigurgito 
L\Y, cioè la sopraelevazione del pelo libero a monte del restringimento 
rispetto alla profondità Y0 della corrente indisturbata, si può calcolare 
con la seguente formula empirica di Yarnell (1934) 

L\.Y { b ( b )'} 
Yo = k2(k2 -0,6 + 5 Fr!) 1 -bo + 1 5  1 -bo Fr! [18.39] 

dove k, è un fattore di forma delle pile che ha i valori indicati nella 
figura 18 .28. 

forma coefficiente 
delle pile k, 

� J,25' 
� J,OS 
@ @ 1,05 
� 0,95 
�m ,,,, Fig. 18.28. - Coefficienti di forma delle pile dei ponti per il cal

colo dcl rigurgito su corrente che si conserva lenta. 

18.16. Transizione attraverso lo stato critico. Sezioni di controllo� 

L'attraversamento della profondità critica, a partire da condizioni di cor
rente lenta a monte, si può verificare se l'alveo presenta una variazione della 
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pendenza del fondo, come si è visto al paragrafo 18.8, oppure se presenta 
una variazione di sezione, per restringimento o allargamento laterale, per 
un rialzo del fondo o per un abbassamento rapido dello stesso. 

La sezione dove si verifica l'attraversamento dello stato critico viene 
chiamata sezione di controllo perché rende le caratteristiche della corrente 
a monte indipendenti dalla situazione di valle. Tale assetto del moto 
richiede che il deflusso nella sezione di controllo non venga sommerso 
dal rigurgito dell'eventuale corrente lenta di valle; e quindi richiede, per 
ogni portata, che il carico effettivo corrispondente alla profondità critica 
nella sezione di controllo sia maggiore del carico effettivo nella sezione 
della corrente indisturbata a valle, ed in misura tale da sopportare le 
perdite fra le due sezioni. 

1· �1 1 1c-1 
Fig. 18.29. - Canale Venturi. 

Nella figura 18.29 è rappresentata una strozzatura in un canale rettan
golare dovuta insieme ad un restringimento laterale dalla larghezza ori
ginaria b0 alla minima b e ad un rialzo del fondo con una soglia di altezza d1 
rispetto alla quota di monte e d0 rispetto a quella di valle. Tale disposi
zione è caratteristica di un misuratore di portata delle correnti a pelo 
libero : il misuratore a risalto, detto anche canale Veniùri per l'analogia 
con r omonimo misuratore di portata delle correnti in pressione. Esso con
trolla la portata in funzione soltanto del livello di monte e come tale 
rientra nella classe dei misuratori detti semimoduli. 

Nelle condizioni di corretto funzionamento, la corrente lenta di monte 
accelera nel tronco ristretto, attraversa lo stato critico passando a cor
rente veloce e si raccorda con la corrente lenta di valle per mezzo di un 
risalto idraulico che si localizza nel tratto divergente del canale. Sono 
sempre piccole le perdite di energia fra la sezione 1 della corrente cilin-
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drica a monte del restringimento e la sezione 2 dove avviene l'attraver� 
samento della profondità critica con distribuzione ancora idrostatica della 
pressione. 

In condizioni di moto ideale sussiste l'equazione 

V' 3 hi + 2; = 31, 
essendo U1 la velocità media, Y1 la profondità ed h1 = Y1 - d1 il carico 
piezometrico riferito alla soglia, nella sezione 1 a monte della chiamata, 
mentre Y, è la profondità critica per la data portata nel tratto ristretto. 

In termini di portata Q e di carico h1 l'equazione precedente si tra-
sforma nella 

Q' 3 i'/02 hi + 'iibi( hi :::i:·iiJ2 = 2 V � [ 18.40] 

adottata da De Marchi nel 1936 per studiare il funzionamento del misu
ratore a risalto. 

Definito il coefficiente C0 di portata nella forma 

Q = C0 bh1v'2gh1 [18.41] 
l'eq. [18.40] del misuratore a risalto diventa un'equazione cubica 

C' _ l(l + d1/h1)' e' + (1 + d1/h1)' = O 0 21 b/b0 ° b/b0 ' 

in e� 
Q >  

[18.42] 

la quale ammette due radici positive di cui la minore corrisponde ad 
h1/Yc > 1 ,  cioè al caso qui considerato di corrente lenta a monte del 
restringimento. I valori di tale radice, calcolati in funzione del parametro 

b/b0 
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Fig. 18.30. - Coefficiente di portata teo
rico di un canale Venturi. 
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sono riportati nel diagramma della figura 18.30. Essi rappresentano i 
valori teorici del coefficiente di portata, valori che differiscono poco da 
quelli sperimentali risultando di nonna maggiori soltanto di qualche unità 
per cento. Se si vuole ottenere Un più elevato grado di precisione il misu
ratore a risalto richiede una taratura diretta, almeno su modello. 

L'analisi del moto attraverso il canale Venturi può essere condotta in 
modo da fornire direttamente il rigurgito provocato da un restringimento 
di sezione quando la corrente attraversa lo stato critico. Per questo con
viene riscrivere l'equazione del misuratore a risalto in funzione della pro
fondità di monte Y1 mettendo in conto anche un termine di perdita 6.H; 
si ha 

Q' v-
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oppure, introducendo il numero di Froude 

anche 

u, Q 
Fr, = VgY, = b,Y, VgY, , 

Fr! 3 Frl d1 tlH l + 2-2 (b/b0)i = Y, + Y1 • 
In assenza di perdite di carico AH questa equazione fornirebbe una 

sola radice Fr1 , positiva e minore di 1 ;  radice che è già stata chiamata F� 
nel paragrafo 18 . 15, con riferimento al caso di soglia di fondo nulla. 

I valori F� in funzione di d1/Y1 , per assegnati ·valori del rapporto di 
restringimento, sono rappresentati graficamente dalle curve tracciate nel 
diagramma della figura 18 .31 . Fra il precedente coefficiente di portata C0 
ed il limite Fi, sussiste l'evidente relazione: F;, = 2Co(b/b0)l(l +d,/h,)-1. 

Si fa ora riferimento alle caratteristiche della corrente lenta indistur
bata : velocità media U0, profondità Y0 e quindi numero di Froude 

per cui 

� u, Q Fr, = "-vi'Y, = b0Y0 v'g Y, 

Fr0 = (y')l Fr1 Y0 • 
In condizioni ideali è Fr1 = F� ed in tal caso il grafico della relazione 

precedente è costituito dalla retta tratteggiata nel diagramma bilogaritmico 
della figura 18.32, Marchi (1968) ha osservato che i risultati sperimentali 

4,0r---.--.--�-�-

1.5 2 Fru/FJ, 3 4 

Fig. 18.32. - CorrclazioJJe tra YJ/Y0 e Fr/f.;, in 
base ai risultati sperimentali di Yarnel!. 

Par. 18.16] Transizione attraverso lo stato critico. Sezioni di controllo 639 

di Yarnell (1934) sul rigurgito provocato dalle pile dei ponti nelle condi
zioni in esame stanno su rette parallele alla precedente, con scarti inferiori 
al 5 %0 • Dal caso ideale di moto senza perdite si può quindi passare ad 
una interpretazione aderente 8.lle condizioni reali ponendo 

Y, = K (Fr,)' Yo 1 Fl [18.43] 

nella quale K1 assume valori legati solo alla forma del restringimento. 
L'eq. [18.43] si può scrivere nella forma 

v;Q' -�,,-Y1, = K, gb�FL [18.44] 

utile per il calcolo diretto della profondità a monte del restringimento, e 
quindi per il calcolo del rigurgito tlY = Y, -Y0; oppure si può porre 
nella forma F' 

Q = :;;ixJ b,Y, V2g Y, [18.45] 

adatta al calcolo diretto della portata defluente, in funzione della pro
fondità Y1 a monte del misuratore anziché del carico piezometrico di 
monte h,. Quando il canale Venturi è ben sagomato, i risultati delle espe
rienze su modello di Contessini (1936) e di De Marchi (1937) forniscono 
i seguenti valori di K1 , con un'approssimazione :con_tenuta entro il 5%0: 

b/b0 = 1 
bjb, = 2/3 

bjb, = 1/3 

d, = d, # 0  
d, = d, = 0 
d1 = 0 ,  d0 o;é 0  
d, = d, # 0  
d, = d, = 0 
d, = o ,  d, * o  
d, = d, # 0  

K1 = 1,012 
K1 = 1 ,023 
K1 = 1,016 
K1 = 1 ,007 
K1 = 1 ,023 
K1= 1 ,022 
K1 = 1 ,020 

È chiaro che lo stesso moltiplicatore l/KI dell'eq. [18.45] rappre
senta la correzio"ne sperimentale del coefficiente teorico di portata Ca 
della [18.41]. 

Nel caso del deflusso fra le pile di un ponte con passaggio della cor
rente attraverso lo stato critico la profondità a monte del ponte si calcola 
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con l'eq. [18.44] i'r-ooY, = K1 V � 
dove F� è dato graficamente dalla curva del diagramma di figura 18.33 
che riporta ingrandita la parte F; del diagramma della figura 18.27. Per 
quanto riguarda il coefficiente K1, il confronto con i risultati sperimentali 
di Yarnell (1934) ha fornito i seguenti valori : 

pile con fronti squadrate 
pile con fronti triangolari a 90° 
pile con fronti semicircolari 

K1 = 1 , 135 
K1 = 1,085 
K1 = 1,050 

come mostra anche la figura 18.32. 
l,0 ,-,--,--1-,--,--,---r--r---:=�--i 
b � i----i---i----t----1--t---+-�'1---+--+---4 

o,s I 17"--+--t---+--+----j 

0,6 r----r----r---r--r-t---+--f-----+--+--+----1 

0,2 1---1'---l---l---j 

o 0,2 0,4 

t �f bo b b0 l ,.,,,,b, l 

0,6 0,8 F' ' 1,0 

Fig. 18.33. - Grafico per la valutazione di F� in funzione dcl rapporto di restringimento b/b0, 
nel caso di fondo piano. 

Par. 18.17} Stramazzo Belanger 641 

18.17. Stramazzo Belanger. 

Un rialzo localizzato del fondo è detto anche soglia di fondo, ma se 
la sopraelevazione è confrontabile con lo spessore della lama sulla soglia 
si preferisce adottare il termine di stramazzo. Quando anche lo sviluppo 
assiale delia soglia è notevole si dice che lo stramazzo è in parete grossa. 
Esso è realizzato ordinariamente con arrotondamento dello spigolo di 
monte allo scopò di evitare distacchi di vena, e presenta altezza tale da 
rendere trascurabile il carico cinetico di arrivo rispetto al carico piezo
metrico h di monte, misurato rispetto alla soglia. Lo stramazzo è detto 
allora stramazzo Belanger dal nome dello studioso che ne esaminò il fun
zionamento nel 1 845, avanzando per primo l'ipotesi che il deflusso si realizzi 
con la portata massima relativa al carico assegnato (v. fig . . 18.34). 

., i ;, 
�--------------1-J_ 

2 
Fig. 18.34. - Stramazzo in parete grossa: tipo Be1anger. 

Detta Y la profondità della corrente sulla soglia in una sezione dove 
la distribuzione della pressione si possa ritenere idrostatica, la conserva
zione del carico effettivo H, coincidente a monte con h, porta a scrivere 

U = V2g(h - Y) 
e quindi 

Q = bYV2g(h-=._ y) . 

Il massimo valore della portata, per dato h, si verifica quando Y = 
= (2/3) h, cioè in corrispondenza della profondità critica per il carico 
effettivo assegnato. Il risultato 

2 ,,;-· 
Q = 

3 V3 bh 2gh [18.46] 

21. MARCH!-RUBA'ITA. 
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coincide evidentemente con quello che deriva dalla [18.40] trascurando 
l'altezza cinetica a primo membro e può essere espresso nella forma generale 

Q = C0 bhV2gh 

assumendo per il coefficiente di portata il valore 

Co = -2 
3 V3 = 0,385 ' [18.47] 

L'esperienza conferma questo valore entro il 3-4 %. convalidando cosi 
l'ipotesi che la portata sia la massima compatibile con il carico di monte. 
Com'è ovvio la curva di De Marchi relativa al canale Venturi, riportata 
nella figura 18.30, termina con Io stesso valore di C0 per grandi altezze 
di soglia e restringimento nullo. 

Il comportamento della corrente che scorre sulla soglia di uno stra
mazzo in parete grossa e che è completamente aerata a valle dello stra
mazzo stesso, costituisce un esempio di lama liquida co_n caduta libera 
(fig. 18.35). Nella sezione di sbocco la distribuzione della pressione è evi
dentemente non idrostatica, dovendo assumere il valore atmosferico sia 
in superficie sia sul fondo. La riduzione delle pressioni rispetto al valore 
idrostatico della corrente cilindrica determina aumenti di velocità e quindi 
riduzione della 'quota idrica. 

� 20�--'--.-L-� 

+ 20 l_l_T_T_l_I __ ,-,-,__:::::;:== 
+ wl 1· l . 1 . I  l 11. l . 11 l'�1· I -J--..---j 

O\ \ \'!  l \ l  I \ l l \  I l  �...lk\��"- I I 
-f-70 60 ' "  ' ' ' ' ""'""" , , ,,� , 1  i 

- 2Q<L. _ _L_J_ _ _J 
o - 10 -20 - 30 

Fig. 1 8.35. - Caduta libera di una corrente inizialmente lenta (da Rouse, 1933). 

Par. 18.18] Stramazzo in parete sottile 643 

Misure sperimentali, in particolare di Rouse (1933-36), provano che 
la profondità Y1 nelia sezione di sbocco vale 

V-Q' Y1 = 0,715Y, = 0,715 gb' . [18.48] 

Mediante questa equazione, misurando la profondità Y1, si può valu
tare la portata: 

I 
Q = (0,715), bY/Vg.f, = 1,17 bY1 \/2g.Y, .  

In effetti l'utilizzazione del processo di caduta libera come misuratore 
di portata non consente un elevato grado di approssimazione per la impre
cisione insita nella misura della profondità allo sbocco, 

Anche il riferimento alla profondità critica Yc, esistente più a monte, 
e quindi l'impiego della 

I Q = vz bY, v2gY, = 0,707 bY, ffgY; 

presenta analoghe incertezze, per la indeterminazione della posizione in 
cui si presenta la profondità critica. I rilievi sperimentali indicano una 
distanza dallo sbocco intorno a 3,5Yc . 

18. 18. Stramazzo in parete sottile. 

Gli stramazzi che garantiscono il più alto grado di prec1s1one nella 
misura della portata, fino alPl %, sono quelli in parete sottile. 

II prototipo è Io stramazzo Bazin, caratterizzato oltre che dalla soglia 
a forma di lama sottile orizzontale, dall'assenza di contrazione laterale 
e dalla completa aerazione sotto la vena effiuente. 

Le norme UNI staDiliscono i particolari esecutivi di questo tipo di 
stramazzo, indicati nella figura 18.36, ed anche le caratteristiche del canale 
di alimentaziOne, che hanno influenza non trascurabile sul coefficiente di 
portata dello stramazzo. Tale canale deve avere fondo piano, spoude 
verticali lisce e lunghezza non minore di 20 volte il massimo valore del 
carico h, né di 3 volte la larghezza dello stramazzo. A valle della soglia, 
le pareti verticali devono accompagnare la vena tracimante per un tratto 
sufficientemente lungo da evitare perturbazioni. 
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portata dello stramazzo. Tale canale deve avere fondo piano, spoude 
verticali lisce e lunghezza non minore di 20 volte il massimo valore del 
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[Cap. 18  

Attraverso una serie di esperienze sistematiche pubblicate fra il 1888 
ed il 1898, Bazin ha fornito i valori del coefficiente e, di portata del
l'equazione 

Q = C0 bhVZgh 

in un can1po di variaziòne del carico h fra 0,05 e 0,60 m e con altezze di 
traversa d pari a 0,24-0,35-0,50-0,75-1 , 135 m;  Bazin riassunse i risultati 
delle sue esperienze nella formula 

e, = [o,405 + 0·�03] [1 + o,5s (;,�1� a)'] [18.49] 

valida per O, J O m < h < 0,60 m. 
Questa formula ha la struttura proposta da Weisbach nel 1844: in 

essa è presente un fattore correttivo adimensionale, dipendente da h/(h -1-d), 
che mette in conto il contributo al carico dato dalla velocità di arrivo 
nel canale. Vi compare inoltre un fattore 0,003/h, nel quale h deve essere 
espresso in metri ; questo tennine è apprezzabile soprattutto per piccoli 
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valori di h ed interpreta l'influenza della tensione superficiale sulla con
trazione deIIa vena. 

Rehbock, dall'esame di numerose esperienze proprie e di altri autori, 
ha proposto nel 1929 la seguente formula 

Q = è0b(h + o,0011)V2g(h + 0,001 1) 
con 

èa = o,4023 + 0,0542 (h + �0011) . 

Ad essa corrisponde, nell'equazione usuale 

Q = CabhV2gh 

il valore del coefficiente di efflusso 

Ca =  [o,4023 + 0,0542�(1 + o,oz1 I)] [ l + O,oz1 1r [18.50] 

Evidentemente, a parte la correzione adimensionale h/d dovuta all'ef
fetto della velocità di arrivo, anche qui il parametro dimensionale 
0,001 1 ,  espresso in metri, inette in conto l'influenza della tensione super
ficiale sulla vena effluente. 

La formula di Bazin fornisce valori delle portate maggiori di quelli 
della formula di Rehbock dell'l-2%, finché 'ìl qrico supera 0,20 m. 
Le differenze aumentano se il carico è < 0,20 m, raggiungendo il 5 % per 
h "" O,!O m. 

La causa, per quanto riguarda le espressioni formali, sta essenzialmente 
nel diverso contributo dei fattori dimensionali che mettono in conto l'ef
fetto della tensione superficiale: prescindendo da tali fattori, le due 
formule forniscono infatti valori che differiscono meno dello 0,5 % per 
h/d <, 0,7. D'altra parte, per carichi non troppo piccoli, differenze media-
1nente dell' 1-2 % si riscontrano fra i risultati stessi delle serie sperimentali 
da cui sono state derivate le formule in esame. La spiegazione più atten
dibile sta, secondo Puppini, nel diverso tipo di canale alimentatore ilnpie
gato: un lungo canale a sezione completamente libera nel caso delle 
esperienze di Bazin, un canale più corto, con griglie per uniformare la 
distribuzione della velocità, nelle serie sperimentali di Rehbock. Nel primo 
caso l'accentuarsi della velocità superficiale poteva quindi determinare, 
a parità di carico, portate lievemente maggiori. 
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Fig. 18.37. - Profili di lame tracimttnti con diverse altezze della traversa (da Rouse, 1938). 

.L'anda1nento dei contorni superiore ed inferiore della lama tracimante 
dallo stramazzo tipo Bazin è rappresentato nella figura 18.37 per diversi 
valori del rapporto h/d (Rouse, 1938). Nella figura 18.38 sono riportate, 
in termini adimensionali, l'ascissa x/h e la quota z/h rispetto alla soglia 
dello stramazzo dei punti delle stesse curve di contorno, in funzione di h/d (cfr. Ippen, 1950). Particolarmente importante è il profilo inferiore della 
vena, perché con riferi1nento a tale profil_o, calcolato per il massiino carico 
previsto, si progetta il tracciato del paramento delle dighe sfioranti in 
n1odo da assicurare ovunque una buona aderenza della lama tracimante 
ed evitare depressioni locali e fenomeni di separazione. Un'equazione 
del profilo inferiore della vena libera è stata proposta da Scimemi (1937) 
nella farina * = 0,5 (�)""' ' 
avendo assunto l'origine delle coordinate nel vertice superiore della curva 
e l'asse z verticale e positivo verso il basso ( cfr. fig. 18.39). 

Uno stramazzo in parete sottile di largo impiego nelle reti di distribu� 
zione irrigua è lo stramazzo Cipo//etti (1886), progettato in modo da 
rendere trascurabile l'effetto della velocità di arrivo nel canale di calma, 
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Fig. 18.38. - Coordinate dei profili superiore ed inferiore di una lama tracimante (da Jppen, 1950). 

più largo della luce, e in modo da compensare l'effetto di contrazione 
laterale. I fianchi di questo stramazzo sono inclinati di 1 di base su 4 di 
altezza : così il coefficiente di efflusso resta quasi costante e la portata si 
può calcolare con la formula 

Q = 0,42bhv2gh [18.51] 

essendo b la larghezza della soglia. 
Per la misura di piccole portate riesce conveniente l'uso di stramazzi 

in parete sottile di forma triangolare con il vertice in basso. Indicando 
con h il carico sul vertice, la portata si valuta con la 

Q = Ca h'V'fiF, .  [18.52] 

I 
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Thomson (1858), per stramazzi ad angolo retto, aveva proposto i l  coef
ficiente C0 � Q,33 per 0,05 m<;h<;0,18 m. Successive esperienze di J. Barr 
(Puppini, 1 947) hanno precisato i seguenti valori di C0 con vena libera 

h = 5 IO 15  20 25 cm 

CQ = 0,320 0,318 0,316 0,314 0,312 

Una taratura diretta consente di raggiungere, con questi stramazzi 
triangolari, un buon grado di precisione anche nella misura di portate 
molto piccole, perché essi richiedono carichi notevolmente più alti, e quindi 
meglio misurabili, di quelli degli stramazzi rettangolari a parità di portata 
e di larghezza al pelo libero. 

La valutazione delle portate nei canali, e particolarmente delle grandi 
portate, si può eseguire integrando sulla sezione una serie contemporanea 
di misure locali di velocità, opportunamente distribuite. Per una esauriente 
esposizione dei metodi si veda A. Ghetti : Idraulica, Libreria Cortina, I 980. 

--=: -· 
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x 

-tt---r� 0,25 h 

i .  (")'·'" 
7i = 0,5 7i 

Fig. 18.39. - Profilo della lama tracimante da uno stramazzo in parete sottile; equazione di Sci
memi (1937) per il profilo inferiore. 
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18.19. Variazioni di portata. 

Per lo studio degli effetti di una variazione di portata, dovuta ad un 
afflusso o a un deflusso laterale, quando tale variazione si verifica gradual
mente in un tronco d'alveo cilindrico di breve lunghezza, si possono uti
lizzare le equazioni che seguono (cfr. De Marchi, 1947, e Noseda, 1957). 

Fig. 18.40. - Schema di afflusso e di deflusso 
laterali. 

b 

i------·L--�--1 
' q,t:i.s � 

� q.!J.s , 

L'afflusso di una portata q.(s) per unità di lunghezza s della corrente, 
in direzione ad essa normale come mostra la figura 18.40, è un fenomeno 
che può essere esaminato impiegando l'equazione della quantità di moto 
proiettata sul fondo del tratto di corrente in esame. Trascurando l'even
tuale componente del peso e la resistenza al contorno, come nell'applica
zione al risalto diretto (cfr. paragrafi 18.10 e 18.1 1), si ritrova la condi
zione di conservazione della quantità di moto totale, con la sola differenza 
che qui la portata varia con continuità. Si utilizzano quindi le equazioni 

{ dQ = q,(s)ds 
S � yl;"Q + QQ'/Q � cost . 

[18.53] 

Le grandezze caratteristiche del moto sono assegnate ad una estremità 
del tronco di lunghezza L. Conoscendo la portata affluente q.(s), si può 
calcolare in qualsiasi sezione la portata Q, utilizzando la prima eq. [18.53] 
e successivamente la profondità, utilizzando la seconda equazione con il 
valore della quantità di moto totale S noto nella sezione di estremità. 

In alveo rettangolare, dalla 

1 Q' S = -ybY' + e  -- � cost 2 bY 

deriva la curva Y � Y(Q) riportata nella figura 18.4 I. 
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Il  procedimento risolutivo è stato esteso da Citrini (1942, 1 948) al 
caso di canali convergenti e divergenti e al caso in cui l'apporto della 
qnantità di moto della portata affluente non &ia nullo nelia direzione della 
corrente. 

y 
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veloci ' 
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Q 

Fig. 18.41. - Relazione profondità-portata 
a quantità di moto totale S = cost in alveo 

rettangolare. 

Il deflusso laterale libero di una portata q,,(s), per unità di lunghezza s 

della corrente, è il processo tipico di funzionamento di uno stramazzo 
che ha la soglia orizzontale disposta lungo la sponda del canale, ed è detto 
per questo stramazzo laterale. La modesta importanza delle perdite nel 
tronco di corrente interessato dallo stramazzo consente di assumere l'ipo
tesi se1npJificativa di carico specifico costante lungo Io stesso tronco 
(De Marchi, 1934). Indicando, come al solito, con Y la profondità della 
corrente, con d la quota deJia soglia dello stramazzo sul fondo e con C0 
il coefficiente di portata, si utilizzano allora le equazioni 

{ dQ = - q,,(s)ds 
q,,(s) = C0 \12g(Y - dJ' 
E = Y + Q'/2gQ' = cost . 

[18.54] 

Il coefficiente di portata si ritiene ordinariamente costante con valori 
C0 = 0,38c-0,40. 

Il sistema delle equazioni [18.54] può essere risolto rispetto ad Y per 
differenze finite, conoscendo le grandezze caratteristiche del moto in una 
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sezione di estremità. Il profilo lungo la soglia dello sfioratore è crescente 
verso valle nel caso di corrente lenta, ed è decrescente verso valle nel caso 
di corrente veloce, come mostra la figura 18.42. 
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Fig. 18.42. - Profili su uno stramazzo laterale nel caso di corrente in arrivo lenta oppure veloce. 
Il ca:ico E è dato nel primo caso dalla corrente indisturbata di valle, nel secondo clalla corrente 

indisturbata di monte. 

18.20. Deviazioni e curve nei canali. 

a) Correnti lente. 

L'effetto di una curva su una corrente lenta è messo in evidenza dalla 
inclinazione che assume la sua superficie libera, con una sopraelevazione 
suila sponda esterna ed una depressione su quella interna. 

Lo studio del fenomeno si può condurre in modo sen1plificato su una 
curva circolare a fondo piano e pareti verticali assumendo che le velocità 
dipendano dal raggio di curvatura r come nel vortice irrotazionale, esami� 
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Il  procedimento risolutivo è stato esteso da Citrini (1942, 1 948) al 
caso di canali convergenti e divergenti e al caso in cui l'apporto della 
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nato nel pafagrafo 8.3. Ogni elemento fluido è soggetto ad una forza cen
trifuga specifica orizzontale pari a v2/r, oltre alla consueta forza specifica 
verticale g dovuta al geopotenziale. II pelo libero deve perciò assumere 
una pendenza trasversale per disporsi perpendicolarmente al risultante 
di queste due forze. Ne deriva, indicando con h la quota del pelo libero, 

ed avendo assunto 

si ottiene pure 

òh v2 
èr = gr ' 

V = � 
r 

òh _ ci 
2'r - gr3 • 

Integrando questa equazione fra i raggi r1 interno ed r2 esterno delia 
curva e le corrispondenti quote del pelo libero h1 ed h2 , si ha 

e' ( 1 I )  D.h = h2 - h1 = 2� � - 1  
od anche, essendo vm la velocità sulla curva di raggio medio r m e b = 
= r2 - r 1 la larghezza del canale, 

IJ.h -
v;1b r3 

- _ ,  ___ !'!:_ g rir� · 

Con buona approssimazione si può sostituire r!/rir� con 
la velocità U media nella sezione, per cui risulta 

!!.h "' U2b 
grm 

[18.55] 

l/rm e vm con 

[18.56] 

conosciuta come formula di Grashof (1 869). Per rm/b> 1,5 essa fornisce 
una valutazione tecnicamente soddisfacente del dislivello 6.h. 

b) Correnti veloci: deviazioni brusche. 

Una deviazione (} della parete verticale di un canale provocai neJle 
correnti veloci, un cambiamento delle caratteristiche del moto - dire-
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zione delle velocità, profondità ed energia - soltanto a valle di una linea di 
disturbo che ha origine nel vertice della deviazione. La linea di disturbo 
è rappresentata dal fronte di un'onda positiva o di un'onda negativa cor
rispondentemente ad una deviazione della parete verso l'interno o verso 
l'esterno rispetto alla corrente, ed è inclinata di un angolo �1 , detto 
angolo di Mach, funzione del rapporto fra la celerità dell'onda e la cele
rità della corrente. 

Se il numero di Froude della corrente incidente è sufficientemente 
maggiore di 1 ,  in relazione con l'entità della deviazione, come sarà pre
cisato più avanti, l'onda positiva frange ed assume l'aspetto di un'onda 
di shock che raccorda, con un risalto, le regioni a monte e a valle della 
linea di disturbo. Questa situazione, studiata particolarmente da Ippen 
c Knapp nel 1936-39 e da Rouse nel 1937-38, è rappresentata schematica
mente nella figura 18.43. 
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Z'-'-l 1!::;..'!11::<Y�rr1:::-.'I ;1,-...._y 1t:;...'1/ l-..'-'t 1 ;_,...:: 
Fig. 18.43. - Schema dell'onda provocata, in corrente veloce, da una deviazione. 

Si ritengono trascurabili le componenti verticali della velocità e idro
statica la distribuzione della pressione a monte e a valle del salto. Appli
cando l'equazione della quantità di moto nella direzione perpendicolare 
al fronte d'onda, su una larghezza unitaria, con le approssimazioni adottate 
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usualmente per lo studio del risalto idraulico, si ottiene (Y' Y') Y 2
1

- 2
2 = eY2 U; sen2 ({11 - 0) - eY1Ufsen'{I, . 

Unendo questa equazione a quella di continuità 

si ha 

Y1 U1 sen {11 = Y2 U2 sen ({11 -e) 

-1/IT, ( Y,) U1 sen fl1 = V g Y1 V 2 y1 1 + Y1 ' 

dalla quale deriva per l'angolo di Mach {11 l'espressione 

1 l /I�( ---y;-) senfl1 = Fr1 V 2 Y1 1 + Y1 

Lungo il fronte d'onda dev'essere 

U1 cos {11 = U, cos ((11 - O) , 

[Cap, 18  

[18.57] 

[18.58] 

[18,59] 

perché non si hanno variazioni della quantità di moto parallelamente al 
fronte stesso, Dal rapporto fra la [18.58] e l'equazione precedente segue 

Y1 tg/31 = Y, tg(/31 - O) ,  [18.60] 

Il sistema delle equazioni [18.59] e [18.60] consente di calcolare /31 ed Y2 
partendo dalla conoscenza della deviazione O e delle caratteristiche della 
corrente a monte. Nel diagramma della figura 18.44 sono rappresentate 
con tratto intero le curve Fr1 = cost che forniscono, per assegnati valori 
di O, i corrispondenti valori /31 nel quadro di sinistra ed Y2/Y1 nel quadro 
di destra. Tale rappresentazione è stata introdotta da Ippen (1949) ed i 
valori sono stati calcolati utilizzando il sistema di equazioni predetto. 
Si nota che, per ogni dato Fr1 ,  esiste un massimo dell'angolo di devia
zione O consentito ; ad ogni valore di O n1inore del massimo competono 
due valori di /31 e di Y2/Y1• I valori tecnicamente più interessanti sono 
quelli deJla regione al di sotto della linea Fr, = 1, che corrispondono a 
Fr2 > 1, ossia a correnti che si conservano veloci a valle del fronte d'onda. 
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70" 60° 50" 40' 30' 20·. 10" o Y,/Y, 
Fig. 18.44. - Grafico per la determinazione dell'a11golo di Mach {11, e della profondità di valle Y2 

partendo dalla conoscenza della deviazione O e delle caratteristiche della corrente a monte. 

L'onda frangente non si forma in condizioni prossime alle critiche e la 
linea di disturbo assume allora l'aspetto di un risalto ondulato. Corrispon
dentemente a quanto si verifica in alveo rettangolare nel caso di fronte 
normale alla direzione della corrente, il risalto ondulato con fronte incli
nato di un angolo {11 si conserva finché è verificat·a la condizione 

U1 sen/31 = Fr1senf11 ç 1,28 , 
vgY1 

[18.61] 

Tenendo presente che la celerità del risalto ondulato è data con buona 
approssimazione da �, essendo Y2 la profondità in corrispondenza 
del colmo della prima onda, si può ritenere, per la stazionarietà 'del treno 
d'onde, che la componente della velocità del moto nella direzione dell'onda, 
U1 sen {11, uguagli tale celerità, ossia 

Di qui deriva 

U1 sen /31� = vgf;" , 

1 1/Y,; sen f31 = pr;_ V Y;: [18.62] 
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in luogo della [18.59], mentre sussiste sempre l'eq. [18.60]. Il  sistema di 
queste due equazioni fornisce i valori /11 ed Y2/Y1 in funzione di O e di 
Fr1 per il fronte ondulato. Le curve corrispondenti sono state riportate 
nel diagramma della figura 18.44 con linee punteggiate. Il campo di vali
dità, in base alla condizione [18.61] e alla relazione [18.62], è 

Y2/Y1 = Uf sen2 p1 gy;-- ,ç 1,6 

e tale limite è stato tracciato sul quadro di destra, e quindi riportato, con 
ovvia costruzione, sul quadro di sinistra. Fra Ja situazione del fronte a 
forma di risalto ondulato e quella a salto diretto resta un campo limitato 
con ondulazioni parzialmente frangenti. 

Per quanto riguarda la valutazione del rapporto Y2/Y1 i risultati che 
si ottengono, nella zona di confine tra i due casi esaminati, sono fra loro 
così vicini da poter ritenere l'impiego del diagramma della figura 18.44 
soddisfacente in tutte le situazioni tecniche. 

c) Curve nelle correnti veloci. 

La parete curva di un canale- esercita un'azione su una corrente veloce 
che può interpretarsi cotne il risultato di successive deviazioni infinitesime 
dO, ciascuna de1le quali provoca una sopraelevazione dY. Dette U e Y 
la velocità e la profondità della corrente incidente, le equazioni che espri
mono l'angolo di Mach {i, la [18.59] come la [18.62], si riducono, per 
un'ampiezza d'onda infinitesima, all'unica equazione 

sen fi = _I_ _ v'gY 
Fr - --u · 

La [1 8.60] assume la forma 

da cui 

Ytg /i = (Y + dY) tg (/i- dO) 

dY Y <lo = senfi cos fi 

e sostituendo Y per mezzo della precedente [18.63] segue 

dY= U'
tgfi . 

dO g 

[18.63] 

[18.64] 
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Questa equazione è stata integrata assumendo la costanza del carico 
specifico. Il risultato è 

v'3 I e = v'3 tg-1 --- ·- tg-1 e 
v'Fr' 1 v'Fr'- 1  1 [18.65] 

dove 81 è una costante data dalla condizione che per e = O la profon
dità deJla corrente abbia il valore iniziale Y1 , e quindi sia Fr = Fr1• 

Un'altra forma integrale è stata proposta da Ippen e Knapp (1939) 
sulla base dell'ipotesi di costanza della velocità. Il risultato è 

con 

f = Frr sen2 (fi1 + �) 
1 -1 /11 = sen Fr1 . 

[18.66] 

[18,67] 

Malgrado l'arbitrarietà dell'ipotesi, la valutazione fornita dalla [18.66] 
si discosta poco da quella dell'equazione precedente ed in molti casi appros
sima meglio i risultati sperimentali (cfr. Poggi, 1956). 

Per quanto riguarda l'effetto di una curva, nel caso di canale rettan
golare con pareti concentriche, si può schematizzare il processo come è 
indicato nella figura 18.45. Dal punto A inizia una prima onda positiva, 
cui si sovrappongono le successive onde elementari a valle della linea di 
disturbo AC inclinata rispetto alla direzione rettilinea originaria del
l'angolo /11 , dato in prima approssimazione dalla [18.67]. Analogamente, 
dall'origine A' della parete convessa inizia un'onda negativa che si pro
paga fino al punto C, dove incontra l'onda positiva proveniente da A. 
Oltre C le due onde si influenzano mutuamente e le perturbazioni si pro
pagano secondo le curve CD e CD'. Nella regione a valle della linea di 
disturbo AC le onde positive continuano a crescere per la progressiva 
influenza della parete concava fino alla linea CD,. a valle della quale inter
feriscono le onde negative provenienti dalla parete convessa. Perciò lungo 
la parete esterna il profilo del pelo libero cresce fino al punto D e li rag
giunge un massimo di profondità. 

Per un calcolo tecnico è sufficientemente approssimato assumere i 
punti di massima e minima profondità D e D' allineati con il centro O 
della curva e con il pnnto P', la cui distanza da A è b/tg /11. Allora 
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in luogo della [18.59], mentre sussiste sempre l'eq. [18.60]. Il  sistema di 
queste due equazioni fornisce i valori /11 ed Y2/Y1 in funzione di O e di 
Fr1 per il fronte ondulato. Le curve corrispondenti sono state riportate 
nel diagramma della figura 18.44 con linee punteggiate. Il campo di vali
dità, in base alla condizione [18.61] e alla relazione [18.62], è 

Y2/Y1 = Uf sen2 p1 gy;-- ,ç 1,6 

e tale limite è stato tracciato sul quadro di destra, e quindi riportato, con 
ovvia costruzione, sul quadro di sinistra. Fra Ja situazione del fronte a 
forma di risalto ondulato e quella a salto diretto resta un campo limitato 
con ondulazioni parzialmente frangenti. 

Per quanto riguarda la valutazione del rapporto Y2/Y1 i risultati che 
si ottengono, nella zona di confine tra i due casi esaminati, sono fra loro 
così vicini da poter ritenere l'impiego del diagramma della figura 18.44 
soddisfacente in tutte le situazioni tecniche. 

c) Curve nelle correnti veloci. 

La parete curva di un canale- esercita un'azione su una corrente veloce 
che può interpretarsi cotne il risultato di successive deviazioni infinitesime 
dO, ciascuna de1le quali provoca una sopraelevazione dY. Dette U e Y 
la velocità e la profondità della corrente incidente, le equazioni che espri
mono l'angolo di Mach {i, la [18.59] come la [18.62], si riducono, per 
un'ampiezza d'onda infinitesima, all'unica equazione 

sen fi = _I_ _ v'gY 
Fr - --u · 

La [1 8.60] assume la forma 

da cui 

Ytg /i = (Y + dY) tg (/i- dO) 

dY Y <lo = senfi cos fi 

e sostituendo Y per mezzo della precedente [18.63] segue 

dY= U'
tgfi . 

dO g 

[18.63] 

[18.64] 

Par. JS.20] Deviazioni e curve nei canali 657 

Questa equazione è stata integrata assumendo la costanza del carico 
specifico. Il risultato è 

v'3 I e = v'3 tg-1 --- ·- tg-1 e 
v'Fr' 1 v'Fr'- 1  1 [18.65] 

dove 81 è una costante data dalla condizione che per e = O la profon
dità deJla corrente abbia il valore iniziale Y1 , e quindi sia Fr = Fr1• 

Un'altra forma integrale è stata proposta da Ippen e Knapp (1939) 
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1 -1 /11 = sen Fr1 . 

[18.66] 

[18,67] 
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Fig. 18.45 , - Effetto schematico di una curva su una corrente veloce. 

l'angolo al centro e, è fornito dalla 

b tgO, = (rm + b/2) tgfJ1 

essendo r m il raggio di curvatura dell'asse del canale largo b. 

[Cap. 1 8  

Calcolato l'angolo di deviazione 00 relativo al primo massimo in D, 
la corrispondente profondità può essere calcolata con l'eq. [18.65] o, più 
semplicemente con la relazione [18.66] di Knapp ed Ippen che fornisce 

Ym"" = Fr1 sen2(fl1 + �) · Y1 

Un sistema efficace per attenuare gli effetti delle curve è quello di ope
rare la suddivisione longitudinale del canale curvilineo mediante setti 
divisori concentrici con le pareti laterali. Su altri artifici e sulle migliori 
soluzioni di progetto delle contrazioni e delle espansioni in corrente veloce 
si rimanda ai testi specializzati sulle correnti a pelo libero (si veda anche 
il capitolo Channel Transitions and Controls di A. T. lPPEN su « Engine
ering Hydraulics », J. Wiley, 1950). 

Esempi 659 

ESEMPI 

Esempio 18.1 

Calcolo del carico totale e del carico piezometrico in una sezione ( i-� 1) posta 
20 m a  monte della sezione (i) di un corso d'acqua defluente entro un alveo di geo
metria nota, in moto permanente con la portata Q = 555 m3/s. 

Per la valutazione del coefficiente di attrito C si usa la formula logaritmica 
[17.24], valida in moto assolutamente turbolento, assumendo e =  0,36 m ed f = 0,90 
(f/, � 2,5 m-•). 

Ne1la sezione (i) sono note le grandezze riportate nel quadro seguente, (la quota 
del pelo libero coincide naturalmente con il carico piezometrico h). 

Quota p.l .  Area Contorno Raggio 
h Q bagnato R 

(m) (m') B (m) (m) 

17,90 134,3 36,38 3,69 

Sezione (i) 
Velocità 

U'/2g u 
(m/s) (m) 

4,135 0,871 

Coeff. 
e 

12,01 

. Q' 

1� gQ•c•R 

0,00327 

Carico 
totale fl 

(m) 

1 8,771 

Nella sezione (i+ 1), nota la geometria dell'alveo e la portata, sono state cal� 
colate le stesse grandezze per assegnati valori della quota del pelo libero, con passo 
0,10 m. Si riportano alcuni valori intorno al dato precedente h = 1 7,90 nL 

Sezione (i+ 1) 

h Q I B R u U'/2g e j H 

17,70 137,2 35,96 3,82 4,045 0,834 12,09 0,00299 1 8,534 
17,80 140,2 36,16 3,88 3,96 0,799 12,13 0,00280 1 8,599 
17,90 143,2 36,36 3,94 3,875 0,765 12,17 0,00262 1 8,665 

18,00 146,2 36,56 4,00 3 ,795 0,734 12,21 0,00246 18,734 
18,10 149,2 36,76 4,06 3,72 0,705 12,25 0,00231 1 8,805 
18,20 152,2 36,96 4,12 3,645 0,677 12,28 0,00218 18,877 
18,30 155,2 37,16 4,18 3,575 0,651 12,32 0,00205 18,951 

a) Calcolo delle perdite e del carico totale .fl1-t1 con le eq.ni [18.6] e [18.7), 
essendo Lls;,i-tl = 20 m :  

j(i) = 0,00327 
ti.If;,i-1-1 = 20 x 0,00327 = o·,0654 n1 

Ht-t1 = 18,771 -J- 0,065 = 18,836 m 
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cui corrisponde, interpolando fra i valori tabeilati ne1Ja sezione (i+ 1), hi+i = 
� 18,140 m .  

b) Calcolo delle perdite mediando i valori j fra quelli della sezione (i) e della 
sezione (l + 1) a parità di quota del pelo libero: 

iU,IH) � Ì(0,00327 + 0,00262) � 0,00295 

/::,,.H;,;+1 = 20 X 0,00295 = 0,0590 m 

Jf,,., � 18,771 + 0,059 � 18,830 m 

cui corrisponde, interpolando fra i valori tabeliati, h;+i = 18,135 m. 

e) Calcolo delle perdite con procedimento iterativo, mediando i valori j fra 
quello delia sezione (i) e quello che deriva dal calcolo a) nella (i+ 1):  

j(;+il = 0,00221 per h;+1 = 18,14 m 

i'"'' � H0,00327 + 0,00221) � 0,00214 

i3.H1,i+1 = 20 X0,00274 = 0,0548 m 

H1+1 = 18,771 + 0,055 = 18,826 m 

cui corrisponde, interpolando fra i valori tabellati, h;+i = 18,130 m. 

Esempio 18.2 

Rappresentazione qualitativa di profili di correnti a pelo libero in moto per
manente. 

a) Correnti in alveo cilindrico con pendenza del fondo i1 minore della pen
denza critica i0 per la portata data (alveo fluviale) : figure 18.46 e 18.47. 

1/ 

1 -- ·---� - -"' 
,_2f .

. �r-
Y. _.__.,_ I j . , Y, 0,71Y, ì i 

' """'""·"'' '""'"'"""'::;;·;,,,,,""'':;:;·;:f±�_-·' __ ,_ 

Fig. 18.46. - Profili di correnti lente determinati dalla posizione di una paratoia di valle con de
flusso a stramazzo. Nel caso di caduta libera - profilo 2/- la profondità nella sezione di estremità 
è � 0,71 Yr. e la linea della profondità critica è attraversata ad una distanza pari a ,..._, 3,5Y0 dallo 

sbocco. 

Esempi 

· -- ---- - - · - - · - - · -- -- · 

------------;r---:.:::;r-r----
Y, 

i1< i, i 
m.�,Vfe"' &2fkA4QZ,,;( tzW, Z C ,4 ;;, �-

Fig. 18.47. - Profilo di corrente veloce determinato da una luce .. di fondo. 
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b) Correnti in alveo cilindrico con pendenza del fondo i1 maggiore della pen
denza critica ic per Ia portata data (alveo torrentizio): figure 18.48 e 18 .49. 
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Fig. 18.48. '."" Profilo d i  corrente lenta sostenuto da uno stranJaZZ9 di valle. � indicato schematica
mente il risalto idraulicol.R che raccorda questo profilo con una corrente uniforme a monte. 

2t- ------ -- --- ------=--�-
--- '"- � 

1jr�f< -._.,._ 

Fig. 18.49. - Profili di correnti veloci controllati dalla posizione di una paratoia con luce di fondo, 
pOsta a monte del tronco considerato. Nel caso dcl profilo 2t il deflusso all'imbocco è libero. 



660 Moto pennanente de!Ie correnti a pelo libero [Cap. 1 8  
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Fig. 18.49. - Profili di correnti veloci controllati dalla posizione di una paratoia con luce di fondo, 
pOsta a monte del tronco considerato. Nel caso dcl profilo 2t il deflusso all'imbocco è libero. 
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e) Correnti in  presenza di  cambiamenti della pendenza del fondo (alveo di 
sezione invariante): figure 18.50 e 18.51.  

-�� 
---....._. "' 

e - - -r- - - - - - - - - - - - - - - - - -

Y. 3h � � 1 �r --
i.r = O  \ 

Fig. 18.50. - Correnti in alveo orizzontale che si raccordano con correnti in alveo torrentizio. Il 
profilo 2h-2t è relativo ad una corrente libera a monte e a valle ed è imposto dalla condizione Y"" Ye 
nella sezione di raccordo. Il profilo 3h è invece controllato dalla posizione della paratoia di  monte. 

�-�" ! r--:·_ I/ l �· A R 
: I --. ___ 

--T ----------- - --------r·1 · · - - :;;- ---... =r=--
J 3a __ _ ..J i -= . 
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'\�. 

Fig. 18.Sl. -- Correnti in alveo acclive che si raccordano con correnti in alveo fluviale. Il profilo 2a è 
determinato dal punto A di arrivo da valle del profilo !f. Il profilo 3a è controllato dalla posizione 
della paratoia di monte ed impone, a partire da  B, i! profilo 3[ fino al risalto idraulico R .  Per dif
ferenti condizioni di monte il risalto può spostarsi nel tronco acclive, come indicato dal tratteggio R' 

(cfr. paragrafo 18.12 sulla localizzazione del risalto). 

Esempio 1 8  .3 

Calcolo del profilo di una corrente permanente che defluisce con la portata 
Q' = 2,80 m2 s-1, per unità di larghezza, in un alveo rettangolare larghissimo avente 
pendenza del fondo i1 = 0,00125 e scabrezza naturale di terra con erbe basse sul 
fondo (e = 70 mm, oppure n = 0,025 di Manning). È richiesto il tracciato verso 
monte a partire da una sezione dove la profondità vale Y0 = 2,20 m. 

La profondità del moto uniforme può essere calcolata utilizzando l'espressione 
logaritmica del coefficiente di resistenza C, (assumendo f = 0,8 ed R = Y.,), con 
l'equazione [ (1

3 3 x 0 8 l'. )] Q' = CY., � = 5,75 log '
0,07

� " Yi'2(g0,00125)1'2 

I 
I, 
I 

Esempi 

oppure utilizzando la formula di Manning, con l'equazione 

Q' = (�y11B)Y. VYT = 40Y0/3 (Q 00125)112 n "  u U f  u '  • 
Con il dato Q' = 2,80 m3 s-1 si ottiene, in entrambi i casi, 

Yu = 1,51 m 

arrotondando alla seconda cifra decimale. 
La profondità critica è data dalla [17.8} ed essendo Q1 = Q/b, risulta 

ponendo, secondo la [18.12], 

i'ffii Yc= y g = 0,928 

Y, k � - � 0,615, Y. 
l'integrale di Bresse [18.14] diventa 

m ;  

2,20 - Y  1,51 

, [ . ( Y )1 s,- s  � 
0,00

1.2
5 

- 0,0o125 (1 - 0,6!5 ) ,>(1,457) - p l,51 . 
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I risultati del calcolo delle ascisse, ottenuti assumendo valori di Y decrescenti 
da 2,20 m a 1 ,52 m, sono riportati nel quadro seguente. 

y 
(" � Y/1,51 " ((") 

So-S 
(m) (m) 

2,10 1 ,3907 0,310 113 
2,00 1,3245 0,354 234 
1,90 1 ,2583 0,412 368 
1 ,80 1,1920 0,491 521 
1,70 1,1258 0,612 713 
1,60 1,0596 0,840 1005 
1,55 1,02649 1,1060 1291 
1,53 1,01325 1,3325 !517 
1,52 1,00662 1,5745 1750 

Si può invece tener conto della variazione di C con Y, impiegando ad ese1npio 
la formula di Manning�Gauckler�Strickler, ed eseguire l'integrazione passo-passo 
dell'equazi_one differenziale 

dY 
ds 

. Q'2 
1,- --

gc2 ys 

Q'• 1 - -
gY' 

, Q'2n2 
1,- - . y10Js 

� 1 - -
gY' 

1 ·  
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I risultati del calco16 della profondità, eseguito con successivi passi Lis = - 5  m, 
sono riportati ad intervaIIi d i  100 m nel quadro che segue. 

So-S y 
L'>Yjl'>s 

(m) (m) 

o 2,200 -0,0009689 
100 2,105 9191 
200 2,016 8607 
300 1,933 7934 
400 1,857 7175 
500 1,790 6343 

600 1 ,730 - 0,000 5465 
700 !,680 4577 
800 1,638 3723 
900 1,605 2942 

1000 1 ,579 2264 

1 100 1,559 - 0,000 1 702 
1200 1 ,544 1255 
1300 1,533 -0,000 0911 
1400 1,525 653 
1500 1,520 464 

Come si vede, l'ampiezza del rigurgito risulta ridotta complessivamente di circa 
il 16%,  da 1750 m a 1500 m, passando daIIa posizione e = cost alla C oc Y11° . 

Esempio 18.4 

Un canale trapezio, con rivestimento di cemento, ha pendenza i1 = 0,01, lar
ghezza al fondo 5,00 m e sponde inclinate di 60° rispetto all'orizzontale. II canale 
termina con un breve tronco di sezione rettangolare largo 6,00 m, raccordato a 
monte con l'alveo di sezione trapezia e a valle con una soglia di fondo, a spigolo 
arrotondato, alta 0,60 m sul fondo. Determinare il profilo della corrente quando 
nel canale defluisce in inoto permanente la portata Q = 27, 7 m3 s-1• 

Esempi 665 

Le caratteristiche della sezione, in funzione de1la profondità, sono date dalle 

Y' 
.Q � 5,00Y+ VJ 

B � 5,oo+ �3 Y 

2 
b � 5 00 +  - Y  ' V3 

I R �

� 
(1 3  3fR) C � 5,75 Jog -',- � 5,75 log (3990R) 

avendo assunto f = 0,90 ed s = 0,003 m. 
Dall'equazione del moto uniforme 

Q = D11CuVgR11 i�= 27,7 m3 s-1 

si ottiene la profondità 
Y11 = 0,940 m 

e dall'equazione [,Q'] � Q' � 78,215 m' 
Ò Y�Yo g 

si ottiene la profondità critica 
Yc = l,383 m; 

i risultati mostrano che il moto uniforme è una corrente veloce, per cui l'alveo è 
torrentizio con Ia portata assegnata . 

Per iI calcolo del coefficiente di portata della soglia di fondo si assume tentaM 
tivamente un carico a monte h1 = 1,50 m (v. fig. 18.29) per cui 

b/b, 1 ---� --··---- � o  71 
1 + d,/h, 1 + 0,60/1,50 ' 

e ad esso corrisponde nel grafico riportato nella fig. 18.30 

e, � o,44 . 
Ne deriva il carico [ Q ]"' [ 27 ,7 1'1' 

h, � Cqb yZg � 0,44 X 6,00 y2g � 1 •78 rn 

per il quale resta confermato il valore assunto di CQ. 
La profondità a monte deJla soglia risulta allora 

Y1 = h1+ d1 = 1,78 + 0,60 = 2,38 n1 . 
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A partire da tale profondità, e procedendo con passi 8.s negativi, si calcoJano 
Je successive variazioni 8.Y con l'equazione 

ì,- �  
LiY � 

gC'J.i' 
R 

0,01 - 78,215 

1 - Q2b Lìs = c2Q2.R 
gQa 1 -·78,215b b.s ' 

-w-
fino a raggiungere un valore di Y prossimo ad Y;, .  

Alcuni risultati del calcolo, eseguito con passo 6.s = - 0,10 m ,  sono riportati 
nel quadro seguente. 

Distanze Profondità Pendenza p.I. s y LiY/Lis 
(m) (m) 

o 2,380 0,01!4920 
- 10 2,263 0,0118285 
-20 2,143 0,0123032 
- 25 2,081 0,0126214 
- 30 2,017 0,0130213  
- 35 1,950 0,0135400 
-40 1,881 0,0142423 
-45 1 ,808 0,0152554 
- 50 1,728 0,0168735 
- 55 1,637 0,02001 1 1  
- 57,5 1 ,583 0,0232200 
- 60 1,518 0,0306570 
- 62,5 1 ,391 0,3814014 

Esempio 18.5 

Nelle condizioni dell'esempio 18.4, canale trapezio con pendenza i1 = 0,01 e 
portata Q = 27,7 m3 s-1, determinare verso valle il profilo della corrente veloce che 
ha la profondità Y = 0,50 m aUa distanza di 200 m a monte dal1a soglia di fondo, 

Localizzare il risalto che raccorda tale profilo con que1lo della corrente lenta: 
di valle, calcolato nell'esempio 18.4, e valutare le profondità coniugate. 

Si utilizza sempre l'equazione 

0,01 - 78,215 
y = ·----·-- . c2.Qn. R 

1 - 78,215b -Lis 
-w-

procedendo con passi !:is positivi a partire dalla profondità Y = 0,50 m nella se
zione posta all'ascissa s = - 200 m rispetto alla soglia di valle. 

Esempi 667 

Si è inoltre calcolata la funzione quantità di moto totale S con l'equazione 

s Q' 
-,- � 1;,n + 
r gQ 

nella quale il termine t;GQ• momento statico della sezione rispetto al pelo libero, è 
stato calcolato valutando separatamente il momento statico dell'area rettangolare e 
quello delle due aree triangolari componenti la sezione; quindi con la 

S b Y3 Q2 ya 18 215 - = � Y2 + --.:: + - = 2 50Y2-I- - + -' - .  
y 2 3 y'3 gQ , 3 0 Q 

Nel quadro che segue sono stati riportati, a partire dall'ascissa - 100 m, ac
canto a ciascuna profondità della corrente veloce i corrispondenti valori di S/y e i 
valori delle profondità coniugate alle prime, cioè tali da dar luogo allo stess

.
o va

lore di S/y. 

Distanze Corl'ente veloce 
Profondità Corrente lenta 
coniugata (Es. 18.4) 

s y S/y y" y 
(m) (m) (m') (m) (m) 

- 200 0,50 
- 180 0,556 
- 160 0,610 
- 140 0,660 -

- 120 0,705 - -

- 100 0,745 20,801 2,288 
-90 0,764 20,360 2,249 
-80 0,781 19,989 2,216 
- 70 0,7975 19,649 2,184 
- 60 0,8125 19,355 2,156 1,518 
-50 0,826 19,103 2,131 1,728 
-40 0,839 18,8715 2,107 1,881 
- 35 0,845 18,768 2,097 1,950 
- 30 0,8505 18,675 2,087 2,017 
-25 0,856 18,583 2,077 2,081 
-20 0,861 18,5015 2,068 2,143 
·-10 0,8705 18.350 2,052 2,263 

o 0,879 18,219 2,037 2,380 

Dal confronto con le profondità della corrente lenta calcolate nell'esempio pre
cedente, e riportate nell'ultima colonna del quadro, si vede che la profondità coniu
gata coincide praticamente con la profondità della corrente di valle all'ascissa 
s = -25 m ed il risalto, tenuto parzialmente conto della sua lunghezza, può loca-

- !' 
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- !' 
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Jizzarsi tra Ie ascisse -25 m e - 3 0  m .  In tali condizioni l a  profondità a monte 
del risalto si può ritenere pari a 

Y1 = 0,850 m (s, � -30,5 m) 

e quindi la profondità coniugata a valle risulta 

Y2 = 2,088 m (s, � - 24,4 m) 

con i corrispondenti valori di carico specifico 

La differenza 

Q' 
E1= Y1+ -r.- = 2,645 m 

2g.!>.:f 

Q' 
E2= Y2 + -;::;- = 2,321 m .  

2g�,:� 

ilE = E1- E2 = 0,324 m 

rappresenta la perdita di carico specifico dovuta al risalto. 

Esempio 18.6 

In un canale rettangolare si presenta un salto di fondo di altezza d1 = 1 ,00 m. 
Con la portata per unità di larghezza Q' = 6,00 m�·s-1 la profondità, a valle del 
gradino, è di 3,50 in. Calcolare entro quali limiti può oscillare la profondità delJa 
corrente a monte del gradino affinché il risalto resti localizzato in corrispondenza 
del gradino stesso. 

=----......-.=-��-' Q � 6,00 m'/rn> � 
T,oo 

· 3,so m 

Fig. 18.52. - Localizzazione del risalto in corrispondenza di un salto di fondo (esempio 18.6). 

Si consideraho come posizioni estreme del risalto idraulico quella in cui la sua, 
sezione iniziale coincide praticamente con la sezione del salto di fondo e quelia in cui, 
spostandosi il risalto verso monte, la sua s6zione terminale viene a trovarsi molto vi
cina al gradino senza sorpassarlo. Alla prima corrisponde il limite inferiore della pro
fondità di monte Y1 cd alla seconda il limite superiore, come mostra la figura 18.52. 

Nel primo caso l'equazione della quantità di moto applicata al risalto, trascu
rando al solito le resistenze distribuite, assume la forma 

(Y1 + d1)2 Q'2 Y: Q/2 I Y ---· -- + e - � r - + e - � s 2 Y1 2 Y2 

avendo indicato con S' la quantità di moto totale per unità di larghezza. Con i dati 

Esempi 

d1 = 1,00 m, Y2 = 3,50 m e Q1 = 6,00 m2 s-1, risulta 

yz Q12 S' 
2+ - = - = 7,17 m2 ; 
2 gY2 y 

quindi, dall'equazione della quantità di moto divisa per y, 

(Y, + 1,00)' 6,00' 
-- + -- = 7 17 m2 

- gY1 ' 

deriva Y1 = 0,63 m. 

669 

Nell'altro caso, supponendo il risalto idraulico spostato tutto a inante del gra

dino, nella posizione Jimite in cui la sua sezione terminale coincide con il gradino 

stesso, l'equazione della quantità di moto assume la forma ordinaria valida per il 

risalto in alveo rettangolare 

Y[ Q'2 Yi Q'2 
- + - � - + - . 
2 gY1 2 gY2 

Con Y2 = 3,50 ·- 1,00 = 2,50 m segue 

da cui Y1 = 0,87 m. 

Y[ 3,670 
-+ -- = 4 59 m2 
2 Y1 

' 

In questo caso allo stesso risultato si poteva giungere applicando direttamente 

l'eq. [18.31] 

con 

Y, 1 
2,50 � 2 (- l + VI + s-Jiri) 

Q' 6,00 Fr2= � = = 0,485 . 
Y, V g Y, 2,50 V g 2,50 

Riassumendo, il risalto resta localizzato sul gradino, con la portata e con le 
condizioni di valle assegnate, finché la profondità di monte è contenuta nel campo 
0,63 m< Y1< 0,87 m. 

Esempio 18.  7 

Calcolo del tirante d'acqua necessario per mantenere il risalto idraulico ade
rente al piede di uno scivolo che raccorda un salto di fondo pari a d =  2,70 1n, con 
uno sviluppo dello scivolo di circa 8 m in alveo rettangolare. A monte si trova un 
bacino la cui superficie libera è mantenuta alla quota h = 1,20 m rispetto alla soglia 
di tracimazione con la quale ha inizio il profilo dello scivolo in esame. Per il deflusso 
sul manufatto si assuma un coefficiente di portata pari a C0 = 0,50, con riferimento 
al carico sulla soglia. 
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Data la breve lunghezza dello scivolo, lungo i l  quale i l  moto è ovunque acce
lerato, le perdite di carico totale si possono valutare globalmente nel 10% dell'al
tezza cinetica di valle. Si applica l'equazione di Bernoulli, in forma generalizzata, 
fra il bacino a monte e la sezione terminale dello scivolo. Con riferimento alla quota 
di quest'ultima ed indicando con Y1 ed U1 profondità e velocità media in tale se
zione, si ha 

u2 u2 
h + d = Y1+ 2; + ;; 2; 

ossia, con i dati disponibili, 

Q'' 
1,20 + 2,70 � Y, + !,IO --2gYf 

essendo Q1 = U1Y1 la portata per unità di larghezza, valutabile con la 

Q' = CQh \f2gh = 0,50 X 1,20\12g1,20 = 2 ,911  m2 s-1 • 

Segue quindi 

0,475 
Y1 + )T2 = 3,90 m 

' 

da cui 

Y1 = 0,367 m ;  

l'altra radice positiva, Y = 3,868 m, corrisponderebbe al caso di deflusso in con
dizioni subcritiche e quindi senza risalto. 

La profondità Y2, coniugata nel risalto alla Y1 , è data dall'eq. [18.30] 

dove 

e quindi vale 

_i:, � � (- 1 + vi + sFrlJ Y, 2 

Q' 
Fr1 = 

Y1 VgY1 

2,910 , ;-- � 4,1 8 ,  
0,367 V g 0,367 

Y2 = 5,432Y1 = 1,994 1n . 

Affinché il risalto si inantenga aderente al piede dello scivolo occorre che il ti
rante d'acqua sia > 1,994 m (e < 3,868 m). Dato che una riduzione delle perdite 
previste porterebbe ad una diminuzione di Y1 (contenuta però sempre entro il 5 %) e 
quindi ad un au1nento della profondità coniugata nella stessa n1isura, conviene im
porre prudenzialmente un'altezza d'acqua della corrente di valle maggiorata del 5 % 
rispetto a quella calcolata, ossia > 2,10 m. 

Esempi 671 

Esempio 18.8 

Calcolo delle profondità coniugate del risalto che raccorda in moto perma
nente una corrente veloce con portata Q = 20 m3 s-1 e carico specifico E1 = 3,50 m 
ad una corrente lenta con carico specifico E2 = 2,50 m, in un alveo divergente di 
sezione rettangolare con apertura 28 = 1 1° 30' = 0,20 rad. 

Seguendo le indicazioni del paragrafo 18.14 si calcola la funzione 

� � Q � --- -- _z_o___ � o 985 
' 20EiV2gE, 0,20 X 3,50"V2g 3,50 ' 

e quindi l'argomento 

E2 2,50 -- � ------- � o 72 
f�·318E1 0,985°·318 X 3,50 ' 

delle funzioni {1 ed f2 rappresentate nel grafico della fig. 18.25. In corrispondenza 
del valore 0,72 in ascisse, si leggono i valori 

f, � 3,0 ed f, � 7,1 . 

Con le [18.33] si possono ora calcolare le ascisse di monte e di valle del risalto 

x1 = E1f�·aa5f1 = 3,50 x0,985°133li x 3,0 = 10,45 m 

x2 = E2f�,ss5f2 = 2,50 x 0,985°•335 X7,1 = 17,66 m 

cui corrispondono le larghezze del canale rettangolare 

b1 = X120 = 10,45 X 0,2 = 2,09 m 

b2 = X220 = 17,66 X0,2 = 3,53 m .  

Essendo noti i valori dei carichi E1 ed E2 , dalle equazioni 

20' 
E1 = Y1-l- = 3,50 m 

2g2,09a. Yf 

20' 
E2 = Y2 + 2 3 532 . y2 2,50 m 

g ' ' 

si deducono i valori delle profondità coniugate 

Y1 = 1.55 1n e Y2 = 2,15 m ,  

dati, rispettivamente, per Ja corrente veloce di monte dalla radice positiva minor� 
della prima equazione (l'altra radice positiva vale 2,97 n1) e per la corrente lenta 
di valle dalla radice positiva maggiore della seconda equazione (l'altra vale 1,07 m). 
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Esempio 18.9 

Le spalle di un ponte provocano un restringimento graduale fino alla larghezza 
minima b = 11 ,20 m in un alveo rettangolare largo b0 = 13,0 m a  monte e a valle 
del ponte. Calcolare il rigurgito provocato dal restringimento in due differenti si� 
tuazioni della corrente indisturbata, con la stessa portata Q = 65 m3 s-1: a) pro� 
fondità Y0 = 2,10 m; b) profondità Y0 = 1,45 m. 

a) Nel primo caso s i  ha 

Essendo 

Q Fro =
b Y: v'gY0 o o 

65 ------ = 0,525 
13,0 x 2,1ov' g 2,10 

b 1 1 ,20 - �  -- = 0,86 b0 13,0 

dal diagramma della fig. 18.27 risulta F� = 0,60 ed F1 = 1,60. Poiché Fr0 è n1inore 
di F� il deflusso avviene in condizioni ovunque subcritiche. Il rigµrgito LiY si può 
calcolare con la formula di Yarnell [18.39] assumendo prudenzialmente k2 = 1,05: 

t,y 
Yo � 1,05(1,05-0,6 + 5 X0,525')(1 - 0,86 + 15(1 -0,86)'}0,525' � 0,077 

�y = 0,077 X 2,10 = 0,16 n1 

b) Nel secondo caso si ha 

65 Fr0 = --·----·----------- · ·- = 0,914 
13,0 X 1,45Y g 1,45 

per cui risulta F�< Fr0< F'}, e la corrente deve passare attraverso lo stato critico 
nelia strozzatura. Il calcolo del rigurgito si può eseguire impiegando l'eq. [18.44] 

1"!7i' Y1 = K1 y � ·  

Per fronti arrotondate, assumendo K1 = 1 ,04, si ottiene 

Y1 = 1 0412/=-f,j·��---·---� = 2 00 m ' V g 13,02 X 0,602 ' 

e quindi il rigurgito vale 

l>Y � 2,00 - 1,45 � 0,55 m .  

A monte dell'ostacolo il profilo della corrente si avvicina gradualmente a quello 
indisturbato, mentre a valle, dopo la transizione a corrente veloce, esso si raccorda 
al profilo della corrente indisturbata con un risalto, che nel caso in esame è ondu� 
lato perché il numero di Fronde di valle, Fr0 ,  è decisamente > 0,6. 

Esempi 673 

Esempio 18.10 

Uno sfioratore laterale sulla sponda di un canale rettangolare largo 5,0 m ha 
soglia lunga 8,0 m aUa quota d = 1,30 m sul fondo. Calcolo della portata sfiora
bile in  moto permanente partendo da un valore a monte Q0 = 25 m3 s-1 ed essendo 
in1posta a valle l'altezza d'acqua di 2,10 m sul fondo. 

In prima approssimazione, considerato che la profondità della corrente lungo 
lo sfioratore sarà mediamente intorno a 2 m, si valuta la portata media sfiorata 
per unità di lunghezza con la 

qm = CQ\12g(Ym-d)il= 1,0 m� s-1/m 

avendo assunto CQ = 0,40. 
La portata finale deve risultare quindi intorno a 25 - 1,0 x 8,0 = 17 m2 s-\ e 

ad essa corrisponde il carico specifico 

17' E = 2,IO + 2g S2xZ,l02 2,234 m .  

Si esegue il calcolo Qel profilo con passo t:..s = 1 m utilizzando le equazioni 
[18.54] che riscriviamo nel caso in esame ne1Ia forma 

E Q' = Y;+ 2 5;y2 = 2,234 m g ' 
l>Q, � q, � C0 Y2g(Y,-d)I 
Q;+1 = Q,-�Qi .  

I risultati sono riportati nel quadro che segue 

X Q y 
(m) (ma s-1) (m) 

o 25,000 1,869 
1 24,240 1,903 
2 23,411 1,9355 
3 22,514 1,967 
4 21,549 1,996 
5 20,521 2,024 
6 19,430 2,051 
7 18,277 2,076 
8 17,067 2,099 

(i � o, 1, . . . .  7) 

q 
(m3 s-1/m) 

0,760 
0;829 
0,897 
0,965 
1,028 
1,091 
1,152 
1,210 

-

Si constata un'ottima concordanza del valore finale dell'altezza d'acqua con il dato 
2,10 fu. La portata complessivamente sfiorabile risulta 25,00 - 17,07 = 7,93 m2 s-1• 

22. MARCB:l-RUnATTA. 



672 Moto permanente delle correnti a pelo libero [Cap. 18 

Esempio 18.9 

Le spalle di un ponte provocano un restringimento graduale fino alla larghezza 
minima b = 11 ,20 m in un alveo rettangolare largo b0 = 13,0 m a  monte e a valle 
del ponte. Calcolare il rigurgito provocato dal restringimento in due differenti si� 
tuazioni della corrente indisturbata, con la stessa portata Q = 65 m3 s-1: a) pro� 
fondità Y0 = 2,10 m; b) profondità Y0 = 1,45 m. 

a) Nel primo caso s i  ha 

Essendo 

Q Fro =
b Y: v'gY0 o o 

65 ------ = 0,525 
13,0 x 2,1ov' g 2,10 

b 1 1 ,20 - �  -- = 0,86 b0 13,0 

dal diagramma della fig. 18.27 risulta F� = 0,60 ed F1 = 1,60. Poiché Fr0 è n1inore 
di F� il deflusso avviene in condizioni ovunque subcritiche. Il rigµrgito LiY si può 
calcolare con la formula di Yarnell [18.39] assumendo prudenzialmente k2 = 1,05: 

t,y 
Yo � 1,05(1,05-0,6 + 5 X0,525')(1 - 0,86 + 15(1 -0,86)'}0,525' � 0,077 

�y = 0,077 X 2,10 = 0,16 n1 

b) Nel secondo caso si ha 

65 Fr0 = --·----·----------- · ·- = 0,914 
13,0 X 1,45Y g 1,45 

per cui risulta F�< Fr0< F'}, e la corrente deve passare attraverso lo stato critico 
nelia strozzatura. Il calcolo del rigurgito si può eseguire impiegando l'eq. [18.44] 

1"!7i' Y1 = K1 y � ·  

Per fronti arrotondate, assumendo K1 = 1 ,04, si ottiene 

Y1 = 1 0412/=-f,j·��---·---� = 2 00 m ' V g 13,02 X 0,602 ' 

e quindi il rigurgito vale 

l>Y � 2,00 - 1,45 � 0,55 m .  

A monte dell'ostacolo il profilo della corrente si avvicina gradualmente a quello 
indisturbato, mentre a valle, dopo la transizione a corrente veloce, esso si raccorda 
al profilo della corrente indisturbata con un risalto, che nel caso in esame è ondu� 
lato perché il numero di Fronde di valle, Fr0 ,  è decisamente > 0,6. 

Esempi 673 

Esempio 18.10 

Uno sfioratore laterale sulla sponda di un canale rettangolare largo 5,0 m ha 
soglia lunga 8,0 m aUa quota d = 1,30 m sul fondo. Calcolo della portata sfiora
bile in  moto permanente partendo da un valore a monte Q0 = 25 m3 s-1 ed essendo 
in1posta a valle l'altezza d'acqua di 2,10 m sul fondo. 

In prima approssimazione, considerato che la profondità della corrente lungo 
lo sfioratore sarà mediamente intorno a 2 m, si valuta la portata media sfiorata 
per unità di lunghezza con la 

qm = CQ\12g(Ym-d)il= 1,0 m� s-1/m 

avendo assunto CQ = 0,40. 
La portata finale deve risultare quindi intorno a 25 - 1,0 x 8,0 = 17 m2 s-\ e 

ad essa corrisponde il carico specifico 

17' E = 2,IO + 2g S2xZ,l02 2,234 m .  

Si esegue il calcolo Qel profilo con passo t:..s = 1 m utilizzando le equazioni 
[18.54] che riscriviamo nel caso in esame ne1Ia forma 

E Q' = Y;+ 2 5;y2 = 2,234 m g ' 
l>Q, � q, � C0 Y2g(Y,-d)I 
Q;+1 = Q,-�Qi .  

I risultati sono riportati nel quadro che segue 

X Q y 
(m) (ma s-1) (m) 

o 25,000 1,869 
1 24,240 1,903 
2 23,411 1,9355 
3 22,514 1,967 
4 21,549 1,996 
5 20,521 2,024 
6 19,430 2,051 
7 18,277 2,076 
8 17,067 2,099 

(i � o, 1, . . . .  7) 

q 
(m3 s-1/m) 

0,760 
0;829 
0,897 
0,965 
1,028 
1,091 
1,152 
1,210 

-

Si constata un'ottima concordanza del valore finale dell'altezza d'acqua con il dato 
2,10 fu. La portata complessivamente sfiorabile risulta 25,00 - 17,07 = 7,93 m2 s-1• 

22. MARCB:l-RUnATTA. 



674 Moto permanente delle correnti a pelo libero [Cap. 18  

Esempio 18.11 

Calcolo delia massima altezza d'acqua provocata da una curva con raggio in 
asse r m = 30 m in un canale rettangolare largo b = 7 ,60 m, percorso da una cor
rente con velocità media U1 = 6,20 ms-1 e profondità Y1 = 0,85 m. 

Valutare l'altezza massima anche nel caso di una suddivisione del canale in 
due corsie. 

Il numero di Fronde della corrente vale 

U1 6,20 
Fr1 = -- � --- = 2,147 . v'gY, Vg ·0,85 

Si tratta quindi di una corrente veloce, per la quale l'angolo di Mach vale 

(J1 = sin-1 _.!._ = 27°,76 = 0,485 rad Fr, 
e l'angolo al centro 00 corrispondente al primo massimo si può calcolare con la 

8" � tg-' l (r m + �2) tgfi,} � tg-' { (ìo+·:'.��)0,527} � 0,403 rad . 

La profondità massima, secondo la formula di Knapp ed Jppen, vale 

ossia 

y;:" = Fri sin2 (P1+ �) = 1 ,852 

Y,na,. = ] ,852 X 0,85 = 1 ,574 m . 

Se la curva viene suddivisa con un setto centrale in due corsie di uguale lar
ghezza b1 = b2 = 3,80 rn, si ha: 

all'esterno rm1 = 30 -1- 1 ,90 = 31 ,90 rn; all'interno rm2= 30- 1,90 = 28,10 m 

da cui 

all'esterno: 

all'interno: 

v = t -1 --- = O  210 rad 
" { 3,80 } 

[ .J, g (31 ,90 + 1 ,90) 0,527 , 

[ ol• = tg --···----- - O 236 rad O _, { 3,80 } -
" (28,10 + 1,90)0,527 , 

[Ym .. J. � 2,147' sb1' ( 0,485 + O,�lO) X0,85 � 1,213 m 

[Ymuh = 2,1472 sin2 ( 0,485 -!- 0·�36) x0,85 = 1 ,260 rn. 

In tal caso la sopraelevazione è un po' più grande nella corsia interna, che ha 
raggio di curvatura minore. 

Cap. 18] Riferimenti citati 675 

Si può fare in modo che l'altezza massima sia praticamente la stessa nei due 
settori aumentando uh poco la larghezza della corsia esterna rispetto a quella in
terna. Ad esempio, con 

corsia esterna corsia interna 

b1 = 4,00 m b2 = 3,60 lll 
si ottiene 

rm1 = 31,80 m rm2 = 28,00 m 

001 = 0,221 002 = 0,225 
Yma:.:1 = l ,233 m Y,.��2 = 1 ,240 m 

con una differenza tra le altezze massime calcolate _di appena 7 mm. 

Riferimenti citati 

BAZlN, H., Experience nouvelles sur l'écoulement par déversoir, Paris, 1898. 
BECCHI, I., LA BARBERA, E. e TETAMO, A., Giornale del Genio Civile, nn. 6, 7 e 8, 

1973. 
BEL'A.NGER, J. B., Essai su r la solution numèrique de quelques problèmes relatifs au 

1nouvement permanent des eaux courantes, Paris, 1828. 
- Eco/e royale des pants e chaussées, Session 1845-46. 
BIDONE, G., Mem. della Reale Accademia di Torino, Vol. XXV, 1820. 
BRESSE, J. C., Cours de mécanique appliquées, Hydraulique, Paris, 1860. 
CIPOLLETTI, C., Canale Vil!oresi, Milano, 1886. 
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CAPITOLO DICIANNOVESIMO 

MOTO VARIO DELLE CORRENTI A PELO LIBERO 

19. I .  Le equazioni del moto. 

Si considerano in questo capitolo correnti a pelo libero soggette a 
variazioni graduali di ·sezione e di velocità nello spazio e nel te1npo. Seb� 
bene la  loro superficie libera sia necessariamente in movimento, tali cor
renti conservano forma quasi cilindrica, velocità sensibilmente parallele 
alla direzione del moto e distribuzione idrostatica della pressione nelie 
sezioni trasversali (v. fig. 19.1). I fenomeni ondosi che rientrano in questo 
schema sono quindi caratterizzati da piccole pendenze e da piccole cur
vature del pelo libero. La densità del liquido si può ritenere sempre ed 
ovunque costante. 

Si misura l'ascissa s lungo il fondo dell'alveo della corrente in esa1ne. 

(1,) 

zf. ___ orizzontale di riferì_� 

Fig. 19.1 .  - Schema di una corrente lineare in moto vario. 
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Le equazioni del moto vario, escludendo per ora affiussi o deflussi laterali, 
derivano da quelle ricavate nel paragrafo 16.1 

a(eQ) + a(aQ) = 0 
ès at 

�(z +J dp + fl U') = _ .!.  au _ _i:o_ 
òs y 2g g Gt yR 

con il consueto significato dei simboli (cfr. paragrafo 16.!). Imponendo 
la condizione di densità costante, si ottengono : !'equazione di continuità, 
che può essere scritta nella forma 

e requazione dina1nica 

a(QU) aQ _ 0 
--es +  òt -

�(z JJ. +  u2)
- - .!. au _ _i:o_ 

2s + y (! 2g - g iJt yR 

[19.1] 

[19.2] 

nella quale si ricorda che r 0 indica il val or medio della tensione tan
genziale sul contorno solido. 

Introducendo il carico piezometrico h = z + p/y, che rappresenta la 
quota del pelo libero rispetto ad un piano orizzontale dì riferi1nento sotto 
l'ipotesi premessa di linearità delia corrente, ed assumendo quasi uni
forme la distribuzione delle velocità nella sezione in modo da poter porre 
il coefficiente di ragguaglio della portata di quantità di moto (! = I ,  
l'equazione dinan1ica assu�e: J� . .f�!rna 

2h + u eu -I I .au __ •o 
as g iJs · -g & - - yR [19.3] 

che è sostanzialmente quella proposta da de Saint-Ve.nani nel 1871 .  
La posizione (J = I trova giustificato impiego nelle applicazioni tecni

che, co1ne si è detto precedentemente, anche per la modesta impor
tanza del termine cinetico e per la limitata approssimazione con cui è 
valutabile il termine rappresentativo delle perdite di carico effettivo per 
unità di lunghezza dovute alle resistenze al contorno, 

To 
:Yii. 

termine che verrà indicato al solito con il simbolo j. 
Avendo posto l'ipotesi dì gradualità delle varia:Zioni della corrente 

nello spazio e nel tempo, la resistenza al contorno può essere valutata 

Par. 19.2] Integrazione delle equazioni del moto vario 679 

con un'equazione analoga a quella adottata nel moto permanente, ossia 

,, _ . _ UfUf 
yR - J - gC2R ·  [ 19.4] 

Si tratta evidentemente dell'espressione introdotta nel paragrafo 18 . J ,  
1na scritta in modo che i l  termine dissipativo -j abbia sempre segno 
cambiato rispetto alla velocità U. 

La valutazione della cadente j, richiede la scelta di una legge di resi
stenza per esprimere il coefficiente C. Le formule consigliabili sono quelle 
già viste nello studio delle correnti uniformi (cfr. cap. 1 7). 

19.2. Integrazione delle equazioni del moto vario nei canali reilongolori 
senza resistenze d'onda. 

Indicando con z1 la quota del fondo della sezione normale di un canale 
e con Y la profondità misurata nel piano della sezione, coincidente con la 
quota del pelo libero sul fondo, se la pendenza 

i, = sen e =  - dz, 
ds 

è abbastanza piccola da potersi porre cose ::::'. l ,  il carico piezometrico 
vale 

e quindi 
h = z1 -l-Y ,  

ah = az, + ay = _ i  + aY 
as òs òs f as . [19.5] 

Le equazioni [19.1] e (19.3] di de Saint,Ve1mnt, per. alve9 4.i .s??iQne. 
rettango_la,re, diventano 

� (UY) -1- ay = 0  as òt 
aY u au 1 au 
as -1- g as -i- g èJt = i, -j · 

[ 19.6] 

[19.7] 

Lo stesso de Saint-Venant ha proposto il seguente procedimento di 
integrazione del sistema di equazioni [19.6] e [19.7], nell'ipotesi di alveo 
prismatico. Sotto tale condizione la velocità U è funzione di s e di t sol
tanto attraverso Y, cioè U = U[Y(s, t)], e le equazioni precedenti si pos-
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sono scrivere 

Moto vario delle correnti a pelo libero 

d ay 8Y 
dY (UY)& + 8t = O  

ay(1 + !!_ dU)+ ..'.. dU ay = ;  _ . 

as g dY g dY at 
1 1 

dalle quali, eliminando BY/8t, si ottiene 

aY{1 _ I(dU)'}' = ;1 _ j .  
as g dY 

[Cap. 19 

[19.8] 

De Saint-Venant (1871) integrò questa equazione assumendo che la 
cadente j fosse costantemente uguale alla pendenza del fondo, come accade 
nel movimento uniforme. Con tale ipotesi la [19.8] si riduce all'equazione 
alle derivate ordinarie 

�� = ± � [19.9] 

che ammette l'integrale 
U'F 2 VgY= cost . [19.10] 

Utilizzando la precedente equazione differenziale si ottiene inoltre 

d dU . "' 
dY (UY) = u + Y  dY = U ± vgY 

per cui l'equazione di continuità diventa 

aY ay = o .  (U± gY)a:s -1- at 

Essa rappresenta il profilo di onde di superficie le cui ordinate Y si 
propagano con la celerità 

BY 

C = -
iJi 
a-y = U ± VgY 
as 

[19. 1 1 ]  

e mostra che la propagazione può avvenire con celerità relativa alla cor� 
rente v'gY, positiva o negativa. La relazione [19. 10], corrispondentemente, 
indica un legame tra U ed Y valido con il segno superiore per l'onda che 
passa con la celerità U + VgY e con il segno inferiore per l'onda che 
passa con celerità U - VgY. 

Par. 19.2] Integrazione delle equazioni del moto vario 681 

Avendo presente l'associazione dei segni tra l'espressione della cele
rità e l'equazione differenziale [19.9] 

dU i /z 
dY = ± V 1 "  

si osserva che le onde che si propagano con celerità U + VgY indu
cono variazioni di velocità dU di segno concorde con le variazioni di 
profondità dY, mentre le onde che si propagano con celerità U --Vg'Y, 
e quindi in particolare le onde ascendenti sulle correnti lente, comportano 
variazioni di velocità discordi con le variazioni di profondità. Il risultato 
non cambierebbe sostanzialmente se si mettessero in conto anche gli effetti 
della pendenza del fondo e delle resistenze, salvo che allora la presenza di 
attenuazioni e di uno sfasamento fra le variazioni di velocità e di profon
dità renderebbe meno semplice il confronto. 

Assumendo la condizione 

U = O  per Y = Y0 ,  

e considerando la propagazione con celerità relativa positiva, vale la 
relazione 

U - 2VgY = 0 - 2Vgj";; 
che sostituita nella [19. 1 1 ]  fornisce il valore 

C =  U -1-VgY= 3VgY- 2Vgj";; [19.12] 
della celerità dell'onda; per Y -+ Y, , essa tende al valore VgY, di Lagrange. 

Con il valore [19.12] della celerità l'equazione di continuità diventa 

òY ay (3VgY- 2v'iY,;) 8s + iJi = O, 

il cui integrale generale è 

s = (3VgY - 2 VgY0) t + 'P(Y) 

avendo indicato con 1:P una funzione arbitraria di Y. 
L'eq. [19.13] fornisce la forma del profilo dell'onda, 

conoscendone Ja configurazione 

s = 'P(Y) 

[19.13] 

ad un istante . t, 

ail'istante t = O. Il profilo si propaga come se ciascun suo punto, po
sto all'altezza Y sul fondo, fosse animato dalla velocità orizzontale 
3 v'gY- 2Vgj";;. 
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19.3. Le equazioni del moto vario di correnti con afllussi e deHussi laterali, 

Consideriamo nuovamente una corrente a pelo libero soggetta a varia� 
zioni di velocità e di sezione graduali nel tempo e nello spazio in modo tale 
da assicurare la conservazione deJla forma quasi cilindrica della corrente 
stessa. Ora si vuole mettere in conto anche il contributo di eventuali 
afliussi e deflussi laterali. 

I primi possono derivare dall'apporto di piogge, di deflussi superficiali 
e di moti di filtrazione verso l'alveo. La direzione di arrivo di queste 
portate in entrata, indicate con qe per unità di lunghezza della corrente, 
è di norma perpendicolare all'alveo. Escludendo la presenza di veri e 
propri corsi d'acqua affluenti, che non rientrano d'altra parte nell'ipotesi 
dì portate distribuite, si può assumere senz'altro q0 diretta perpendicolar
mente alla linea d'asse della corrente. 

I deflussi, indicati con qu per unità di lunghezza, possono invece deri
vare, oltre che da inoti filtranti dispersivi, da tracimazioni continue lungo 
le sponde. Le portate di filtrazione, qualunque sia il loro segno, hanno 
influenza trascurabile sui fenomeni ondosi, in particolare sulle onde di 
piena, mentre le portate sottratte per tracimazione sono spesso importanti 
perché iinposte dalla presenza di soglie artificiali predisposte lateralmente 
proprio allo scopo di derivare acqua o di scoln1are le piene. 

L'equazione di continuità si ottiene subito partendo dalla for1na nota 
(19. 1 ]  valida in assenza di portate laterali 

ò(QU) + 8Q � o  3s 3t 

ed imponendo che la variazione di volume per unità di lunghezza e per 
unità di"tempo, espressa dal primo membro dell'equazione predetta, uguagli 
la diffe1��nza tra afflussi e deflussi laterali; risulta cosi 

c(QU) òQ -·as- + 2t = qe - qu , [19. 14Ì 

Per quanto riguarda l'equazione della quantità di moto, nella dire
zione dell'asse della corrente, è diverso il contributo delle portate q, da 
quello delle portate q.. Considerando un tronco di lunghezza unitaria 
(fig. 1 9.2), la portata entrante q, ha componente della quantità di moto, 
nella direzione s, nulla all'ingresso e pari a eq0U quando attraversa la se
zione terminale facendo ormai parte della corrente di velocità media U. La 
portata uscente qu non comporta invece variazioni al bilancio descritto dal-
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l'equazione della quantità di moto senza deflussi laterali, quando è proiet
tata nella direzione s. Infatti, o la quantità di moto della portata q. conserva 
proiezione costante nella direzi.one originaria del moto, perché la velocità 
della vena che efliuisce mantiene componente in tale direzione uguale alla 
velocità della corrente nella sezione d'ingresso; oppure Ja sua eventuale 
variazione, sempre nella direzione del moto, è pari alla componente della 
forza esterna esercitata sul liquido da quelJa parte del contorno che con
corre alla deviazione della vena, e quindi i due .termini si elidono insieme 
nell'equazione dinamica. 
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Resta la sola variazione eq.U da aggiungere alla valutazione della quan
tità di moto fatta nel paragrafo 16.1 . Indicando al solito con h il carico 
piezometrico z + p/y, si ottiene 

ah au au Y!2 - + 0!2U- + ef2 - + eq U � - ToB . 3s t: 3s òt e 

Da questa, divisa per yQ, deriva la for1na 

ah + .'.'.. au + .1. au + q, u = _ . 

òs g ès g 2t gQ J [19.15] 

dell'equazione della quantità di moto, valida per correnti lineari con afflussi 
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ed imponendo che la variazione di volume per unità di lunghezza e per 
unità di"tempo, espressa dal primo membro dell'equazione predetta, uguagli 
la diffe1��nza tra afflussi e deflussi laterali; risulta cosi 

c(QU) òQ -·as- + 2t = qe - qu , [19. 14Ì 

Per quanto riguarda l'equazione della quantità di moto, nella dire
zione dell'asse della corrente, è diverso il contributo delle portate q, da 
quello delle portate q.. Considerando un tronco di lunghezza unitaria 
(fig. 1 9.2), la portata entrante q, ha componente della quantità di moto, 
nella direzione s, nulla all'ingresso e pari a eq0U quando attraversa la se
zione terminale facendo ormai parte della corrente di velocità media U. La 
portata uscente qu non comporta invece variazioni al bilancio descritto dal-

\'.<' 

Par. 19.3) Correnti con afflussi e deflussi laterali 683 

l'equazione della quantità di moto senza deflussi laterali, quando è proiet
tata nella direzione s. Infatti, o la quantità di moto della portata q. conserva 
proiezione costante nella direzi.one originaria del moto, perché la velocità 
della vena che efliuisce mantiene componente in tale direzione uguale alla 
velocità della corrente nella sezione d'ingresso; oppure Ja sua eventuale 
variazione, sempre nella direzione del moto, è pari alla componente della 
forza esterna esercitata sul liquido da quelJa parte del contorno che con
corre alla deviazione della vena, e quindi i due .termini si elidono insieme 
nell'equazione dinamica. 

1 1 1 1 hìlTl 1 1 1 1 1 1  
-�� 

f;m;@1k-Yk'f/&ì@1 ------
' 'l---j •z = O 

r-- --}------ � ---' ' 
. i �· i q.�,"''*·''=''W:SiWGi'Xm.;1;3·ff&J''fJ�ff,;1<Wj"Jll@'""""'nF""':f""'&m;;:g 

DU 
Fig. 19.2. - Corrente con afflussi e 

deflussi laterali. ,,m, m.m,rn.c------j 

nu+�(!2U) 
__,;. 

Resta la sola variazione eq.U da aggiungere alla valutazione della quan
tità di moto fatta nel paragrafo 16.1 . Indicando al solito con h il carico 
piezometrico z + p/y, si ottiene 

ah au au Y!2 - + 0!2U- + ef2 - + eq U � - ToB . 3s t: 3s òt e 

Da questa, divisa per yQ, deriva la for1na 

ah + .'.'.. au + .1. au + q, u = _ . 

òs g ès g 2t gQ J [19.15] 

dell'equazione della quantità di moto, valida per correnti lineari con afflussi 



684 Moto vario delle correnti a pelo libero [Cap. 19 

e deflussi laterali, nella quale, co1ne in precedenza, si è indicato con 

. "' 1u1u ; � yR � C2gR 
la perdita di carico totale per unità di lunghezza dovuta alle sole resi
stenze sul contorno e valutata co1ne nel moto permanente. 

19.4. L'integrazione numerica delle equazioni del moto vario. 

Il sistema di equazioni [19. 14] e [19.15] può essere scritto in termini 
di due sole funzioni incognite di s e t, scelte l'una fra le grandezze cine
matiche, la velocità U o la portata Q, e l'altra fra le grandezze geome
triche, il carico piezometrico h, o la profondità Y oppure la sezione Q. 
Tra queste ultime, il carico piezometrico h, pari alla quota del pelo libero, 
è la grandezza d'impiego più conveniente nell'esame dei corsi d'acqua 
naturali. 

Scelte U ed h, il sistema si scrive 

- au ah ah [w] D--- + Ub - + b,  + U 0 - (q,- qu) � O  
ÒS Cls ot es ,. 
au au eh u . U-+ - +g- + q -+ g; � O  2s òt ès e Q 

[19. 16] 

essendo b la larghezza del pelo libero alla quota h. 
-Le forme precedenti derivano dalla considerazione della sezione Q 

con1e funzione della coordinata s e del carico h, il quale, a sua volta, è 
funzione di s e t, ossia Q = D[s, h(s, t)], sicché 

8[2 òh -� b-'ilt iJt 
òQ = b ilh + ['ilQJ as òs as h ·  

In termini invece di Q ed h il sistema assume la forma 

2Q 2h - +  b-- (q - q ) = O  ès 2t 0 11 

g iJ_(;/ + iJQ + (gQ _ Q' b) iJh 
-

Qb 2h _ Q' b i, > +  'b_g + gDj � O 
[ 19. 1 7]  

Q Cs fJt Q2 2s [J àt Q2 h [2 

avendo posto 

iu,, � * [��J,, , 
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fattore che, nella situazione di alveo cilindrico, coincide con la pen
denza del fondo i1. 

L'esperienza di calcolo indica generalmente come preferibile questa 
ultima forma del sistema di equazioni del moto vario di una corrente liquida. 
L'integrazione si può eseguire per differenze finite, salvo ricorrere a parti
colari semplificazioni, come quelle utilizzate nei paragrafi 19.8 e 19.9. Due 
procedimenti di calcolo possono essere seguiti : il metodo delle carat
teristiche, già richiamato per il calcolo della propagazione delle onde di 
pressione, e i metodi diretti alle differenze finite. 

19.5. Il metodo delle caratteristiche. 

Per l'impostazione generale del metodo si rimanda al paragrafo 16.15. 
Come si è visto allora, il sistema di equazioni alle derivate parziali [19.17] 
si trasforma in un sistema di equazioni ai differenziali totali sulle linee 
caratteristiche 

�� �g ± � .  [19.18] 

Tali linee esistono e sono reali e distinte finché il sistema dato è di 
tipo iperbolico. Le relative equazioni [19.18] sono state ottenute appli
cando la condizione indicata nel paragrafo 16 . 15 già richiamato. Sulle 
linee caratteristiche, le equazioni di compatibilità assumono la forma 

dQ -b (% 'f vg�') dh + 
+ [gDj-�,b io,, + (%=ic vg�) q, ± rf q"l dt � o 

con ovvia corrispondenza dei segni. 

Fig. 19.3. - Profondità media Y,,, 
di una sezione trasversale. 

1------�---h 

[19.19] 
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Le equazioni delle caratteristiche mettono in evidenza la celerità e di 
propagazione di un'ouda di a1npiezza infinitesima su una corrente carat
terizzata dalla velocità media U e dalla profondità media Ym = Q/b, pari 
all'altezza della sezione rettangolare che ha la stessa area Q e la stessa 
larghezza b del pelo libero della sezione data, come mostra la figura 19.3. 
Essendo e =  ds/dl, si ha dalla [19.18] 

c - Q ± 1/gQ = U± ViY,;; . - li  r b 

La dipendenza della celerità dell'onda dalla profondità media deriva 
dall'ipotesi di monodimensionalità del moto, che comporta necessaria
mente l'identità di fase dell'onda in tutta la sezione. Tale risultato è giusti
ficato negli alvei di sezione compatta; non in quelli di sezione mista, come 
gli alvei con golene od i canali lagunari, per i quali si deve ricorrere ad 
una divisione della sezione in parti a differente comportamento o a schemi 
di moto bidimensionale. Si vedano su questo tema, in particolare, gli studi 
di propagazione della marea nella laguna di Venezia (cfr. Ghetti, 1979). 

Evidentemente ± VgY: rappresenta la celerità relativa alla corrente 
di velocità U. Tenendo presente la distinzione fra 

correnti lente, o subcritiche, per le quali è 

u Fr = -·- < 1  m � ' U< vgYm , ossia 

correnti veloci, o supercritiche, per le quali è 

U > VgY.: '  ossia Frm > 1 ,  

si vede che soltanto nelle prime Ie perturbazioni in esame possono propa
garsi contro corrente. 

Sul piano orario s, t le caratteristiche sono rappresentate da due fami
glie di curve e+ e e- che, nel caso di corrente lenta, hanno pendenze di 
segno opposto. Nel caso di correnti veloci, le pendenze del1e curve carat
teristiche sono invece concordi. La figura 19.4 mostra un reticolo di carat
teristiche e+ e e- nella situazione di corrente subcritica. 

Le soluzioni h(s, I) e Q(s, 1) del sistema in esame restano determinate 
se sono note, oltre che la geometria deII'alveo e gli eventuali valori de1le 
portate laterali in funzione del tempo, affluenti qe e defluenti qu, anche: 
le condizioni iniziali, cioè i valori h(s, O) e Q(s, O) sull'asse I = O per il 
tratto di alveo di lunghezza L considerato, e le condizioni al contorno. 

Par. 19.51 Il metodo delle caratteristiche 

Fig. 19 .4. - Rappresentazione delle 
curve caratteristiche. 
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Nel caso di corrente veloce queste ultime condizioni sono date in una 
sola sezione, quella di monte del tronco considerato, ed esprimono l'evo
luzione nel tempo delle grandezze h = h(O, 1) e Q = Q(O, 1) in quella 
sezione. Nel caso di corrente lenta, nella sezione di monte del tronco con
siderato è di solito assegnato l'andamento della portata Q = Q(O, 1), 
mentre nella sezione di valle è noto un legame dd tipo Q(L, I)= f[h(L, t)]. 
Anche nella situazione di corrente lenta talvolta possono essere cono
sciute entrambe le grandezze Q = Q(I) ed h = h(I) in una stessa sezione 
la quale, necessariamente, dev'essere situata alla clùusura di valle del 
tronco considerato (v. Lombardo e Rebaudengo Landò, 1970). 

Il calcolo numerico delle soluzioni procede quindi passo-passo sosti
tuendo ai differenziali ds e dt gli incren1enti finiti /j.s e /j.t lungo le carat
teristiche e ricavando le corrispondenti variazioni fj.h e /j.Q. 

Ad esempio, il calcolo dei valori h e Q nel punto P della figura 19.4, 
ossia neIIa sezione si all'istante ti, è immediato a partire dalla cono
scenza di tutte le grandezze nei punti A e B posti sulle caratteristiche 
e+ e e- passanti per p all'istante ti-1• che precede ti dell'intervallo fis
sato /j.t. Supposto, solo per semplificare la scrittura, che nel tronco A-B 
siano nulle le portate qe e qu, e indicato con 

M' } (Q J/gQ) M" = b lj 'f  V /J  
N Q' b .  n •  

= [J2 I(,) - g,;j 
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si ottiene 
sulla e+: 
sulla e- : 

Qp - Q, - M�(h, - hA) = NA !1t 
Q, - QB - M�(h, - h11) = NB !1t 

da cui si ricavano subito i valori QP ed hp. 
L'appròssimazione naturalmente migliora riducendo l'intervallo 6.t, ma 

il nu1nero dei punti di calcolo diventa presto proibitivo ; si può allora 
ricorrere a procedimenti iterativi per il calcolo dei coefficienti M', M11 
ed N con valori medi fra A e P nella prima equazione e medi fra B e P 
nella seconda. Il reticolo di calcolo non è regolare e ciò comporta tediose 
interpolazioni se si vuole procedere per istanti contemporanei su tutto il 
tronco d'alveo considerato oppure su sezioni prestabilite per intervalli di 
tetnpo variabili. 

Numerosi artifici sono consigliati per facilitare ed accelerare il 
processo numerico e per questi si rimanda ai testi specializzati (si veda, 
per esempio, M. B. Abbott : Computational Hydrau/ics, 1979). 

19.6. I metodi diretti alle differenze finite. 

Il sistema di equazioni del moto vario di una corrente monodimen
sionale può essere risolto algebricamente eseguendo il calcolo delle deri
vate parziali per mezzo di rapporti incrementali finiti. 

Il reticolo numerico ha in questo caso maglie regolari di forma rettan
golare, come mostra la figura 19.5. Contiamo lo spazio con multipli i del-

(k + l ) M  

I 
e/ i-------ll.1-� / i i /  : IP V ··--- - - - - -i - - - - - r· - - - .A - - - -I I / I Q 1 I I / : M 

k .'iii---------+----�----1N-·"-·-L 
' / ' ' I ' ' ---- -:;r----1-------� 

)" I I /' ' ' / I  ' ' I ' ' ' ' I I ' 
' ' ' I ' ' ' I ' ' 

16-s (i-1-1)6-s 

Fig. 19.5. - Reticolo per il cal
colo numerico alle differenze 

finite. 
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l'intervallo !1s ed il tempo con multipli k dell'intervallo !11. Si introdu
cono dei coefficienti p8 e Pt, di valore compreso fra O ed 1, come coef
ficienti di peso per mediare rispettivamente nello spazio e nel te1npo le 
grandezze che compaiono nel sistema in esame e le derivate di Q e di h. 
Allora, per una generica grandezza A, si ottiene: 

media pesata temporale fra i punti MP: p,A; + (1 -p,)A;+• 
media pesata temporale fra i punti NQ : p,At+1 + (1 -p,)A\ti 
media pesata spaziale fra le medie precedenti 

A "'°'p,[p,A; -Hl -p,)A;+lJ + (I -p,)[p,'.Af+1 +(1 -p,)A\tiJ . 

Il risultato non cambia invertendo l'ordine di mediazione, per cui si 
può scrivere 

A "'°'p,p,Ai -f-p,(1 -p,)A:+• +(1 -p,)p,A7+i + (1 -p,)(I -p,)A'!ti 

e analogamente per le derivate 

0A Ak Ak A"+i A'*' 
� � Pt _!±!_=-i_ + (1 -Pt) _tu-=--•-8s !1s !1s 
0A Am Ak Ak+l A' � ,.._. i - i + (! - ) i+l �___i±! 
òt = P• !1t p, !1t ' 

Se si sostituiscono queste valutazioni approssimate nel sisten1a di 
equazioni [19.1 7], si ottengono due equazioni algebriche nelle quattro 
incognite hZ+1, h�tL Q�+1, Q�!i . Ripetendo l'applicazione a tutte le maglie 
comprese tra gli istanti k!1t e (k + 1)!11 fino a raggiungere la sezione di 
estremità del tronco considerato si ottiene un sistema formato da un 
numero di equazioni che, con l'aggiunta delle due condizioni al contorno, 
è pari al numero delle incognite. Restano cosi determinate le grandezze h 
e Q all'istante (k + 1) !1t, in sezioni della corrente distanti !1s fra loro, 
note che siano le stesse grandezze all'istante k At. 

La soluzione è esplicita soltauto nel caso p, � I . Allora le grandezze h 
e Q all'istante (k + 1)!1t sono infatti esprimibili esplicitamente in funzione 
dei valori all'istante k At. Il procediinento è abbastanza semplice ma ri
chiede che sia soddisfatta la condizione di stabilità di Courant-Friedrichs
Levy 

!1s Q i fiiJ 
M > :g + V b ;  

essa impone, ad esempio, che il punto Q della figura 19.5 si trovi al di 
sotto o tutt'al più sulla caratteristica C+ pa'ssante per il punto M. Tale 
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si ottiene 
sulla e+: 
sulla e- : 
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condizione limita l'ampiezza della scansione temporale per un assegnato 
passo spaziale e, come nel caso del metodo delle caratteristiche, moltiplica 
rapidamente il numero delle operazioni di calcolo. 

Assumendo Pt < I si ottengono invece equazioni che definiscono im
plicitamente le grandezze incognite. Tale metodo implicito comporta qual
che complicazione nella risoluzione del sistema di equazioni ma presenta 
il grande vantaggio, per Pt < 0,5, di fornire una soluzione stabile qua
lunque sia la scelta di Lls e D..t. Per questa possibilità di aumentare la 
SC'2!l.:::ionc tca11poru12, lo  schema implicito è spesso preferito come metodo 
di calcolo numerico. 

Nelle applicazioni è conveniente scrivere le equazioni del 1noto vario 
nella forma 

derivata dalla [19.14] e 

3Q + b �h - (q, - q,) = o  2is ot 

ah + .!.{il �(�) + �(il)} + q,Q + · = o as g Q as Q at Q gQ' J 

[ 19.20] 

[19.21] 

derivata evidentemente dalla [19.15]. 
Assumendo, a titolo di esempio, p,, = 0,5 e Pt = O, si perviene al sistema di equazioni algebriche non lineari 

Q�ti - Q�t+l (bf+1 + bttI) (h�·+1 - 1ir + hf:tl - 1i;;.1) --z;;s-- + --2-- ----- -2 L'l-t - - - - - (q, - q,) = o 

h�ti - Jif+l 1 
(Qt�·l Q1ti) (Q1ti Q�+l) �- ---!- 2g�s Q!c+1 + Qffi · Q�+1 - Q�-Ff + • i+l •+1 • 

1 
(Q{•+1 Qi" Q1:�f Qfi-1) q, { Qf+1 Qt::f } + 2gl'lt ?.!Ti·i - Qk + Q;+1 - Qk + 2g (Qk-1-1)2 + (Qk+1)2 + i i •+1 H·l i 1+1 

-1-_!_ ( "k+l '- "k+l) - o 2 li i li+l -

[19.22] 

nelle quali le grandezze b ed Q sono funzioni note di h. 
Un chiaro esempio di applicazione di questi metodi di calcolo alla 

propagazione di un'onda di piena si trova nel « modello matematico delle 
piene dell'Arno », che costituisce il risultato di una ricerca condotta pa
rallelamente presso l'Istituto di Idraulica dell'Università di Pavia ed il 
Centro Scientifico IBM di Pisa (Gallati e al., 1 977). 

Par. 19.7} 

19.7. Le onde cli piena. 

Le onde di piena 691 

Una delle applicazioni più importanti delle equazì.oni del moto vario 
delle correnti a pelo libero riguarda la simulazione matematica della pro
pagazione delle onde di piena negli alvei naturali. I procedimenti richia-
1uati nei paragrafi precedenti, dal metodo delle caratteristiche ai metodi 
alle differenze finite, sia quello esplicito, sia soprattutto il metodo impli
cito, trovano largo impiego nella formulazione del modello matematico 
del fenomeno propagatorio delle piene. Si richiede generalmente, nella 
preparazione del modello relativo all'asta principale, l'introduzione degli 
effetti delle onde di piena degli affluenti, con combinazioni che possono 
essere opportunamente variate. 

Per questi calcoli l'equazione di continuità e l'equazione dinamica de1la 
corrente, senza afflussi o deflussi laterali, si usano scrivere nelle forn1e 

BQ + aQ = O  as òt 
ay u au 1 au . . 
as + g as + -g ai = i,-J 

[19.23] 

[19.24] 

che differiscono dalle precedenti [19.1] e [19.3] per avere introdotto la 
portata Q = QU nella prima ed eseguito nella seconda la sostituzione [19.5] 

ah _ _  ; + ay 
as - f as · 

Va osservato che l'impiego delle equazioni di de Saint-Venant impone 
la determinazione di un solo parametro, agli effetti della taratura del mo
dello: il coefficiente di scabrezza dell'alveo corrispondente alla legge di 
resistenza adottata per esprimere C nella 

. U' Q' . 
1 � gC'R = gC2Q2R '  

nel caso delle onde di piena il ricorso al prodotto VIVI in luogo di U2 
non è necessario perché non sono temibili inversioni di segno della velocità. 

La complicazione numerica richiesta per la soluzione del sistema [19.23]
[19.24] consiglia tuttavia, in alcuni casi, il ricorso a modelli se111plificati, 
utili anche per mettere in evidenza qualche aspetto di carattere generale 
delle onde di piena. 

Il più semplice di questi modelli, che fornisce già risultati interessanti 
nonostante la drastica semplificazione da cui deriva, è quello suggerito 
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da Boussinesq nel 1 872, basato sull'assunzione che il passaggio del
l'onda di piena dia li.1ogo ad una successione di stati quasi uniformi, in 
modo che risulti sempre 

i1-j = 0 .  
L'ipotesi si giustifica con il riferimento ad onde di periodo molto 

lungo, per cui la corrente è soggetta a variazioni estremamente graduali 
nello spazio e nel tempo. L'equazione dinamica si riduce allora ad una 
relazione fra la portata Q e la profondità Y, o la sezione D, espressa dal
l'equazione del moto uniforme. Tale legame si può scrivere nella forma 

Q = k!Jm (19.25] 

con k ed nt assunti costanti, ed essa viene tradizionahnente chiamata 
scala di dejfusso. L'argomento è stato trattato nel paragrafo 17.9 dedicato 
ai problemi del moto uniforme. In quel paragrafo è stata anche ricavata 
un'espressione dell'esponente m in funzione dell'area de11a sezione e del 
perimetro bagnato e sono stati forniti alcuni valori di in,. che si richia
mano qui brevemente: 

Sezioni 

Triangolari, semicircolari, rettangolari con Y/B = 1/2 
Rettangolari e trapezie con 0,10 < Y/B < 0,20 
Larghissime (Y/B � O) 

m 

4/3 
� 3/2 

5/3 

In generale, per le sezioni larghe e larghissime l'esponente m ha dun
que valori compresi fra 3/2 e 5/3. 

19.8. n modello cinematico. 

DalJa considerazione della scala di deflusso 

Q = k!Jm, 

insie1ne all'equazione di continuità 

òQ + òQ = O C!s òt 
si ottiene lequazione del modello di propagazione delle piene detto cine
n1atico. La denominazione deriva dall'importanza del ruolo svolto dalla 
condizione cine1natica di continuità in questo schema di calcolo. 

par. J9.8] Il modello cinematico 

Indicando con e la derivata di Q rispetto ad Q 

e tenuto conto che 

dQ = m g =  c(Q) c = dQ Q 

aQ = dQ aD = c(Ql �E 
ai dD ai ai 

dall'equazione di continuità si deduce 

cQ + c(Q) 8Q = O 
8t 8s 

693 

[19.26] 

che è l'equazione differenziale del modello cinematico. 
L'integrazione è immediata con il n1etodo delle caratteristiche. Infatti, 

l'equazione a derivate parziali [19.26] è equivalente al sistema di equa
zioni differenziali ordinarie 

ds 
dt = c(Q) 
dQ = O 

(19.27] 

[19.28] 

di cui la prima definisce l'unica famiglia di curve caratteristiche. Qui e 

indica la velocità di propagazione di uno stesso valore di portata. Con 

riferimento ai predetti valori di m si ha 

c = m%=H -7%)u [19.29] 

risultato che trova soddisfacente conferma nella propagazione delle piene 

in alvei regolari larghl a debole pendenza. 

Dalla condizione di costanza di Q sulle caratteristiche, espressa dalla 

eq. [19.28], deriva che le caratteristiche stesse sono rette la cui pendenza 

sul piano s, t cresce con il crescere del valore della portata nella sezione 

s = O. Come mostra la figura 19.6, assegnata. per s = O la condizione 

al contorno 
Q(O, t) = F(t) per t>O , 

e posta inoltre la condizione che Q sia limitata per s --+- oo, 

la conoscenza della Q = Q(s, t) in tutto il tratto in esame: 

Q(s, t) = F(c) 

è im1nediata 
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Fig. 19.6. - Propagazione di  un'onda di piena secondo lo schema cinematico. 

dove r è un tempo definito imp1icitamente dalla 

s 
i � , + c[F\•)J ' 

ottenuta integrando l'equazione delle caratteristiche [19.27]. 
Dato il legame tra Q ed Q rappresentato dalla scala di deflusso, le 

variazioni di sezione sì propagano con ·1a stessa celerità delle variazioni 
di portata. Inoltre, poiché e risulta crescente con Q, la propagazione è 
tendenzialmente accompagnata da una distorsione che, in assenza di 
attenuazione, dovrebbe rendere il fronte de11'oilda sempre più ripido con 
l 'avanza1nento. 

Va osservato che Ia scala di deflusso potrebbe in generale anche cam� 
biare da sezione a sezione, cioè essere del tipo Q = Q(D, s), conseguenza, 
in particolare, di variazioni del coefficiente k della scala Q = kQ1n con 
l'ascissa s. Ciò non :modifica forn1almente l'equazione del n1odello cine-
111atico 

iJQ + c iJQ = O  òt òs 
salvo introdurre la dipendenza da s anche della celerità: e =  c(Q, s). Sotto 
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la condizione 
Q(O, t) � F(t) per t;;.O 

}'equazione data ammette ancora l'integrale 
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" ds 
t = '  -1-J c[F(r), Sì .  
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ds 
dt � c(Q, s) � c[F(r), s] 

le quali, evidentemente, non sono più rette nel piano s, t. 

19.9. n modello parabolico. 

695 

Un secondo schema semplificato, per lo studio delle onde di piena, 

si ottiene considerando trascurabili i termini inerziali dell'equazione di 

de Saint-Venant, per cui quest'ultima si riduce a 

òY . . 
as = l1 - J . [!9.30] 

L'approssimazione risulta del tutto giustificata, come si dimostrerà più 

avanti, negli alvei con pendenza molto dolce. 

In base all'eq. [19.25], con cui si è definita una scala di deflusso, ed 

all'equazione del moto uniforme, si può scrivere 

cQ'l/gRI, � kQm 
e quindi 

. Q' Q' ;, J = C2Q2 gR k'Q2m . 

[19.31] 

[19.32] 

Sostituendo questa espressione nella [19.30] e derivando l'equazione 

risultante rispetto a t, segue 

a (ay) 2Qi1 òQ 2mQ' i1 iJQ 
3t ÒS = - k2Q2m'8f + k2Q2m+i 'at ' 

!" 
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Posto che sia trascurabile la  variazione della larghezza b con s e tenuto conto della equazione di continuità, si ottiene 

�(�D = a:(�D = :s(i ��) =-i �:� ·  
e complessivamente 

I a2Q _ 2Qi1 2Q 2mQ2 i, 2Q '7J i§S2 - k,2 [J2m · fu -/- k,2 .Q2m+1 ·fu • 

Questa equazione si può scrivere ne1Ja forma 

aQ + c aQ =n il'Q at as as2 [19.33] 
con la stessa espressione [19.29] della celerità e del modello cinematico 

C =m§  
e con il coefficiente D dato dalla 

fç2[,J2m Q Q D = 2bQi, = lbj ""'2bi, . [J9.34J 
L'equazione a derivate _ parziali [19.33] è del tipo parabolico e spiega il no1ne attribuito al mode11o in esame che, sostanzialmente, è stato proposto da Hayami nel 1951. 
La possibilità di sostituire -il sistema iperbolico di partenza cui corrisponde un doppio valore della celerità, con una forma parabolica che ammette una sola determinazione della celerità, è giustificata dal .particolare tipo di fenomeni propagatori in esame: quello delle onde di piena. Esse sono caratterizzate, oltre che da variazioni della sezione e della portata molto lente nel tempo e graduali nello spazio, da una propagazione esclusivamente verso valle. 
Dalla [ 19.33] risulta evidente anche l'attenuazione del colmo dell'onda : per un osservatore che si muova con la velocità e la portata varia infatti con la legge 

n il'Q 
os' 

e quindi, essendo D > O, essa si attenua certa1nente procedendo con il colmo, dove è 82Q/ils2 < o. 

Par. J9.9] Il modello parabolico 697 

L'eq. [19.33] del modello parabolico si può risolvere in forma ana
litica se la si linearizza assumendo valori costanti per i coefficienti e e D. 
Per questa linearizzazione conviene attribuire ad essi i valori corrispon
denti, in moto permanente, ad una portata media dell'evento di piena. 

La soluzione è data nella forma di un integrale di convoluzione 
' 

Q(s, t) = f u(s, ")Q(O, t-,)d< [19.35] 
o 

dove Q(O, t) è la portata nella sezione s = O per t >O 
u (s, "t) è la  risposta del sistema lineare a una portata impulsiva uni

taria ed è espressa dalla 

u(s, t) = 2 J exp 
[- (et-�)�] 

t ntD 4Dt . 

Ad un'equazione di tipo parabolico si perviene pure con procedimento 
di semplificazione dell'equazione di de Saint-Venant (cfr. Marchi, 1978) 
che evidenzia anche il legame tra variazioni di sezione e variazioni di 
portata. 

Per questo conviene esprimere la scala di deflusso nella forma 

D = KQN [19:36] 

dove K ed N sono correlati ai precedenti coefficienti k ed m dalle equazioni 

I K= 1c11m ' N= l 
m '  

e quindi N è compreso fra 3/5 e 3/4, con valori più frequenti intorno a 2/3. 
L'eq. [19.36] è sempre soluzione della i1-j = O  in condizioni di moto 

uniforme. La si può assumere come soluzione di prima approssimazione 
dell'equazione di de Saint-Venant ( I  Q' ) iJQ Q (aQ 8Q) 1 BQ . . 

b - gQ' a:s + gQ' a:s - ai  + gQ ai = •,-1 

scritta in termini di Q ed Q per alveo cilindrico (iJb/òs = O; i,,,)= i1), e 
ritenere piccolo del pritno ordine lo scostamento dalla soluzione effettiva. 
Allora, indicando se1npre con e la celerità, unica per le grandezze Q ed D, 

dQ I 1 Q 
e = dQ = KNQN 1 = N Q [19.37] 
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a meno di termini piccoli del secondo ordine, risulta 

oQ I BQ aQ I òQ as = c as e fu = c fu" 

[Cap, 19 

Dato che inoltre òQ/òs = - BD/Bt per l'equazione di continuità, tutte le derivate presenti nell'equazione dinamica possono essere sostituite in funzione di òQ/Bt. Complessivamente si ottiene, trascurando i termini piccoli del secondo ordine, { (! Q
') l 2Q l ] J òQ l ( Q )'IN - /j - gQ' C2 -gQ2(; + gQ fu t; = KQN - I 

e quindi, nello stesso ordine di approssimazione, 
Q N3 BQ{D'( Q'b 2 Q'b I Q'b\] KQii = l - 2i1 fu Q' I -gIF + N gD' - N' g!J3}f . 

Moltiplicando per KQN e tenendo conto che nell'ultimo termine si può sostituire KQN con Q, resta infine l'equazione 

avendo posto 
Q = KQN _ '2_  òQ 

g òt [19.38] 

N' {gQ' ( I )'} � = li, Q'b - N- 1 . f19.39J 
L'equazione dinamica [19.38] è interpretabile come una scala di deflusso dell'onda di piena. Associata all'equazione di continuità, essa conduce ad un'equazione a derivate parziali del tipo parabolico. Basta infatti derivare la [19.38] rispetto a t e sostituire il risultato nell'equazione di continuità; trascurando i termini piccoli del secondo ordine, si ha 

8Q + KMQN-1 òQ 
= 

r;_ ò'Q as òt g òt2 
e quindi, introducendo la celerità e definita dalla [19.37], c-1 = KNQN-•, segue 

BQ + .J. BQ = '1. B'Q . 
[19.40] òs e Bt g òt' 

Questa equazione ha evidenti analogie con la [19.33]; il differente ruolo delle variabili t ed s consente tuttavia un diverso procedimento di integrazione, valido assumento � costante, ma anche in condizioni di celerità e 

Par. 19.9] Il modello parabolico 699 

variabile con s. Per questo si rimanda alle pubblicazioni specializzate 
(v. ad esempio Whitham: Linear and non linear waves, J. Wiley & Sons, 
1974). 

Da notare che il coefficiente n dipende debolmente da Q attraverso 
il fattore 

Q'b b Q2-3N 
gQS � gKs ' [19.41] 

Se N = 2/3 e l'alveo è rettangolare, la dipendenza è addirittura nulla. 
Essendo 

u Q 
Fr � -- = ---· 

'\/gQ/b DvgD/b 

il numero di Fronde della corrente, la [19.41] si può anche esprimere 
nella forma 

Q'b 
= Fr' gQ' 

Si osserva allora che nella [19.39] il termine 

;;;,(�- 1  )' = Fr2 (�- I)' 
[19.42] 

è trascurabile rispetto ad 1 quando nella corrente quasi uniforme è Fr2<<1.  

In tali condizioni sono trascurabili i corrispondenti termini dell'equa
zione di de Saint-Venant, che risultano essere proprio i termini inerziali 
tralasciati nel modello parabolico proposto da Hayami. 

È chiaro che un procedimento analogo a quello svolto si può seguire 
assumendo come soluzione di prima approssimazione dell'equazione di 
de Saint-Venant la Q = kQm. Si giunge allora ad un'equazione dinamica 
della forma 

Q � kQm + 1 c'  òQ 
g òt [19.43] 

con le espressioni di e e di n già trovate (cfr. [19.29] e [19.39]). 
Derivando la [19.43] rispetto al tempo e sostituendo il risultato nella 

equazione di continuità, nei limiti di approssimazione più volte richia-
1nati, si ottiene l'equazione 

òQ + e òQ 
= ne' ò'Q 

8t Cls g éls2 ' 
[19.44] 

che rappresenta un'estensione dell'equazione parabolica di Haya1ni, in 
quanto la sua validità non è limitata a correnti molto lente. 
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19.10. Onde pulsanti e frangenti (roll waves). 
Il parametro adimensionale 'fJ, introdotto nel paragrafo precedente con l'espressione [19.39], ha, come si è visto per D, il significato di coefficiente di attenuazione dell'onda finché il suo valore è positivo. Esso si può scrivere in termini de1l'esponente m della scala di deflusso 

Q = kQm 
e del numero di 
[19.42] si ha 

Froude Fr; essendo m = I/N e utilizzando la relazione � =-1 .- {-1 - (m - 1)'} · 2m311 Fr2 
Tale espressione 
per valori 

del coefficiente di attenuazione dell'onda mostra che 

Fr(m - 1) > I  
'fJ assume valori negativi. Ciò significa che le perturbazioni ondose si amplificano procedendo verso valle e possono raggiungere il frangin1ento. Il campo di stabilità resta quindi limitato dalla condizione 

1 Fr<,m - 1 · [19.45] 
Numericamente ciò significa Fr< 1,5+3,0 passando da sezioni infinitamente larghe a sezioni circoscritte ad una semicirconferenza. La velocità media nella sezione, in confonnità alla condizione di stabilità [19.45], è critica quando assume il valore 

u., = ;n:1_r vg � .  
Definendo il numero di Vedernikov come 

u Ve = - =  (m - l) Fr u()_q [19.46] 
si può scrivere il limite di stabilità anche nella forma 

Ve .;;;; I .  [19.47] 
Il moto negli alvei con elevati numeri di Froude, in pratica con pendenza del fondo molto forte, assume un aspetto irregolare per la pre-
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senza di piccole ondulazioni che conferiscono alla superficie libera una 
caratteristica rugosità. In tali correnti possono verificarsi fenomeni di 
aerazione e si possono formare spontaneamente treni .d'onde frangenti, 
spesso chiamati con il termine inglese di « roll waves » (v. fig. 19.7). 

Fig. 19.7. - Onde pulsanti e frangenti (roll waves). 

Il superamento del limite di stabilità, cioè la condizione Ve > 1 non 
è tuttavia sufficiente perché appaiono treni d'onde frangenti; occorre 
anche un percorso della corrente abbastanza lungo per consentire 
l'amplificazione, la distorsione e il frangimento delle piccole perturba
zioni iniziali. Secondo Montuori (1961), tale condizione si può precisare 
mediante il numero 

L/C'R 

unito al numero Ve di Vedernikov. Nel piano Ve, L/C'R è stato possi
bile tracciare una famiglia di curve, ciascuna caratterizzata da un parti
colare valore del coefficiente m, delimitanti il campo (tratteggiato nella 
fig. 19.8) nel quale possono verificarsi treni d'onde frangenti. Nella stessa 
figura 19.8 sono riportate le curve corrispondenti ai valori m = 5/3 = 1 ,67 
ed m = 1 1/9 = 1 ,22, e ad un valore intermedio di un ulteriore para
metro Ie cui variazioni hanno però un'influenza 1nolto moderata sulle 

7 1 Y/V//1//Y//l///1 i 
y, 6\ l(/l//;{>';<1444441 Treni di onde 

franienti 
(roll waves) 

. 1 'W/RA/#/A/A/#4-?ci 
3 f I �b//(�(/«xv ///A////4////r///Sl//74 

2 1 i ;0�2'.'4;� 
0o 4 8 12 16 20 24 28 32 36 

L/C2R 

Fig. 19.8 .  - Diagramma per individuare la formazione di roll waves. 
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19.10. Onde pulsanti e frangenti (roll waves). 
Il parametro adimensionale 'fJ, introdotto nel paragrafo precedente con l'espressione [19.39], ha, come si è visto per D, il significato di coefficiente di attenuazione dell'onda finché il suo valore è positivo. Esso si può scrivere in termini de1l'esponente m della scala di deflusso 

Q = kQm 
e del numero di 
[19.42] si ha 

Froude Fr; essendo m = I/N e utilizzando la relazione � =-1 .- {-1 - (m - 1)'} · 2m311 Fr2 
Tale espressione 
per valori 

del coefficiente di attenuazione dell'onda mostra che 

Fr(m - 1) > I  
'fJ assume valori negativi. Ciò significa che le perturbazioni ondose si amplificano procedendo verso valle e possono raggiungere il frangin1ento. Il campo di stabilità resta quindi limitato dalla condizione 

1 Fr<,m - 1 · [19.45] 
Numericamente ciò significa Fr< 1,5+3,0 passando da sezioni infinitamente larghe a sezioni circoscritte ad una semicirconferenza. La velocità media nella sezione, in confonnità alla condizione di stabilità [19.45], è critica quando assume il valore 

u., = ;n:1_r vg � .  
Definendo il numero di Vedernikov come 

u Ve = - =  (m - l) Fr u()_q [19.46] 
si può scrivere il limite di stabilità anche nella forma 

Ve .;;;; I .  [19.47] 
Il moto negli alvei con elevati numeri di Froude, in pratica con pendenza del fondo molto forte, assume un aspetto irregolare per la pre-
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senza di piccole ondulazioni che conferiscono alla superficie libera una 
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Fig. 19.7. - Onde pulsanti e frangenti (roll waves). 
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curve precedenti. La limitazione rappresentata da tali curve, poco di� 
scoste L:."� Toro, è stata verificata con soddisfacente aderenza dai risultati 
sperimentali ripone;'.; eh Fedorov (1937-38 e 1952) e da Arseniscvi!i 
(1952-53). 

19. I I. Onde di traslazione con fronte frangente (onde di shock). 

Onde positive di traslazione si formano per effetto di manovre eseguite 
rapidamente e localmente in un canale, quali l'immissione di una portata 
liquida oppure la chiusura totale o parziale di una paratoia. Quando !'al
tezza dell'onda è considerevole rispetto alla profondità della corrente, 
il fronte frange ed assume forma di un risalto idrau1ico in movimento. 
La propagazione avviene con forti dissipazioni energetiche localizzate sul 
fronte e l'onda viene per questo chiamata onda di shock. 

Onda discendente 

orizzontale 

Fig. 19,9. - Onde di traslazione con fronte frangente, A tratteggio le velocità-relative ad un rife-
rimento in moto con la celerità e, 

-

Nei confronti di un osservatore che si muova con la celerità e del 
fronte, la configurazione del profilo liquido appare quella di un ordinario 
risalto diretto. La figura 19.9 illustra la situazione sia nel caso di onde 
discendenti, sia in quello di onde ascendenti. Nel riferimento mobile con 
la celerità e, i cambiamenti sono di norma così lenti nel tempo che si può 
considerare il fenomeno stazionario. Supposto l'alveo rettangolare, pos
siamo allora scrivere l'equazione di continuità nella forma 

(U1 - c) Y1 = (U2 - c) Y2 

par. 19.11] Onde di traslazione con fronte frangente (onde di shock) 

e }'equazione dinamica nella forma 

y� yg y 2 -- r 2 = eY,(U, - c)(U, - U,) , 
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avendo trascurato l'effetto delle resistenze sul contorno del tronco 1-2 

insieme a quello della pendenza del fondo. Da notare che la celerità ha 

segno positivo se le onde sono discendenti e segno negativo se sono 

ascendenti. 
Ricavato U2 dalla prima equazione, sostituendolo neIIa seconda si 

ottiene 

�(Yi -YiJ = Y1(U1 - c)2(Y1 - Y2) 

da cui deriva la seguente espressione della celerità assoluta e dell'onda 

e =  ± V ;i (Y � + Y,) + u, , [19.48] 

dove il doppio segno distingue, come s'è detto, le onde discendenti da 

quelle ascendenti. 
Il valore relativo w = e - U1 della celerità risulta 

w = ± v;�: (Y, + Y,) "' ± v gY: (1 + � ;,) [19.49] 

essendo d = Y, - Y1 !'altezza dell'onda. 

Per quanto riguarda la valutazione dell'altezza d'onda minima neces

saria per la formazione del fronte frangente, si può fare riferimento alla 

analoga limitazione ottenuta sperimentalmente per la formazione del 

risalto diretto in condizioni stazionarie. Dovendo essere in quel caso > 3 

il quadrato del uumero di Froude della corrente di profondità Y,,  si ha 

nella corrispondente situazione attuale 

(U1 - c)2 .-�·· >3 
gY, 

e quindi, per la [19.48], 

2�i (Y1 + Y,) > 3 , 

da cui deriva la condizione limitativa 

Y2 :;..2 .  
Y, 

I 

[19.50] 
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Per valori n1inori i l  fronte si  prolunga in più onde frangenti e irre
golari; quando il rapporto fra la profondità media di valle e quella di 
monte risulta ,.; 1,25 il profilo dell'onda assume una forma regolare e 
continua perfettamente simile a quella di un risalto ondulato in movi
mento. Per lo studio di quest'ultimo fenomeno non è più sufficiente il 
modello di corrente monodimensionale fin qui considerato, perché le com
ponenti della velocità normali al fondo non possono più essere trascurate. 

19.12. Moto vario bidimensionale. 

Scott Russe! (1837 e 1844) studiò per primo sperimentalmente un'onda 
particolare, con ampiezza e curvatura accentuate, che si propaga senza 
cambiamenti di forma su acque basse. A quell'onda, che è tutta sopra
elevata rispetto al profilo di quiete, con un solo colmo, e che può per
correre tratti molto Iunghf senza deformarsi e senza attenuarsi apprez
zabilmente, fu dato il nome di onda solitaria (v. paragrafo 19.13). All'in
terpretazione teorica del fenomeno hanno fornito contributi essenziali 
Boussinesq (1871), Rayleigh (1876), Stokes (1883) e McCowan (1891-94). 

y 

Fig. 19.10. - Moto variO bidimensionale. 

Per lo studio delle onde che si propagano con forma invariante poniamo 
il sistema di riferimento solidale con le onde stesse, in modo che la loro 
configurazione ed il 1noto stesso risultino stazionari. Si assume che il 
moto sia piano e che si possa perciò rappresentare con il sistema di coor
dinate cartesiane ortogonali x, y della figura ·19. 10, dove x è un asse oriz
zontale posto sul fondo del canale considerato. Si può ammettere inoltre 
che il moto sia irrotazionale. 

Volendo mettere in conto l'effetto delle resistenze di attrito si potrebbe 
pensare ad una vorticità concentrata in uno strato molto sottile aderente 
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al fondo. Il risultato che ne deriva è allora ehe le grandezze caratteristiche, 
energia specifica E' e quantità di moto totale S, costanti in ogni sezione 
normale al fondo, possono variare da una sezione ad un'altra per effetto 
delle resistenze al fondo. 

Dato che la densità del fluido si mantiene costante, nel moto piano 
permanente qui considerato si può determinare la funzione di corrente 'lf, 
che dev'essere armonica per l'ipotesi di irrotazionalità. Assunto il valore 
V' = O sul fondo, il suo sviluppo in serie di potenze della quota y sul 
fondo si può scrivere nella forma 

tp(x, y) = yf(x) - Y' B'f + y' B'f 
3 !  ÒX2 5 !  ax• - ... [19.51] 

dove f(x) è una funzione da determinare e le potenze di ordine pari sono 
nulle per soddisfare la condizione di armonicità V2tp = O. 

Nello studio di prima. approssimazione, valido per onde· di ampiezza 
molto piccola, si limita lo sviluppo della funzione 'P al solo primo ter
mine. Indichiamo con Q' la portata per unità di larghezza, costante per 
la permanenza del moto e per l'invarianza della densità del liquido. Poiché 
il pelo libero, dove y = Y, è una linea di corrente sulla quale dev'essere 
"P = Q', segue 

e quindi 

Q, Y , "' =  Y '  

Q'= Yf(x) , 

d'P Q' Va: = CJy = y ; Ò'f = O; v11 = � ax [19.52] 

il moto avviene con distribuzione unifor1ne e unidirezionale della velocità 
in ogni sezione. 

Il carico specifico 

E = y + !'..+ v; + v; 
y 2g 

è costante, per l'irrotazionalità del moto, e si può valutare con riferi� 
mento ad un punto del pelo libero; risulta allora 

2 I- 2 Q'' E = Y+ "· - "' = Y + --2g 2gY2 

tenuto conto dei valori [19.52] delle componenti della velocità. 

[19.53] 

Il confronto tra le due espressioni di E mostra che in ogni sezione 
la distribuzione della pressione è idrostatica. In tali condizioni la quantità 
di moto totale S, somma della quantità di moto della portata e del risul-

23. M11Rcm-RUJlATTA. 
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tante delle pressioni normali sulla sezione, vale 

y y 

[Cap. 19 

S = J(p + 
ev;) dy = Jy (E-y + ;;)dy = y (EY-�)+ie Q;' 

da cui 

o o 

S Y' Q'2 - = EY-- + -y 2 2gY 

oppure, sostituendo ad E l'espressione [19.53), 

S Y2 Q'' - --+-y -
2 gY . 

[19.54) 

[19.55) 

Si tratta di risultati già noti, validi per il moto piano monodimen
sionale. L'ultimo, in particolare, consegue immediatamente dalle distri
buzioni uniforme de11a velocità e idrostatica della pressione in ogni sezione 
normale alla corrente. Il procedimento seguito ha però lo scopo di intro
durre il passo successivo, che consiste nell'arrestare lo sviluppo della flin
zione di corrente 'lf al secondo ordine, tenendo conto così delle potenze 
fino al 3° ordine in y. 

La componente orizzontale della velocità vale allora 

a'P v, = 
ay 

=f(x) -:Y'. d� . 
2 dx2 ' 

poiché dalia condizione w = Q' per y = Y risulta 

f(x) = Q' 
+ l_ y2 d':f 

y 6 dx' ' 

sostituendo nella precedente si ottiene 

_ Q' (Y' y') d':f v
, - y + 6 - 2  dx2 • 

Nell'ordine di approssimazione premesso la d':f/dx2 in questa equa
zione si può ricavare dall'espressione della/(x) di pri1na approssimazione: 

�� _ 2Q' (dY)' __ Q' d'Y 
dx' 

- Y" dx 1 Y2 dx' ' 

e quindi, sostituendo, si ottienè la relazione 

v, = � {I + (�:-j)[� !;.- (!�)']) [19.56) 
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la quale fornisce la distribuzione della componente orizzontale della velo
cità nella sezione. 

Per quanto riguarda la componente verticale, nello stesso ordine di 
approssimazione si ha 

v = - a'P = - y
df = + Y

Q' (dY) 
' 8x dx Y2 dx · 

[19.57) 

Se dY/dx = d'Y/dx' = O, la distribuzione de11a velocità è uniforme e 
unidirezionale. Altrimenti la legge di distribuzione della componente 
orizzontale è parabolica e della componente verticale è lineare. La prima 

v, = v  

Fig. 19.11. - Distribuzione della velocità sotto il colmo e sotto i l  cavo d i  un'onda piana. 

ha sul fondo il valore massimo relativo in corrispondenza di un colmo 
d'onda ed il minimo relativo in corrispondenza di un cavo, come mostra 
la figura 19. 1 1 .  Sul pelo libero, in particolare, risulta 

Q' [ I d2Y 2 (dY)'] [v,]y �
y 

I + 3Y dx2 - 3 dx 

Q' (dY) 
[v,)y � Y dx · 

Il carico specifico si può ancora scrivere con riferimento ad un punto 
sul pelo libero, e nell'ordine di approssimazione fissato vale 

E = y + [v,]�
_ + [v,]� = y + Q'2 [ i + �y d'Y _ l_

(dY)'] . 
2g 2gY2 3 dx' 3 dx 

La quantità di moto totale S si ottiene dalla 

S j'°(P v') JY( v' v' ) -y = i;+-f dy � E - y + 2
� - 2� dy 

o o 

[19.58) 

sostituendovi le espressioni [19.56) e [19.57] delle componenti della velo-
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[19.57) 
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v, = v  

Fig. 19.11. - Distribuzione della velocità sotto il colmo e sotto i l  cavo d i  un'onda piana. 
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d'onda ed il minimo relativo in corrispondenza di un cavo, come mostra 
la figura 19. 1 1 .  Sul pelo libero, in particolare, risulta 

Q' [ I d2Y 2 (dY)'] [v,]y �
y 

I + 3Y dx2 - 3 dx 

Q' (dY) 
[v,)y � Y dx · 

Il carico specifico si può ancora scrivere con riferimento ad un punto 
sul pelo libero, e nell'ordine di approssimazione fissato vale 

E = y + [v,]�
_ + [v,]� = y + Q'2 [ i + �y d'Y _ l_

(dY)'] . 
2g 2gY2 3 dx' 3 dx 

La quantità di moto totale S si ottiene dalla 

S j'°(P v') JY( v' v' ) -y = i;+-f dy � E - y + 2
� - 2� dy 

o o 

[19.58) 

sostituendovi le espressioni [19.56) e [19.57] delle componenti della velo-
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cità. Si ottiene 

e quindi 

Moto vario delle correnti a pelo libero 

J
r 

Q'2 [ 1 (dY)'] (v; - v;)dy =  Y' Y-3Y dx 
o 

§_ _ EY _ 
Y2 

+ 
Q'' _ Q'' (dY)' 

y - 2 2gY 6gY dx . 

[Cap. 19  

[19.59] 

Dal confronto di questa equazione con la [19.58] risulta anche 

§_ _ Y2 Q'2 [ _l d2Y _ _l(dY)'] 
y - 2 + gy 

l + 3 Y dx' 3 dx · 

Si noti che i termini Y( d'Y/dx2) e ( dY/dx)2 sono piccoli dello stesso 
ordine, il che significa che il primo, proporzionale alla curvatura del pro
filo, è più piccolo della pendenza dY/dx dello stesso profilo. 

19.13. Onda solitaria. 

L'eq. [19.59], che deve soprattutto a Benjamin e Lightill (1954) un 
contributo fondamentale, anche per l'approfondimento del significato dei 
suoi termini, può essere scritta iiella forma adimensionale (dY)' 6gY3 [ l (Y)' E (Y)' S (y) Q'' ] 

dx = -Q;;• - 2  Y0 + Y0 Y0 - yY! Y0 + 2gY! 
dove Y0 è la profondità della corrente cilindrica di portata Q1 per unità 
di larghezza. Introducendo il numero di Froude Fr0 della stessa corrente 
si ha (dY)' _ _]- [- ( Y)' + 2E(_l',)' _ �(_l',) + Fr'] 

dx - Frg Y0 Y0 Y0 yY� Y0 ° · [19.60] 

Diverse situazioni possono essere esa1ninate, sia assumendo E ed S 
costanti, sia mettendo in conto variazioni con x di E ed S per effetto 
delle resistenze. Nel primo caso possono verificarsi tre situazioni: (a) che 
E ed S abbiano costantemente i valori relativi alla corrente cilindrica di 
profondità Y0 : l'unica soluzione possibile di moto vario è in tal caso 
l'onda solitaria; (b) che S abbia il valore precedente, iµentre E assuma 
un valore diminuito rispetto al precedente della perdita del risalto idraulico 
(Y- Y0)3/4YY0 : fra le sezioni di profondità Y0 ed Y si verifica una 
brusca discontinuità, ossia un risalto diretto ; (e) che una od entrambe le 
grandezze E ed S abbiano valori minori di quell� relativi alla corrente 
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cilindrica di profondità Y0 : tale situazione consente il formarsi di un treno 
di onde che si propagano mantenendo forn1a invariata e che sono dette 
onde cnoidali (Korteweg e de Wries, 1 895). 

Esaminiamo ora il caso (a). Si assume che le grandezze E ed S abbiano 
costantemente i valori 

Q'' E0 = Yo + 2gY! 
Allora l'eq. [19.60] diventa 

ed So Y5 Q12 
- = - + --y 2 gY0 • 

(��r = lri{-(f)[(f)' - 2 (f) + 1
] + Fr5 [(�J - 2 (f) + 1 ]} 

ossia (dY)' 3 ( Y )' ( Y) 
dx = 

Frg Y0 - 1 Frg-
Y0 [19.61] 

che è l'equazione differenziale dell'onda solitaria ottenuta in prima appros
simazione da Rayleigh (1876). 

Si osserva subito che il colmo dell'onda ha la profondità data dal-
l'equazione 

Ymax = Fr5 ; Y, [19.62] 

da cui, essendo Fr� = Q'2/gY� e poiché la portata Q' del moto staziona
rio, al quale è stato ricondotto il fenomeno propagatorio, è pari al pro
dotto della celerità e dell'onda per la profondità Y0 della corrente cilin
drica, segue 

e =  VgYm" = VgCY0 + .#) [19.63] 

avendo indicato con d l'altezza dell'onda (fig. 19 .12). Questo risultato 
era stato ottenuto sperimentalmente già da Scott Russe! (1844). 

y 

e = v'i(Yo +·;/) 

Fig. 19.12. - Onda solitarìa. 



708 

cità. Si ottiene 

e quindi 

Moto vario delle correnti a pelo libero 

J
r 

Q'2 [ 1 (dY)'] (v; - v;)dy =  Y' Y-3Y dx 
o 

§_ _ EY _ 
Y2 

+ 
Q'' _ Q'' (dY)' 

y - 2 2gY 6gY dx . 

[Cap. 19  

[19.59] 

Dal confronto di questa equazione con la [19.58] risulta anche 

§_ _ Y2 Q'2 [ _l d2Y _ _l(dY)'] 
y - 2 + gy 

l + 3 Y dx' 3 dx · 

Si noti che i termini Y( d'Y/dx2) e ( dY/dx)2 sono piccoli dello stesso 
ordine, il che significa che il primo, proporzionale alla curvatura del pro
filo, è più piccolo della pendenza dY/dx dello stesso profilo. 

19.13. Onda solitaria. 

L'eq. [19.59], che deve soprattutto a Benjamin e Lightill (1954) un 
contributo fondamentale, anche per l'approfondimento del significato dei 
suoi termini, può essere scritta iiella forma adimensionale (dY)' 6gY3 [ l (Y)' E (Y)' S (y) Q'' ] 

dx = -Q;;• - 2  Y0 + Y0 Y0 - yY! Y0 + 2gY! 
dove Y0 è la profondità della corrente cilindrica di portata Q1 per unità 
di larghezza. Introducendo il numero di Froude Fr0 della stessa corrente 
si ha (dY)' _ _]- [- ( Y)' + 2E(_l',)' _ �(_l',) + Fr'] 

dx - Frg Y0 Y0 Y0 yY� Y0 ° · [19.60] 

Diverse situazioni possono essere esa1ninate, sia assumendo E ed S 
costanti, sia mettendo in conto variazioni con x di E ed S per effetto 
delle resistenze. Nel primo caso possono verificarsi tre situazioni: (a) che 
E ed S abbiano costantemente i valori relativi alla corrente cilindrica di 
profondità Y0 : l'unica soluzione possibile di moto vario è in tal caso 
l'onda solitaria; (b) che S abbia il valore precedente, iµentre E assuma 
un valore diminuito rispetto al precedente della perdita del risalto idraulico 
(Y- Y0)3/4YY0 : fra le sezioni di profondità Y0 ed Y si verifica una 
brusca discontinuità, ossia un risalto diretto ; (e) che una od entrambe le 
grandezze E ed S abbiano valori minori di quell� relativi alla corrente 

Par. 19.13] Onda solitaria 709 

cilindrica di profondità Y0 : tale situazione consente il formarsi di un treno 
di onde che si propagano mantenendo forn1a invariata e che sono dette 
onde cnoidali (Korteweg e de Wries, 1 895). 

Esaminiamo ora il caso (a). Si assume che le grandezze E ed S abbiano 
costantemente i valori 

Q'' E0 = Yo + 2gY! 
Allora l'eq. [19.60] diventa 

ed So Y5 Q12 
- = - + --y 2 gY0 • 

(��r = lri{-(f)[(f)' - 2 (f) + 1
] + Fr5 [(�J - 2 (f) + 1 ]} 

ossia (dY)' 3 ( Y )' ( Y) 
dx = 

Frg Y0 - 1 Frg-
Y0 [19.61] 

che è l'equazione differenziale dell'onda solitaria ottenuta in prima appros
simazione da Rayleigh (1876). 

Si osserva subito che il colmo dell'onda ha la profondità data dal-
l'equazione 

Ymax = Fr5 ; Y, [19.62] 

da cui, essendo Fr� = Q'2/gY� e poiché la portata Q' del moto staziona
rio, al quale è stato ricondotto il fenomeno propagatorio, è pari al pro
dotto della celerità e dell'onda per la profondità Y0 della corrente cilin
drica, segue 

e =  VgYm" = VgCY0 + .#) [19.63] 

avendo indicato con d l'altezza dell'onda (fig. 19 .12). Questo risultato 
era stato ottenuto sperimentalmente già da Scott Russe! (1844). 

y 

e = v'i(Yo +·;/) 

Fig. 19.12. - Onda solitarìa. 



710 Moto vario delle correnti a pelo libero [Cap. 19 

L'equaz.io::1e del profilo dell'onda, che ha forma simmetrica rispetto 
al colmo e tende asi11tùticamente alla profondità Y0 per x � ± oo, si 
ottiene integrando la precedente equazione differenziale. · Per questo con
viene scriverla nella forma (dn)' 3 2 

dx Y!(Y0 + "'1) ("'1 - n)n  

c2 Y: + d avendo posto n = Y - Y0 ed essendo Fra = -,,- = � 
g1 o .l o  

L'integrale di questa equazione, ossia della 

n7!l=-n 
= v;,i :;,, � ' 

assumendo x = O  in corrispondenza del colmo 1 = d, vale 

n = d sech' (2';,o V Yo
3
-'<� d) 

ed il relativo profilo dell'onda è rappresentato nella figura 19.12. 

( 19.64] 

Secondo la trattazione di Boussinesq (1871) il profilo dell'onda, sem
pre in prima approssimazione, .è fornito dall'equazione 

n = m' sech' ( x 1� 
2Y0 Y "  JT;;) (19.65] 

ed è pure rappresentato nella figura 19.12. I risultati sperimentali con
cordano meglio con la forma più ripida dell'onda espressa da quest'ultima 
equazione (Daily e Stephan, 1951). Si tratta comunque di soluzioni appros
si1nate valide per ampiezze .# decisamente minori della profondità Y0• 

Aumentando il valore dell'ampiezza dell'onda le esperienze mostrano 
che si raggiunge una condizione limite di frangimento dell'onda intorno 
a valori 0,7 del rapporto .S?f/Y0• Finora, su fondo orizzontale, non è mai 
stato superato sperimentalmente il valore s1 /Y0 = O, 75 senza che avesse 
inizio il frangirnento. Esperienze accurate di Daily e Stephan (1951) e 
di Ippen e Kulin (1955) hanno indicato valori limiti di frangimento 
intorno a O, 72. 

McCowan, imponendo la condizione al frangimento proposta da 
Stokes (I 880) - che la velocità del liquido sulla cresta fosse uguale alla 
celerità dell'onda - aveva ottenuto nel 1894 le limitazioni 

d :r: c;;0,78 
o 

e vgr;< l,25 (19.66] 
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che hanno riscosso larga notorietà per la  loro sostanziale concordanza 
con i risultati sperimentali. 

Un diverso criterio è stato seguito da Laitone (1960), a partire da una 
soluzione di seconda approssimazione dell'onda solitaria. Egli ha assunto 
che l'onda diventi instabile quando la variazione con la quota della com
ponente verticale della velocità cessa di essere monotolla; cosl ha ottenuto 
le limitazioni 

d 8 
Y0 < TI = 0,727 e 

v'gYo 
< 1,284 (19.67] 

la prima delle quali era già stata richiamata nel paragrafo 8.6. L'altra 
limitazione deriva dalla seguente espressione della celerità dell'onda soli
taria in seconda approssimazione 

c = VgYu [I + :z y0 - 20 Yo 
I (""') 3 (""')') ( 19.68] 

che, come mostra la figura 19.13, è ben verificata dalle misure sperimentali. 
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Fig. 19.J]. - Relazione tra la celerità e l'ampiezza dell'onda solitaria. 

Si noti infine che, se il fondo non è orizzontale ma acclive nel verso 
della propagazione, l'onda frange con ampiezze relative alla profondità 
sensibilmente più alte di quelle prima indicate, fino a valori d/Y0 mag
giori di 1 .  Un'utile espressione, di origine sperimentale, è stata proposta 
da Scarsi e Stura (1980) per il calcolo del rapporto d/Y0 delle onde che 
frangono su bassi fondali acclivi con pendenza <5 %. 
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19 .14. Onde cnoidali. 

Per esaminare il caso (b), citato nel paragrafo precedente, seguiamo 
il procedimento proposto da Benjamin e Lightill nel 1954. Si adimensio
nalizza l'eq. [19.60] con riferimento ai valori Y0 , E0, Se corrispondenti 
alle condizioni critiche della corrente cilindrica che ha la portata Q' per 
unità di larghezza. Allora : 

Y, = V�' (e naturalmente Fr, = 1) 

Posto 

y 
y = w  

' 

E, = iY 2 ' 
s, 3 - =-Y2 Y 2 e , 

X 
y = /; 
' 

E 
E = e ' 

s 
S = m  

' 

l'equazione differenziale delle onde [19.60] diventa 

I (dw)' 3 
d/; 

=- w' + 3ew'-3mw+ I. 

Per fornire soluzioni finite, gli zeri della cubica a secondo membro 
devono essere reali e le soluzioni devono quindi oscillare periodicamente 
fra due di tali zeri. Dette w1, w2, w3, in ordine decrescente le radici 
della cubica, la lunghezza L delle onde che possono verificarsi è espres
sa dalla 

w, 
L 2 J dw 
Y, = 

v3 [(w,=-w)(w- w,)(w-w3)]' 
= 

w, 
4 (l�W.) = 3(w1 - w,) 'P Y w;-=-w, [19.69] 

essendo v•(I) l'integrale ellittico completo del primo ordine di modulo 

, = yw;=--·w; . 

Il profilo dell'onda è rappresentato dal grafico del quadrato della 
funzione ellittica di Jacobi cn x per il dato modulo I. Uu estremo, I = O, 
corrisponde all'onda sinusoidale di ampiezza infinitesima, l'altro, i ->-1 ,  

Par. 19.15] Onde di traslazione con resistenze 713 

corrisponde all'onda solitaria per la quale la lunghezza d'onda diventa 
infinitamente grande. 

Si noti che le assunzioni della teoria cnoidale non sono soddisfatte 
quando i valori di E ed S superano più del 2 % i valori critici E, ed S, , 
Per valori inferiori e costanti, la formazione dì un treno d'onde di forma 
invariante appare giustificata ed è sperimentalmente realizzabile con 
buona approssimazione su acqua ferma (v., ad esempio, Bazin 1865, 
Favre 1935, Sandover e Zienkiewicz 1 957). 

19.15. Onde di traslazione con resistenze. 

La situazione (e) del paragrafo 19.13, definita da un valore della 
quantità di moto totale S pari a quello S0 della corrente uniforme di pro
fondità Y0 e da un valore del carico specifico E pari al valore E, diminuito 
della quantità 

(Y-Y0)3 
4:YY,- , 

corrisponde al caso già visto di onda di traslazione con fronte frangente. 
Infatti, l'equazione delle onde [19.60] diventa 

(dY)' = � [(Fr! _ 2:.) (2:.- i)' _ (Y -�o)3 (2:.)] = 
dx Fr, Y0 Y0 2Y0 Y0 

3 [(y )' ( 1 y 1 Y')] = Frfi Y0-
l Frfi-2 Yo - z  Y3 

; 

ed essa mostra che l'onda si sviluppa raccordando fra loro due correnti 
cilindriche, corrispondenti cioè a dY/dx = O:  la prima con la profondità 

Y, = Yo 
e la seconda con la profondità che è la soluzione positiva dell'equazione (Y)' y 

Y, + y0- 2Fr8 = 0 , 

ossia con la profondità 

Y =�o [- 1 + vf+-8Frs] . 

Tali altezze d'acqua sono evidentemente quelle coniugate dal risalto 
idraulico ed il fenomeno è quello studiato al cap. 1 8  (v. paragrafo 18 .13). 

Un problema significativo come esempio di propagazione ondosa del 
tipo qui considerato è quello connesso con Ja rapida chiusura totale di 
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Tali altezze d'acqua sono evidentemente quelle coniugate dal risalto 
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Un problema significativo come esempio di propagazione ondosa del 
tipo qui considerato è quello connesso con Ja rapida chiusura totale di 
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una paratoia all'estremità di valle di un canale (v. fig. 19.14). La for
mazione dell'onda e la sua propagazione si richiamano in sostanza a 
risultati già visti, ma l'influenza delle resistenze sul fenomeno non è tra
scurabile. 11 problema può essere posto così nei tennini più semplici : 
una corrente uniforn1e con profondità Y0 e velocità U0 viene arrestata 
bruscamente ed un'onda positiva si propaga verso monte attenuandosi, 
mentre anche il profilo a valle dell'onda continua a modificarsi molto 
graduahnente. Se la corrente uniforme è una corrente veloce, l'onda ha e 
conserva sempre il fronte frangente; la sua velocità di propagazione· di
minuisce procedendo verso monte in relazione con l'influenza, relativa
mente sempre 1ninore, delia portata entrante sul volume invasato a valle 
dell'onda. Più interessante è il caso di corrente indisturbata lenta. Allora 
il fronte è all'inizio totalmente frangente solo se la sopraelevazione del 
pelo libero provocata dalla chiusura è almeno pari alla profondità Y0• 
Si veda in proposito l'esempio 19.3. Procedendo verso monte l'ampiezza 
dell'onda din1inuisce, per quanto detto in precedenza, e quindi il fronte 
non si mantiene frangente indefinitamente. 

--<;-
Fig. 19.14. - Onda di traslazione ascendente provocata dalla chiusura di una paratoia a valle. 

La propagazione dell'onda di shock si studia utilizzando l'equazione 
che possiamo chia1nare del risalto, ottenuta eliminando e fra l'equazione 
di continuità e l'equazione dinamica dell'onda positiva frangente (cfr. para
grafo 1 9.1 1). Indicando con U ed Y le grandezze subito a valle del fronte, 
si ha 

U0Y0 - UY e = ---•--m-----·-·-
Yo - Y  (19.70] 

dall'eguazione di continuità, e 

e =  -VlK:cY + Y,) + u, (19.71 ] 

Par. 19.15] Onde di traslazione con resistenze 715 

dalla (19.48] riferita all'onda ascendente ; e quindi, eliminando e tra le 
due equazioni precedenti 

U =  U, -(� - 1) Vg;0(1 +  �) · (19.72] 

A questa equazione, che rappresenta la condizione sul fronte mobile, 
occorre aggiungere un'altra condizione relativa allo stato della corrente 
a valle del fronte. Il problema si presenta in generale piuttosto complesso, 
per l'indetermillazione del contorno; tuttavia, dato che la velocità in 
tutto il tronco di valle si riduce a valori molto bassi, è di norma accettabile 
una schematizzazione drastica : quella di considerare sempre orizzontale 
il pelo libero a valle del fronte, seguendone il movimento in base alla 
condizione di continuìtà. 

Quando la corrente indisturbata è lenta, si è già detto che la propa
gazione ondosa può avvenire anche senza frangimento e co1nunque rag
giunge tale stato dopo avere percorso il tratto necessario per ridurre l'am
piezza del fronte a valori inferiori alla profondità della corrente incidente. 
11 profilo del fronte assume allora una configurazione continua e si pro
lunga in una serie di ondulazioni smorzate di tipo cnoidale. Le dissipazioni 
che accompagnano i fenomeni ondosi senza frangimento sono molto pic
cole, 1na anche variazioni deboli di energia hanno un effetto sensibile sul
l'ampiezza delle onde. Se si trascurano del tutto le perdite e quindi si 
analizza l'eq. (19.60] delle onde assumendo per E ed S valori costantì e 
pari a quelli E'0 ed S0 della corrente indisturbata, sappiamo che la solu
zione che si trova è il profilo dell'onda solitaria. Ed effettivamente il primo 
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Fig. 19.15. - Relazione fra la profondità e la pendenza del pelo libero per l'onda solitaria e per 
onde cnoidali con resistenze. 
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colmo corrisponde abbastanza bene a tale soluzione, per cui s i  può cal
colare la profondità massima con la [19.62] : con riferimento alla corrente 
uniforme a monte, di velocità U0 e profondità Y0 , si ha perciò 

U2 Ymalt � _Q g 
quale profondità dell'onda in corrispondenza del primo colmo. 
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Fig. 19.16. - Andamento delle funzioni E/E0 ed S/S0 lungo il fronte di un risalto ondulato in 
condizioni stazionarie. 

Il profilo discendente ·non è simmetrico di quello ascendente e non 
raggiunge lo stato asintotico di profondità Y0 , ma si rialza dopo un primo 
cavo e continua con una serie di ondulazioni smorzate. Nel piano Y, 
dY/dx della figura 19. 1 5  è indicato l'andamento della soluzione in con
dizioni stazionarie, mentre le corrispondenti variazioni di E e di S, rap
portate ai valori critici E0 ed S0, sono visibili nella figura 19.16. Tali varia-

Esempi 

zioni sono state calcolate passo-passo per mezzo delle equazioni 

dE , , 
dx·= l1-J 
dS v( · ') 
- = 1 1 1, -1 dx 
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che mettono in conto l'effetto della pendenza del fondo i1 e delle per
dite j. Per la valutazione di quest'ultime si è adottata l'espressione 

j = gg2� = gJ22ya = i, (� )lo/3 
del moto permanente, assumendo che anche nelle condizioni in esame la 
variazione del coefficiente di resistenza segua la legge di Manning-Gauckler
Strickler. 
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Fig. 19.17. - Profilo di un risalto stazionario calcolato passo·passo con la portata per unità di 

larghezza Q' = 0,05608 m2/s e con la pendenza del fondo 11 = 0,0108. 

Il profilo del pelo libero, ottenuto con passo D.x = I mm, è ripor
tato nella figura 19.17. Si nota ch'esso resta molto vicino a quello del
l'onda solitaria fino al primo colmo, come si era detto, e si sviluppa 
successivamente in una serie di oscillazioni smorzate intorno ad una linea 
a profondità crescente; tale linea prolunga idealmente verso monte il 
profilo della corrente stazionaria che si trova a valle del treno di onde 
smorzate. 

ESEMPI 

Esempio 19.1 

Studio della propagazione della marea in un estuario fluviale. 

Il procedimento esposto nel paragrafO 19.2 è stato impiegato da de Saint-Venant 
(1871) per lo studio in esame. 

A questo scopo conviene scrivere l'integrale generale [19.13] nella forma 

s � (3 VgY-2VgY0)[t-F(Y)J 
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nella quale si ricorda che Y0 è il valore della profondità quando la velocità del moto è nulla, Per s = O  è evidentcn1ente F(Y) = t. Si fissa l'origine delle ascisse nella sezione di sbocco dell'estuario, e si assume positivo il verso dal mare verso l'interno. Imponendo nella sezione s = O  un'oscil� laL.:vne oeriodica della marea di ampiezza totale 2 d e periodo 2T data dalla formula di Laplace 

segue 

( nt)' Y= Yo+ d sin T 

T �- Y, F(Y) = t = - sin-1 --- • n d 
Allora, in una generica sezione di ascissa s, l'equazione 

s � (3 W-z v'gY,) (1-� sin-' vY·::/·) 
fornisce la profondHà della rnarea ad un istante qualunque f, 

Esempio 19.2 

Apertura brusca di una paratoia (caduta di una diga). 

Il metodo di de Saint-Venant, esposto nel paragrafo 19.2, si può applicare anche 
allo studio dell'onda dovuta all'apertura brusca di una paratoia in un canale oriz
zontale, riempito con un'altezza d'acqua Y0 a monte de!Ia paratoia e inizialmente 
vuoto a valle. Lo schema in esame riproduce, in sostanza, il fenomeno della caduta 
di una diga (v. fig. 19.18). -c�r"!:�, ___ , � o 

- (V"j;Y::...-.�) "'-. u (U.·� O) ·---,:-, 
Y., 
I 

�'zy$/I/;' 

A 

------� 

� 
Fig. 19.JB. - Onda provocata dalla caduta di una diga. 

La condizione assegnata è sempre 
u � o  per Y =  Y0 • 

Fissata l'origine delle ascisse nella sezione della paratoia ed il verso positivo 
neJla direzione di valle, si considera la propagazione dell'onda di depressione che 

Esempi 719 

ha celexità 
e �  U-W , 

per la quale è valido il legame tra U ed Y espresso dalla [19.10] con segno positivo, 
cioè la 

u+ 2 VgY � cost � o +  2 VgY, .  
Di qui 

u � 2 VgY,-2W 
e sostituendo nell'espressione della celerità s i  ottiene 

e �  2 VgY0- 3 VgY ; 
essa mostra che il fronte d'onda, di profondità Y0 , procede con la celerità e = -� 
verso monte, mentre l'unghia, dove la profondità tende a zero, procede con cele
rità e = 2 ygY;;" verso valle. 

Con questo valore della celerità, l'equazione di continuità 

ammette l'integrale 

òY ilY (z v'gY;-3 W) -8 + - � o s ilt 

s � czvEY;-3v7l'J 1 ,  
avendo assunto la sezione s = O coincidente con la posizione originaria della pa
ratoia. In questa sezione, per t -=/=  O, la profondità, che indichiamo con Yc , è data 
daila 

per cui vale 
2 VgY,- 3 v'gY; � o ,  

4 Y� = 9 Yo · 

Tale profondità può definirsi critica per le assegnate condizioni, perché ad essa cor� 
risponde il massimo valore della portata (per unità di larghezza Q'). Infatti, dalla 

Q'� UY � (2VgY,- 2VgY)Y, 
segue evidentemente dQ/dY = O per Y = ( 4/9) Y0• 

Per Y> Y" , cioè a monte della paratoia, la celerità e è negativa, mentre per 
Y < Yc essa è positiva. Il valore massimo della portata, corrispondente come si è 
detto ad Y = Y0 vale 

Q:i,llx = �7 Y0 vgf0 • 

Questo valore, oltre che indicare il limite del deflusso per lo schema pre1nesso 
di « caduta della diga », rappresenta anche la portata massima che un impianto 
di pompaggio potrebbe derivare d<J.1 canale in esame senza provocare scoprimento 
del fondo. 
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Escinpio 19.3 

Onda positiva. senza frangimento, Provocata dalla chiusura totale di una paratoia. 

Con lo stesso procedimento dell'esempio prec_edente si può valutare l'altezza 
dell'onda che si verifica alia chiusura di una paratoia in un canale percorso inizial
mente da una corrente uniforme di profondità Y0 e velocità U0 , quando l'altezza 
della sopraelevazione non raggiunge i limiti di frangimento. 

La condizione assegnata è in tal caso 

U =  U0 per Y =  Y0 • 

L'onda positiva, che si forma alla chiusura della paratoia, proc�de verso monte 
con la celerità 

e �  U-VgY 
e per essa, trascurando le resistenze relative alla propagazione, vale i1 legame espresso 
dalla [19.lOJ con segno positivo 

u +  2 ViY =  cast = U0+ 2Vgy;; 
ne deriva 

u �  u,- 2(vgY-vgY,) 
e quindi 

e �  u,- 3 VgY+ 2 VgY,.  
Contro la  paratoia la  velocità U si annulla e l'altezza d'acqua raggiunge i l  va

lore YM dato dall'equazione 

ossia 
2 vg,;; � u, + 2 ygy; 

- �  1 + � � l + Fr, + -YM ( U, )" Frg 
Yo 2\l,ffYo 4 

essendo Fr0 = U0/y'gY0 il numero di Fronde d"clla corrente uniforme. 

[19. 73] 

L'eq. [19.73] fornisce-il valore della profondità YM dell'onda contro la paratoia 
al momento della chiusura; propagandosi poi l'onda verso monte, il livello dell'acqua 
alla paratoia aumenta ulterioremente per effetto delle resistenze al moto propaga
torio, resistenze che tuttaVia non possono essere messe in conto con il procedi
mento esposto. 

Il risultato è valido finché la sopraelevazione del pelo 1ibero non è tale da por
tare al frangimento completo dell'onda. Se si verifica questa condizione, il legame 
tra profondità e velocità si riconduce a quello del risalto diretto, espresso dall'eq. 
[19.72}. Contro la paratoia, dove U si annu11a, la profondità assume il valore YM 
dato dalla 

U0-(�- 1) v�t(1 + �:) � O  
ossia dalla relazione (�:- 1) VH1 + �:) � Fr, . [19.74] 

Esempi 721 

Poiché si tratta di un risalto che si muove relativamente alla corrente con la 
velocità ricavata dalla [19.71] 

W = e  ·- U0 = - gYM (Y,+ YM) , 2Y0 

la  sua realizzazione nella forma di un unico vortice frangente1 richiede, analoga

mente al salto di Bidone stazionario, che il corrispondente numero di Froude al 

quadrato w' 
gY, 

superi circa 3 (cfr. paragrafo 18.10 e). 
Ne deriva che il completo frangimento del fronte si verifica se 

- - 1 + - ;> 3 1 YM ( YM) 2 Y� Y0 
corrisjJondente alla condizione, già detta al paragrafo 19.15, 

YM 
Yo ;:i 2 ' 

o, in termini del numero di Froude della originaria corrente uniforme 

Fr0 :P 0,87 . 
La fì.g. 19.19 riporta la rappresentazione grafica delle relazioni [19.73] e [19.74) e 

l'indicazione del limite delle onde di shock con fronte frangente. 
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r.t l  
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Fig. 19.19. - Grafico delle equazioni [19.73] e (19.741 e limitazione tlell'onda con fronte frangente. 
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Esempio 19.4 

Studio della propagazione dell'onda di shock, provocata dalla chiusura brusca 
dello sbarramento a valle di un canale rettangolare, con pendenza i1 = 0,0037, 
inizialmente percorso da una corrente uniforme con velocità media Un = 2,66 ms-1 e 
profondità Y(/ = 0,55 m. (Si veda la fig. 19.14). 

Per eseguire iJ calcolo passo-passo suddividiamo il canale in tratti di breve lunM 
glwzza Ax. 

Poiché il numero di Froude della corrente uniforme vale 
u, Fr0 = ----= = 1,145 

VgY, 
sulla base delle considerazioni riportate nell'esempio 19.3 il fronte dell'onda è preM 
vedibilmente accompagnato da frangimento e l'altezza d'acqua contro la paratoia 
al momento della chiusura totale, altezza che indichiamo con Y0,1 , è data dalla [19.74] 

(Y,, )VI ( Y, ) Y� - 1  2 1 + 
Yo,� = Fro , 

Assumia1no che tale elevazione si mantenga inalterata per i1 ten1po l.lt1 necesM 
sario a percorrere il primo passo con la celerità [19.70] 

ossia per il ten1po 

UaYa 
C1 =  ---- ; Yo- Yo,1 

6i.t1 = !J.x 
lc,1 · 

Ritenendo il pelo libero orizzontale e fermo durante tale primo intervallo, la 
profondità Y1 sul fronte dell'onda alla distanza !J.x dalla paratoia vale 

Yi = Yo,1-i1L\x 

·al tempo t1 = 6i.t1; si passa quindi al calcolo della velocità media U1 sul fronte con 
la [19.72] 

u, � u.- VgY, (f.- 1) VH1 + �) . 
Per i passi successivi si procede in modo iterativo calcolando, per n = 2, 3, . . . , 

la celerità dell'onda 
Uo Yo- Un.-1Yn-1 

Cn = ----- -- - - --
Yo-- Y,,_1 

ed il te1npo di percorrenza dell'n-simo passo 
l:,x 

t,. = rc:J '  

Esempi 723 

Assunto, con ipotesi semplìficativa, che il pelo libero a valle del fronte d'onda 
si alzi mantenendosi sempre orizzontale, il volume invasato in quel tronco, per varia� 
zione della profondità, è n LÌx LiY11 per unità di larghezza dell'alveo, e dev'essere 
uguale al volume che entra dal fronte d'onda nell'intervallo D.t11 e che si può stimare 
in U11_1Y11_1Lit,, . Ne deriva perciò, per il calcolo della variazione di profondità LiY11 , 
l'espressione 

i;y, 
Un-1Y-n-16i.t,.. Un-1Yn-l 

n ,;X � -;;j� • 
Si co1npleta quindi il calcolo valutando la profondità Ya,n contro la paratoia e Y" 

sul fronte d'onda al tempo t,.. = t,,_1 +- 6i.t11 con le equazioni 

e 

Ya "  = Y. + u .. -1Yn-1 
• o,n-1 -n1c.1 
Y., = Y0,n-ni11.lx . 

I risultati relativi alla propagazione dell'onda nei 50 m finali del canale in esame, 
ottenuti assumendo prima /.l,x = 2,5 m e poi /.lx = 5,0 m, sono riportati per un 
confronto nel quadro che segue, ad intervalli spaziali di 10 m. Si nota che le difM 
ferenze fra i risultati dei due calcoli sono praticamente trascurabili e derivano, per 
la maggior parte, dal calcolo del primo passo. 

6..x = 2,5 m /.lx = 5,0 m 
X 

Ya,n Y, u, e, t, Yo,n Y, u, e, t" 

(m) (m) (m) (ms-1) (ms-1) (s) (m) (m) (ms-1) (n1s-1) (s) 

o 1 ,296 - o - 1 ,960 o 1 ,296 - o - 1,960 o 
IO 1,319 1,282 0,047 - 1,923 5,16 1,317 1,280 0,055 - 1 ,904 5,18 
20 1,344 1,270 0,086 - 1 ,880 1 1 ,74 1,341 1,267 0,094 - 1 ,890 10,44 
30 1,370 1,259 0,122 - 1 ,857 15,77 1,367 1,256 0,132 - 1 ,855 15,81 
40 1 ,396 1,248 0,158 - 1 ,820 21,22 1 ,393 1,245 0,168 - 1 ,821 21 ,27 
50 1,421 1,236 0,196 - 1 ,787 26,78 1,419 1,234 0,205 - 1 ,787 26,84 

Esempio 19.5 

In un canale rettangolare largo 70 m e con pendenza del fondo 0,0012, è valida, 
in moto permanente, la scala di deflusso 

Q = 0,120.Ql,625 

per portate comprese tra 100 e 500 m3 s-1• 
Calcolare Ja portata ·che defluisce in moto vario quando la profondità è 2,00 n1 e 

cresce con il tasso di 7 cm al minuto. 
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Si utilizza la relazione [19.43] 

nella quale: 

(eq. [19.39]) 

Q � kDm + � c'
aQ 

g a1 

k � 0,120 1n = 1,625 = 1/N 

dQ 
e = - """" kmQm-1 = O 120 · 1  625.Q0,o�s = O 195.Qo,025 

d.Q -
, ' ' 

n � _l_ {_gD_' -(m- 1)'} � 2i1m3 bQ2 

[Cap. 19 

1 { 9,8JQ' 
� 2  c-x�o�,0�0�12�x-1,6253 ?o xo,1202.fJa,25 0,62s2} = 945,oQ-o,2�- 37,93 . 

In moto permanente, con Y = 2,00 m e quindi Q = 2,00 x 70 = 140 m2 risulta 

Q = 0,120 X 1401•625 = 368,7 m3 s-1 . 

In moto va�io si ottiene invece (eq. [19.43)) (945 oD-•·'"� 37 93) ao aD Q � 368,7 + --' ---� --'- 0,195'0'·" -;- � 368,7+(3,663 -0,147D"·")D -8 . 9,81 u! t 

Con l'assegnato tasso di variazione della profondità 

si ha 

e quindi 

ay 0,01 1 
at = -60 m s-

' 

aD 0,07 
- = 70 - = O  0817 m� s-J òt 60 ' 

Q = 368,7 + 36,1 = 404,8 m3 s-1 

con una differenza in più del 9 % rispetto al valore di portata calcolato in moto per
manente a pari profondità. 

Nel caso di una diminuzione della profondità con lo stesso tasso, la portata 
in moto vario differirebbe evidentemente da que11a in n1oto permanente della stessa 
quantità, ma in meno. 
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CAPITOLO VENTESIMO 

CONCETTI DI IDRAULICA FLUVIALE : IL TRASPORTO SOLIDO 

20.1 .  Considerazioni generali. 

Le correnti idriche trasportano frequentemente in natura materiali 
solidi incoerenti che derivano dalle azioni erosive sui versanti e dagli 
sforzi esercitati dalla corrente stessa sull'alveo. I materiali solidi traspor
tati da una corrente possono muoversi strisciando e rotolando sul fondo 
dell'alveo ma possono in parte essere tenuti in sospensione dall'agita
zione turbolenta del moto. 

Risulta conveniente, sia dal punto di vista dell'inquadramento inter
pretativo, sia dal punto di vista espositivo, distinguere il trasporto solido 
al fondo da que1lo in sospensione, sebbene spesso, nei corsi d'acqua natu
rali, non esista un vero e proprio limit� di separazione fra i due processi 
lna piuttosto un graduale passaggio da un moto di sedimenti per striscia
mento ad un inoto per rotolamento e per salti fino alla sospensione com
pleta nel nucleo turbolento della massa fluida in moto. 

Così pure separeremo l'analisi del trasporto vero e proprio, con le 
valutazioni della portata solida e dell'inizio del trasporto al fondo, dai 
fenomeni di modellan1ento dell'alveo e di resistenza. 

20.2. Caratteristiche dci 1naterìali trasportati. 

Dal punto di vista idraulico la caratteristica distintiva dei materiali 
trasportati dalle correnti è la loro densità (!8• Altro fattore essenziale è 
la dimensione dei granuli, variabile ·dal centesiino di millimetro di certe 
sospensioni finissime di carattere argilloso fino alle decine di centimetri 
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di ciottoli e massi. Essa è rappresentata con il diametro d11 della parti
cella o con il diametro d. di un miscuglio· di sedimenti, inteso quest'ultimo 
come il diametro delle maglie del setaccio che consente il passaggio a n % 
del peso dei granuli componenti il miscuglio. Una misura delle dimensioni 
e della distribuzione granulometrica del miscuglio è rappresentata dal suo 
diametro medio e dalla deviazione standard della curva cumulativa. 

Strettamente connessa con la dimensione e con la densità della parti
cella è la sua velocità W8 di caduta libera in acqua ferma. La sua espres
sione, per sfere di diametro ds e densità es,  è 
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Fig. 20.t. - Velocità di caduta libera di granuli Bi quarzo con diversi parametri di forma 1}J, (da 
Graf e al., 1966), 
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dove Cii è il coefficiente di resistenza il cui andamento, in funzione del numero di Reynolds 

Re = wsds 
' p ' 

è stato riportato nella figura 12.20 del paragrafo 12.11 .  
La stessa relazione vale per particelle di for1na diversa dalla sferica, 

salvo la  difficoltà di esprimere la dipendenza del coefficiente di resistenza Cn 
del numero di Reynolds. La caratterizzazione della forma può essere 
introdotta con il grado di sfericità "'' di Wadell definito come il rapporto 
fra la superficie di una sfera di ugual volume della particella e la superficie 
della particella stessa. Si riportano, come esempio, i seguenti valori (da 
Graf: Hydraulics of Sediment Transport, McGraw-Hill, 1971): 

Sfera 
Cubo�ottaedro 
Ottaedro 
Cubo 
Tetraedro 

'1p$ = 1 = 0,906 
� 0,846 = 0,806 
� 0,670 

Nella figura 20.1 è rappresentata la funzione W8 = ws(d8), con ds dia
metro della sfera di ugual volume del granulo, per granuli quarziferi di 
diversa forma in acqua a 20 °C (e .• /e = 2,65). 

20.3. Condizioni critiche: inizio del trasporto solido. 

I priini tentativi di esprimere quantitativamente la condizione del
l'equilibrio del materiale incoerente posto sul fondo di canali percorsi da 
acque torbide risalgono alla fine del secolo scorso ad opera di R. G. Ken
nedy e di altri ingegneri inglesi incaricati della progettazione di grandi 
canali di irrigazione in India. Da quelle indagini, essenzialmente empiri
che, è derivato anche il concetto di regime di un corso d'acqua, consi
derato come lo stato nel quale il deflusso di una data portata mantiene 
in movimento tutto il carico di materiale solido, senza depositi e senza 
erosione dell'alveo. 

La ricerca della larghezza, della profondità e della pendenza neces
sarie per raggiungere tale situazione richiede di associare all'equazione 
del moto della corrente altre condizioni che riguardano appunto il feno
meno del trasporto solido e lo stato di equilibrio del fondo. Sono state 
cosi proposte formule empiriche che esprimono un legame fra la velo
cità media ucr a1la quale dovrebbe corrispondere tale condizione e la pro-
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fondità Y della corrente. Va ricordata, per l'importanza storica e per il suo 
largo impiego nella prima metà del '900, la formula di Kennedy (1895) 

U�r = 0,55 yo,Gtt 

qui riportata nel sistema di misura SI. 
Fra le altre numerose relazioni di carattere empirico meritano un par

ticolare richiamo le velocità limite per evitare escavazioni del fondo pro
poste da Fortier e Scobey (1926) in relazione alla natura del materiale 
costituente l'alveo e al grado di torbidità della corrente idrica. Questi dati, 
che rappresentano ancora un'utile indicazione per la progettazione di canali 
scavati in terra, sono stati riportati al capitolo I 7 nella tabella 17.4. 

A Shields (1936) si deve la prima interpretazione del fenomeno di ini
zio del trasporto al fondo. L'indagine fu rivolta ad individuare la rela
zione che il valore -r:cr della tensione al contorno T0, quella che provoca il 
primo movimento del materiale incoerente ed omogeneo posto sul fondo, ha 
con le proprietà µ e e del fluido e con le caratteristiche d, e e, dei granuli. 
Si usa chiamare condizione critica per il fondo questo inizio di instabi� 
lità dell'equilibrio dei sedimenti. 

_In a!veo rettangolare mo�to largo, il raggio idraulico si confo1:1_de __ c,qn_la 
J?rofondit� Ye la tensione sul fOndo -r:0 é correlata ad essa, al peso specifico y 
del liquido e alla pendenza j della linea dei carichi totali, coincidente nel 
moto uniforme con la pendenza del fondo i1, dall'equazione (cfr. cap. 13) 

'o = yYj .  [20.2] 

Nella formulazione più semplice la relazione di Shields si deduce po
nendo che, in condizioni critiche, la resistenza al moto dei granuli di 
diametro ds e peso specifico y8' che dipende linearmente dal peso del 
granulo immerso ed è quindi proporzionale a 

(y, -y)d; ' 
uguagli la forza di trascinamento al fondo all'inizio del trasporto 

CR-r:crd; . 

Sulla base delle infor1nazioni sperimentali si può ritenere che il coef
ficiente Cn sia funzione, a parità di forma dei sedimenti, di un numero 
tipo Reynolds costruito con le grandezze caratteristiche del moto attorno 
al granulo :  

la  velocità di attrito 
il diametro del granulo 
la viscosità cinematica del fluido 

v, = � 
d, 
V = µ/Q ; 
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ossia dal numero 

·Ne deriva complessivamente 

Re* = 
v* d8 

p 

·� 1("· d,) (y, - y) d, = 
-y- . 

Il legame fra Re, ed il parametro di stabilità 

[Cap. 20 

(20.3] 

(20.4] 

'io f2 V� "• = .. = ='�'-'--e- (20.5] (y, - r) d, 'e, - e  gil, '- \ ., 1,,, 
è rappresentato, in condizioni critiche, dalla ç_f!r.vt1;_ __ di _flhig/g.§_riportata nel grafico della figura 20.2. Tale curva è stata ricavata sulla base di numerose esperienze su materiali incoerenti di differente densità, ma sempre con forme pseudosferiche, tipo sabbie, e con granulometria uniforme. È evidente l'analogia con l'andamento delle curve che rappresentano. la dipendenza funzionale del coefficiente di resistenza dal numero di Reynolds sia nei moti interni (resistenza nei tubi) sia nei moti esterni (resistenza 
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Fig. 20.2. - Curva di Shields. 
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di sfere, cilindri, ecc.), conseguenza dello stesso meccanismo dei fenomeni, 
come ha osservato Pezzoli (1963) fornendo un'interpretazione del risultato. 

Anche in questo caso sono ben visibili due regimi limite : per bassi Re*, 
fino a circa 2, le particelle restano immerse nello strato dominato dalla 
viscosità e 

"" 't*cr = (y8 - y}d8 
( ( : 
' 

(20.6] 

è inversamente proporzionale a Re* ; invece, per alti valori di Re* , mag
giori di 300,..._,400, la turbolenza è cOmpletamente sviluppata e -r*cr diventa 
indipendente dal numero di Reynolds. 

Secondo Shields tale valore costante è � 0,06; valori più bassi sono 
stati invece ottenuti da altri ricercatori, in particolare 0,047 da Zeller (1963). 

Nella modellistica fluviale va diffondendosi l'impiego di materiali pla
stici granulari che sono largamente disponibili in commercio in forma 
di bastoncini cilindrici o parallelepipedi. Per questi materiali l'inizio del 
movimento, secondo i risultati sperimentali di Scarpi (1968) e di Monte
fusco (1969), si verifica per valori < *" più alti di quelli corrispondenti 
alla curva di Shields per lo stesso Re. , compresi fra 0,055 e 0,10 per 
Re* = 60-;-100. In proposito si veda anche lo studio di Bogardi del 1974. 

La limitazione più restrittiva alla curva di Shields deriva dal fatto di 
essere riferita a mate1iali omogenei, cioè con granulometria praticamente 
uniforme. Nel caso di miscugli non omogenei Egiazaroff (1965) ha pro
posto, nel campo del regime assolutamente turbolento, l'impiego della 
relazione 

Tcr 0,1 
(y, - rfd. 

= 
{log l9(d;id60))' 

(20.7] 

per valutare la tensione critica di trascinamento dei granuli di dian1etro ds 
appartenenti ad un miscuglio disuniforme di cui d50 indica evidentemente 
il diametro medio. Questa relazione, per d8= dr,0, assume al secondo 
membro il valore 0,06 di Shields. 

20.4. Il trasporto solido al fondo • 

Nu1nerose equazioni sono state proposte per il calcolo della portata 
solida trascinata al fondo da una corrente liquida, portata che indiche
remo con i simboli : 

Qs per la portata solida al fondo, in volume ; 
G8 per la stessa portata in massa, per cui Gs = esQs; 
qs , g8 per le corrispondenti portate per unità di larghezza dell'alveo. 

! 
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Fig. 20.2. - Curva di Shields. 
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di sfere, cilindri, ecc.), conseguenza dello stesso meccanismo dei fenomeni, 
come ha osservato Pezzoli (1963) fornendo un'interpretazione del risultato. 

Anche in questo caso sono ben visibili due regimi limite : per bassi Re*, 
fino a circa 2, le particelle restano immerse nello strato dominato dalla 
viscosità e 

"" 't*cr = (y8 - y}d8 
( ( : 
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(20.6] 
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Tcr 0,1 
(y, - rfd. 

= 
{log l9(d;id60))' 

(20.7] 

per valutare la tensione critica di trascinamento dei granuli di dian1etro ds 
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il diametro medio. Questa relazione, per d8= dr,0, assume al secondo 
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20.4. Il trasporto solido al fondo • 

Nu1nerose equazioni sono state proposte per il calcolo della portata 
solida trascinata al fondo da una corrente liquida, portata che indiche
remo con i simboli : 

Qs per la portata solida al fondo, in volume ; 
G8 per la stessa portata in massa, per cui Gs = esQs; 
qs , g8 per le corrispondenti portate per unità di larghezza dell'alveo. 

! 
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La prima espressione che ha trovato conferme sperimentali è stata 
quella suggerita da Du Boys nel 1879 sulla base di un modello di trasporto 
per strati striscianti sovrapposti : 

qs = x:ro(To - t"cr) ' [20.8] 

nella quale x; rappresenta un coefficiente caratteristico del materiale tra
sportato. L'importanza che la formula di Du Boys ha avuto sul condi
zionamento di una lunga serie di relazioni per il calcolo della portata 
solida al fondo e la sua buona verifica sperimentale sono andate ben oltre 
l'attendibilità dello schema elementare di rappresentazione del fenomeno. 

Shields (1936), con considerazioni basate sempre sull'effetto dell'ec
cesso di sforzo al fondo rispetto al valore critico, propose l'equazione 

Ys qs es -q = IOj 'l'o � 'l'� 
rQ' e (y, - y)d, [20.9] 

dove Q' è la portata liquida per unità di larghezza. Tenuto conto della 
relazione 'o � yYj in alveo molto largo, si vede che l'equazione di Shields 
è del tipo Du Boys con una specificata dipendenza di K; non solo dalle 
caratteristiche ds e es del materiale, ma anche dalla velocità media della 
corrente idrica. 

Di tipo diverso è invece l'equazione che fu proposta da Schoklitsch 
(1930, 1934) sulla base dell'analisi di numerosi risultati sperimentali, in 
particolare di Gilbert (1914), e di misure eseguite sui fiumi Mur, Reno 
e Danubio. La formula di Schoklitsch ha la forma 

qs = K;'j11(Q' - Q;r) [20.10] 

dove K:1 è un nuovo coefficiente caratteristico del materiale trasportato, 
17 un esponente con va1ori intorno a 3/2 e Q� la portata idrica per Unità 
di larghezza alla quale inizia il movimento del fondo. Lo stesso Autore 
propose successiva1nente i valori K:1 = 2500/es e r; = 3/2 per il trasporto 
al fondo di miscugli formati da sedimenti caratterizzati con il diametro 
d40 (in m) e con 

Q;, � 0,26 (e" - e); d�o . e j'"" 
Kalinske (1947), assumendo la portata solida proporzionale al volume 

della particella, al numero di quelle partecipanti al moto e alla loro velo
cità, considerata approssimativamente pari alla differenza media tem
porale fra la velocità al fondo e la velocità critica di trascinamento, ha 

Par. 20.4] Il trasporto solido al fondo 733 

ottenuto un'equazione del tipo 

_i,__ -f (!<!) . 
V* ds - 't"cr ' [20. 1 1 ]  

l'andamento della funzione f, espresso analiticamente da  Kalinske, è rap
presentato graficamente nella figura 20.3. 

io�-----�------�-----� 

• • 

• • 

1,0 1------+-----7"+------j 
• 

..!1._ I o; "'-'--KAL!NSKE 1·.d, 

0.1 1-------------f--+-------j 

il ' 
• 

0,0! 1-----+t------+----· 

e 

Dati spcrimenlnli 
trntti da: 

e Cnscy (Bcrlin) 
O Einstein (California) 
® Gilbcrt (Cnlil'orniii) 
e Lin (Iowa) 
O Meycr-Pcler (Zilrich) 
© U.S.W.E.S. /Vicksbt1rg) 

0,001 �------�------�------� 
OJ l I O '•'/'., IOO 

Fig. 20.3. - Equazione di Kalinske (1947) per il calcolo della portata solida al fondo q5 (per 
unità di larghezza). 

Una ricerca sperimentale di Fernandez Luque e van Beek (1976) ha 
messo in evidenza che la concentrazione areale del trasporto solido, cioè 
la frazione dell'area del letto coperta dalla proiezione del materiale in 
n1oto, assunta da Kalinske qti.ale coefficiente costante di proporzionalità 
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fra q, e la velocità media delle particelle moltiplicata per il diametro, 
vail� invece quasi linearmente con (r0 - rcr). 

Un conu:1.;-11to importante per la valutazione del trasporto solido al 
fondo, ottenuto sepan1�ì�'.:' �li cffcai della resistenza dovuta ai granuli da 
quelli dovuti alla morfologia del fondo, è stato dato dai lavori speri
mentali della Eidgenossische Technische Hochshule di Zurigo e dagli studi 
di _l\1_eye_r_,!"eJe!_.,_Mtiller. che hanno fornito una interpretazione soddisfa
cente di quelle esperienze. La formula da loro proposta nel 1948 si è 
dimostrata in accordo sia con i risultati della E. T .H.,  sia con numerosi 
altri rilievi di laboratorio e di campagna, anche successivi. 

Per miscugli di varia granulometria, essa si può scrivere nella seguente 
forma adimensionale 

Rj' - O  047 g_, --:_e = 0,25 g! (e, - e
)' ds ' (] d8{/gq2 (! [20.12] 

nella quale j' sta a rappresentare quella parte della pendenza j che è 
dovuta alla sola resistenza dei grani e non alla conformazione del fondo. 

Il confronto con numerosi risultati sperimentali è riportato nella 
figura 20.5. 

Per la valutazione dij' , gli Autori consigliano l'impiego della relazione 7= (�)' [20.13] 

dove ks è il parametro di scabrezza di Gauckler-Strickler e k� è lo stesso 
parametro riferito alla scabrezza dovuta esclusivamente ai granuli del 
materiale mobile. Il rapporto k8/k� può variare da 0,5, quando la mor
fologia del fondo ha una forte influenza sulla resistenza, fino a 1 ,0, 
quando il fondo è piano e la resistenza è tutta dovuta alla scabrezza 
granulare del fondo. Miiller aveva proposto, nel 1 943, di calcolare k� con 
la formula k� = 26/d!o . 

Tenendo conto della [20 . 13] ,  il primo termine dell'eq. [20.12] si scrive 

R
(
k')

' . 
- - J ds k� 

e si nota che, ferma restando la velocità media della corrente, si può 
introdurre un raggio idraulico R' ,  tale che sia 

per sostituire Rj' con R 1). 

R' = R (
k')' k' ' s 

Par. 20.5] L'equazione di Einstein per la portata solida al fondo 735 

Se la portata solida si annulla, l'eq. [20. 12] fornisce la condizione cri
tica di inizio del movimento al fondo 

_ ('____ Rj' 
e,- e d = 0,047 · 

' ' 
oppure e R'j = 0,047; es - e  ds 

essendo gRj' = gR' j = 7:�/e e T� = -r�r nelle condizioni in esame, essa può 
essere posta nella forma 

' __ Tcr "y, - y) d, = 0,047 ' 

che conferma il valore 0,047 poi proposto da Zeller per T*cr· 

20.5. L'equazione di Einstein per la portata solida al fondo. 

Attraverso una serie di studi, iniziati negli anni '40 e portati a con
clusione nel 1950, Einstein introdusse un metodo probabilistico per la 
valutazione della portata solida al fondo e propose una formula che ha 
avuto largo impiego tecnico. Nel 1954 Chien dimostrò la sostanziale con
cordanza della formula di Einstein con quella di Meyer-Peter e Miiller 
ponendo anche quest'ultima in termini dei parametri adimensionali intro
dotti da Einstein. Essi sono: 

il parametro P, che risulta uguale all'inverso del parametro di sta
bilità di Shields, 

IJ.f = f!s - e gds = _!_ 
(! V� T* 

ed il parametro del trasporto o «intensità» di trasporto 

<P= q (e,- e gd')
-' , 

s e 8 •. 

[20.14] 

[20. 15] 

Il metodo seguito da Einstein, per l'originalità che presenta rispetto 
ai metodi che l'avevano preceduto e per l'influenza che ha avuto sulla 
comprensione del meccanismo del trasporto solido, merita un richiamo 
delle linee deduttive essenziali. 

Nello schema di Einstein (1942) il trasporto al fondo è il risultato 
di un certo numero di passi che ogni granulo del materiale sedimentario 
compie saltuariamente. 

Detta ALds la distanza media percorsa dai granuli di diametro ds dal 
1nomento in cui sono erosi al momento in cui sono depositati, il numero 
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di granuli depositati per unità di tempo e di area e proporzionale a 

g, 
(ALd,)(e,d1} 

essendo ALds · l l'area del fondo interessata dal deposito e e8d; una massa 
proporzionale a quella del granulo. 

Si indica con p la frazione te1nporale nella quale la portanza istanta
nea dovuta alla turbolenza supera il peso della particella. Si indica inoltre 
con 18 il tempo richiesto per lo spostamento. Allora il numero dei granuli 
erosi per unità di te1npo e di area è proporzionale a 

p 
lsd82 

essendo l/d� proporzionale al numero delle particelle di diametro d8 per 
unità di area. Einstein avanzò l'ip.otesi che il tempo t8 fosse valutabile 
quale tempo di caduta del granulo in un percorso proporzionale a d8, 
ossia assunse 

d, t, oc 

V(e,;;-e) gd, , 

come si verifica ricordando l'espressione [20. 1 ]  della velocità di caduta 
libera. 

Sostituendo t. nell'espressione precedente ed uguagliando questo nume_ro 
a quello delle particelle depositate attraverso un coefficiente globale di 
proporzionalità K, si ottiene l'equazione del trasporto solido 

__J5y_ = K E_ vff_. g,,_-=_e 
ALesdii d� d8 f2 • 

Einstein ha mostrato la possibilità di esprimere la distanza ALds in 
funzione della lunghezza media À,d, del singolo passo di un granulo e 
della frequenza p, detta probabilità di erosione, nella forma 

A d = _)._,d, · L s I -p ' 

con questo l'equazione del trasporto solido diventa 

1 f!_ p = i,, (q, Ve,� e-i�) = A<P 

Par. 20.5] L'equazione di Einstein per la portata solida al fondo 

ossia 
A<P 

P = 1 + A<P 

737 

[20.16] 

avendo il parametro di trasporto <J> l'espressione già riportata in prece
denza (v. eq. [20.15]). 

Misure dirette della lunghezza del passo dei granuli sono state eseguite, 
nella ricerca già citata, da Fernandez Luque e van Beek (1976) con tre 
diversi materiali incoerenti di dimensioni 0,9-1,5-1,8 mm, di densità varia
bile nel rapporto da 1 a 3 e con differenti sforzi al contorno. Esse hanno 
fornito valori di A8 poco diversi fra loro, sempre mediamente intorno a 16. 
Il risultato giustifica l'assunzione del coefficiente A come costante. 

La probabilità di erosione p può essere espressa, secondo Einstein, 
in funzione del rapporto fra il peso della particella immersa nel fluido 
e la portanza fluido dinamica, per cui si può scrivere 

p =![
(e,- e)gdf

] CJ)ed'fv'j 

dove CJ) è il coefficiente di portanza e vt la velocità al fondo, assunta di 
norma pari al valore al confine inferiore della regione turbolenta. Occorre 
distinguere la resistenza dovuta alla presenza dei granuli, influente sul 
trasporto, da quella dovuta alla modellazione del fondo: indicando con v� 
la velocità di attrito relativa alla prima causa, cioè alla resistenza dovuta 
alla scabrezza, essa è stata valutata da Einstein dividendo il raggio idrau
lico R in due parti, R' ed R11, con ovvio riferimento alle due forme di 
resistenza ed in analogia con quanto proposto da Meyer-Peter sulla sud
divisione della pendenza. Essendo 

V� = gR1j , 

per quanto detto prima risulta 

e quindi 

' V! OC V* 

P =![e
, 
e 

e .�j] =f('l") 

con il significato del parametro P' già premesso, ossia anche 

p1= �- (! ds 
e R'j ' 

24. MARCHI-RUBATTA. 
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di granuli depositati per unità di tempo e di area e proporzionale a 

g, 
(ALd,)(e,d1} 

essendo ALds · l l'area del fondo interessata dal deposito e e8d; una massa 
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Si indica con p la frazione te1nporale nella quale la portanza istanta
nea dovuta alla turbolenza supera il peso della particella. Si indica inoltre 
con 18 il tempo richiesto per lo spostamento. Allora il numero dei granuli 
erosi per unità di te1npo e di area è proporzionale a 

p 
lsd82 
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d, t, oc 

V(e,;;-e) gd, , 
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__J5y_ = K E_ vff_. g,,_-=_e 
ALesdii d� d8 f2 • 
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1 f!_ p = i,, (q, Ve,� e-i�) = A<P 

Par. 20.5] L'equazione di Einstein per la portata solida al fondo 

ossia 
A<P 

P = 1 + A<P 
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[20.16] 

avendo il parametro di trasporto <J> l'espressione già riportata in prece
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(e,- e)gdf

] CJ)ed'fv'j 
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Ne segue in definitiva una relazione fra i parametri <P e P, che ora 
indicheremo senza apice sottintendendo la considerazione della resistenza 
dovuta soltanto alla scabrezza granulare: essa esprime lequazione del 
trasporto solido al fondo. Per trasporto debole, cioè per valori <P < 0,4, 
Einstein aveva proposto nel 1 942 l'equazione 

0,465 rp = e-o,s91�' 

rappresentata da una r ... ��':'.. nel ili::i.gn:in11na (!,.:,Lia figura 20.4. 
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Fig, 20.4. - Relazione fra le funzioni <P e 1JI di Einstein {1942). 

Successivamente, nel 1 950, assunto che la distribuzione della proba
bilità p s egua J a legge normale gaussiana, Einstein ottenne l'equazione 
del la portata solida al fondo nella forma 

1 1 -- v-ii 

llP-2 
A<P J e-•'dz = T.+Aii> -B'P- 2  

[20.17) 

Par. 20.5] L'equazione di Einstein per la portata solida al fondo 739 

con A e B .costanti da determinare. sperimentalmente. Con le 1nisure su 
sedimenti uniformi di Gilbert e Meyer-Peter e al. è risultato A = 43,5, 
B = 1/7 = 0,143. Con questi valori l'eq. [20.17] è riportata nel grafico 
della figura 20.S insieme con 1 citati risultati sperimentali. 
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• d, = 28,65 mm (Meyer-Peter e al.) 
• d, = O, 785 mm (Gilbert) 

Fig. 20.5. - Relazione grafica di Einstein (1950), curva a linea inter11.-, e di Meycr-Peter e Milller (1948), 
curva a tratti, per il calcolo della portata solida al fondo .(da Chien, 1954), 

Come si è detto, il confronto fra l'equazione di Einstein e queIIa di 
Meyer-Peter e Miiller è stato eseguito da Chien che, a questo scopo, ha 
trasformato la seconda equazione esprimendola con gli stessi parametri 
di Einstein nella forma 

!)) = 8 (�-0.047)' [20.18] 

nella quale !/'!' = < * è il parametro di Shields e 0,047 è il valore assunto 
per r*cr-

11 confronto fra le curve rappresentatrici delle due equazioni [20.17] 
e [20.18] e i risultati sperimentali su sedimenti uniformi è rappresentato 
nella stessa figura 20.5 e ne mostra la buona concordanza. L'accordo 
si riscontra anche con miscugli a granulometria non uniforme, per i quali 
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però è consigliato assumere per il diametro ds due differenti valori : d35 
nell'equazione di Einstein e d50 ne1l'equazione di Meyer-Peter e Mii1ler. 

Anche le già richiamate esperienze di Fernandez Luque e van Beek (1976) 
hanno sostanzialmente verificato un'equazione del tipo Meyer-Peter e 
MUller nella forma ( I I )' 

</> 
= 5,7 p - 'Per 

per deboli valori di portata solida su fondo praticamente piano. 

20.6. Altre formule per il trasporto di fondo. 

Un'equazione del trasporto solido nella for1na introdotta da Kalinske è 
stata proposta da Pezzoli nel 1978. Egli ha ricavato un'espressione della 
funzione j(T 0/T .,) nella [20. 1 1 ] con considerazioni basate sulla distribu
zione della velocità del materiale trasp6rtato in strati di spessore pro
porzionale al diametro ds del materiale ed al rapporto -r:0/Tcr ·  L'equa
zione risultante è 

..<A_ � K,('")'(1(C; - 1)* . V* ds 'Co V :;:  
In una prima versione, con riferimento ai risultati sperimentali uti

lizzati da Kalinske nella forma elaborata dallo stesso autore, l'adatta
mento ottimale era stato ottenuto con Kv = 0,66. Successivamente, dal 
confronto con le più complete serie sperimentali utilizzate da Einstein 
nel 1950, Pezzoli ha ritenuto consigliabile, per il migliore adattan1ento, 
porre Kv = 1 ,5 ; sicché la formula precedente diventa 

..<A_ � I ,5('")" (1h0 - 1)'' V* ds 'Co V 'Ccr 
[20. 19] 

nella quale lo stesso autore suggerisce di assumere per rcr il valore 
0,047(y,- y)d,. La formula [20. 19] può essere espressa ovviamente anche 
in termini delle variabili di Einstein. 

Diverse altre equazioni sono state proposte per il calcolo della portata 
solida al fondo, tutte riconducibili a relazioni fra i parametri <J>, 'P e lf.lcr· 
Si richiamano quelle introdotte da Bagnold nel 1956 e da Yalin nel 1953, 
soprattutto per l'interesse dei procedimenti seguiti. 

Il primo ha impostato il calcolo della q, sulla valutazione della potenza 
richiesta al fluido per il trasporto degli elementi solidi; di questo pro
cedimento, neJla versione presentata da Bagnold in un successivo lavoro 

Par. 20.7] L'equazione della diffusione-dispersione 741 

del 1966, sono riportati gli elementi essenziali nel paragrafo 20.9 dedicato 
al trasporto solido totale. 

Yalin (1963) ha ottenuto la. sua formula per il calcolo di q, partendo 
dall'ipotesi che il moto dei granuli avvenga per salti e che ogni salto si 
presenti come la traiettoria di un proiettile la cui massima altezza è con
seguenza non dell'azione continua di una forza di trascinamento, ma della 
velocità acquistata inizialmente dal granulo. Il risultato viene qui ripor
tato in termini dei parametri <J> e 'P di Einstein, con riferimento specifico 
al trasporto di granuli di quarzo in acqua (e,/e � 2,65) : 

con 

<!) � cost 'P,, (.!.. _ L) [1 -.!.. ln(l + a )] VP 'P 'f.lcr a� s 

-( !  I ) · a� = t,66VY-'cr p - 'fJcr ' 

la costante è risultata pari a 0,635 dal confronto con i risultati speri
mentali di Gilbert e di Meyer-Peter e al. Con l'aumentare della portata 
solida, as diventa molto grande e / 

I - In(! + a,) -+ 0 ,  a, 

sicché l'equazione di Yalin si riduce alla 

<P � O 635 'P" (.!... - _I ) 
' VP P Pcr 0  

[20.20] 

A questa stessa forma si può riportare, con opportune trasformazioni 
(si veda Yalin, 1972), anche l'equazione di Bagnold per il trasporto di 
fondo del 1956. La differenza dalla formula di Meyer.Peter e Milller sta 
nell'esponente I, in luogo di 3/2, del termine fra parentesi. 

Le equazioni di Yalin e di Bagnold, pur esprimendo nella stessa forma 
la dipendenza (]> = <J>(P, P0r), si differenziano tuttavia fra loro per i valori 
numerici dei coefficienti consigliati dagli autori : 0,635 secondo Yalin, 
per elevate portate solide, e 0,21 secondo Bagnold per granuli ;, 4 m.m. 

20.7. L'equazione della diffusione-dispersione. 

Lo studio del trasporto solido in sospensione utilizza la condizione 
di conservazione della massa della sostanza dispersa. Detta Cs la sua 
concentrazione, ossia la massa di materiale sospeso nell'unità di volume, 
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[20.21 ]  

qualunque sia il volun1c 111obile V. Indicando con n il versore normale 
interno de11a superficie A che delimita V, e con v s la velocità di migra
zione del materiale disperso, si può applicare alla [20.21] il teorema di 
trasporto per ottenere 

J�Y-Jc v ·ndA = O  at s s 
V A 

avendo supposto C8 e V8 di classe C1• 
Applicando il teorema della divergenza, segue 

J [80�' + div(C, v,)] dV = o 
V 

da cui, per l'arbitrarietà del volume di controllo V e per la continuità 
dell'integrando si ha 33�· + div (C, v,) = O .  [20.22] 

A produrre la velocità va concorrono meccanismi diversi, che possono 
anche presentarsi insieme. Può verificarsi una diffusione a livello mole
colare, causata dalle variazioni di concentrazione, una dispersione pe� 
agitazione turbolenta del fluido ambiente, una convezione indotta dal 
moto medio di qu'est'ultimo od una sedimentazione per difetto della spinta 
di galleggiamento rispetto al peso. 

Nel primo caso la migrazione avviene verso le zone a concentrazione 
più bassa e la velocità di diffusione si assume di norma proporzionale al 
gradiente della concentrazione, ossia 

Csvs = - Ea grad Cs [20.23] 

introducendo il coefficiente di diffusione Ea, espresso in m2 s-1• 
In presenza di turbolenza conviene scindere Cs e Vs nei loro valori medi 

temporali di Reynolds, Cs e Vs, e nelle loro componenti fluttuanti e; e v;: 

es = es + e; Vs = V8 + V� ,  

Ne segue 

Csvs = O/Vs + c;v� . 

Par. 20.7] L'equazione della diffusione-dispersione 

Per analogia con lo schema diffusivo si usa porre 

C�v� = - E·  grad C8 

definendo il tensore di dispersiOne [E,, 
E =  Eux 

E., 

E., 
E,, 
E,, 

E,,] 
Euz ' 

z,, 
le cui componenti hanno le stesse dimensioni di Ea. 
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[20.24] 

La velocità media di migrazione Vs è legata invece alla velocità media 
temporale v del fluido ambiente. Spesso basta porre 

Cs Vs = iJsEc V [20.25] 

dove Ec rappresenta un coefficiente di convezione adimensionale, even
tualmente unitario. 

La distinzione, valida in presenza di turbolenza, fra trasporto con
vettivo, espresso dal prodotto dei valori medi di concentrazione e di velo
cità, e trasporto per dispersione, dato dalla media del prodotto delle com; 
ponenti residue delle stesse grandezze, può essere utilizzata anche quando 
esiste un moto medio variabile nel tempo, purché le fluttuazioni di Cs 
e di v 8 ammettano medie temporali nulle a lungo termine. La separazione 
fra i modi dispersivo e convettivo del trasporto di massa dipende allora 
dall'ampiezza dei domini spaziale e temporale nei quali si opera la ricerca 
dei valori medi di concentrazione e di velocità; e tale scelta può essere 
rivolta allo studio di fenomeni di mescolamento non dipendenti stretta
mente dalla turbolenza, quali le dispersioni dovute al passaggio di onde 
periodiche in un canale o alle azioni della marea trasmesse in una laguna 
(v. ad es. Ghetti, Di Silvio, 1978). Ne deriva la possibilità di attribuire 
un diverso significato, e valori diversi, al coefficiente di , dispersione in 
relazione allo schema adottato. 

Nei moti turbolenti la diffusione molecolare ha spesso importanza tra
scurabile e lequazione di continuità per la fase dispersa diventa 

83�' + div(C,E,v) - div(E· grad C,) = o .  [20.26] 

Infine, se la fase dispersa ha densità e, diversa da quella e del fluido, 
nascono spinte di galleggiamento differenti dal peso proprio del materiale 
sospeso, che acquista di conseguenza una velocità Vs propria,_ distinta da 
quella del fluido ambiente. 

Assumendo come assi coordinati x, y, z gli assi principali del tensore 
della dispersione, ed indicando con E:c, Ev , ed ·E� i relativi coefficienti, 
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[20.21 ]  

qualunque sia il volun1c 111obile V. Indicando con n il versore normale 
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J�Y-Jc v ·ndA = O  at s s 
V A 
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J [80�' + div(C, v,)] dV = o 
V 
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temporali di Reynolds, Cs e Vs, e nelle loro componenti fluttuanti e; e v;: 

es = es + e; Vs = V8 + V� ,  
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Par. 20.7] L'equazione della diffusione-dispersione 

Per analogia con lo schema diffusivo si usa porre 

C�v� = - E·  grad C8 

definendo il tensore di dispersiOne [E,, 
E =  Eux 

E., 

E., 
E,, 
E,, 

E,,] 
Euz ' 

z,, 
le cui componenti hanno le stesse dimensioni di Ea. 
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[20.24] 

La velocità media di migrazione Vs è legata invece alla velocità media 
temporale v del fluido ambiente. Spesso basta porre 

Cs Vs = iJsEc V [20.25] 
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si ottiene complessivamente in termini scalari 

ao, E (
- ao, _ ao, , _ ao,

) 
+ ao, aa. ao. 2)t + e V::c ax -+ V11 Òy -r Vz 8z Vsx ÙX + Vsu ay -1- Vsz Tz -
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- 0:(E" 80:")- 0�(e. 8
8
�') - :z(E, 8

8
�") = o  [20.27] 

avendo assunto divv = divv8 = O. 

20.8. Il trasporto solido in sospensione. 

Un'applicazione particolar1nente sen1plice dell'equazione della disper
sione si presenta nello studio del moto piano uniforme di un miscuglio 
costituito da una corrente liquida a pelo libero che trasporta materiale 
solido in sospensione, in condizioni per1nanenti. Per semplificare la scrit
tura omettiamo nel seguito il soprassegnO su Cs, intendendo con questo 
simbolo se1npre il valore medio temporale della massa di materiale sospeso 
per unità di volume. 

Si assu1ne x, y come piano del moto, con l'asse x sul fondo, positivo 
nel verso della corrente, e l'asse y ad esso perpendicolare, positivo verso 
l'alto; per le condizioni poste di permanenza, uniformità e bidimensionalità 
del moto del fluido e della sospensione, si ha 

V11 = Vz = O  
ÒC8 ·- éJCR _ ÒC8 _ Q Tt - ax - az - . 

Inoltre, data la modesta pendenza del fondo, l'asse y è quasi verticale 
e risulta 

V811 = -- 11'8 
essendo Ws la velocità di caduta libera del lnateriale nel fluido in esan1e. 

L'eq. [20.27] si riduce perciò alla 

_ w dC, _ _cl_
(E 

dC,
) = O  ' dy dy ' dy , 

da cui, integrando, deriva 

C, w, +E,��"=  O .  [20.28] 

Nell'ipotesi di una distribuzione della turbolenza tale da rendere il 
coefficiente E,, indipendente da y, l'integrazione della [20.28] è imme-

Par. 20.8] 

diata e porta alla 

Il trasporto solido in sospensione 

e, [ w, ( l] - = exp - - y- a Csa E11 
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[20.29] 

con y distanza generica dal fondo, alla quale corrisponde la concentra
zione Cs, ed a la distanza alla quale la concentrazione ha il valore noto Csa· 

In generale, per una corrente liquida in moto uniforme il coefficiente 
di dispersione E11 è funzione di y. Il ruolo detern1inante che la turbolenza 
del fluido esercita nel mantenere in sospensione il materiale solido ha 
suggerito la possibilità di correlare Eu con il coefficiente di viscosità tur
bolenta et introdotto da Boussinesq per esprimere lo sforzo tangenzial e  
nel moto uniforme turbolento: 

dv0 T = QCt dy • 

Rouse (1937-38), segul questo criterio, utilizzando la legge di distri
buzione logaritmica della velocità per valutare dv .. Jdy. Tenuto conto della 
variazione lineare dello sforzo -r, dal valore r 0 al fondo al valore nullo / 
alla quota Y del pelo libero egli ottenne 

e, = kv, y(1 - �) 
dove k è il coefficiente detto di K8.r1n:in, pari all'inverso del coefficiente 
moltiplicatore del logaritmo nella distribuzione della velocità. Secondo 
Nikuradse k = 1/2,5 = 0,4 (cfr. paragrafo 10.6). 

Assumendo il coefficiente di dispersione E11 coincidente con il coeffi
ciente e ,  ora calcolato, Rouse sostituì l'eq. [20.28] con la 

dCs W8 dy 
G; = - kv, 0y(I -y/Y) 

e ne scrisse l'integrale nella forma 

e, (y -y a )w,/k,. 
- = ---- ' ·--··� 
Csa Y Y- a 

essendo Csa la concentrazione alla quota a dal fondo. 

[20.30] 

Alcune curve, ricavate da questa equazione per valori W5/kv* = cast� 
sono riportate nella figura 20.6 a linea continua e poste a confronto con 
i risultati speri1nenta1i di Vanoni (1946). La concordanza risulta soddisfa
cente sebbene le ipotesi non siano del tutto esenti da critiche. Ma la veri
fica sperimentale conferma l'andamento, in funzione deJla profondità, della 
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nel moto uniforme turbolento: 

dv0 T = QCt dy • 
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concentrazione della sospensione a partire da un valore noto alla quota a 
e la buona coincidenza è affidata ad una opportuna scelta del valore del
l'esponente w,/kv, . Per quanto riguarda la distanza a dal fondo, il valore 
consigliato normalmente è 0,05 Y, come risult'.l nel grafico della figura 20.6. 
Evidentemente il procedimento è applicabile se lo strato di fondo, che è 
la regi0!1e nella quale il movimento del materiale solido avviene per tra
scinamento senz� ,c;ospensione continua nella corrente liquida, ha dimen
sione minore di a. Secondo Eins lr:in (1940), lo spessore dello strato di 
fondo si può assumere pari a 2ds , essendo ds il diametro del materiale al 
fondo e quindi dev'essere a;;,. 2d8• 

p.l. 
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Fig. 20.6. - Curve di distribuzione della concentrazione C., rapportata alla concentrazione C,a 
;\[la quota a dal fondo, a confronto con i ristùtati sperimentali di Vanoni (1946), 

La presenza del inateriale solido in sospensione influisce sul mecca
nis1no della turbolenzi;t del fluido principalmente attenuando l'ampiezza 
delle oscillazioni turbolente di velocità. In tal modo gli effetti dissipativi 
dovuti alla turbolenza devono diminuire, ma al fluido in moto è richiesta 
una n1aggiore quantità di energia per mantenere in atto la sospensione 
stessa. Uno degli aspetti cinematici più evidenti dell'influenza del mate
riale sospeso è, secondo Vanoni (1941, 1946), un aumento del gradiente 
della velocità nella sezione trasversale. Si veda nella figura 20. 7 la rap
presentazione grafica delle distribuzioni di velocità rilevate sperimental
mente da Vanoni e Nomicos (1959). 
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Fig. 20.7. - Misure di velocità in funzione della distanza dal fondo eseguite da Vanoni e Nomi
cos (1959) su correnti con materiale in sospensione a varie concentrazioni medie-spaziali-fa . 

È tuttavia imp·ortante notare che correzioni della distribuzione della 
velocità e del rapporto fra il coefficiente di dispersione e il coefficiente 
di viscosità tu'rbolenta non possono introdurre sostanziali cambiamenti 
di forma nella dipendenza di Cs da y. Conoscendo la concentr

.
azione in 

un punto è quindi possibile valutare, con approssimazione sufficiente per 
gli scopi pratici, la distribuzione di Cs lungo la verticale passante per quel 
punto utilizzando l'eq. [20.30] dì Rouse. Più semplicemente si può seguire 
la proposta di Lane e Kalinske (1941), che consiste nel calcolare C, con 
l'eq. [20.29] assumendo per il coefficiente di dispersione E, il valore medio 
sulla verticale del coefficiente Et di Rouse 

y 

E � kv, J (l _ 1') d = kv* Y 
' = y y y y 6 . 

o 

Con k = 0,4 si ottiene E, o= v.Y/15. 
Altri problemi che presentano interesse tecnico sono quelli riguardanti 

la ricerca della distribuzione longitudinale della concentrazione in con
dizioni permanenti non unifonni o la sua variazione temporale in una 
situazione transitoria. Per questi si rimanda ai trattati specializzati 
(Graf, 1971 ; Yalin, 1972). 
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.
azione in 

un punto è quindi possibile valutare, con approssimazione sufficiente per 
gli scopi pratici, la distribuzione di Cs lungo la verticale passante per quel 
punto utilizzando l'eq. [20.30] dì Rouse. Più semplicemente si può seguire 
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situazione transitoria. Per questi si rimanda ai trattati specializzati 
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Per quanto riguarda la portata massica gss del nzateriale in sospensione 
per unità di larghezza, essendo la concentrazione C8 espressa in massa 
per unità di volume, si ha 

y 

g,, �Jc, v,dy , 
o 

con V8 velocità media locale del materiale trasportato nella direzione della 
corrente. Nota la distribuzione sulla verticale di Cs/Csa a partire da. una 
altezza a sul fondo, molto piccola rispetto a Y, e assunta la distribuzione 
logaritmica della velocità V8/V* , l'equazione della portata massica in 
sospensione diventa 

1 
g" � C"v* Y J (�:) [2,5 ln (t) + !(�)] d (t) [20.31] 

O/Y 
essendo f(d,/Y) un termine dipendente dalla scabrezza relativa d,/Y del 
materiale di fondo. Per (C8/Csa) si può utilizzare àd esempio l'espressione 
data da Rouse, oppure quella proposta da Lane e Kalinske. Se si impiega 
la prima, l'integrazione in forma chiusa non è possibile, ma l'integrazione 
numerica non presenta difficoltà. 

Einstein (1950) ha utilizzato, per la distribuzione della velocità lungo 
la verticale, l'espressione logaritmica 

�· 
� 5,75 log (30,2xy) V*  d65 

essendo v� la velocità di attrito dovuta alla sola scabrezza granulare e u 
un coefficiente correttivo assegnato in forma grafica (v. fig. 20.8) in fun-
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Fig. 20.8. - Coefficiente correttivo ;e di Einstein da introdurre nella legge di distribuzione loga
ritmica della velocità. 

Par. 20.9] Il trasporto solido totale 749 

zione del rapporto fra ·d65 e lo spessore convenzionale 0=11,6 v/v� dello 
strato viscoso: per d65/0 > 1 O è sempre x = 1 .  Con tale distribuzione di 
velocità e con l'equazione di Rouse [20.30] per esprimere la C,/C,,, la 
portata solida massica in sospensione, per unità di larghezza, vale 

y I (y -y a )w,1»; , (30,2 uy) gss = Csa --a-
· 
Y- a · 5,75 V* log -a;;- dy 

o 

[20.32] 

dove Csa rappresenta la concentrazione alla quota a = 2ds , al di sotto 
della quale il movimento del materiale solido avviene in forma di trasporto 
al fondo. L'integrale dell'equazione precedente è stato espresso nella forma 

g,, � 1 1,6 C,.v� a [2,303 /1 log(3°
';

,
:y) + 12] 

nella quale /1 ed /2 sono integrali tabellati (Einstein, 1950) o dati in forma 
grafica (Colby e Hembree, 1955) in funzione di a/Y e per diversi valori 
dell'esponente ws/kv�. 

Assumendo 1 1,6 e,. v� 2d, pari alla portata solida (in massa) al fondo 
g8 relativa ai sedimenti di diametro d8' si ottiene [ (30,2 xJ'\ ] g,, � g, 2,303 /1 log -;J;;-J + /2 , 

equazione che correla il trasporto in sospensione g8� con 
g s, sempre per unità di larghezza. 

20.9. Il trasporto solido totale. 

[20.33] 

quello al fondo 

Il carico globale di sedimenti trasportato da una corrente liquida può 
essere valutato sommando le portate solide al fondo e in sospensione, 
calcolate con i metodi visti in precedenza, oppure utilizzando formule 
destinate specificamente a questo scopo. 

Al primo procedimento appartiene il metodo di Einstein, con il quale 
si calcola la portata massi ca totale g s!i, per unità di larghezza, del ma
teriale solido di dimensione media dsi' contenuto nel campione granu
lometrico nella misura percentuale pi, con la 

[ (30,2xY) ] g"' = g,1 I + 2,303 /1 log J;;;- -I- I, [20.34] 

ottenuta sommando alla portata in sospensione, data dall'eq. [20,33], la 
portata solida al fondo gsi del materiale di dimensione dsi ; questa ultima 
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deriva dalla conoscenza del paran1etro </>i in fun·zione del dato 

'P - e.- e  .gd,, i - (! v�2 
e si calcola con la 

g,. = p, <P,e,d!i vge.. e 
e . 

La portata totale per unità di larghezza è quindi 

gsl = .Ì:gsti • 

[Cap. 20 

Al problema del trasporto solido globale ha dato un importante con
tributo Bagnold con due memorie del 1956 e del 1966. Il metodo seguito 
si basa su considerazioni energetiche relative al lavoro richiesto e al rendi
mento sperimentale del processo. 

La potenza necessaria per il trasporto del peso immers_o gM; di mate
riale solido al fondo, per unità di superficie, con la velocità media U1 è 

N, = gM;u, tg a = g(e,- e) q, tg a 

essendo q, la portata (volumetrica) solida al fondo per unità di larghezza 
e tg a il coefficiente di attrito del materiale ; analogamente la potenza 
richiesta dal trasporto in sospensione, sempre per unità di larghezza, vale 

N., = g(e, - e) q, (;:) 
essendo U8 la velocità media di trasporto in sospensione e W80 al solito, 
la velocità di caduta libera. 

La potenza disponibile da parte della corrente liquida, per 1rnità di 
larghezza b della sezione rettangolare, è 

N = 'o!U 
= yYjU 

avendo indicato con B il perimetro bagnato e con j la perdita di carico 
effettivo per unità di percorso. 

Bagnold ha introdotto un coefficiente di rendimento e1 per esprimere 
la frazione della potenza disponibile utilizzata dal trasporto al fondo 

N8 = e1N 

e un coefficiente es di rendimento del trasporto in sospensione rispetto 

Par. 20.10] Il modellamento del fondo 

alla restante potenza disponibile (1 - e1) N 
N., = e,(1 - e1)N .  

751 

Tenendo conto di queste posizioni e delle precedenti relazioni energe
tiche si può scrivere la portata totale qsii per unità di larghezza, nella 
forma 

q ' = q + q = N [�-+ e (1 - e ) 0·] = 8 s $$ �IA A\ tga 8 f w8 

= e YjU [!L: + e  (1 - e )  U,] . es-e tga B f W8 [20.35] 

Il calcolo della portata q" richiede la conoscenza dei quattro para
metri e1, e8, tg ix e U8• Per rendere pratico l'impiego della sua formula 
Bagnold ha suggerito di porre U, uguale alla velocità media U della cor
rente e di assumere, per sospensioni in moto turbolento completamente 
sviluppato, e,(1 -e1) '°"' 0,015(2/3) = 0,01, per cui risulta 

YjU ( e, u) q,, = e  ---
-t - + 0,01 - . l2s- fJ  ga Ws [20.36] 

Bagnold ha inoltre fornito graficamente valori consigliabili di tg a 
e di e1 , quest'ultimi variabili fra 0, 1 1  e 0, 1 5  (cfr. Graf, 1972). 

Numerose altre equazioni sono state proposte per il calcolo diretto 
della portata solida totale; meritano particolarmente d'essere ricordate, 
per l'accordo con i risultati sperimentali, le formule di Laursen (1958), 
Colby (1964), Engelund e Hansen (1967) e Toffaleti (1969) per le quali 
si rimanda alla relazione su « Sediment _Discharge Formulas » del Task 
Committee for Preparation of Sediment Manual (Proc. ASCE 1971). 
Si richiama ancora il risultato delle ricerche di Bogardi (1958, 1965): 
indicando con Cst la concentrazione media del trasporto totale - data 
dal rapporto fra la portata massica solida e la portata liquida - la rela
zione è stata fornita empiricamente da Bog3.rdi ed è rappresentata gra
ficamente nel diagramma della figura 20. 1 1 .  Esso consente il calcolo della 
portata massica totale ed è inoltre indicativo della morfologia del fondo 
dell'alveo. 

20.10. Il modellamento del fondo. 

Il 1novimento di una corrente fluida su un fondo incoerente, quando è 
accompagnato da trasporto solido, influisce sulla configurazione del fondo 
stesso che assume forme correlate con le caratteristiche della corrente e 

I 
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del materiale trasportato. Sebbene nessuno dei numerosi criteri proposti 
risulti completamente esente da eccezioni, una classificazione che trova 
attualmente largo credito è quella proposta da Simons e al. (1961) sulla 
base delle sistematiche ricerche sperimentali condotte alla Colorado State 
University. 

Il criterio fa riferimento in primo luogo al regime del moto caratte
rizzato dal numero di Froude 

u Fr �
� 

relativo alla velocità media U e alla profondità media Y,. della corrente. 
Per quanto riguarda la caratterizzazione dello stato dell'alveo, la scelta 

più conveniente è apparsa quella basata sui numeri seguenti : 

numero di Reynolds del trasporto solido 

Re* = V* ds 
V 

[30.37] 

formato con la velocità di attrito v* relativa alla sola scabrezza granulare 
del fondo (indicata con v'* quando occorre distinguerla dalla totale ; 
v. successivo paragrafo 20.12), con il diametro equivalente d,, del mate
riale mobile costituente il fondo e con la viscosità cinematica v del fluido; 

numero di Froude del trasporto solido 

Fr* = v* 
w, [20.38] 

formato con la stessa velocità v* e con la velocità di caduta libera ws dei 
granuli in acqua ferma. 

È evidente che il riferimento Fr * , Re* può essere sostituito con Fr * , 
Re8, essendo quest'ultimo il numero di Reynolds formato con la velo
cità W8, anziché con v* , e quindi dato dalla Res = W8d8/v = Re*/Fr* . 
A volte viene invece indicato come numero di Froude del trasporto solido 
il numero Fr* � wJ� , correlato a quello Fr* dato dalla [20.38] attra
verso il parametro di stabilità di Shields ( cfr. paragrafo 20.3). 

Par. 20.10] Il modellamento del fondo 753 

-

I • ripples IV - fondo piano 

. � -=- � 
� 

II - dune 

� 

Ili • transizi�ne 

V • antidune 

� O(-;:-� --- -- - .....__ . ))/ "'<::"""'---. �"' V � 

Fig. 20.9. - Forme del fondo mobile secondo Simons e al. (1961). 

Al crescere di Fr ed Fr * ,  a parità di numero di Reynolds del trasporto 
solido, si osservano generalmente le seguenti configurazioni (v. fig. 20.9) 

Fr < I  
Regime 
inferiore 

Fr � I  

I - ripples: piccoli corrugamenti della superficie del 
fondo, lunghi da 5 a 50 cm e alti da 0,5 
a 5 cm; 

II - dune: ondulazioni più accentuate con pendenza 
dolce a monte e ripida a valle, e con mo
vimento lentò verso valle. I ripples possono 
formarsi anche sopra le dune le quali hanno 
lunghezza variabile da 50 cm fino a qualche 
metro; 

III - transizione: corrisponde a uno stato di fondo con ondu
lazioni. lievi e lunghe, quasi piatto ; esso 
segue allo spianamento ed all'asportazione 
delle dune; 
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Fr > 1 IV - fondo piano : assenza di modellamento del fondo; 

Regime 
superiore V - antidune : ondulazioni regolari e simmetriche, stazionarie 

o in moto più frequentemente verso monte. 

Le antidune sono a.ccompagnate da ondulazioni della superficie della 
corrente più accentuate di quelle che si presentano con le dune. A dif
ferenza di quest'ultiine, le onde del pelo_ libero si mantengono in· fase 
con le antidune finché il numero di Froude è basso. Per valori più ele
vati di Fr esse diventano instabili e frangono nella direzione controcorrente. 

Il modellamento del fondo non è un fenomeno riservato alle sole cor
renti fluviali. Sono facilmente . osservabili le formazioni di ripples sui bassi 
fondali sabbiosi del mare per effetto del moto ondoso. Strette analogie 
con le forme predette presentano anche le superfici delle sabbie e delle nevi 
lambite dal vento. Il profilo ad antidune è. stato osservato però soltanto in 
presenza di una corrente a pelo libero. 

Simons e Richardson (1961) hanno esteso a tutte le forme la rappre
sentazione delle curve limite delle varie configurazioni nel piano Re* , Fr* 
originariamente proposta da Liu (1957) per individuare la formazione 
dei ripples. Tale rappresentazione è riportata nella figura 20.10, nella quale 
l'inizio del moto è definito dalla curva di Shields (già tracciata nella 
fig. 20.2). 

Il grafico di Simons e Richardson, pur presentando una indubbia utilità, 
non esaurisce tutte le possibili situazioni e va quindi impiegato con cautela. 
Diversi altri criteri, generahnente grafici, sono stati proposti per la solu
zione del problema di individuare le configurazioni del fondo. Per l'atten
dibilità e l 'utilità diimpiego nel campo tecnico è stato riportato nella 
figura 20. 1 1  il diagramma proposto da Bogardi (1959). La figura 20.12 
mostra il risultato di un'indagine di Cooper, Peterson e Blench (1972) : 
oltre a fornire un'utile indicazione sul tipo di modellamento del fondo 
in base ai parametri Fr ed .Y/d50, il grafico evidenzia il campo di possibili 
situazioni naturali non coperto da misure sperimentali. 

20. 1 1 .  L'equazione dello strato mobile di fondo. 

Una prima schematizzazione del processo di modellamento del fondo 
mobile di un alveo percorso da una corrente idrica è stato impostato da 
Exner nel 1925 esatninando il moto piano dell'interfaccia fra liquido e 

Par. 20. 1 1] L'equazione dello strato mobile di fondo 757 

materiale di fondo, schematizzato nella figura 20. 13. L'ipotesi fonda
mentale è che il tasso di erosione locale del fondo sia proporzionale al 
gradiente della velocità media della corrente nella direzione del moto. 
Ne deriva l'equazione 

a� - - e  au 
81 - E 8X 

[20.39] 

nella quale CE è il coefficiente di erosione di Exner. Unendo questa equa
zione alla condizione di costanza della portata liquida, si ottiene un 
sistema analogo a quello impiegato per lo studio della propagazione delle 
onde di piena in alveo fisso. Si ricava corrispondentemente un'espres
sione della celerità di propagazione verso valle delle ondulazioni di fondo, 
supposte inizialmente sinusoidali; essa mostra come la velocità della cresta 
sia maggiore della velocità del cavo in accordo, almeno in modo qualita
tivo, con la forma asimmetrica delle dune. 

� l_ _ _ _ _  _ 

Fig. 20.13. - Strato mobile di fondo: schema di Exner. 

__,._ 
X 

Sul problema del modellamento del fondo e particolarmente sulla for
mazione delle antidune, alcuni risultati interessanti sono stati ottenuti 
assumendo la condizione di irrotazionalità del moto del liquido. Nel caso 
del moto bidimensionale, Anderson (1953), utilizzando anche la relazione 
di Exner per il movimento del fondo, ha ottenuto la seguente equazione, 
verificata sperimentahnente, fra il numero di Froude Fr della Corrente e il 
rapporto Y/L tra la sua profondità e la lunghezza d'onda L delle antidune 

Fr' � __ senh(4nY/L) ___ _ 

2nY( 2nY 4nY ) · 
- tanh -· senh - -2 
L L L 

J. F. Kennedy (1963) ha pure utilizzato un modello di moto bidimen
sionale a potenziale su fondo mobile, assumendo per quest'ultimo un pro
filo sinusoidale rappresentato da una linea di corrente alla profondità Y 
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rispetto al pelo libero e come fondo virtuale un piano orizzontale posto 
alla profondità h, come mostra la figura 20.14. Alle usuali condizioni al 
contorno occorre aggiungere la condizione di continuità del movimento 
di materiale al fondo 

j· 

' ; 
I 

y 

ag, a� 
- + (1 - m)e - � o éJx s Ot 

L-------..1 

·� - X 

" 

'0"1!L-...."'f!L...:::: t::::;.'t/1$ 
'!' = - Uh 

'0."'fl/:;:-"//I� 
Fig. 20.14. - Schema di moto irrotazionale su fondo mobile ondulato, 

[20.40] 

essendo ni 1a porosità. l(ennedy ha introdotto inoltre una equazione del 
trasporto di fondo d�rivata dall'ipotesi che Ja portata solida gs alla ascissa x 
sia proporzionale ad una potenza, da determinare, de11a velocità del fluido 
misurata alla quota - Y del fondo e ad un'ascissa (x - � ,). Da questo 
siste1na di equazioni derivano le espressioni della lunghezza d'onda e 
della celerità delle ondulazioni del fondo sotto la condizione che londa 
dominante sia quella che ha il inaggior tasso possibile di amplificazione. 
I risultati più interessanti sono: (a) la relazione fra Fr ed Y/L che, nel 
caso b s << Y, vale 

2nY 2nY 2 + -- tanh --
Fr2 = _____ _l: ___ J:,_ __ (2nJ'\ 2 6nY 2nY TJ + y tanh -y;-
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2.0,--------------------� 
fr 
1.8 

1,6 

antidune con creste corte fri """" L\'1itl' 

1,4 

antidtme 

in moto ver�o valle 
1,2 

antidune 
in moto verso monte l,O��:::::::::::::::::::;=�'.'.'.:'.�==��::::::::::::::::'.'.:��'.'.'.'.:'.'.� \_0,844 - -�-, tann�.J'. 0,8 

Fig. 20.15. - Condizioni per 
il verificarsi di differenti con� 
figurazioni del fondo quando 

il moto è irrotazionale. O'-�--'--�-.L_�--'--�-"-�--'--�__, 
o l 2 3 4 5 � 6 

y 
2,8 ,---,--,----i----,---,.---,--.----,c----, 

fr 
2,4 

2,0 

l,6 

� E 
• 

Barton & Lin O.!S mm sabbia 
Brooks 0,088 mm sabbia 

t Brooks 0,!45 mm sabbia 
Kennedy 0, 157 + 0,46 mm sabbi"--
Kermcdy 0,233 mm sabbia [ 

... Ke1111edy 0,519 mm sabbia � a Laursen O, 1 mm sabbia 
l !>late 0,253 mm sabbia 

�i:�� g:�:� :: ::��i: - --·--r----r---, 
Plate 0,515 mm sabbia 
Simons e al. 0 , 1 5 mm sabbia 

l,2 I-� !--
Tison O.Ol + 1 ,75 mm sabbia 
Tsllbaki e al. l ,OJ mm s<1Jlbia L- ----1 
Tsubaki e <11. 1,26 mm sabbia I I 

0,8 

0,4 

o 

Fr = 1 ..o. Tsubaki e al. l ,46 mm sabbia 

-. • r � Tsubaki e al. 2,26 1nm S<1bbia 
• '-,"I� ., f'r o=o 0,84 neri o dune 

. . . -�L�. 1 ,,, 
.b;.,,,h; � .,,,;d"" r----i-·-----

= ·:.�;I. · .. :1:;.;�·�-l�L·-.-- J _____ :: __ , _________ ·---

--t-:--1 
� � � .. • I dune - 1 . I I I • • ---- ---

o 2 

• . 

16 2:rY/L' i 8  
Fig. 20.16. - Regioni a 

4 6 8 10 12 14 
differenti configurazioni del fondo, secondo Kennedy 

con i risultati sperimentali. 
(1963). Confronto 
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ed è poco diversa da quella di Anderson per (2nY/L) ce 5 ;  (b) la rappre
sentazione delle condizioni per cui si verificano differenti configurazioni 
del fondo, espresse in termini del numero di Froude e del rapporto � ,/Y, 
come mostra la figura 20.15. La grandezza ll,, che rappresenta in sostanza 
Io sfasamento spaziale fra le oscillazioni di veloèità del fluido e delle par
ticelle solide, non è generalmente nota e ciò limita l'importanza dei risul
tati. Ma restano alcune conclusioni significative, come quella che, qua
lunque sia lls, la formazione delle antidune richiede un numero di Fronde 
della corrente liquida maggiore di 0,844 (il limite è variabile fra 0,844 e 1,0 
come si vede dalla fig. 20. 15). Questo risultato è confermato dai rilievi 
sperimentali, riportati nella figura 20.16. E conferma trova pure la limi
tazione superiore del numero di Fronde Frv per la formazione delle dune, 

25 

u 
ii' • 

20 

15 

JO 

A I X l o  

"' ,,. 
2,All. 'Ì.g A 

fi� 
,,. ,,.. 

' 'o o 
o O o 

o "·f.Jx o 
o 

o • o h.t;,6.l:J. A /::,. 
L'>A b.l:J. A 7 '\. >, "' "'  ' 

,,/' 

, o  
o 

o 

dune 
o 

00 
o 

"' 

dune 

o 

o 

o 
o 
o 

oo 

o o 

o 

o 
o 

o 

A dune 
x Jondo piano 
o antidune 

o 
o 

o 
o 

o 
o o 

antidune 

o O 
o o 

o /o 
o o 

000 
o 

°. / ' 

' 

fondo piano 

oo 

ol--����'--���-"-����-L����--L� o �5 J� �5 � � 
Fig, 20.17. - Grafico di Engelund (1966) per individuare la configurazione del fondo. 

Par. 20.12] La resistenza al moto degli alvei con fondo mobile 

ottenuto imponendo la condizione Y = h; il risultato è 

L 2nY FrJ, = 2,.y tanh L 
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e fornisce una curva che i punti sperimentali non oltrepassano nella grande 
maggioranza dei casi. 

Lo schema di moto a potenziale fornisce, come si è detto inizialmente, 
informazioni interessanti soprattutto sul fenomeno del moto con anti
dune; per il moto con dune o con ripples sembra più conveniente lo schema 
di fluido viscoso. 

Considerando la formazione delle diverse configurazioni di un fondo 
sabbioso come fenomeno di instabilità, Engelund (1966) ha ottenuto il 
diagramma riportato nella figura 20. 17 che consente la determinazione 
del tipo di modellamento del fondo sulla base dei parametri Fr e U/v�, 
senza che vi figuri un'influenza esplicita della dimensione del materiale 
di fondo. Il diagramma di Engelund, verificato in varie situazioni speri
mentali, è consigliabile in campo tecnico. 

20.12. La resistenza al moto degli alvei con fondo mobile. 

Il modellamento del fondo induce una resistenza al moto della cor
rente fluida che si ritiene in generale separabile da quella dovuta alla sca
brezza superficiale e con essa sommabile, seguendo una posizione che risale 
ad Einstein (1950). Detta r; la tensione dovuta alla resistenza superficiale 
e i-� la tensione dovuta alla resistenza di forma, si pone dunque 

'Co = -e� + -e� [20.41] 

dove -c0 è la tensione totale media sul contorno. La stessa equazione, 
essendo -c0 = yjR, si può scrivere 

'o = yj(R' + R") 

oppure 

T0 = yR(j' + j") 

separando l'effetto della scabrezza da quello della forma del fondo, nel 
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ed è poco diversa da quella di Anderson per (2nY/L) ce 5 ;  (b) la rappre
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primo caso attraverso i raggi idraulici R' ed R", nell'altro caso attraverso le due pendenze j' e }11• In termini di velocità di attrito 

"• = ViJe = VgRj 
si ha 

v� = v'-c;/e = v'gR'J = VgRJ' 
v� = v'-c�/e = VgR"J = VgRp 

e quindi l'eq. [20.41] diventa 

V� = V� + v�2 • [20.42] 
In condizioni di moto uniforme, j coincide con la pendenza del fondo i1 e lequazione 

si può scrivere 
U = CvgRl; 

U = C; 
"• 

quindi, introducendo la solita suddivisione sul coefficiente adimensionale 
di resistenza C, questa equazione è separabile nelle 

u = C' ' "• 

U = C" v" * 

con il legame, che discende dalla [20.42], 

I I I 
c2 = C'2 + C''2 . [20.43] 

Per la determinazione di C' si impiegano le formule già viste per il 
moto uniforme delle correnti a pelo libero in alveo fisso: in particolare 
la formula di Manning-Gauckler-Strickler oppure le formule logaritmi
che. Se come valore del raggio idraulico si assume il raggio effettivo della 
sezione, dal calcolo di C' deriva evidentemente il valore della pendenza j1 
dovuta alla resistenza superficiale. 

Par. 20.12] La resistenza al moto degli alvei con fondo mobile 763 

Per quanto riguarda i coefficienti di scabrezza, si è già ricordato il 
suggerimento di Miiller di porre il parametro di Strickler k� = 26/dk, ; 
l'esperienza sembra però giustificare una valutazione più bassa, che si 
richiama alla posizione origina.ria di Strickler per quanto riguarda il coef
ficiente numerico : k; = 24/(md90)' con m = I .;-2. Nel caso d'impiego delle 
formule logaritmiche, Einstein e Barbarossa (1952) consigliavano di as
sumere come parametro e di scabrezza il diametro d65 del materiale, Enge
lund (19.66) ha proposto invece e = 2d0,. Qualche autore fa riferimento 
al diametro d90 e, per fondi granul:iri fissi, esperienze recenti indicano il 
valore e =  (l,572)d90 • I valori trovati da Kamphuis (1974) oscillano fra 
l ,5d90 per Y/d90 -+ IO e il massimo 2,5d90 per Y/d90 -+ 1007200. Come 
sì vede, è abbastanza pronunciata la dispersione fra i valori proposti dai 
diversi autori o risultanti da differenti sperimentazioni. Probabilmente 
una giustificazione sta nel fatto che, a parità di diametro caratteristico, 
la disomogeneità del materiale ha peso considerevole sull'effetto di sca
brezza del fondo essendo dominante su di esso l'influenza delle frazioni a 
dimensioni maggiori. 

In definitiva, pur con le riserve imposte ancora dalla scarsità delle infor
mazioni sperimentali, i valori consigliabili del parametro di scabrezza si 
possono ritenere compresi fra 2d50 e 2d90 • 

Sui fondi piani, costituiti con materiale in movimento; diverse misi.i.re 
sperimentali del coefficiente di resistenza, riportate da Lovera e Ken
nedy (1969) in un diagramma (C', Re), hanno messo in evidenza un'in
fluenza spiccata del numero di Reynolds sulle curve interpolari a scabrezza 
relativa R/d50 = cost, con un comportamento decisamente differente da 
quello osservato nelle correnti omogenee su fondi fissi. Becchi (1978) ha 
avanzato l'ipotesi che in effetti tale dipendenza da Re possa essere inter
pretata come una dipendenza della resistenza dall'entità del trasporto solido, 
ossia di C' - 5,75 log(R/d50) dal parametro <P. Queste influenze, ancora 
non del tutto precisabili in modo quantitativo per la carenza di adeguate 
misure sperimentali, spiegano le incertezze, di cui si è parlato prima, 
sul valore da assegnare al parametro di scabrezza. 

Difficile si presenta pure la valutazione di C11, coefficiente della resi
stenza dovuta al modellamento del fondo. In generale, l'effetto di incremento 
della resistenza risulta sensibile quando la configurazione del fondo è a 
ripples, e si accentua se essa passa a dune. Nella fase di transizione il 
con1portamento del fondo quasi�piano è praticamente quello di un con
torno puramente scabro, cioè con e =  C1; infine nella fase delle anti
dune il comporta1nento è incerto, ma sembra evidente un progressivo 
aumento della resistenza. 

Einstein (1950) ed Einstein e Barbarossa (1952) hanno suggerito di 
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valutare l'effetto della resistenza di forma attraverso una dipendenza fun
zionale del coefficiente di resistenza dal parametro 
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Fig. 20.18. - Curva proposta da Einstein e Barbarossa (1952) per valutare l'effetto della resistenza 
di forma dell'alveo. 

ottenuta graficamente e rappresentata dalla curva a tratto intero nel dia
gramma C" = U/v� =/('1'35) della figura 20. 18. Nella stessa figura sono 
stati riportati anche valori sperimentali rilevati successivamente alla pro
posta di Einstein e si nota come la determinazione di C" co1ne funzione 
del solo parametro lJl35 risulti insufficiente. Per migliorare l'interpretazione 
dei risultati sperimentali, Shen (1962) ha proposto di introdurre accanto 
a Y'"f35 anche il parametro Res = W8d8/v. La relazione 

C" =f('P35 , Re,) 

è stata proposta da Shen in forma grafica attraverso il confronto con 
numerosi risultati su corsi d'acqua naturali. 

Diverse proposte sono state avanzate per rappresentare la resistenza 
globale, ossia il relativo coefficiente C, con relazioni logaritmiche ana
loghe a quelle utilizzate per il calcolo di C' negli alvei a fondo fisso. 

Par. 20.12] La resistenza al moto degli alvei con fondo mobile 765 

Richardson e al. (1967) hanno fornito le relazioni seguenti, per alvei molto 
larghi (R ,_, Y) e fondo piano : 

- con trasporto solido scarso o nullo 

y 
e �  5,9 log-d + 5,44 ; 

85 

- con trasporto solido apprezzabile 

y C = 7 4 log-d · ' 
85 

Per correnti lente, Vanoni e al. (1967) hanno proposto, sulla base di 
esperienze di laboratorio, la seguente formula 

R 
e =  9,9 log e LI.hm - 6,5 

qui riportata in ter1nini di C in luogo dell'originario parametro A ;  jn que
sta equazione Ahm è l'altezza media delle ondulazioni del fondo di lun
ghezza L ed e è il parametro di esposizione dato dal rapporto fra la prOie
zione orizzontale di tutto il fondo ondulato e la proiezione della sua 
parte riparata rispetto alla corrente. Se e non è valutabile, è stata pro
posta l'equazione 

LR - 6,5 e =  9,3 log (Ll.hm)' 

dove l'esposizione è sostituita dall'altezza media relativa Ll.hm/L delle dune. 
Altri metodi per il calcolo degli effetti della resistenza totale si basano 

su formule del tipo Manning-Gauckler-Strickler. Cosl, Liu e Hwang (1959) 
hanno proposto l'impiego dell'equazione 

U = CaRxiy [20.44] 

nella quale Ca , X ed y SOilO coefficienti forniti graficamente in funzione 
del diametro medio del materiale e della configurazione del. fondo. 

Nello stesso indirizzo un'espressione semplice dell'equazione del moto 
in presenza di trasporto è stata proposta da Garde e Ranga Rajn (1966), 
sulla base di un confronto con diversi risultati sperimentali; la forma _� 
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suggerita dagli autori è 

ass-...tmen<lo i valori 
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Ks = 3,2 con fondo a ripples e a dune 

[Cap. 20 

K8 = 6,0 nello stato di transizione (quasi piano), e nel moto con 
antidune. 

L'equazione precedente si può scrivere anche nella forma classica 

U =  CVgRi, 
con 

(
R
)
' C = K� � [20.45] 

e si nota allora che, se si assume come diametro ds del miscuglio il dia
metro medio d50 , l'espressione del coefficiente di resistenza C con Ks = 6 
è accettabile anche per fondo piano fisso. Se si pone ds = d90 occorre 
invece aumentare il valore di Ks fino a Ks � 7-:-8, secondo la maggiore 
o minore disuniformità della granulometria del miscuglio di fondo. 

Adottando un'impostazione diversa, Engelund (1966, 1967) ha con
sigliato il procedimento di calcolo della resistenza totale basato sulla 
seguente equazione 

U2 Y(llh)' ro = r� + Y 2g L Y [20.46] 

nella quale la resistenza di forma del fondo è espressa in n1aniera analoga 
alle resistenze localizzate, tenendo conto dell'altezza b.h delle ondula
zioni e della loro lunghezza L rispetto alla profondità Y della corrente. 
Posto 

c 

segue 

ro eRj T* = = -·----
(y,-- y)d, (e,- e)d, 

1 T� eR'j T * = --- = -----
(y, - y) d, (e., - e) d, 

T -· I I 1 * - T* - - - Fr2 (] f::.1z2 
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Par. 20.12] La resistenza al moto degli alvei con fondo mobile 767 

La dipendenza funzionale della tensione totale adimensionalizzata r* 
da quella T� dovuta alla scabrezza superficiale è stata ottenuta e rap
presentata graficamente da Engelund e Hansen (1967) sulla base dei risul-
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Relazione fra la tensione totale adimensionalizzata -r* e la tensione -r� dovuta alla 
scabrezza superficiale, secondo Engelund (1966-67). 

' 

tati sperimentali di Guy e al. (1966). Il grafico è riportato nella figura 20. 1 9  

e mette in evidenza gli effetti delle dnne e delle antidune che sono rappre

sentati dagli scostamenti delle curve a tratto intero dalla retta tratteggiata 
che corrisponde al fondo piano 

' T* = T* 

Nel campo della formazione delle dune, la curva si può approssimare 
con l'equazione 

T� = 0,06 -1-0,4-r� [20.47] 

valida per 0,06<-r�<0,60. Per il calcolo diretto di r� si deve ricorrere 
alle formule consigliate per fondi piani mobili; Engelund e Hansen (1967) 
hanno proposto l'impiego dell'equazione 

V RI t 
;;ç = 9,45 

(2,sd) 

che, unita alla relazione che deriva dalle posizioni precedenti 

� =:: = (�:)2 

1 --

[20.48] 
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consente di correlare T * ,  e quindi la perdita di carico totale j per unità 
di lunghezza, alla velocità media U del moto nei casi in cui è nota la 
funzione r� � f(r,) (v. fig. 20.19). 

Un confronto fra i risultati dei metodi di Einstein e di Engelund, ripor
tati entrambi a relazioni del tipo U/Viid, � f(j, Y/d,), è stato presen
tato da Chollet e Cunge (1979), insieme ad un diagramma utile per il cal
colo rapido delle perdite di carico totale nel moto con trasporto solido. 

Si ricorda infine il metodo suggerito da Raudkivi (1967) basato sulla 
considerazione che la resistenza, nel caso di fondo mobile, dipenda dalla 
eccedenza della tensione effettiva sul fondo rispetto al valore critico all'ini
zio del movimento. Il risultato è rappresentato graficamente da una curva 
sperimentale che esprime la relazione 

u 
• ,r.,---· 2 vv;;. - v*cr f(r,) [20.49] 

valida finché la rata del trasporto solido resta modesta. La curva di 
Raudkivi è riportata nella figura 20.20. 
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Fig. 20.20. - L1. curva di Raudkivi (1967) per il calcolo della resistenza al moto in alvei con fondo 
mobile. 

Un confronto dei metodi di calcolo di Einstein, Engelund e Raudkivi 
con numerosi risultati sperimentali, di laboratorio e di campagna, è stato 
eseguito da White e al. (l 979) e prova che il metodo di Engelund, che nel 
complesso mostra il più alto grado di affidabilità sperimentale, presenta 
scarti contenuti entro un fattore 2 nell'83 % dei casi e compresi fra 0,80 
ed I ,25 nel 38 % dei casi. 

Par. 20.13] Erosioni localizzate attorno alle pile dei ponti 

20. 13. Erosioni localizzate attorno alle pile dei ponti. 

769 

Variazioni rapide di direzione e di intensità nella distribuzione della 
velocità di correnti a pelo libero e la conseguente formazione di vortici 
possono provocare erosioni localizzate, specialmente se l'alveo è costi� 
tuito da materiali incoerenti. Il fenomeno si presenta nei restringimenti, 
nelle curve, nei salti di fondo e attorno ad ostacoli posti in alveo, quali 
le pile dei ponti. In quest'ultimo caso il problema della determinazione 
delle caratteristiche dello scavo, ed in particolare della profondità mas
sima di erosione, per i suoi importanti riflessi tecnici, è stato affrontato 
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--"---

--------( 

-4 

/ / vÒrtice a ferro 
, / /  di cavallo 

linea di separnzionc 

-� - I y 

Fig. 20.2!. - L'erosione attorno ad una pila di ponte. 
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con numerose ricerche sperimentali, soprattutto su modello. Si ritiene 
utile, per gli scopi applicativi, riportare le conclusioni. di un esame critico 
condotto da Breusers, Nicollet e Shen nel 1977 sulle ricerche svolte sul
l'argomento. 

La figura 20.21 mostra schematicamente l'aspetto del fenomeno di 
erosione attorno ad una pila di ponte ; il processo è indotto da un grosso 
vortice a ferro di cavano e interessa planimetricamente tutta l'area circo� 
stante la pila fino a1la linea di separazione del vortice. Per un'indagine 
sulle caratteristiche del moto, sulla distribuzione delle velocità e delle 
tensioni tangenziali si vedano gli studi di Melville (1975) e di Melville 
e Raudkivi (1977). Le grandezze che hanno influenza importante sul 
processo sono: 
- la densità e del fluido e la densità e. del materiale di fondo; 
- la velocità media U e la profondità Y della corrente; 
- la dimensione d .• del materiale e la larghezza I della pila; 
- l'angolo di attacco a e il rapporto L/t fra lunghezza e larghezza della 

pila (v. fig. 20.22) ; 
- la velocità critica di trascinamento Ucs, intesa come la velocità media 

della corrente alla quale inizia il movimento del materiale al fondo. 

Per quanto riguarda quest'ultima grandezza, è consigliabile 
secondo Hancu (1971 ) :  

U., � ( J ,O� l ,2) vg
e�e d: (f)°' 

assumere, 

[20.50] 

Una valutazione prossima alla precedente si ottiene partendo dal1a 
tensione critica di trascinamento 

tenendo presente che 

"' 
(:Ys'=-y)-d: = T *ero 

u;s Tcr = �cr = c2 9 
ed assumendo per il coefficiente di resistenza C l'espressione [20.45) vista 
nel paragrafo precedente, con R = Y, 

ne deriva 

C = K, (f)' ; 

u - K fls - e Y l V--
,, -- .� g -r; - d, (J.) 
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e con Ks = 6,0 e T*cr = 0,047 

V-e-:=: e ( Y)' U., � 1,30 g -
e

- d, {i 

La stessa equazione si può scrivere, per (es - e)/e = 1 ,65, 

U., � ! ,70(<i,_)' U Fr Y 
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[20.51]  

[20.52] 

con Pintroduzione del numero di Froude Fr della corrente. Per quanto 
riguarda la scelta di ds , nel caso di miscugli, si pone generalmente d8=d50• 

15' 30° 45° 60' 75' 90' 
angolo di attacco o: 

Fig. 20.22. - Fattore che esprime l'influenza sull'erosione dell'angolo di attacco IX e del rapporto L/l. 

Con le grandezze premesse, la profondità ny dello scavo può essere 
rappresentata con una funzione del tipo 

t.Y ·( U Y ) -1- = j Ucs' /' forma, a 

e per le applicazioni tecniche è stata suggerita la relazione 

t.{ = f, (�.) (2,0 tanh (�)] -1z (forma) -fa( a, �) 

·1 

[20.53] 
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dove 

1i (�) = 0  

= (2_[!"_- 1) u .. 
= 1  

/,(forma) = 1,0 
= 0,75 

= 1,30 
/,(a, L/l) 

Esempio 20.1 

t.r per u<0,5 
" 

u per 0,5 < V < I ,O 
" 

u per u >  1,0 
" 

per pile circolari o con fronti arrotondate 
per pile sagomate in modo da accompagnare la 
corrente 
per pile rettangolari 
ha i valori rappresentati dalle curve della fi
gura 20.22. 

ESEMPI 

Calcolo dei valori limiti di profondità, velocità e pendenza consentiti ad una 
corrente uniforme per defluire in un canale rettangolare larghissimo con fondo in 
sabbia incoerente omogenea, di diametro d, = 2 mm e densità e� = 2700 kg m-3, 
senza che si verifichino movimenti del fondo con una portata d'acqua lin1pida 
Q' = 0,80 m� s-1 per unità di Iarghezz·a del canale. 

Si presuppone, salvo verifica, che Re* abbia valori abbastanza alti da poter 
ritenere costante T*cr= Tcrf(y8-y)d,. Assumendo per la costante il valore 0,06 
consigliato da Shields, si deduce che la tensione al fondo T0 dev'essere 

T0< 0,06g((!8-(!)d, = 2,00 N m-2 

onde evitare l'inizio del movimento al fondo. Tale limite appare prudenziale rispetto 
ai valori delle tensioni ammissibili riportati nella tabella 17.5 del paragrafo 17.8; è 
presumibile che ciò vada itnputato alla differente resistenza che presenta l'inizio 
del trasporto di materiale incoerente sul fondo rispetto all'instaurarsi dì un processo 
erosivo del fondo medesimo, sebbene costituito con lo stesso materiale. 

Dalle equazioni del moto uniforme in canale larghissimo 

T0 = yYi1 
Q'2 = c2y3gf, ' 

Esempi 

eliminando i 1, si ottiene 

Q' CY� V•ole 
e quindi, in base alla limitazione trovata per T0 ,  

o 80 CY> V ' � 17,89 m .  2,00/1000 
Se si valuta il parametro di scabrezza di Strickler con la 

segue 

da cui 

k - 24 
.• - (2d$)116 = 60,24 

60 24 CY= � Y716> 17,89 m 
yg 

Y> 0,94 m .  

Se invece si calcola il coefficiente di attrito C con la forn1ula logaritmica (1 3.3fY) e =  5,75 log -
,
-

con f = 0,80 ed e = 2d., = 0,004 m, si ottengono i risultati 

Y = 0,91 m 

Y =  0,92 m 

da cui segue la limitazione 

e �  19,46 
e �  19,485 

Y> 0,91 m 

CY� 17,71 
CY � 17,92 

773 

che concorda con il risultato precedente e rende accettabile il valore medio 0,93 in. 
Corrispondentemente devono essere verificati i limiti 

Q' o.so u = y < 0,93 = 0,86 lll s-1 

To 1,50 
11 = yY< 1000 X9,81 X 0,93 = 1•64 · l0-4 

per la velocità media e per la pendenza del fondo nelle condizioni di moto uniforme. 

Esempio 20.2 

Calcolo della portata solida al fondo in un corso d'acqua che ha cadente effet� 
tiva j = 8,2· 10-4 e profondità media Y =  3,50 111 . L'alveo, sensibihnente cilindrico, 
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erosivo del fondo medesimo, sebbene costituito con lo stesso materiale. 

Dalle equazioni del moto uniforme in canale larghissimo 

T0 = yYi1 
Q'2 = c2y3gf, ' 

Esempi 

eliminando i 1, si ottiene 

Q' CY� V•ole 
e quindi, in base alla limitazione trovata per T0 ,  

o 80 CY> V ' � 17,89 m .  2,00/1000 
Se si valuta il parametro di scabrezza di Strickler con la 

segue 

da cui 

k - 24 
.• - (2d$)116 = 60,24 

60 24 CY= � Y716> 17,89 m 
yg 

Y> 0,94 m .  

Se invece si calcola il coefficiente di attrito C con la forn1ula logaritmica (1 3.3fY) e =  5,75 log -
,
-

con f = 0,80 ed e = 2d., = 0,004 m, si ottengono i risultati 

Y = 0,91 m 

Y =  0,92 m 

da cui segue la limitazione 

e �  19,46 
e �  19,485 

Y> 0,91 m 

CY� 17,71 
CY � 17,92 
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che concorda con il risultato precedente e rende accettabile il valore medio 0,93 in. 
Corrispondentemente devono essere verificati i limiti 

Q' o.so u = y < 0,93 = 0,86 lll s-1 

To 1,50 
11 = yY< 1000 X9,81 X 0,93 = 1•64 · l0-4 

per la velocità media e per la pendenza del fondo nelle condizioni di moto uniforme. 

Esempio 20.2 

Calcolo della portata solida al fondo in un corso d'acqua che ha cadente effet� 
tiva j = 8,2· 10-4 e profondità media Y =  3,50 111 . L'alveo, sensibihnente cilindrico, 
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ha sezione rettangolare larga b = 200 m. Il fondo è costituito da materiale incoe
rente che ha densità Qs = 2650 kg m-3 diametro medio d50 = 5 · 10-3 m e das = 2 ·  
· 10-s m .  

Con i dati del problema s i  ricavano le grandezze 

R 
200 X3,50 ----'-- � 3 38 m 200 + 7,00 , 

To ""= J'-1,j · 9,81 x l i' 3,38 x8,2· 10-� = 27,19 N/m2 

v* = v:r:fe = V27,19ouOò = 0,165 m/s . 

Si riportano qui di seguito diversi procedimenti per il calcolo della portata solida. 

a) Formula di Kalinske 

-"-"-. � f (::.._) v*d" Trr , 
Il valore di -r,.,., assumendo d, = d50 ed essendo 

v*ds 0,165 X0,005 Re* = - = - - - -----· - = 825 
l' 10-6 

si ricava dalla li111itazione di Zeller 

T*,,.= Trr 
(y.-y)d., 

= 0,047; 
per cui 

Trr= 0,047 X9,81 x t650 X0,005 = 3,804 N/m2 -

Sulla curva di l(alinske della fig. 20.3, con 

To 27,19 - � -- � 7 15 
-r,.,. 3,804" ' 

si legge 

_!!_:___ = 1,0 . v*d" 
Ne deriva la portala solida al fondo volumetrica, per unità di larghezza, 

q. = 1,0 X0,165 X0,005 "'·o 0,000825 ma/s · m  

e l a  portata n1assica totale 

G, � 0,000825 x2650 x200 � 437 kg/s . 

b) Formula di Meyer-Peter e Miiller 

R;"' ,-, _ ,-, ,y21a (" _,,)"' --0,047-e.•_� = 0,25 ---f-.....:::: _e•_e d, e d, �ce� u 

Esempi 775 

Si assume che j' sia praticamente coincidente con j, ritenendo il fondo piano e 
la scabrezza essenzialmente dovuta al materiale mobile. Allora, ponendo ancora 
d. = d50,  segue 

da cui 

ossia 

c;is t,65� 3,38 X 8,2 · I0-4 -0,047 X 1 ,65 = o,zs o oos-tV9,81 X 26502 0,005 , 

0,55432 -0,07755 = 0,l 7032g;1s 

g, � 4,683 kg/s ·m 

quale portata massica al fondo per unità di larghezza, e quindi 

G, � 4,685 X200 � 937 kg/s 
in totale. 

e) Formula di Meyer-Peter con i parametri di Einstein 

rJ> = q.(e.;e cd;)-112 = q.(1,65 x9,8I xo,0053)-112 = 703q,; 

'P � e.- e gd, � 1 65 . 9,81 xo,005 � 2 973 . 
e v! • 0,1652 ' 

Dall'eq. [20. 18] si ricava 

( 1 )'" "' �  8 p- 0,047 � 8(0,33636 -0,047)'1' � 1 ,245 

e quindi dalla prima relazione segue 

e in totale 

q:, 1 ,245 = 0 00177 m3/s · m  q.= 103 = 703 , 

G., � 0,00177 x2650 X200 � 939 kg/s , 

in ottima concordanza con il risultato precedente . 

d) Formula di Einstein. 

In corrispondenza a '!! = 2,973 !a curva di Einstein delle fig. 20.5 fornisce il 
valore 

per cui dalla 

deriva 

"' �  l ,85 

(e --e )_,,, rp = q. �g<f-! = 703q. 

q, = 1 ,85/703 = 0,00263 ma/s ·m 
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e quindi, quale portata massica totale al fondo, 

G, � 0,00263 X 2650 X 200 � 1394 kg/s . 

Assumendo invece per ds il valore consigliato d35 = 2·10-3 m, si ottiene 

'JI _ 9,81 X0,002 _ l 89 35 - 1,65 0,1652 - ,1 

cui corrisponde sulla curva di Einstein: <!>30 = 6,0, ed essendo 

segue 

1P3i; = qs(l,65 X9,81 X0,0023)-112 = 2779qs 

q, � 6,0/2779 � 0,00216  m'/s · m  

G,� 0,00216 x 2650 x 200 � 1 145 kg/s . 

e) Formula di Pezzoli 

� � ('")"' (�; ),,, 
d 1,5 - - 1  V* � 't!J 'icr 

Assumendo d. = d50 ed il valore -r*'r = 0,0047, si ottiene, come in a), 

'icr = 3,804 N/m2; 

dalla formula soprascritta deriva 

e quindi 

(3 804)'1' (27 19 ),,, 
q. = 1,5 X0,165 x 0,005 _!__9 -' - - 1  = 0,00210 m3/s·m 

27,1 3,804 

G, � 0,00210 x 2650x 200 � 1 1 1 3  kg/s . 

f) Formula di Yalin 

<P � 0,635 �p(�-:J. 
Assumiamo, in accordo con l'autore, 

1 ljf = 0,05 
" 

e ricordiamo che, con d. = d50 ,  risulta (v. caso e)) 
<JJ � 703q, 
'1' � 2,973 . 

Sostituendo quest'ultimo valore nella formula di Yalin si ottiene 

<JJ � 0•635 (-1 - - 0 05) � 2 109 
o,o5v12,973 2,973 ' 

' 

Esempi 

e quindi 

q, � 2,109/703 � 0,0030 m'/s · m  

G, � 0,0030 X 2650 X 200 � 1 590 kg/s . 

Assumendo invece per l/'1'0r il valore di Shields 

si ottiene 

e quindi 

1 
Per = 0,06 

<P � 1 ,696 

Qs = 0,0024 m3/s·m e G, � 1272 kg/s . 
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I risultati ottenuti con le diverse formule sono riassunti nel quadro seguente 

Formula d, 't*cr I q, G, 
di (m'/s ·m) (kg/s) 

Kalinske d., 0,047 0,825 ·IQ-3 437 
MeyerHPeter d., 0,047 1,77 » 938 
Einstein d., - 2,63 » 1394 

d,. - 2,16 » 1145 
Pezzo li I d;o 0,047 2,10 » 1 1 1 3  
Yalin d;o 0,05 3,00 )) 1590 

0,06 2,40 )) 1272 

Si vede che la formula di Kalinske fornisce risultati decisamente inferiori a 
quelli delle altre. In parte ciò è dovuto al fatto che, come si è detto, nel campo delle 
alte portate solide l'adeguamento di tale formula alle esperienze non è soddisfacente. 

Esempio 20.3 

Calcolo della velocità media della corrente idrica che defluisce, in condizioni 
di moto permanente con pendenza effettiva j = 0,00105 e con la profondità di 
1 ,20 m, in un alveo aIIuvionale molto largo con fondo mobile costituito da sabbie di 
densità (!8 = 2700 kg m-3 caratterizzate da d00 = 4 mm, d30 = 1 ,2 mm e d5-0 = 2,0 mm. 

Assumendo 

R � Y =  1 ,20 m e d, = d5n = 2 · 10-3 m 
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risulta, con i dati assegnati, 

'• � yRJ � 9,81 x10oo x 1 ,2o xo,00105 � 12,36 N/m' 

v. � v,.!e � VgRJ � 0, 1 1 1 1  m/s 

Q v1 1 (;, 1 1 1 1 �  
T* = - - · � - '--- - · ------ = 0,370 , 

e.-e gd, 1,1 9,81 xo,002 

[Cap. 20 

Si esegue il calcolo della velocità della corrente con diversi procedimenti (cfr. 
paragrafo 20.12). 

a) Metodo di Einstein e Barbarossa. 

Posto tentativamente; R' = 0,45 m ed R" = 0,75 m, segue 

l[J -· e.-e.  dso - l 7 0,0012 
as - (! R' j - ' 0,45 X 0,00105 4,32 . 

Sulla curva del diagramma di fig. 20.18 si legge in corrispondenza a lf'3� = 4,32, 
il valore del coefficiente di resistenza dovuto a!Ja �< forma » del fondo 

C"= 12,8 
da cui essendo 

v: � VgR"J � V9,81 x-o;75xo,oòio5 � 0,0879 m/s 

segue 

U =  C"v: = 12,S x 0,0879 = 1 ,125 m/s . 

Inoltre, dalla 

si ottiene 
v� = v�2-J- v:� 

v� = Vo, 1 ITT- 0,08792 = 0,0679 m/s 

e·� Il_ � 1,125 � 16,6 . 
V* 0,0679 

A questo valore del coefficiente di resistenza «granulare superficiale» si perviene 
con la formula logaritmica 

C' � 5,75 Jog(13,�fR'.) (f � 0,80) 

oppure con la formula di Strickler 

e·� �g � �g 24 (m�; .. r 
assumendo, con R1 = 0,45 m: 

e = 0,0061 mn1 = 3, l d60 = l ,5du0 nel primo caso 

md90 = 0,0043 mm , cioè n1 = I, t nel secondo caso . 

Esempi 779 

Entrambe le valutazioni appaiono appropriate e quindi tale anche la scelta del 
raggio idraulico R'. 

Il calcolo è stato ripetuto con altri valori di R' intorno a 0,45 m ed i risultati 
sono riassunti nel quadro che segue: 

R' R" v" u v*' Ps� C" • C' sfdao m 
(m) (m) (m/s) (m/s) (m/s) 

0,40 0,80 4,86 12,0 0,0908 1,090 0,0640 17,0 1,3 0,9 
0,45 0,75 4,32 12,8 0,0879 1 ,125 0,0679 16,6 1 ,5 1 , 1  
0,50 0,70 3,88 13,5 0,0849 1 ,146 0,0716 16,0 2,0 1,35 

Come si vede, si tratta di risultati ancora accettabili, per cui si ritiene giustifi
cato assumere median1ente i valori 

e 
R' � 0,45 m ,  v� = 0,068 m/s , 

u � 1 ,13 m/s . 

b) Metodo di Garde e Ranga Raju 

u 

V-� � 
K

, (]/:_)"' (_i_tg__)"' gds -� e d. ,, 
e -

o:: s - e  

Assumendo 
K

, = 3,2, valore corrispondente al fondo con dune (v. verifica alla 
fine dell'esempio) si ottengono i risultati: 

con d, = d60 = 0,0020 m 

con d, = d3� = 0,0012 n1 

U = 1 ,033 m/s ; 

U � 1,125 m/s . 

e) Metodo di Engelund e Hansen. 

Con il valore calcolato inizialmente 

r* = 0,370 , 

entrando nel diagramma della fig. 20.19, si osserva che la configurazione prevedi
bile del fondo è a dune e che vi corrisponde il valore r: individuato dalla curva e 
dato anche dalla [20.47] 

di qui deriva 

ossia 

r; = 0,06 + 0,4r; = 0,1 15 ;  

Il' � (�)' �  ,; � 0,31 R V* r* 

R'= 0,37 m ,  v; = 0,062 m/s . 

I 
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Con l'equazione di Engelund e Hansen 

- � 9 45 -
U ( R' )"" 
V� ' 2,Sd. 

si ricava infine, con ds = d00 ,  ( o 3 7  )"" 
U � 9,45 x0,062 

2,5 ;0,002 
� 1,003 m/s . 

I risultati sono riassunti qui di seguito e denotano una buona concordanza. 
generale, che diventa ottima a parità di scelta del diametro d,: 

Einstein e Barbarossa ds = dao u � 1,13 m/s 

Garde e Ranga Raju ds = dao U � 1,125 m/s 

d. = d50 U � 1,033 m/s 

Engelund e Hansen d. = duo U = 1 ,003 m/s . 

Si noti che, secondo la curva di Raudkivi riportata nella fig. 20.20, essendo, 

risulta 

e v' -- -----.!.. = i- *= 0,370 es-e gd8 

u 
---= = 8  

Vv!�(v*)�r -

e quindi, con (v*),r = 0,0233 m/s (corrispondente a i-*'r = 0,047) e v* = 0,1 1 1 1  m/s,. 
segue 

U � 0,87 m/s 

risultato chiaramente in difetto rispetto ai precedenti. Ma la concordanza diventa. 
buona, U = 1 ,086 m/s, ponendo 

u 
Vv!-(;·��: 

10 

valore che, pur non cadendo sulla curva di Raudkivi, si colloca bene all'interno· 
della fascia dei dati sperimentali utilizzati dall'autore (cfr. fig. 20.20). 

Per quanto riguarda la morfologia del fondo, si possono eseguire alcune verifiche. 
assumendo come diametro ds il diametro d50 ,  come velocità media corrispondente 
U = 1 ,02 m/s e come valore della velocità di attrito, dovuta alla sola scabrezza 
granulare, quella calcolata con il metodo di Engelund 

v� = 0,062 m/s . 

Secondo Simons e al., con una velocità di caduta libera dei granuli w. = 0,30 m/s, 
risulta (fig. 20.10) 

Re = v�d, 
= 

0,062 X_?,002 
= 124 } * V 10-G 

Fr * = v�/w, = 0,062/0,30 = 0,207 

transizione da fondo con dune a 
fondo piano o con onde stazionarie 

Cap. 20] Riferimenti citati 781 

Secondo Bog:irdi (fig. 20.11) 

d8 = 0,2 cm 

gd,Jv:2 = 5,10 } tra fondo con dune e regione di 
transizione 

Secondo Cooper, Peterson e Blench (fig. 20.12) 

Y/d50 = 600 

u2 1 022 
Fr2 - ' - O 09 - gY 9,81 x l ,20 

- ' 

Secondo Engelund (fig. 20.17) 

Fr = 0,30 

u 1,02 
- � -- � 16 5 V� 0,062 ' 

} tra ripples e dune 

} fondo con dune 

Concludendo, si può dire che Ja configurazione prevedibile del fondo, nelle 
condizioni esaminate è a « dune »; ciò conferma l'indicazione già ricavata impie
gando il diagramma di fig. 20.19 di Engelund e Hansen. L'osservazione di quel 
grafico esclude, inoltre, la possibilità di un passaggio a fondo piano con il valore 
assegnato i-* = 0,370. 
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