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PREMESSA

La scrittura di un libro in collaborazione fra due Autori, anche se, come
noi, provenienti da una stessa scuola e rimasti legati da una solida amicizia,
presenta problemi non sempre facili da risolvere che vanno dalla scelta degli
argomenti agli aspetti piti formali dell’esposizione,

Abbiamo preferito assumere, almeno inizialmente, compiti in prevalenza
separati: Rubatta dedicandosi alla stesura della prima parte, rivolta soprat-
tutto ai principi della meccanica dei fluidi; Marchi alla stesura della seconda,
destinata alle piu frequenti applicazioni idrauliche.

Osservazioni critiche e consigli reciproci hanno reso pits unitaria la reda-
zione defmitiva del testo. Rimangono naturalmente differenze esteriori, le-
gate anche alle consuetudini seguite nel trattare i vari argomenti. Pensiamo,
tuttavia, che il processo deduttivo risulti logicamente connesso ed assicuri
la continuita fra le due parti.

Nellindicare le fonti, ci siamo limitati ad elencare alla fine di ciascun
capitolo le pubblicazioni che erano state esplicitamente richiamate nel testo.
La bibliografia che chiude il volume cita invece opere di interesse generale
relative agli argomenti qui trattati.

Avremmo voluto che la presentazione fosse stata scritta da Giulio Supino,
un maestro indimenticabile, la cui guida ci é venuta a mancareil 5 luglio 1978.
Alla Sua memoria dedichiamo questo lavoro.

E. MARcHI E A. RUBATTA
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-area generica.

numero di Allievi.

ampiezza di escursione.
ampiezza di escursione per ’onda
incidente.

ampiezza di escursione per 'onda
riflessa.

ampiezza d’onda complessiva, fra
colmo e cavo.

accelerazione,

modulo di a e sue componenti;
celerita delle onde nelle condotte.
contorno o perimetro bagnato.
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coefficiente di resistenza per i moti
uniformi; fattore generico.
coefficiente di contrazione.
coefficiente di.portata.

coefficiente di resistenza per i moti. .

esterni.

coefficiente riduttore della velocita.
energia cinetica.

costante di integrazione.
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celerita di gruppo.

calore specifico a pressione co-
stante.

calore specifico a volume costante.
tensore delle velocita di deforma-
zione. )
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diametro dei granuli solidi.
tensore di dispersione.

carico specifico.

coefficiente di convezione.
coefficiente di diffusione.

numero di Ekman.

entropia.

entropia specifica.

vettore posizione sulla linea di
emissione.

forza.

modulo di F e sue componenti.
forza per unita di larghezza.
modulo di F’' e sue componenti.
numéro di Froude.

numero di Froude per il trasporto
solido.

energia libera.

energia libera specifica.
coefficiente di forma; funzione ge-
nerica.

forza specifica di massa.

modulo di f e sue componenti.
forza centrifuga specifica.

modulo di f,, e sue componenu
forza specifica di Coriolis.
modulo di f,, e sue componenti.
forza specifica di Euler.

modulo di f,, e sue componenti.
risultante delle forze di massa.
modulo di G e sue componenti,
momento del risultante delle forze
di massa.
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Simboli principali

*modulo di G, e sue componenti.

portata massica solida al fondo.
entalpia libera.

entalpia libera specifica.

forze specifiche del geopotenziale.
modulo di g e sue componenti.
portata massica solida al fondo
per unitd di larghezza.

portata massica solida in sospen-
sione per unita di larghezza.

" portata massica solida tota]e per

unitd di larghezza.

carico effettivo o -totale.
entalpia.

entalpia specifica.

carico piezometrico.

carico piezometrico apparente.
tensore unita.

componente di I.

inerzia locale.

momento dell’inerzia locale.
urnidita.

versore lungo una linea coordi-
nata.

pendenza motrice.

pendenza del fondo.

pendenza critica.

momento d’inerzia.

cadente effettiva.

cadente dovuta alla resistenza su-
perficiale del fondo.

cadente dovuta alla forma del
fondo.

tensore della conduttivita -idrau-
lica. '

componente di K.

coefficiente di conduttivita idrau-
lica. .

funzione di- Bessel modificata di
ordine zero.

coefficiente di diffusivitd termica.
coefticiente di conduttivita termica.
indice di~ scabrezza secondo
Gauckler e Strickler.

modulo delle funzioni ellittiche.
tensore delle velocita di dilatazio-
ne.

componente di L.

lunghezza.

M
A

M

m
mye

G«
4o
qt’.

qs

intensita di dipolo.

intensitd di dipolo.per unita di
larghezza.

massa. .
esponente della scala di deflusso.
indice di scabrezza secondo Kut-
ter.

numero di Mach.

massa per kilomole.

numero di Newton.

versore normale.

componenti- di’ n; indice di sca-
brezza secondo Manning.
potenza dissipata.

potenza meccanica.

potenza termica.

dissipazione specifica di potenza.
assorbimento specifico di potenza
termica.’

peso.

pressione’ in accordo con l'equa-
zione di stato.

pressione atmosferica di riferimen-
to.

pressione di evaporazione.
componente ldrostatnca della pres-
sione.

portata di quantita di inoto.
modulo di Q e sue componenti.
modulo di Q e sue componenti
(parte 11).

portata di momento della quantita
di moto.

modulo di Q,, e sue componenti.
portata volumetrica.

portata volumetrica per unitd di
larghezza.

portata in massa.

portata volumetrica solida al fon-
do.

vettore densita del flusso della po-
tenza termica.

modulo di g e sue componenti.
velocita apparente.

modulo di q, € sue componenti.
portata volumetrica affluente per
unitd di lunghezza.

portata volumetrica solida al fon-
do per unita di larghezza.
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portata volumetrica solida in so-
spensione per unita di larghezza.
portata volumetrica solida totale
per unitd di larghezza.

portata volumetrica effiuente per
unitd di lunghezza.

vettore densita del flusso turbo-
lento dell’energia interna.
costante per I’equazione dei gas
molto rarefatti.

raggio medio o idraulico.

numero di Reynolds.

numero di Reynolds per il tra-
sporto solido.

numero di Rossby.
raggio generico.

raggio della parete. .
tensore delle velocita di
sione.

componente di S.
salinita.

spinta totale o quantitd di moto
totale.

numero di Strouhal.

coordinata curvilinea corrente.
tensore degli sforzi.

componente di T.

tensore degli sforzi di Reynolds.
componente di Ty.

intervallo di tempo.

numero di Taylor.

temperatura.

tempo.

energia interna.

energia interna specifica.

velocitd media sullo spazio.
volume.

vettore velocita.

modulo di v e sue componenti.
vettore velocita asintotica.
modulo di v, e sue componenti.
vettore velocita di deriva.
modulo di v, e sue componenti.
velocitd complessa.

velocita ‘di attrito.

densita del flusso di potenza ter-
mica.

densita apparente di portata vo-
lumetrica.

distor-
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pseudopotenziale.

numero di Weber.

vettore vorticita.

modulo di w e sue componenti.
velocita di caduta libera.

vettore posizione sulla traiettoria.
vettore posizione.

coordinata cartesiana ortogonale.
profondita della corrente a pelo
libero. )
profondita critica.

profonditd media di una corrente
a pelo libero.

profondita del moto uniforme.
spessore medio della corrente.
coordinata cartesiana ortogonale.
coordinata cartesiana ortogonale;
quota.

coordinata cartesiana ortogonale
distinta dalla verticale.
coefficiente di dilatazione termica;
coefficiente per I’energia cinetica.
coefficiente di comprimibilita; coef-
ficiente per la quantita di moto.
coefficiente di resistenza secondo
Darcy.

circolazione della velocita.
costante di Euler e Mascheroni.
peso specifico.

indice di scabrezza secondo Bazin.
angolo di contatto.

simbolo di Kronecker.

scabrezza assoluta.

modulo di comprimibilitd a tem-
peratura costante.

modulo di comprimibilitd ad en-
tropia costante.

grado di reazione.

afiondamento.

rendimento.

angolo di inclinazione.

angolo generico.

colatitudine; durata di fase.
latitudine.

costante gravitazionale.
coefficiente di perdita distribuita.
coefficiente di viscositd dinamica.
secondo coefficiente di viscosita di-
namica.
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Simboli principali

coefficiente di.viscosita cinematica.
potenziale complesso. ’
coefficiente di perdita concentrata.
risultante degli sforzi di superficie.
modulo di I¥ e sue componenti.
momento risultante degli sforzi di
superficie.

modulo di II,, e sue componenti.
densita. .

densitd del materiale solido.
posizione sul piano complesso.
tensione superficiale.

tensione superficiale al contatto li-
quido aeriforme.

tensione superficiale al contatto
solido aeriforme.

tensione superficiale al contatto
solido liquido.

variabile ausiliaria.

vettore sforzo di superficie.
modulo di © e sue componenti.
sforzo critico di trascinamento.
sforzo di soglia secondo Bingham.
sforzo tangenziale al contorno.
sforzo tangenziale connesso alla
rugositd del fondo.

sforzo tangenziale connesso alla
forma del fondo. '
parametro di stabilita secondo
Shields.

4
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argomento delle funzioni ellitti-
che.

intensita del trasporto solido se-
condo Einstein.

longitudine; azimut.

potenziale per le forze specifiche
di massa.

potenziale per le forze centrifughe
specifiche.

potenziale scalare per le velocita.
coefficiente di resistenza secondo
Chézy.

‘parametro di Einstein.

funzione di corrente di Stokes.
potenziale vettore per le velo-
cita.

componenti di Y, funzione di cor-
rente di Lagrange inclusa.
tensore delle velocitd di rotazione
rigida.

componenti di Q.

area piana.

vettore velocita di rotazione.
modulo di w e sue componenti.
vettore velocita di rotazione side-
rale.

modulo di w, e sue componenti.
vettore velocita di rotazione side-
rale del geoide.

modulo di w, e sue componenti.
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CAPITOLO PRIMO

INTRODUZIONE

1.1. La misura delle grandezze fisiche.

Per misura di una grandezza si intende il rapporto tra essa ed un’altra
grandezza della stessa specie scelta come wunitd. Questo implica intanto
I’esistenza di una definizione operativa che fissi il procedimento da seguire
per effettuare il confronto della grandezza in esame con la grandezza adot-
tata quale unita, permettendo nello stesso tempo di accertare che le due
grandezze in questione, quella soggetta a misura e quella campione, siano
effettivamente della stessa specie. Occorre poi che esista, o che si sappia
almeno come produrre, la grandezza campione. "

Al mutare della grandezza scelta come campione cambiano natural-
mente tutti i valori delle misure per le grandezze della specie fisica consi-
derata. Si richiede perd che il rapporto fra le misure di due grandezze
resti inalterato, in modo da assicurare a tali rapporti un valore oggettivo,
indipendente dalla scelta particolare dell’unita di misura.

La codificazione di un procedimento di misura richiede una lunga serie
di osservazioni sperimentali. Per molte grandezze fisiche, e per le lunghezze
in particolare, 'accumulo delle conoscenze necessarie & stato iniziato in -
epoche ormai remote, ed i risultati sono ritenuti cosi ovvi, che i passi
compiuti per giungere alla definizione delle loro misure riescono poco
evidenti. Gli stessi procedimenti appaiono invece molto piu chiari riper-
correndone la storia nel caso di grandezze fisiche assoggettate a misura
solo in tempi recenti, come & avvenuto, ad esempio, per la temperatura.

La continua pratica sperimentale ha fornito dei legami fra le misure
di grandezze di specie diversa, e questo consente di suddividere le gran-
dezze fisiche in due gruppi: quello delle grandezze per le quali rimane
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inalterata la definizione di misura proposta in partenza, che vengono
dette grandezze fondamentali, e quello delle grandezze derivate, da misurare
in funzione delle prime attraverso nuove definizioni operative. Si pud con-
siderare tipica la situazione che segue. Una volta stabiliti i procedimenti
da seguire per misurare le forze statiche, le masse inerziali e le accelera-
zioni, l'indagine sperimentale ha avvertito che, nell’'ambito del laborato-
rio, si manifesta costantemente una proporzionalitad diretta tra le forze
agenti su di un corpo, misurate staticamente, €d il prodotto della massa
inerziale del corpo in quiete per la sua accelerazione di partenza connessa
all’applicazione delle forze. Accertato questo fatto, non € piu necessario
mantenere in uso tre definizioni indipendenti per la misura delle forze
statiche, delle masse inerziali, e delle accelerazioni: le misure di due di
queste grandezze possono restare ancora inalterate, conservando ad esse
il ruolo di grandezze fondamentali, mentre la terza pud essere conside-
rata come grandezza derivata. In particolare, volendo assegnare alla forza
il carattere di grandezza derivata, si pud definirne 'unitad di misura adot-
tando quale campione quella forza che, applicata ad una massa unitaria,
determina in questa un primo atto di moto con accelerazione unitaria.
Ciod fatto, la misura di una forza é ricondotta alla misura di una massa
di prova, alla misura dell’accelerazione iniziale che tale massa subisce a
seguito dell’applicazione della forza in esame, ed al calcolo del prodotto
dei risultati di queste due operazioni.

Naturalmente, restano arbitrari il numero e la specie di grandezze per
le quali mantenere inalterata la definizione di misura originaria, e da con-
siderare percid come fondamentali. E solo per lunga abitudine che si riten-
gono fondamentali le quattro grandezze fisiche lunghezza, tempo, massa e
temperatura.

Ugualmente arbitraria & la scelta delle unita di misura e dei relativi
campioni, che vengono fissati in base a convenzioni internazionali perio-
dicamente aggiornate, con il fine di garantire uniformita nell’impiego delle
unita di misura e disponibilitda di campioni facilmente riproducibili con
precisione elevata.

Al presente, sono in uso le convenzioni che seguono.

L’unita di misura di lunghezza & il metro, con simbolo m, e con cam-
pione legato alla lunghezza d’onda di una radiazione emessa dall’iso-
topo 86 del Kripton in particolari condizioni.

Per il tempo, 'unita di misura & il secondo, con simbolo s, e con cam-
pione ancorato al periodo di una specifica oscillazione dell’isotopo 133
del Cesio.

Per la massa si impiega quale unita di misura il kilogrammo, con sim-
bolo kg, e se ne adotta il campione costituito dalla massa di un corpo
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appositamente conservato a Parigi, anche se si conta di sostituire ad esso
un numero appropriato di atomi di Carbonio nella forma isotopica 12.

Infine, I'unita di misura della temperatura ¢ il grado kelvin, con sim-
bolo K: esso & pari all’intervallo di temperature che consente di effettuare
cicli di Carnot aventi rendimento numericamente uguale all’inverso della
temperatura superiore; mentre il campione relativo & fissato in modo
implicito imponendo il valore di 273,16 K alla temperatura del punto
triplo dell’acqua, ossia alla temperatura che permette la coesistenza di
ghiaccio ordinario, acqua e vapor d’acqua in condizioni di equilibrio.

Anche nella definizione di misura per le grandezze derivate, e nella
scelta delle rispettive unita di misura sussiste un’ampia arbitrarieta. Cosi,
una volta convenuto di considerare la forza come grandezza derivata, se
ne pud definire Ja misura non solo in base alla legge fondamentale della
dinamica, come si ¢ fatto prima, ma anche in base ad altra legge fisica
che coinvolga la forza stessa: ad esempio, in base alla legge della gravi-
tazione. Oppure, mantenendo ferma la definizione di misura che si appog-
gia alla legge fondamentale della dinamica, si pud impiegare quale unita
di misura un qualunque multiplo dell’'unita precedentemente indicata.

Esiste tuttavia una larga convergenza sull’'uso di un corpo di defini-
zioni per le misure e per le unitd delle grandezze derivate. Le unitd di
misura che lo compongono verranno ricordate in seguito, al momento
del loro primo impiego; intanto, si indicano qui quelle che seguono, elen-
cate insieme al loro simbolo ed al loro nome.

Le unita di misura per le aree ed i volumi sono il metro quadrato, ossia
I’area di un quadrato di lato unitario, ed il metro cubo, ossia il volume di
un cubo di lato unitario. I simboli corrispondenti sono m2, e m3, rispet-
tivamente.

Per gli angoli piani si adotta come misura il rapporto fra la lunghezza
dell’arco sotteso su una circonferenza avente il centro nel vertice dell’an-
golo e la lunghezza del raggio di tale circonferenza: l'unitd di misura &
il radiante, e viene indicato con I'abbreviazione rad.

Velocita lineari e velocita angolari sono misurate in termini di spazi
percorsi rapportati al tempo impiegato a percorrerli. Le relative unita di
misura sono, nell’ordine, il metro al secondo, m s-1, ed il radiante al
secondo, rad s-1.

Definizioni simili valgono per le accelerazioni lineari e per le accele-
razioni angolari: si tratta delle variazioni di velocitd rapportate al tempo
richiesto dal loro verificarsi. Le unita di misura sono il metro od il ra-
diante al secondo per secondo, ed hanno simbolo m s-2, ovvero rad s=2.

La frequenza, ossia il numero di ripetizioni di un evento nell’inter-
vallo di tempo di un secondo, & misurata in Aertz, con simbolo Hz.
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La quantita di materia viene espressa dal rapporto fra il numero di
entita elementari presenti ed il numero di atomi di Carbonio della forma
isotopica 12 necessario a formare una massa di 12 kg. L’unita di misura,
la kilomole, va indicata con il simbolo kmol.

Il prodotto della massa di un corpo per la sua velocita costituisce la-
quantitd di moto del corpo stesso. Essa va misurata in kilogrammi per
metri al secondo, kg m s-L. Il momento della quantita di moto si misura
quindi in. kilogrammi per metri quadrati al secondo, kg m? s-1,

Le forze, come si & gia accennato, vengono misurate dall’accelerazione
iniziale prodotta su una massa unitaria: 'unitd di misura ¢ indicata con N,
ed & detta newton. E percid 1 N =1 kg m s-2. Momenti e coppie sono mi-
surati di conseguenza in newton per metri, N m.

L'unitd di misura per il lavoro svolto e per I'energia impegnata ha
simbolo J, & detta joule ed & costituita dal lavoro eseguito dalla forza di
un newton per spostare di un metro il suo punto di applicazione nella
stessa direzione della forza. Cosi, 1 J=1 Nm.

Rapportando il lavoro svolto al tempo impiegato si ha la potenza, la
cui unitad di misura, il watt, indicata con W, corrisponde quindi al lavoro
di un joule prodotto in un secondo: 1 W=1Jst '

Siricorda ancora che alle unita dotate di nome proprio si possono sosti-
tuire i rispettivi multipli o sottomultipli, per esprimere le misure con cifre piu
maneggevoli. L’unita di misura cosi modificata conserva il nome dell’unita
originaria, corretto perd con uno dei prefissi riportati nella tabella 1.1.

TABELLA 1.1. — Prefissi per i nomi delle unita di misura.

Prefisso . . Simbolo ) Fattore moltiplicativo
exa E 10t
peta P 10
tera T 102
giga G 10°
mega M 10°
kilo k 10°
etto h 10°
deca da 10t
deci d 10~
centi c 102
milli m 102
micro ® 10-¢
nano n 10-*
pico p 10-12
femto f 10-18
atto a 10-1¢
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Parallelamente -alle unita di misura fin qui richiamate, che fanno parte
del sistema internazionale delle unita di misura, SI, vengono impiegate
anche unita differenti. In particolare, & ancora molto usata, per le forze,
I'unitd chiamata kilogrammoforza, indicata con il simbolo kgf, il cui
campione & costituito dalla forza capace di imprimere un’accelerazione
di partenza uguale a 9,80665 m s-2 al corpo depositato a Parigi e gia
ricordato quale prototipo per la massa unitaria. Sussiste quindi ’equi-
valenza 1 kgf = 9,80665 N. .

In molte applicazioni tecniche, le temperature 7 sono espresse nella
scala celsius, che & formata di gradi celsius, con simbolo °C, e che & defi-
nita dalla relazione

7°C) = 7(K)— 273,15

Al punto triplo dell’acqua compete percio la temperatura celsius di 0,01 °C.
L’impiego della scala celsius consente di esprimere le temperature ambien-
tali correnti con numeri pill semplici; ma la scala kelvin va preferita, in
© quanto l'esperienza porta ad ammettere che essa assegni solo valori posi-
tivi alle temperature che i corpi possono assumere. Anche per quest’ul-
timo motivo, la scala kelvin ¢ detta scala delle temperature assolute.

Un quadro generale della situazione presente per la misura delle gran-
dezze fisiche elencate fin qui & fornito dalla tabella 1.2, che riporta anche i
fattori di conversione delle unita estranee al sistemna SI alle corrispon-
denti unita di tale sistema:

1.2. Notazioni e formule impiegate.

[ fenomeni esaminati in seguito verranno di norma riferiti ad un si-
stema di coordinate spaziali cartesiane ortogonali x, y, z, di orientamento
destro. Del riferimento faranno parte anche i versori fondamentali i, i,, i.,
di lunghezza unitaria, diretti nell’ordine parallelamente agli assi x, y, z,
ed orientati nel verso delle coordinate crescenti. Il punto geometrico verra
indicato a mezzo delle sue coordinate x, y, z, oppure, di preferenza, ricor-
rendo al vettore x, di componenti x, y, z, applicato nell’origine degli assi.
L’istante di tempo verra indicato con ¢.

Si prenderanno in considerazione campi scalari

b=>b(x,y,z1)=bx,1),

dipendenti perci0, in generale, anche dal tempo ¢. Verranno anche impie-
gate terne di campi scalari b, by, b,, ciascuno dei quali associato all’asse
della coordinata che figura al piede, e si dira che essi costituiscono com-
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plessivamente le componenti scalari lungo i medesimi assi di un campo
véttoriale

bX, 1) = bo(X, Diz+ by(%, Diy+ bi(X, D,
solo se alla direzione individuata dal versore
n = n,i,+ n,i,+ n,i,
venga contemporaneamente associata la qﬁantité scalare
bo(X, 1) = ngb (X, £) 4 n,by(X, 1) + nmby(x, 1) .

Lo stesso campo vettoriale verra indicato occasionalmente con la scrit-
tura matriciale

b=[b, b, b].

Si fara ricorso pure a terne di campi vettoriali b(i.), b(i,), b(i,), asso-
ciati nell’ordine alle direzioni degli assi x, y, z, e si dira che essi costitui-
scono insieme le componenti vettoriali lungo gli stessi assi di un campo
tensoriale del secondo ordine, da indicare come B(x, ¢), purché venga nello
stesso tempo associato il vettore

b(x’ 1] n) = na:b(x’ i iz) + n,,b(x, L iu) + nzb(xa i iz)
alla direzione individuata dal versore
n = n,i,+ n,i, -+ ni,.

Dato che ciascun vettore componente b(x, ¢;i,), ove i pud assumere le
determinazioni x, y, z, presenta a sua volta tre componenti scalari b,(x,
t; 1), b(x, t;1,), b(X, ¢; 1;), lo stesso campo tensoriale ammette pure nove
componenti scalari. E comodo adottare per ciascuna di queste ultime il
simbolo B,;, in cui i e k vanno precisate singolarmente come x, y, o z.
La By, & la componente scalare nella direzione dell’asse k& della compo-
nente vettoriale b(i,) associata all’asse i, come indicato in figura 1.1. Tali
componenti possono essere riunite nella matrice

Ba:a: Bmv Ba::
BE ch Bw[ B‘uz >
Bzx Bsu Bzz

collocando ciot ciascuna B;, all’incrocio della riga i con la colonna k.
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[z}, ==.B;,

Fig. 1.1. — 11 vettore b(i;) ¢ la compo-

nente vettoriale del tensore B correlata

alla direzione ed al verso dell’asse x. Le

componenti di b(i,) lungo gli assi coordi-

nati sono a loro volta componenti scalari

di B correlate alla direzione ed al verso
dell’asse x.

L= 5.,

In questo quadro si distinguono i termini diagonali, aventi due indici
uguali, dai termini rettangolari, con indici distinti. Il tensore rappresen-
tato dal quadro & detto simmetrico se ciascun termine By, & uguale a
quello By;; lo si dice invece emisimmetrico se risulta sempre By, = — By
Si ricorda ancora che la somma dei termini diagonali ¢ detta fraccia, e
che quando la traccia & nulla, come avviene ad esempio per i tensori emi-
simmetrici, il tensore & detto deviatore. Inoltre, quando risulta B;,= cé,
intendendo con é,, il simbolo di Kronecker

5 — I3 per i=k
#7110 peri#k,

si dice che il tensore & isotropo. Un particolare tensore isotropo & il ten-
sore unita, 1, con quadro

1 0 O
1=|0 0
0 0 1

di termini J,=d,.

Sulle grandezze costituenti i.campi ora definiti si eseguiranno le usuali
operazioni algebriche. Oltre alla somma, che va sempre condotta sulle
componenti omonime, ed alla moltiplicazione per uno scalare, che va sem-
pre effettuata su tutte le componenti, si dovranno 1mp1egare le operazioni
seguenti: calcolo del modulo di un vettore

b|=b = I/Ecb2 Vo4 B8,
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prodotto scalare di vettori

s .
b-ec= Ek bkck= ba:ca.+ bﬂcv + b::cz H
1
prodotto vettoriale
i i, i,
b, bu b,|=
iCx Cy Cx -

= ix(by cz——_,bz cv) + iu(bz Ca™™ bxcz) + i:(baccv-f bvcx) =-—cAb,

bAc =

prodotto misto
3 ’ 3

¢ B =2,,i.c.Bi, B-c=>,,icB,
1 T

il primo dei quali pud essere inteso come prodotto righe per colonne delle
due matrici, nel senso che ‘

‘B.’m: Bﬂl sz‘
= [ca: Cy cz] ch Bw Bvx ==
. B.. B, B,

= [CxBx:c + CVBWJ+ csz:c ca:BCﬂl + C”Bm,'+ (4 Bz?/ c:cB:cz "!- CHBW + c;;B:z] ’

mentre il secondo & I’analogo prodotto righe per rlghe ed infine doppio
prodotto scalare di tensori

B:C= zz,k sz C‘lk' - Bxac Cx:c + Baﬂ/ Ca.u + B:c- sz +
+ Bﬂ Cw + BW Cw '1 Bﬂz Cvz +
+ Bn: sz + Bn: Czy -+ Bzz; sz .

Le componenti dei campi scalari, vettoriali e tensoriali dipendono,
in genere, dal punto x e dall’istante ¢. Quando le stesse componenti risul-
tano invece indipendenti da x si dice che il campo in esame & uniforme;
per contro, si dice che il campo & permanente o stazionario quando le sue
componenti non dipendono dal tempo.

Molte operazioni sui campi variabili richiedono vincoli al tipo della di-
stribuzione con x e ¢. Per richiamarli, si dira che il campo ¢é di classe C*, ed
€ percid costituito da componenti continue ¢ dotate di derivate continue,
fino a quelle di ordine » incluso, intendendo che Il'appartenenza alla
classe C* & gia sufficiente per svolgere le considerazioni presentate, men-

tre I’appartenenza alla classe C"-! & soltanto necessaria.
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Ammesso che i campi, scalari, vettoriali o tensoriali, siano di classe C,

. si possono applicare ad essi gli operatori differenziali del primo ordine:

gradiente, divergenza e rotore. Questi verranno impiegati in accordo con
le definizioni riportate qui di seguito. Le stesse- definizioni sono espresse
anche in termini dell’operatore vettoriale nabla

o .8
V= J“‘M gz

per agevolare il confronto delle varie formule con quelle esposte in altri
testi. Si intendera dunque

2. ¢ . eb b ., 9b
gradbﬁzkl,ua “wax+”ay+‘zéE:W”

divh z,cax’c m+ ”+-—Vb

N, i, i
e 9 ¢
rotbh = > 5} ==
| 'ba: bv bz
ob, @b\ . (0b, b, ob, ¢b,
l"(ay ?z‘) _H”(E)z ax) T (ax 8y) VAb,
. ab(i . 0B, 0B, B,, , OB,
div B Ezk (k) -chlk Bxkg ( +“*'“ 82)+
aB@ﬂ i 1/1/ 17/ - anz vz aBzz — .
+1(ax = -I- )4 (x+ ——+ )_VB.
A quest’ultima corrisponde la notazione matriciale
BJE BI?I vaz
. . . 3 9 ©
[(le B)w (le B)y (le B)z] = [ﬁ 'é‘} 3_2] Bux Bw B, |.
BZ.‘& BZU Bzz

Sempre nell’ipotesi che i campi siano di classe C!, valgono le relazioni
grad(cb) = c gradb + (gradc)b

div (cb) = ¢ divb + (gradc)-b
rot (¢b) = ¢ roth + (gradc)Ab,
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ossia
V(ch) =cvb + (Vob
Ve(ch) =cV-b +(Vo)'b
VA(ch) = cVAb+ (Vc)AD .

Se poi i campi sono di classe C2 si ha

rotgradd = VAVh = 0
divroth =V-(VAb)=0

e si puod impiegare il laplaciano, definito coine

a2b 82b b | o2b
Vb_z"E)xZ x2 T r T Az

Vih = Ek i, V2p, =1, Vb, + i, V2b,+ i,V2b, .
1
Si vede subito che ¢&

V2h = divgradb =V-Vb,
V2b = grad divb—rotrotb = W(V-b) — V/\(V/\b)

Saranno impiegate inoltre le trasformazioni integrali costituenti il zeo-
rema di Gauss,

JﬁndV (‘bnid/l

il teorema del gradiente,
Igradde:—-fbndA ,
v A

il teorema della divergenza,

Vfdivb dV:—AJ-b'ndA ,

e la formula di Kelvin, nota anche come formula di Stokes,
J.n-rotbdA = [b-dx,
A i

ove n indica il versore normale ad A, diretto verso il voluine ¥ racchiuso
da A, cotne indicato nella figura 1.2, nel caso delle prime tre trasforma-
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x

Fig. 1.2. ~ Normale n per le superfici chiuse, e rapporto della normale n con il verso di percorrenza
sul bordo delle superfici orientate.

zioni, diretto invece nel caso della quarta, come riportato nella stessa
figura 1.2, in modo da risultare concorde con il verso positivo dell’asse z,
qualora l'asse x, tangente al bordo L di 4 in un suo punto, sia orientato
concordemente al verso seguito su L per I'integrazione, e I’asse y, tan-
gente ad A nello stesso punto, sia diretto verso 4. Ciascuna delle relazioni
integrali citate & subordinata al verificarsi di particolari condizioni sul
campo considerato e sulla geometria coinvolta. Per I’'uso che se ne dovra
fare in seguito, bastera ammettere che i campi siano di classe C! nei do-
mini V connessi ai primi tre teoremi, oppure, nel caso della formula di
Kelvin, in un dominio avente 4 quale confine parziale. Riguardo alla geo-
metria, bastera ammettere che le superfici 4 siano limitate e regolari,
ossia decomponibili in un numero finito di superfici dotate di normale
variabile con continuitad, ed abbiano, eventualmente, contorno L rego-
lare, decomponibile quindi a sua volta in un numero finito di archi aventi
tangente variabile con continuita.

Occasionalmente, si fara uso del riferimento cilindrico indicato in
figura 1.3. Per individuare un punto si ricorre qui alla sua ascissa x lungo
I’asse, alla sua distanza r dallo stesso asse, ed alla sua anomalia ¢ rispetto
ad un piano assiale. Del riferimento fanno parte anche i vettori unitari
iy, 1,,1, associati a ciascun punto, diretti tangenzialmente alle linee lungo
le quali varia solamente la coordinata indicata, ed orientati nel verso in
cui questa cresce. Sul campo scalare

b= b(x, r, ’i?)
e sul campo vettoriale

b =b(x, r,?) = b,i,+ b.i,+ b,i,
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asse delle
ascisse

\
1
1
1
i
1
F
!

Fig. 1.3. — Coordinate cilindriche e sferiche.

si dovranno eseguire le operazioni

ob 10b.
gradb—-—— +- 811 + ; 8’01"

divh = 2 It a(gzr;,) += %’
Da esse éegue in particolare
Vlﬂb = div grad b = %xlz + - ; ar( aa[;) ,1_2 %%ba
V2h = graddivb—rot roth =
= (V2b) 1, + (V b ﬁ%w%ﬂ cﬂl:;) i+ (V by f—z %’;’ [:Z) iy .

Altrettanto saltuario sara I'uso del riferimento sferico, schematizzato
nella stessa figura 1.3. I singoli punti sono individuati qui a mezzo della
loro distanza dall’origine r, della loro distanza angolare dall’asse polare,
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ossia dalla loro colatitudine %, e dalla loro distanza angolare da un piano
assiale, e cio¢ dalla loro longitudine @. 1 vettori unitari i,, i, i,, sono
ancora diretti tangenzialmente alle linee lungo le quali varia solamente
la coordinata messa in evidenza, e sono sempre orientati nel verso in cui
tale coordinata aumenta. Sul campo scalare

b= b(r,?, )
e sul campo vettoriale
b =h(r, 9, 3) = b,i,~ byi, + byi,
si eseguiranno le operazioni

cb 1 3b 1 cb,
gradb = R r od bt s Fsind do '

I 3(r2b,) 1 3(bysin?) 1 0by

div b= 73 Trsind o9 T rsin® eo
1 basin®y  3b,).
rotb Ersinﬂ{ &3 rp}l +
s 1008 b,
sind 8o & [PTF e & [T
E quindi
L) 1 0 cb 1 (3]
2hH — — e
Vb 26))( )+rzsin0 819(Sn1961?) + risint © ot
2 Bbpsind) 2 dbg).
vib = [vep 20 2O = Pl
b { b r®  risind  od r2sind afp}l’%
{ ve +2 b, b 2 cos# ab
P2 39  r2sin®®  risin®d o I -+
2 06, +20081‘) by b.,, .
T ising sind 0% ' rEsinid 0%  resintd['®

1.3. Sistemi di riferimento in moto relativo.

A volte st dovranno collegare fra loro le descrizioni cinematiche fatte
da osservatori che appartengono a riferimenti in moto uno rispetto all’al-
tro. Si ricorda per questo che se x, ¢ la posizione istantanea, in un dato
riferimento, déll’origine di un altro riferimento in moto rispetto al primo,
fra i vettori x ed X che indicano la posizione istantanea di uno stesso punto
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nei confronti della terna fissa e di quella mobile, sussiste la relazione

X=X+ X,
ossia

3 3 3 .
gk X i = gk Xorhy: + gk Xply

Si ammette che tutti questi vettori varino eventualmente nel tempo, pre-
sentando perd derivate temporali prime e seconde finite e continue. In
particolare, all’osservatore solidale con la terna fissa, i versori j, dell’altra
terna possono apparire in moto: se w & la velocitd angolare istantanea
di rotazione di quest’ultima terna rispetto alla prima si ha precisamente

Derivando il legame tra i vettori posizione risulta allora

%kddt Z?\,dxmclk - 27 dt‘]L+ wA z] Xklz s

ossia
V=Vt v+ wAx,
in cui

dx, 3 dek. S 3 ___’_:'
V~2k dt']k’ Vozgk_d‘[‘“lka V—% L

indicano la velocita del punto in esame e quella dell’origine della terna
mobile, quali vengono stimate dall’osservatore fisso, o, rispettivamente,
la velocita dello stesso punto in esame, secondo la misura che ne fa I’os-

servatore solidale con la terna mobile. E uso chiamare velocita di trasci-
scinamento la somma

VO+ (.l)/\i .
Un’ulteriore derivazione fornisce

X 3 d2x
27:'dtg'lk:§ e _lk+ Ek ‘lzk‘z-+ Z;

~ = 3 .
"+‘ (‘l—(i)'/\ ZR }kik + w/\ Zk ‘_x"”vlk "i— w/\zk xk(w/\ik) ’
dt 1 1 dt 1

dxk

((x)f lk) -+

e questo fatto pud essere espresso scrivendo

a=aa_;_§+(1d_(;’/\§+2wfv+w/\(w/\\i),
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dopo aver posto

H] dzxk 3 de 3 d2"
= — (V] ~ o Xp v
a ?J’c dt2 jk > a(] ;k dt2 lk s a= ;k dﬂ lfc

per rappresentare, nell’ordine, I'accelerazione del punto in esame e quella
dell’origine della terna mobile, quali appaiono all’osservatore fisso, e
l'accelerazione del medesimo punto in esame, nel valore sperimentato

. dall’osservatore mobile. La somma :
- dow
2+ wA\(WAK) + H‘;-’/\x

¢ detta accelerazione di trascinamento, e comprende l'accelerazione cen-
tripeta

wA(WAX)
e Paccelerazione di Euler
iw -
ds AX
1l termine
2WAV

& noto come accelerazione di Coriolis.

1.4. Proprieta dinamiche del riferimento.

Le caratteristiche dinamiche del riferimento geometrico vanno deter-
minate misurando ’accelerazione di un corpo di prova abbandonato nel
vuoto con ‘velocitd v = v(x, 7). Indicata con a(x, v, ¢) questa accelerazione,
si pud dire che nel punto x. ed all’istante ¢ si manifesta una forza inerziale
per unite di massa, ossia una forza inerziale specifica

f=1(x,v,1)
pari ad a =a(x, v, ?).
Nel seguito s.i adotteranno prevalentemente riferimenti solidali con il
geoide. In' questi particolari riferimenti, la forza inerziale f per unita di
massa a riposo ¢ indicata abitualmente con g. L’esperienza ha mostrato

che g & un can1po indipendente dal tempo e conservativo: esiste cioé per
€sso un potenziale univoco :

¢ = d(x)
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in termini del quale si pud scrivere
g(x) = grad ¢(x) .

Si osserva inoltre che in ambienti geometrici molto limitati rispetto al
raggio medio del geoide le variazioni di g sono percentualmente irrile-
vanti, e quindi che il campo g pud essere ritenuto uniforme in quasi tutte
le applicazioni tecniche correnti. Infine, presso la superficie del geoide,
il modulo g di g varia solo da 9,780 a 9,832 m s-2, passando dall’equa-
tore al polo. Nell'impiego tecnico usuale, gli si pud cosi assegnare il valore
costante

g£=29,81 ms-2,

medio fra quelli effettivi.

Quando il corpo di prova non & inizialmente in riposo nel riferimento -
collegato con il geoide, ma ¢& invece animato rispetto ad esso dalla velo-
cita v, si riscontra che agisce sul corpo stesso anche la forza inerziale per
unitd di inassa '

foo=—2w,AV,
detta forza di Coriolis. 11 vettore w,, di modulo
o, = 0,0000729 rad s,

¢ la velocita di rotazione siderale del geoide. Questa componente della
forza inerziale specifica per i riferimenti solidali con il geoide non deriva,
di norma, da un potenziale.

Nei sistemi di riferimento animati, rispetto al geoide, da accelerazione
lineare a, e da velocita di rotazione w si presentano ulteriori componenti
delle forze di massa specifiche. In accordo con quanto ricordato nel para-
grafo precedente, si ha

~ - ., d
d=—a;ta—-2wAV—wA(WAX)— d‘?/\x )
e quindi
% - ~ dw _
f=g—a,—20 + 0)\V—wp(@AR) — AL
Di queste nuove componenti, solo la forza centrifuga per unitd di massa

?w = — wA(wANX)
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risulta conservativa: il suo potenziale, univoco, &
. ) ot
bo= 5 (F+ )

se s1 impongono all’asse z direzione e verso coincidenti con quelli del
vettore w, e se siindica con w il modulo di tale vettore. La forza di Coriolis
per unitd di massa

£, =—2(w + w)AY

ammette potenziale solo per distribuzioni particolari della velocita v. La
forza di Euler per unita di massa

dew .
foo=— a/\x

non ¢& dotata di potenziale.

1.5. La pressione.

Oltre che alle forze dipendenti dalla natura dinamica del riferimento
prescelto, un corpo puo essere assoggettato anche a forze applicate sulla
sua superficie limite. Per le considerazioni preliminari da svolgere qui, &
sufficiente amnmettere che su ciascuna porzione di superficie limite, abba-
stanza piccola rispetto alle dimensioni del corpo da poter essere confusa
con il piano tangente per un suo punto, il risultante delle forze applicate
sia normale al piano tangente stesso. Il rapporto del modulo del risul-
tante all’area interessata & la pressione p applicata sulla porzione di su-
perficie limite in esame. Se il risultante & diretto verso il corpo si asse-
gna a p valore positivo; a valori negativi di p corrispondono di conse-
guenza sforzi di trazione.

Sempre ai fini delle considerazioni introduttive presenti, si ammette
che il rapporto p non muti se valutato su porzioni di superficie limite
diverse per ampiezza o collocazione, e si riassume il fatto dicendo che
si considerano solo pressioni uniformemente distribuite sulla superficie
del corpo.

La pressione p va espressa in newton su metro quadrato, N m-2, unita
detta pascal ed indicata con il simbolo Pa. Sono pero in uso anche unita
di misura estranee al sistema internazionale: la tabella 1.3 ne ricorda
alcune. .

In particolare, la pressione esercitata dall’atmosfera sul geoide, pur
presentando differenze nel tempo legate alle vicende meteorologiche, si
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TABELLA 1.3. — Unita di pressione estranee al SI.

Nome Simbolo Equivalenza
bar bar 1 bar = 10° Pa
baria baria 1 baria = 10~ Pa
kgf m-2 1 kgf m-2 = 9,806 65 Pa
atmosfera tecnica at 1at=9,80665-10* Pa
atmosfera fisica atm 1 atm = 101325 Pa
torr mm Hg 1 mm Hg = 133,322 Pa

discosta poco, meno del 10%, dal valore

Pai = 101 325 Pa,

che viene adottato come valore di riferimento per la pressione atmosfe-
rica stessa.

Spesso, nelle questioni tecniche, anziché la pressione effettiva ora intro-
dotta, interessa piu direttamente il suo eccesso sulla pressione atmosfe-
rica di riferimento, e si preferisce esprimere senz’altro quest’ultimo dato,
parlando di pressione relativa: valori negativi della pressione relativa cor-
rispondono percid a pressioni inferiori alla pressione atmosferica con-
venzionale. Ad evitare confusione tra le due indicazioni, si precisa che,
in seguito, verranno impiegate di norma le pressioni effettive, sottoli-
neando esplicitamente ’'uso della pressione relativa, ove questa risultasse
piu comoda.

1.6. Equazioni di stato.

11 volume V di un corpo & influenzato dalla pressione p e dalla tem-
peratura r. Il legame '

V="V(pT)

fra le tre grandezze viene detto equazione di stato del corpo in esame.

L’esperienza ha mostrato che la complessita di questi legami & tale da

consigliare I'impiego di equazioni di stato ridotte, dotate di forina ana-

litica sufficientemente maneggevole, ma adatte, per contropartita, a rap-

presentare i fatti solamente in campi limitati di escursione delle variabili.
Tipica & 'equazione di stato dei gas molto rarefatti

MR
= —T,

==
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Qui W sta per la massa di una kilomole di gas puro, ossia per la massa
di un numero di molecole del gas in questione uguale al numero di atomi
12C necessari a formare una massa di 12 kg. Nel caso di miscele di n gas
chimicamente inerti, e di masse rispettive M, che concorrano a costituire
la massa complessiva M in esame, NV assume il valore dettato dalla relazione

13
M{TN, -~

2=
»-'M:,

La massa per kilomole, N, va espressa in kg kmol-1. 1l coefficiente £
risulta costantemente pari ad

# = 8314 J K-t kmol-.

In seguito, anche quando non sara necessario precisare la forma da
adottare per I’equazione di stato, si ammettera senz’altro che essa sia
almeno di classe C2 nelle variabili p e 1, ossia che riesca continua in tali
variabili, e che presenti derivate continue, fino a quelle del secondo ordine
incluso. Queste condizioni di continuitid non sono certamente verificate
se avvengono cambiamenti nello stato di aggregazione: si condurranno
allora esami paralleli ma distinti per ciascuna delle fasi presenti.

1.7. Funzioni di state.

Un corpo di massa M e volume V pud ricevere energia meccanica
tramite il lavoro delle forze e delle coppie alle quali & assoggettato, ed
assorbire energia termica per afflusso diretto attraverso la superficie che
lo delimita. L’esperienza avverte che ’apporto globale di queste energie
non eguaglia, di norma, "aumento di energia cinetica % del corpo. Si
ammette pertanto I'esistenza di una energia interna %, tale da assicurare
la conservazione dell’energia nel suo complesso. Pill precisamente, posto
che ¥ sia dotata della derivata temporale, ed indicate con £, e con &,
le potenze meccaniche € termiche somministrate al corpo, si vuole che sia

d
@+ €)= Put 2.

Questa definizione dell’energia interna ne fissa il valore a meno di una
componente costante, peraltro inessenziale, che pud quindi essere asse-
gnata-ad arbitrio. Come le altre energie, # va misurata in joule.

Per un corpo che si trovi a temperatura uniforme r, viene conside-
rata anche 'entropia &, definita implicitamente e sempre a meno di una
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inessenziale costante additiva, dalla scrittura

d Py Pa
nella quale #, sta per la potenza meccanica dissipata. La cor.nponen.te
costante di & pud essere fissata in modo arbitrario, ed & va misurata 1n
joule al grado, J K- o |
Entrambe le grandezze % ed & sono funzion di stato del corpo a.l quale
si riferiscono. Limitatamente ai fenomeni che verranno considerati in se-
guito, # ed & dipendono solo dalla pressione p e dalla tempe.ratura T
alle quali il corpo & sottoposto. Ricordando che il volume V dipende a
sua volta dalla pressione e dalla temperatura, si conclude che deve essere
pure
@ =us,V).

Si supporra inoltre che questa dipendenza di  da & e da V sia almeno
di classe Cz. '
Le derivate parziali di % rispetto ad ¢ ed a V hanno un significato
fisico interessante. Per calcolarne il valore conviene fissare ’attenzione
su fenomeni particolarmente semplici, fermo restando il fatto che il risul-
tato cosi ottenuto mantiene validita generale, in quanto anche le derivate

di # devono dipendere solo da & e da V. Cosi, se si verifica solamente
una variazione del volume, si ha

d d
gm___pa_tV’ .Wq:.?tza—.r(fzo,
e quindi
d d
=— —&=0
a% pdtV’ dté"

Ne segue intanto, per il caso specifico,
d% =—pdV, d¢ =0,

dalle quali si deduce, anche per trasformazioni pili generali,

ou L
[57/1\5-%05 n P

Analogamente, quando si verifica soltanto un apporto termico £,, si ha

d
= Py — —%=0,
P=%a=0, a7
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ed & pertanto, nel caso esaminato,

cosi che risulta

o%
—s =T
[a bo:l Ve=cost. ’

con validita generale. 11 differenziale totale dell’energia interna presenta
dunque la forma

du(e, V) = (aé”) dé’+( ) dv = rdé—pdv.

~ Oltre all’energia interna ed all’entropia, sono di uso corrente altre
funzioni di stato. Sempre con riferimento a corpi sottoposti solo a pres-
sione e temperatura uniformi, si definiscono Pentalpia

H =U+ pV,
Venergia libera
F =U—T¢,
e ’entalpia libera
Y=U+ pV—T6,
da misurare tutte in joule. Si ricorda anche, in particolare, che combi-

nando i differenziali totali di queste nuove grandezze con quello della
(&, V) si ottengono le espressioni

dﬁ’f(p,é’)‘—(ap) dp +(§~—) dé=Vdp+ 7de,

2

dF W, 1) = (a%) av +(ar) dr

G
d9(p, 1) —(%) dp + (%—i) d7=Vdp—é&dr.
p/r ™/

“&%

—pdV—e¢&dr,

Sempre nell’ipotesi che le varie funzioni di stato siano di classe C2
nelle variabili indicate, I'ordine nel quale si eseguono le derivazioni per
produrre le derivate seconde miste non altera il risultato. Ne conseguono
delle relazioni, note cumulativamente come relazioni di Maxwell: in se-
guito ci si varra di quella,

(aﬁ _H(QL’
ap r—- oT p’

che si ottiene uguagliando le derivate seconde miste dell’entalpia libera.
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Spesso, anziché impiegare i valori globali %, &, #, #, e ¢ delle fun-
zioni di stato, riesce pit comodo riferirsi al rapporto degli stessi alla
massa M del corpo considerato. Tali rapporti verranno chiamati valori
specifici delle funzioni di stato, ed indicati con le stesse lettere adottate
per i valori globali, utilizzando pero il carattere minuscolo. Gli stessi rap-
porti verranno espressi in joule al chilogrammo, J kg-!, salvo che per

Ientropia specifica, da esprimere invece in joule al chilogrammo ed al
grado, J kg-* K-



CAPITOLO SECONDO

PROPRIETA DEI MATERIALI

2.1. Densita e peso specifico.

Si intende per densita ¢ di un corpo il rapporto della sua massa al
volume occupato. La grandezza cosi introdotta, che prende anche il nome
di massa volumica. ¢ sempre intrinsecamente positiva e limitata, e va misu-
rata in kg m-3,

Parallelamente alla densita, si considera pure il peso specifico y, defi-
nito come rapporto tra il modulo del peso del corpo ed il suo volume.
Questa grandezza va percid espressa in N m—2 Benché il modulo del
peso cambi un poco passando da punto a punto del geoide o discostan-
dosi da esso, le sue variazioni, e le conseguenti variazioni di peso spe-
cifico sono tuttavia tanto ridotte da non avere importanza negli impieghi
tecnici usuali.

Fra pesi specifici e densita intercorre comunque la relazione

Yy=20f,

nel quale g indica, al solito, il modulo dell’accelerazione inerziale di riposo
rispetto al geoide.
2.2. Dilatabilita e comprimibilita.

L’equazione di stato
V=Wp,r)

considerata nel paragrafo 1.6, ricorda che il volume V di un corpo omo-
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geneo ¢ influenzato dalla pressione p e dalla temperatura 7. E uso espri-
mere queste variazioni attraverso il coefficiente di dilatazione cubica «,
introducendolo come
1oV
“=plz).

ed il coefficiente di comprimibilita cubica f, intendendo per esso

1 /oV
p =—T/(e—p")r-

11 coefficiente « si misura in K-, quello § in N-'m?2

Analogamente a V, anche « e § mutano con la pressione e con la
temperatura.

Nel caso particolare dei gas molto rarefatti, I'equazione di stato

M
pV=—xT
avverte subito che &
1 1
a=5, f=7-

Per i corpi allo stato liquido o solido, « e § sono influenzati molto
poco dalla pressione, tanto che nelle applicazioni tecniche correnti pos-
sono essere considerati indipendenti da essa. Comunque, g decresce in
modo graduale allaumentare di p, mentre « manifesta spesso cambia-
menti con p di segno non costante. Giusta la relazione

e Of

op~ or’
che si ottiene immediatamente derivando come indicato le formule di
definizione delle « e #, segue che neppure gli incrementi di 8 con la tem-

peratura sono sempre dello stesso segno. Infine, « cresce, di norma, con
la temperatura.

La costanza della massa M = gV del corpo in esame permette di espri-
mere i coefficienti « e 8 in termini della densita. Per essere

av__de
| 2
si puod scrivere infatti
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2.3. Tensione superficiale.

L’attragione mutua tra le singole molecole costituenti una fase decresce
n}olto rgp]damente con la distanza, riuscendo irrilevante al di 1a di pochi
diametri molecolari. Ne segue che lungo la superficie limite della fase, e
Su uno strato di spessore confrontabile con le dimensioni molecolari ’le
f orze d’attrazione mutua non sono pil bilanciate, manifestando loca]me,nte
un r1§u]tante diretto come la normale interna alla superficie di contorno
il cuj quulo cresce con Pavvicinarsi a questa, e dipende anche dalla’
sostanza con la quale la fase considerata sj trova a contatto.

' I_)efor_mare la fase in‘modo da aumentarne la superficie di contorno
I‘IC.hlt?de. il trasferimento di molecole dalle zone interne alle zone super-
ficiali di nuova formazione, e cid implica Pesecuzione di un lavoro CI:)si
come mostra la figura 2.1, si pud pensare che il lavoro necessar.io pe;

Fig. 2.1. — La tensione superficiale ¢ compie il lavoro obs per aumentare di bs I'area della superficie
di confine fra due fasi.

allungare di s una porzione di superficie di confine larga b sia quello con-
nesso allo spostamento s di una forza ob applicata lungo il bordo di lar-
ghezza b. Per I'esiguita dello spessore della pellicola superficiale entro la
quale si presentano gli squilibri tra le forze intermolecolari, si assume
che la forza o per unita di sviluppo lineare di contorno sia concentrata
al margine della fase. Si deve ammettere inoltre che la ¢ agisca tangen-
zialmente alla superficie limite e normalmente al suo contorno, e che sia
orientata verso I'esterno. La superficie in esame si trova percid in ten-

sione. La ¢ & detta tensione superficiale, e va espressa in N m—*.
E bene tener presente che, pur trattandosi di elemento introdotto per

descrivere un fatto elastico, o non dipende dall’entita della deformazione,
ma conserva inalterato il suo valore al mutare dell’area della superficie
di confine. Forti ed improvvisi aumenti della ¢ si osservano perd quando
la fase viene ridotta a spessori monomolecolari.
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La temperatura modifica sostanzialmente la tensione superficiale: per 1
liquidi a contatto con il proprio vapore, o decresce all’aumentare della
temperatura fino ad annullarsi in corrispondenza della temperatura cri-
tica, alla quale scompare la superficie di separazione tra la fase liquida e
quella di vapore.

Inoltre o € influenzata fortemente dalla presenza di sostanze estranee
presso la superficie. Anche sostanze in soluzione possono alterare o. In
alcuni casi, come quello dei sali inorganici nell’acqua, I'effetto &€ modesto e
consiste in un leggero aumento della tensione superficiale, accompagnato
da una ridotta concentrazione di soluto presso la superficie. In altri I'ef-
fetto & vistoso, come per molti esteri organici nell’acqua, e si manifesta
con una forte riduzione di o ed un addensamento del soluto presso la
superficie.

Per contro, la presenza di aeriformi non influisce apprezzabilmente
sulla tensione superficiale, e lo stesso valore di o misurato per il contatto
del liquido con il proprio vapore pud essere adottato anche per il con-
tatto del liquido con I’aria.

Il contatto con altri liquidi o solidi, infine, modifica radicalmente il
valore della o. E stato accertato sperimentalmente che la tensione super-
ficiale fra due liquidi & sempre minore della differenza fra le tensioni su-
perficiali che competono ai due liquidi quando questi si trovano a con-
tatto con il rispettivo vapore. A volte, anzi, come avviene ad esempio
per 'acqua in presenza di alcool etilico o di glicerina, la ¢ puo essere nega-
tiva, determinando un’immediata soluzione di un liquido nell’altro.

Lo stato di tensione della superficie di separazione tra fasi diverse fa si
che, quando questa non & piana, si tiscontri un salto di pressione attra-
versandola normalmente. Il salto di pressione Ap & dato dalla formula
di Laplace

in cui r, ed r, indicano i raggi di curvatura locale della superficie limite,
valutati lungo due direzioni reciprocamente ortogonali. La somma delle
due curvature, giusto un teorema di Gauss, &€ indipendente dalle due par-
ticolari direzioni ortogonali considerate. Naturalmente le singole curva-
ture vanno computate con il loro segno, e contribuiscono singolarmente
al salto di pressione Ap determinando un aumento della pressione stessa
nella fase che contiene il relativo centro di curvatura, come indicato in
figura 2.2. La somma delle curvature puod essere diversa nei vari punti
della superficie di separazione, dando luogo a disuniformita delle pres-
sioni in seno alle singole fasi, ma cid, in condizioni di equilibrio, pud
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Fig. 2.2. - In corrispondenza ad una superficie gobba di confine fra fasi distinte, la tensione super-
ficiale determina un salto di pressione legato alla somma delle curvature della superficie relative a
due direzionij ortogonali.

verificarsi solo se sono presenti anche forze di massa. In assenza di que-
ste, le pressioni devono risultare uniformi, ed uniforme deve essere anche
la somma delle curvature. L’unica forma libera che la superficie di
separazione pud assumere & allora quella sferica, connessa ad una mag-
giore pressione interna

1l caso di superfici di separazione fra tre fasi distinte & pili coniplesso.
Qui vanno considerate le tre tensioni superficiali fra le coppie di fasi inte-
ressate: lungo il bordo comune di contatto queste tre tensioni devono
risultare in equilibrio. In particolare, pud aversi contatto lungo una retta
tra una fase solida, una fase liquida ed una aeriforme. Come schematizzato
in figura 2.3, I'angolo diedro ¢ fra il semipiano tangente alla superficie
di separazione del solido dal liquido ed il semipiano tangente allinter-
faccia tra liquido ed aeriforme, condotti entrambi per il bordo comune
alle tre fasi, & determinato dalla condizione di equilibrio

Oga™" Og,= 0, COSO ,

in cui o, indica la tensione superficiale fra solido ed aeriforme, o, quella
fra solido e liquido, e o, quella fra liquido ed aeriforme. Si dice che la
fase liquida bagna, o non bagna, il solido a seconda che I’angolo d riesca
acuto od ottuso. Non pud invece esistere un contatto stabile lungo una
retta fra due liquidi ed un -aeriforme: la condizione di equilibrio richiede-
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BL

acriforme

Fig. 2.3. - L’equilibrio delle superfici di sepa-
razione fra tre fasi differenti dipende dalle ten-
sioni superficiali reciproche.

rebbe un legame fra tensioni superficiali in contrasto con quello che si
presenta fra la tensione superficiale per I'interfaccia dei due liquidi e la
differenza delle loro ¢ proprie.

2.4. Pressione di evaporazione.

Py

Quando un liquido & separato dal proprio vapore da una superficie
piana, e sussiste insieme ad esso in condizioni di equilibrio, la pressione
comune alle due fasi, p,, & detta pressione di evaporazione. Essa, per cia-
scuna sostanza, dipende unicamente dalla temperatura 7, e cresce con
questa. In corrispondenza della temperatura critica 7., come si & gia osser-
vato, la superficie di separazione scompare e le due fas1 riescono fra loro
indistinguibili. Si chiama pressione critica, p, la pressione di evapora-
zione per la temperatura critica.

Nel caso in cui la superficie di separazione si presenta curva sussiste
attraverso essa il salto di pressione indicato dalla formula di Laplace. Al
solito, in assenza di forze di massa, la pressione deve essere distribuita
in modo uniforme sulle singole fasi e la superficie di separazione deve
essere sferica. Siano p, e p, le pressioni sulla fase liquida e su quella
aeriforme.

Si consideri ora Ia trasformazione di una parte della massa ﬁuxda
dallo stato liquido, ove ha volume ¥V, allo stato di vapore, nel quale
assume volume V,, ferma restando la temperatura r comune alle due
fasi. Se non si verificano variazioni di energia cinetica, indicate con £,
la potenza meccanica somministrata nel corso della trasformazione, con 2,
la sua frazione dissipata, e con #,, globalmente, la potenza termica for-
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nita e quella non meccanica degradata a livello termico, deve risultare

dz __ i dé¢ Py P,
dt%-.gm“l‘gat e a=~}—+—?,

in accordo con le definizioni di energia interna # ed entropia & esposte
nel paragrafo 1.7. Poiché il lavoro meccanico compiuto ammonta com-
plessivamente a

[#ndt=[2edt +p.Vi—p Vs
si ha che
U y— U+ pVo—p, V, = T(€;— &)
ossia che l’entalpia libera
G=U+pV—716

resta invariata. Altrettanto avviene per I’entalpia libera specifica, percid

f[,(pm T) = fv(Pv, T) .

In particolare, se la superficie di separazione & piana, risulta p, =

=Py=p, €
fL(peﬂ T) = ?v(pea T) )

nel caso generale, invece, una volta messi in evidenza gli scarti dp, =
= PL—Pe> € Apy=p,—p., si pud scrivere

yl,(pe_*- dpL> T) =fv(pe+ dea T) .

Il differenziale totale dellentalpia libera %, come ricordato nel para-
grafo 1.7, vale

d¢ =Vdp—é&dr,

ove V ¢& il volume occupato dalla massa M in esame. Ma qui la tempe-
ratura 7 & assegnata: indicando con ¢ la densita e riferendosi all’entalpia
libera specifica riesce semplicemente

1
dg=-~dp.
¥4 QP

Ne segue

1 1
—dp = ~
0L N depv '
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Unendo a questo risultato il legame tra gli scarti dp, e dp, imposto
dalla formula di Laplace ¢ possibile calcolare i singoli scarti stessi. Am-
messo che la bolla di raggio r sia occupata dal liquido, ed indicata con o
la tensione superficiale, si ha

20
D Pe= Pv— Do + T
e cosi

20 o, 20 ey
—Pe= — ———— e P = — ———
pu—p F QL 0v Pv—p F oL—0v

i due fluidi presentano dunque pressioni maggiori della p,. Inversamente,

se la bolla & costituita da vapore, si ha

20
Dv—De= DL Pe+ 7
e quindi
20 g, 20 oy
—_— = e — —_ e -_ = — e— —
PrPe= T ooy P T o
di modo che entrambe le pressioni sono ora piu basse della p,.
Analoghe considerazioni, salvo gli ovvi cambiamenti nella nomen-
clatura, possono essere svolte per I’equilibrio fra solidi ed i rispettivi va-
pori, o fra solidi ed i relativi liquidi.

2.5. Calore di trasformazione.

L’apporto di calore al sistema formato da una fase liquida e dalla
fase di vapore corrispondente determina levaporazione di una niiova
frazione liquida, senza che si manifestino per questo cambiamenti nelle
pressioni o nella temperatura.

Il valore #, richiesto per ’evaporazione dell’unita di massa & detto
calore di évaporazione; trattandosi di un’energia specifica, #, va misurato
in Jkg-1.

La cessione di calore pud avvenire sia per dissipazione di potenza
meccanica &,, sia per somministrazione di potenza termica £,, gia pre-
sente a livello termico o proveniente dalla degradazione di energie non
meccaniche: evaporata la massa M si ha sempre

M/ze=f(yd+ 2)dt.
Contemporaneamente, giusta la definizione data nel paragrafo 1.7, I’en-

2, MARCHI-RUBATTA.
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tropia & aumenta con tasso

déﬂ gad -@t
AT T

cosi che, al termine della trasformazione, si ha, in termini dell’entropia
specifica e, del liquido e di quella e, del vapore,

Mr(e,~e) =@+ 2t .
Ne segue
/Zez T(ev_ ex.) .

2

I1 valore del calore di trasformazione & strettamente connesso alla
forma del legame p,= p.(7) fra pressione di evaporazione p, e tempera-
ratura 7. Si € gia riscontrato nel paragrafo precedente che I’entalpia libera ¥
del sistema formato dalle due fasi non muta durante I’evaporazione a
temperatura costante. Se ne deduce che le variazioni dell’entalpia libera
specifica per la fase liquida e per quella di vapore devono comunque coin-
cidere, anche se varia la temperatura. L’espressione del differenziale totale
dell’entalpia libera specifica, g(p, 7), si deduce immediatamente da quella
dell’entalpia % di un corpo di massa M e volume V,

d¥9=Vdp—é&dr,

riportata nel paragrafo 1.7, ottenendo
dy= é dp— edr.

nella quale o, al solito, ¢ la densita. Come si & detto, questa espressione
deve assummere gli stessi valori quando la si stima impiegando le quantita
riferite alla fase liquida o le quantitd che competono alla fase aeriforme.
Inoltre, le variazioni di pressione dp da considerare sono costituite dalla
somima degli scarti dp,, e, rispettivamente, dp,, dal valore p,= p,(7),
legati alla curvatura della superficie di separazione fra le due fasi, e del-
I'incremento dp, della pressione di evaporazione dovuto alla variazione dr

della temperatura 7. Relativamente ai primi si & gia osservato nel para-
grafo precedente che sussiste I’equazione

1 1

—dp,=—dpy.

o Py, oy Py
Resta quindi

1 1
Q—Ldpe— e dr = ?;dpe—evdr R
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e percio
% —_ %e010v
dr - 7(ex—oy)"

Questo legame costituisce 'equazione di Clapeyron. Poiché la densita del
vapore € sempre minore di quella del liquido, la pressione di evapora-
zione cresce costantemente all’aumentare della temperatura. I1 calore di
evaporazione #,, invece, diminuisce all’aumentare della temperatura, fino
ad annullarsi in corrispondenza della temperatura critica, quando le due
fasi divengono indistinguibili.

Considerazioni simili valgono anche per le trasformazioni da solido a
liquido o per quelle da solido a vapore: basta modificare di conseguenza
la nomenclatura, parlando al caso di calore di fusione o di calore di subli-
mazione.

2:6. Calore specifico,

L’entropia specifica
e=e(p,T)
definita nel paragrafo 1.7, dipende dalla pressione p e dalla temperatura 7.
I1 tasso di variazione della e con la temperatura viene espresso attraverso

il calore specifico

_Tae
Cc = '3”"7*_,

precisato con l'indicazione del tipo di cambiamenti imposti a p ed a 7.
Come e, anche il calore specifico va misurato in J kg-* K-*.

Interessano in particolare i valori connessi a trasformazioni nelle quali
rimane costante la pressione p oppure il volume V, e cio¢ i valori del calore
specifico a pressione costante

de
Cy = T(a—l')
»

ed il calore specifico a volume costante

_ de
Cy = 5_ V.

Questi sono legati fra loro da una relazione particolarmente utile. Dal-
P’espressione del differenziale totale dell’entropia specifica e,

_ (ce de
de= (), 00+ (55), o7
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e con riferimento ad una trasformazione a volume costante si ha intanto

(5.~ &), (5). &5,

Ora, per essere V= V(p, 1), risulta che

(9.~ E).G),

e quindi, in accordo con le definizioni dei coefficienti « e /5, introdotte nel
paragrafo 2.2, anche che

(.

or),  f°

Inoltre, come visto nel paragrafo 1.7,

(&)= ), =~ (),

ove M indica la massa del corpo di volume V, e percid

(83) . Ve _
oplr M e’
Complessivamente riesce dunque

GO

L’esistenza di questo legame, fra laltro, esonera dall’eseguire misure
dirette di ¢,: Il calore specifico a pressione costante, di regola, viene invece
ricavato sperinientalmente, basandosi sul fatto che il prodotto della tem-
peratura assoluta per lincremento di entropia & pari all’apporto quasi
stazionario di energia termica, sempre che le variazioni conseguenti di 7
siano percentualmente irrilevanti.

Il calore specifico a pressione costante cambia poco con la pressione
stessa, ed in modo che pud essere valutato facilmente in termini di altre
quantita gia note. Basta scrivere

Gh =5 )~ [ E) - lH -7 -

per avere
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Nel caso particolare dei gas inolto rarefatti, « & uguale all'inverso di 7, e
questa relazione mostra che ¢, riesce indipendente dalla pressione. In molti
aeriformi ¢, risulta costante pure con la temperatura, in altri, anche se
molto rarefatti, cresce con essa. Di solito, ¢, aumenta con 7 nei solidi e
nei liquidi; ma in alcuni di questi, quali 'acqua ed il mercurio, rimane
praticamente costante, manifestando anche piccole riduzioni al crescere
di 7.

Osservazioni analoghe possono essere ripetute in merito all’andamento
di ¢,, che differisce sempre molto poco da c,, dato il legame che inter-
corre fra le due grandezze. Si nota solo che nel caso dei gas molto rare-
fatti, in accordo con la relativa equazione di stato

R
riesce
A
c'p_—- C,= w,

e quindi, in particolare, che anche ¢, € indipendente dalla pressione.
A conclusione di questo paragrafo, si osserva ancora che l'introdu-
zione del calore specifico a pressione costante c, e I'esistenza del legame

(_e) __
plr o

permettono di trascrivere il differenziale totale dell’entropia specifica
de Ce
e = (gp), 0+ 5,

24 CT
de=—5dp ‘l“ 7 dT

nella forma

che verra utilizzata in seguito.

27. Modulo di comprimibilita.

Anziché ricorrere a comnbinazioni dei coefficienti di dilatazione « e di
comprimibilita B, definiti nel paragrafo 2.2, si preferisce spesso indicare
le variazioni di volume ¥ con la pressione p a mezzo del rmodulo di com-
primibilita

op
g =—V =
v’
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da precisare specificando il genere di trasformazione che viene imposta
alla temperatura 7. La grandezza ¢ va espressa in N m-2 Per la costanza
della massa racchiusa in V si ha pure

d
=0,

11 modulo di comprimibilita a temperatura costante, &r, ed il modulo
di comprimibilitd ad entropia costante, &,, sono di impiego particolarmente
frequente, Il primo di questi & uguale allinverso del coefficiente di com-
primibilita g:

1

ET = —

5
A proposito del secondo, va osservato che I'espressione del differenziale
totale della V= V(p, 1),

)4
W= (Op) dp+( ),, "

o (a;/) ( )aT'

Per contro, la condizione che I’entropia specifica e = e(p, 7) resti costante,

e () 3] r-o.

unita alla relazione maxwelliana del paragrafo 1.7,

(&)= (e3) &),

nella quale M ¢ la massa del volume ¥, impone che sia

(?zl' __ 1 jomy foe\t
op) M (3—7)1,(3_7) '
(@_I{)_(E‘)_V) 1 /2¥\2 [Qe\ L
op . op T+M(8_T),,(5—T),,

Riprendendo ora dal paragrafo 2.6 sia le espressioni di ¢, e ¢,, sia il
legame fondamentale che intercorre fra tali calori specifici, si ha subito che

- C -2 =
/. \op)r E_(a—ﬁ)ra’

porge in ogni caso

Percio
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e quindi

C
€= _psT-

4

Nel caso particolare dei gas molto rarefatti, 'equazione di stato

4
mostra che
gT"— D,
e quindi che
&
Ee —- c')p Fl

ove i coefficienti ¢, e ¢,, come osservato nel paragrafo 2.6, sono indi-
pendenti dalla pressione. L’aumento dei moduli di comprimibilita con la
pressione si mantiene, anche se in forma ridotta, pure quando il mate-
riale si trova in uno stato di aggregazione differente. La dipendenza dei
moduli di comprimibilitd dalla temperatura &, di norma, pill vistosa, ma
non si manifesta con segno sempre costante. Per i liquidi e per i solidi,
il modulo di comprimibilitd isoentropica non differisce apprezzabilmente
dal modulo di comprimibilita isoterma.

2.8. Conduttivita termica.

Per mantenere una differenza di temperatura fra due porzioni distinte
della superficie limite di un corpo occorre fornire energia termica alla
parete piu calda e sottrarla a quella pill fredda. Se queste pareti sono
piane, parallele e molto ampie rispetto alla loro mutua distanza, se il salto
di temperatura & percentualmente limitato, e se il corpo racchiuso € in
quiete, I'esperienza mostra che la potenza &, necessaria risulta diretta-
mente proporzionale sia alla superficie 4 di ciascuna parete, sia al salto AT
della temperatura, mentre riesce inversamente proporzionale allo spessore d
del corpo. 1l fattore di proporzionalita

= Pd
AAT

¢ detto coefficiente di conduttivita termica del corpo. In accordo con questa

definizione, k va espresso in W m-* K1,
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11 coefficiente di conduttivitd termica € praticamente indipendente dalla
pressione, pur crescendo regolarmente con essa, ma varia invece, di norma,
in modo apprezzabile con la temperatura. Cresce notevolmente nei gas e
nei liquidi, quasi proporzionalmente alla temperatura assoluta; e cresce
pure, sebbene in modo meno accentuato, in alcuni solidi amorfi, ma rimane
sostanzialmente inalterato in altri, come nel vetro, e diminuisce all’aumen-
tare di 7 nei metalli puri.

In molti problemi connessi alla diffusione dell’energia termica, il coef-
ficiente k si presenta in associazione monomia con la densita ¢ ed il calore
specifico a pressione costante c¢,. Alla grandezza

k

K=_""

Qcy

viene dato il nome di coefficiente di diffusivita termica; essa va espressa
in m?s-%,

2.9. Coefficienti di viscosita.

Per deformare un corpo occorre esercitare degli sforzi distribuiti sulla
sua superficie liinite, differenti dagli sforzi di pressione indicati dall’equa-
zione di stato

V="Vp,T).

Puo accadere che tali sforzi dipendano solo dal valore della deforina-
zione complessivamente ottenuta: si dice allora che il corpo manifesta
comportamento da materiale elastico. Pud avvenire invece che l’entita
degli sforzi richiesti dipenda unicamente dalla velocitd con la quale si
realizza la deformazione: in tal caso si dice che il materiale in esame si
comporta come un fluido. Esistono anche comportamenti intermedi, con
dipendenza degli sforzi sia dall’entita della deformazione impressa, sia
dalla rapidita con la quale questa & raggiunta, che vengono classificati
come comportamenti da materiale viscoelastico.

Le differenti risposte alle sollecitazioni, fin qui elencate, dipendono
dal rapporto fra i tempi durante i quali hanno luogo le deformazioni da
considerare, ed i tempi richiesti perché le strutture molecolari assumano
il nuovo stato di equilibrio. Cosi, un dato materiale si comporta come
elastico di fronte a deformazioni che si realizzano in tempi irrilevanti
rispetto a quelli necessari al riassetto molecolare, e come fluido per le
deformazioni tanto lente da risultare percentualmente apprezzabili solo
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su durate molto maggiori dei tempi di riequilibrio interno, passando attra-
verso risposte da materiale viscoelastico per le deformazioni di durata
interniedia.

Nel seguito si prenderanno in esame solo fenomeni nei quali i mate-
riali coinvolti si comportano come fluidi. In campo tecnico, tale situa-
zione € tipica degli aeriformi e della maggioranza dei liquidi. Per questi
materiali, infatti, gli assestamenti delle molecole possono ritenersi conclusi
gia dopo tempi dell’ordine dei nanosecondi. Lo stesso comportamento
da materiale fluido si presenta tuttavia anche nei solidi, purché i feno-
meni siano sufficientemente lenti.

Sempre nel caso dei fluidi, i singoli materiali manifestano ancora ri-
sposte differenti ai vari tipi di deformazioni cui vengono assoggettati.
Inoltre, gli sforzi richiesti per una data deformazione non sono sempre
soltanto normali. Su ciascuna porzione del contorno del corpo in esame,
sufficientemente piccola da poter essere confusa con il piano tangente
per un suo punto, il risultante delle forze applicate ammette pure una
componente tangenziale, oltre alla componente normale. I rapporti dei
moduli di queste componenti all’area cui esse si riferiscono sono la com-
ponente tangenziale e la componente normale dello sforzo di superficie.
Entrambe vanno misurate in newton su metro quadro, N m-2.

Lo studio della componente tangenziale riesce particolarmente comodo
quando la deformazione ¢ dovuta ad un semplice scorrimento. Si con-
sideri percid un corpo fluido delimitato da due superfici piane e paral-
lele. Per mantenere una di queste superfici limite in moto con velocita v,
rispetto all’altra, senza modificare la loro distanza reciproca #, & neces-
sario esercitare sulle superfici stesse delle forze tangenziali uniformemente
distribuite. L’esperienza avverte che questi sforzi tangenziali =, dipendono
innanzitutto dal valore del rapporto tra la velocita v, e lo spessore d. Tut-
tavia 7 pud dipendere anche dalla durata dello scorrimento con velocita v,
che viene imnposto: esistono sia fluidi tixotropici nei quali v diminuisce al
passare del tempo durante il quale il fluido viene deformato, sia fhidi
reopectici per i quali v risulta invece crescente. Fra i materiali del primo
tipo figurano molte vernici, e molti lubrificanti. Alla seconda categoria
appartengono, ad esempio, i sol di bentonite. Questi comportamenti sono
legati a continue modifiche delle aggregazioni molecolari. Nei fluidi tixo-
tropici, la quiete favorisce la formazione di legami strutturali in grado di
contrastare le deformazioni, che vengono progressivamente distrutti dal
moto, e che si ripristinano poi durante i nuovi stati di riposo. Inversa-
mente, nei fluidi reopectici, il movimento conduce via via le molecole in
posizioni reciproche favorevoli alla formazione di strutture relativamente
stabili.
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Piv frequentemente v rimane invariato nel tempo. Si usa esprimere
allora la dipendenza di v dalla velocita di scorrimento con lo sviluppo
in serie :

2
et () (3 5

ed introdurre nomenclature particolari a seconda dellimportanza relativa
assunta dai singoli termini dello sviluppo stesso. Si parla cosi di fluido
di Bingham se = & diverso da zero, come indicato in figura 2.4, e come

Binghum

pseudoplastice

newtoniano

dilatante
Ty
Fig. 2.4, - Indicazione schematica dei principali
comportamenti, indipendenti dal tempo ¢ dagli
[ eventi pregressi, esibiti dai fluidi.

avviene, ad esempio, in alcuni fanghi e nella boiacca di cemento. Il fatto &
dovuto alla presenza di strutture interne, simili a quelle dei materiali solidi,

che si distruggono quando lo sforzo supera z,, e che si riformano quando

questo cade al disotto di 7,. Si dice invece che il fluido presenta compor-
tamento newtoniano quando tutti i termini risultano irrilevanti rispetto al
secondo: questa circostanza si manifesta di norma per i gas, e per i liquidi,
purché gli aggregati molecolari che li compongono siano costituiti da non
piu di qualche migliaio di atomi. Se poi i termini successivi dello sviluppo
acquistano rilevanza, pud accadere che gli incrementi dello sforzo = ri-
chiesto siano, a pari aumento del rapporto tra v, € d, via via piu deboli o
piu forti, al crescere dello stesso rapporto. Nel primo caso, comune per
le sospensioni di particelle asimmetriche e per le soluzioni di sostanze
macromolecolari, il comportamento del fluido & detto pseudoplastico; al
secondo, che si presenta nelle sospensioni ad alta concentrazione, ci si
riferisce come a comportamento dilatante. Si ritiene che le manifestazioni
pseudoplastiche siano connesse ad un progressivo orientamento nella dire-
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zione del moto delle particelle in sospensione o delle molecole del soluto,
al quale corrisponde una riduzione delle resistenze allo scorrimento; men-
tre si ammette che le proprieta dilatanti siano collegate alla perdita pro-
gressiva dell’assetto di massima compattezza da parte delle particelle solide,
con dilatazione globale della sospensione, aumento degli interstizi, ed
azione lubrificante del liquido sempre meno efficace.

Anche quando il fluido si comporta semplicemente come newtoniano,
u dipende ancora dalla pressione e dalla temperatura. Nei gas, ed in quasi
tutti i liquidi, # aumenta notevolmente con la pressione, ma nell’acqua,
per contro, i mutamenti non hanno costantemente questo segno, € non
sono tecnicamente rilevanti. Le variazioni dovute a cambiamenti della
temperatura sono sempre molto importanti: nei liquidi # diminuisce al-
Paumentare di 7, mentre negli aeriformi 'andamento osservato & quello
opposto. L’influenza della temperatura risulta differente perché, nei liquidi,
la resistenza allo scorrimento dipende innanzitutto dall’attrazione reci-
proca tra le singole molecole, che va attenuandosi al crescere di 7, mentre
negli aeriformi la stessa resistenza & dovuta alle velocita disordinate di
traslazione delle molecole, che tenderebbero a riportare mediamente in
quiete il corpo, e che aumentano di intensita insieme a 7.

Al fattore u, da misurare in N m-2s, si riserva il nome di coe fficiente
di viscosita dinamica. Un’unitad di misura estranea al SI, tuttora molto
usata, & il poise, con simbolo P, pari a 10-* N m~2 s, o meglio il suo sotto-
multiplo centipoise, che ha simbolo cP, e che & pari a 10~ Nm-2%s,

Si nota ancora che u, nelle espressioni analitiche riguardanti il moto
dei fluidi, compare spesso rapportato alla densita ¢. Cio ha suggerito 1’op-
portunitd di introdurre pure il coefficiente di viscosita cinematica

<
]

R

da misurare in mn2 s~1. Molto usata & anche I’unita stoke, con simbolo St,
pari a 104 m?2 s—!; piu ancora il centistoke, con simbolo cSt, uguale per-
cid a 10-¢ m? s, che consente notazioni piu snelle.

Sforzi legati alla deformazione od alla velocita della deformazione si
presentano anche quando non ¢& richiesto uno scorrimento, ma solo una
variazione di volume. Se non si riscontrano effetti di ricordo delle con-
figurazioni pregresse, ¢ spesso sufficiente considerare aumenti della com-
ponente normale dello sforzo di deformazione, ossia aumenti di pres-
sione ‘Ap rispetto alle pressioni richieste dall’equazione di stato, diretta-
mente proporzionali alla velocita con la quale ha luogo la riduzione per-
centuale del volume V, 1l coefficiente di proporzionalita differisce da
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quello u, relativo allo scorrimento. Si usa porre

L2\ 1dV
APZ“(#'F?,M)I“/C[—Z,

e chiamare p' secondo coefficiente di viscositda dinamica. Come u, anche p'
va misurato in N m~2s.

2.10. Valori numerici.

La tabella 2.1 presenta, in cifra tonda, i valori di alcuni parametri
fisici per i liquidi pilt frequentemente impiegati in campo tecnico. Salvo
specifica indicazione contraria, i dati sono quelli corrispondenti alla pres~
sione atmosferica di riferimento

Potm= 1,013250 bar

ed alla temperatura ‘'di 20 °C.

TABELLA 2.1. ~ Proprieta fisiche di liquidi.

0 Modulo di | 1 cione Pressione di Viscosita
Densita comp rumbz'h!a superjiciale evaporazione dinamica
Liquido isoentropica

kg ?n“‘ . N 01:1"2 N g*rl N }171:—2 N 1,:-’ s
Acqua 998 2,2-10° 7,3-10—2 2300 1,00-10~?
Glicerina 1263 4.5 6,3 " 0,011 |1490
Mercurio 13546 25,0 48,4 0,16 1,55
Benzina 680 1,2 2,7 30000 0,30
Kerosene - 820 1,5 3,2 3000 1,90
Alcool etilico 789 0,91 2,3 5900 1,20
Acectone 792 0,78 2,4 24000 0,33
Cloroformio 1488 1,0 2,7 21000 0,57
Acido acetico 1055 1,1 2,8 1500 1,29
Benzolo 879 1,1 2,9 10000 0,65

Nella tabella 2.2 sono riportate, con maggior dettaglio, le proprieta
fisiche dellacqua pura, sempre per una pressione uguale a quella atmo-
sferica di riferimento, s¢ manca una precisazione diversa. Ulteriori dati
sull’acqua pura sono raccolti in forma grafica nelle figure da 2.5 a 2.11
per mettere in maggior evidenza le variazioni dei paranetri con la pres-
sione e la temperatura.
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Fig. 2.5. — Densita dell’acqua.
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Fig. 2.6. — Coefficiente di dilatazione termica deil’acqua.
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Fig. 2.7. ~ Modulo di comprimibilitd isoentropica dell’acqua.
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Fig. 2.8. - Calore di evaporazione #%,, pressione di evaporazione p, e tensione superficiale ¢
dell’acqua.
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Fig. 2.9, - Calore specifico a pressione costante dell’acqua.

Le proprieta indicate cambiano quando I’acqua contiene sali in solu-
zione, come avviene per le acque naturali, e per quelle marine in parti-
colare. Detta & la salinita, ossia il numero di parti su mille della massa
salina complessivamente disciolta, che riesce di solito inferiore a 40, i
valori dei principali parametri fisici per le normali condizioni di ambiente
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Fig. 2.10. ~ Coefficiente di conduttivita termica dell’acqua.
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Fig. 2.11. - Viscositd dinamica dell'acqua.

possono essere dedotti da quelli corrispondenti all’acqua pura, contrad-
distinti qui dallindice zero al piede, servendosi degli sviluppi che seguono:
densita massima a pressione costante

@mnx = gmnx,o(l + 8:1 ' 10—4‘9)) kg m_:; >
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temperatura per la massima densitd a pressione costante
Tomax= Tomaxo(1—0,312%) °C,
temperatura di congelamento
T = T,—55102% °C,
pressione di evaporazione
Pe = DPeo(1—5,38-10~4%) Nm-2,
calore specifico a pressione costante
€» = Cpo(l—1,85-10-3.%) J kg-1 K-1,
conduttivita termica
k  =k(1—112-10-%9) Wm-1K-1,
viscositd dinamica A
u = u(1+1,8510-3%%) Nm—2s.

L’ordinaria forma solida dell’acqua pura costituisce il ghiaccio I. Al-
cune sue caratteristiche sono riportate nella tabella 2.3, sempre per una
pressione uguale a quella atmosferica di riferimento, quando la scelta della
pressione & permessa. Alla stessa pressione ed alla temperatura di fusione
corrispondente si ha inoltre:

calore di sublimazione 2,836-10% J kg1
calore di fusione 3,34:10° J kg-!
conduttivita termica 0,84 Wm-1K-*,

TABELLA 2.3. — Proprieta fisiche del ghiaccio I.

T
Coe fficiente Pressione Pressione di Calore sp .eciﬁica

Temperatura Densitd di 75::"::“:"6 di fusione sublimazione a :;r;.;:;r:e
T Q @ Py Py €n

°C kg m~8 K-1 N m~? N m-? Jxg1K-!

—20 919,5 1,51-10—* 1935-10% 1,032-10® 1,954-10°
— 15 918,8 1,54 1560 1,656 1,999
— 10 918,1 1,57 1105 2,600 2,039
— 5 917,4 1,59 598 4,019 2,078
0 916,7 1,62 1,013 6,108 2,118
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Pilt spesso, perd, si deve considerare ghiaccio di origine naturale.
Questo presenta salinitd &% ridotta rispetto a quella dell’acqua che ne &
matrice, ed inferiore di norma al 15%,. Nonostante la bassa salinita, il
ghiaccio naturale ha caratteristiche globali molto diverse da quelle del
ghiaccio I, perché & costituito da un tessuto minuto di ghiaccio I, di acqua
salata soprafusa e di aria imprigionata. Le densita osservate variano da
850 a 960 kg m-3, ed i moduli di comprimibilita isoentropici da 2-105 a
9:105 N m~-2, Inoltre, all’aumentare della temperatura, si ha un continuo
riassetto della struttura, con fusione parziale di ghiaccio I. 1l coefficiente
di dilatazione termica ed il calore specifico a pressione costante, quali
appaiono per il corpo complessivo, subiscono cosi le forti variazioni indi-
cate nei grafici della figura 2.12. Naturalmente, anche il calore di fusione
ne risulta influenzato, ed & pili comodo riferirsi all’energia termica neces-
saria per portare il ghiaccio da una temperatura assegnata fino a lique-

2-10~4 T

« R F=0%,

NERINI

i
RN/

s

0 ! ‘
—20 ~-15 —10 _5 0

r°C

Fig. 2.12. — Coefficiente di dilatazione termica « e calore speciﬁ.co a pressione costante ¢, per il
ghiaccio di origine naturale avente salinitd in massa .
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fazione completa: & richiesto il calore totale
%= 3,34-105(1—0,536%) J kg-!

se si inizia la trasformazione da —1 °C. _ :

Fra i materiali allo stato aeriforme si considerano qui soltanto I’aria
secca ed il metano. Per la prima si fa riferimento alla composizione che
le compete nei primi 100 km dell’atmosfera piu prossimi alla superficie
del geoide, e cioé alla composizione percentuale in massa

N,=7552%, 0,=2315%, Ar=128%, CO,=005%.

Le tabelle 2.4 e 2.5 presentano le piu importanti caratteristiche fisiche
dell’aria secca e del metano, per temperature crescenti e per una pressione
pari a quella atmosferica di riferimento. Nelle figure 2.13 e 2.14, si ripor-
tano anche due grafici per illustrare ’'andamento con la pressione e la
temperatura del rapporto tra la pressione stessa e la densita, in modo da
mettere in evidenza le differenze fra il comportamento di queste sostanze e
quello dei gas molto rarefatti. Per comodita di lettura, il rapporto in que-
stione ¢ diviso per il valore assunto in corrispondenza della pressione
atmosferica di riferimento e della temperatura di 0 *C. Come si vede, per
I'aria e per le normali condizioni ambientali si pud far uso dell’equazione

TABELLA 2.4, — Proprieta fisiche dell’aria secca.

L Calore sp .eaﬁ co Conduttivita Viscosita
Temperamra Densita a pressione termica dinamica
costante
T 0 Cp k ]
°C kg m—? Jkg1K™? W m-1 K1 Nm?s
— 100 2,040 1,008 10® 1,58-10-2 1,16-10-%
—50 1,582 1,009 2,00 1 1,45
—20 1,398 1,010 2,24 1,61
—10 1,344 1,011 2,32 1,66
0 1,293 1,011 2,40 1,71
10 1,247 1,012 2,48 1,76
20 1,205 1,012 2,55 1,81
30 1,165 1,013 2,63 1,86
40 1,127 1,013 2,711 1,90
50 1,093 1,014 2,79 1,95
100 0,946 1,019 3,17 2,18
200 0,746 1,033 3,90 2,58
500 0,456 1,105 5,80 3,58
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- TABELLA 2.5. — Proprieta fisiche del metano.
Calore specifico e S
Temperatura Densita a pressione Conduttivita Viscosita
costante termica dinamica
U e Cp k “
°C kgm-3 Jkg-1K-1 W m-1 K1 Nm-2g
— 50 0,783 2,046-103 2,34-10-2 0,86-10-5
—20 0,774 2,114 2,74 0,96
— 10 0,744 2,140 2,87 1,00
0 0,717 2,166 3,01 1,03
10 0,691 2,192 3,14 1,06
20 0,668 2,218 3,29 1,09
30 0,646 2,245 3,43 1,13
40 0,625 2,276 3,58 1,16
50 0,605 2,304 3,70 1,19
100 0,524 2,459 4,43 1,33
200 0,413 2,799 5,85 1,60
2,0
il
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Fig. 2.13. - Rapporto fra la pressione p e la densitd g per I’aria secca.
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Fig. 2.14. - Rapporto fra bressionc p e densita ¢ per il metano.

dei gas molto rarefatti,
MR
- T
V=%
ricordata nel paragrafo 1.6. Data la composizione dell’aria secca, si ha
N,,= 28,966 kg kmol-* .

La presenza di umidita nell’aria ne altera le caratteristiche fisiche.
Sempre con riferimento alle normali condizioni ambienti, si pud ricorrere
all’equazione dei gas molto rarefatti anche per il vapor d’acqua, ponendo

N,,= 18,015 kg kmol-* ,

Per laria umida ¢ dunque adeguata I'equazione di stato

Moy . My (1—s) &
V = [=-43 _v_) RT =M (—_ ,,__) AT,
p (NAS TN N TN
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ove # rappresenta 'umiditd, ossia la massa di vapor d’acqua rapportata
alla massa dell’aria umida. Con lo stesso grado di approssimazione & pure

Le proprieta fisiche del vapor d’acqua per le condizioni di evaporazione

Cp= (1 —J) Coas T FCon
k = (I—J)kAS + Sk,
p=1=I)p + I

sono riportate nella tabella 2.6.

TABELLA 2.6. — Proprieta fisiche del vapor d’acqua per lo stato di evaporazione.

Calore specifico s
Temperatura Densita a pressione Conduszua Viscosita
costante termica dinamica
T ¢
°C kg -3 J kgTK- W a1 Nms
-~ 10 2,155-102 1,849-10° 1,76-10-2 7,62- 108
0 4,847 1,854 1,82 8,02
10 9,396 1,860 1,88 8,42
20 17,29 1,866 1,94 8,82
30 30,37 1,875 2,00 9,22
40 51,16 1,885 2,06 9,62
50 83,02 1,899 2,12 10,02




CAPITOLO TERZO

ANALISI DIMENSIONALE

3.1. Espressioni dimensionali.

Le unitd di misura delle grandezze fondamentali sono state fissate in
base a convenzioni. Modificando queste, si possono cosi adottare come
nuove unita per le masse, le lunghezze, i tempi e le temperature altre gran-
dezze della stessa specie che abbiano, ordinatamente, misura r,, r,, r,
ed r, nei confronti delle rispettive unita originarie.

Nello stesso momento, risulteranno diverse, in generale, anche le unita
di misura delle grandezze derivate, pur mantenendo inalterate le defini-
zioni di misura per tali grandezze e le convenzioni sulla scelta delle unita
relative. La nuova unita per la grandezza derivata A avra misura r, ri-
spetto all’unita primitiva di A, e questo valore dipendera dai cambiamenti
imposti alle unita fondamentali in maniera esprimibile scrivendo

r4=f(ruarurwrx)‘

La struttura di questo legame funzionale & vincolata dal fatto, gia
ricordato nel paragrafo 1.1, che le misure sono sempre definite in modo
da conservare il valore oggettivo dei rapporti. Si pud scindere il muta-
mento delle unita fondamentali in due passi successivi, il primo dei quali
porti a costruire una unita derivata intermedia di misura

ra=flr, 1 o)

rispetto a quella di partenza, ed il secondo ad individuare 'unita deri-
vata finale, di misura

”_f noon " 1
= (rM’rL’rT’rK
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rispetto a quella intermedia. L’esistenza del valore oggettivo dei rapporti
assicura che il quoziente tra la misura r, dell’'unita derivata definitiva e
la misura r, dell’umta derivata 1ntermed1a deve coincidere con il rapporto
tra le misure r; ed 1 delle medesiime unita effettuate in base all'unita deri-

vata intermedia, Deve essere cioé

1on
I‘A—_—I‘AI‘A,

e risultati analoghi devono sussistere per ciascuna grandezza fondamentale.
In complesso si ha dunque

f(erAr:r rlyiz"z‘!r rx)_f(’ui l.’r:('yrl()f(r,u: IarT:rK)

Ponendo ora in evidenza i logaritmi, anziché i valori numerici, si pud
scrivere

In f(In r. + Inry, nr;+Inr;, Inr,+ Inrl, In retInrg) =

=Inf(lnr;, Inr,, Inr;, Inr)) + In fnry, Inr, Inrg, Inr),
ove si intenda che sia

Ftn sy, tnr g, Inres 1) = Fa 1n 7 12

I logaritmi delle f sono dunque funzioni non solo continue, ma anche
additive rispetto alle variabili Inr,,Inr,, Inr, ed Inr,. Esse devono per-
cid essere lineari ed omogenee, ed avere quindi la struttura

Inf(nr,,Inr, Inr,Inr)=s,,Inr,+s,Inr,+s,, Inr,+s,,Ins

con s§,,, S,,5,, ed s, costanti, e legate unicamente alla definizione di
misura della particolare grandezza derivata A. Di qui si trae subito

ln f("x\! 5 Fuo rT , r’{) — ln (,-;?M ";AL ,‘;AT ";AK)

e percid anche

= PS5V j %4248
Tl vl o ey S

Cosi, il rispetto del valore oggettivo dei rapporti delle misure implica
che la nuova unita di misura per ciascuna grandezza derivata, espressa
secondo la primitiva, assuma un valore che & funzione monomia dei valori
delle nuove unitad per le grandezze fondainentali, stimati anch’essi in ter-
mini delle rispettive unita di partenza. Inversamente, & immediato verifi-
care che l'esistenza del legame ora esaniinato fra le unitd di misura delle
varie grandezze assicura la conservazione del valore oggettivo per i rap-

porti delle misure.
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1 risultati esposti vengono indicati normalmente con la notazione
simbolica

A = MSAM Ls,m TSM» Ks,‘,‘ ,

alla quale si riserva il nome di espressione dimensionale della grandezza
derivata A rispetto al gruppo di grandezze fondamentali M, L, T e K,
massa, lunghezza, tempo e temperatura, rispettivamente.

In particolare, se s,,,, §,;, 5,, €d §,, riescono tutti nulli, I'unita di misura
della grandezza A resta invariata nonostante i mutamenti apportati alle
unitd di misura fondamentali, e si dice che A costituisce una grandezza
adimensionale, ossia un numero puro.

3.2. Gruppi equivalenti di grandezze fondamentali.

Il cambiamento delle unita di misura delle quattro grandezze fonda-
mentali porta a mutamenti ben determinati delle unita di tutte le gran-
dezze derivate. Pud anche accadere, inversamente, che una nuova scelta
arbitraria delle unitd di misura per quattro grandezze derivate implichi
una variazione ben determinata sulle unita di misura delle grandezze fon-
damentali, ammesso che si mantengano fisse le definizioni di misura per
le grandezze derivate e le convenzioni sul colleganiento delle loro unita
di misura con quelle fondamentali. Se questo avviene risultano fissate di
conseguenza anche le variazioni delle unita di misura per le altre gran-
dezze derivate, ed il gruppo di unitd di misura per le quattro grandezze
derivate in questione pud assumiere il ruolo, finora assegnato alle quattro
unita fondamentali, di gruppo di partenza per la costruzione di tutte le
unita di misura richieste. In questo senso, I'insieine delle quattro gran-
dezze derivate risulta equivalente al gruppo delle grandezze fondamentali, e
pud essere adottato come nuovo gruppo fondamentale.

Se alle quattro grandezze derivate A; in esame competono le espres-
sioni dimensionali

Ai: MBagm | sa,e Toar Ksax

e se si adottano per tali grandezze delle nuove unitad con misura r, nei
confronti delle corrispondenti unita usuali, deve essere possibile indivi-
duare i valori r,, r,, r, ed r, delle misure rispetto alle unita convenzionali
di quella massa, di quella lunghezza, di quell’intervallo di tempo e di quella
differenza di temperature particolari che vanno contemporaneamente as-
sunti come nuove unitad di misura delle stesse grandezze fondamentali per
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mantenere valide le relazioni

= p3anr p3as. 184 n pia
)‘A‘ r",z )’Lf rTA re,

In altre parole, scelte arbitrariamente le r,, deve essere possibile ottenere
dal sistema di queste equazioni le incognite r,, r,, r, ed r,, fermi restando
gli esponenti s, ,,, s,,,, 8. €d s,,: Ma tale sistema & lineare e non omo-
geneo nei logaritmi delle variabili r,,, ry,ry ed ry ed ammette percid solu-
zione unica, sempre che sia diverso da zero il determinante- estratto dalla
matrice dei suoi coefficienti, e ciog sempre che sia

! Sam Sar Sur Sax
Sam Sap Sar Sax
#0

Sam Sar Sar Sau

Sam Sar Sar S

Si conclude cosi che il gruppo di grandezze A, pud costituire un nuovo
insieme fondamentale se, e solo se, ¢ diverso da zero il determinante della
matrice formata con gli esponenti delle formule dimensionali riferite all’in-
sieme fondamentale di partenza.

A questo risultato pud essere data una formulazione del tutto equiva-
lente, ma a volte pili comoda nelle applicazioni. Basta osservare che I’an-
nullarsi del determinante ora scritto & invece condizione necessaria e suffi-
ciente perché le quattro grandezze A; siano dimensionalmente dipen-
denti e consentano quindi la definizione di una grandezza B avente dimen-
sioni non tutte nulle rispetto ad esse, ma dimensioni nulle rispetto alle
grandezze fondamentali. Inf atti, per rendere adimensionale

B = Msl.\l | Soro Terr Koz
occorre scegliere gli esponenti della
B = A;""*A;”“* A;mn, AZHA‘
in base al sistema lineare ed omogeneo
Spat = S 4y Spy S et SIJA,+ S 432t S, + SaaSpa, = 0
Sur, = S s Syu Spz sm,'*' S 4oz SBA,+ St Sua, = 0
Sur = S Spa, 7 Sayr Spa, Saar Soagt Sap Suy, =0
Sax = Sy Soay + Su Saut Saux Spay T Sk Spa,= 0

che ammette soluzioni non identicamente nulle se e solo se risulta uguale a
zero il determinante estratto dalla matrice dei suoj coefficienti. E questo
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determinante coincide con quello gia considerato, salvo I'inessenziale scam-
bio delle righe con le colonne. Se ne deduce che il gruppo di grandezze A;
puo costituire un nuovo insieme fondamentale se, e solo-se, le A, stesse
sono dimensionalmente indipendenti fra loro.

3.3, Teorema .

La descrizione analitica dei fenomeni fisici & basata su equazioni fisiche.
Si tratta di particolari relazioni matematiche comprendenti operazioni di
somma fra grandezze fisiche. Queste operazioni vengono definite solo-con
riferimento a grandezze della stessa specie fisica, intendendo quale somma
di tali grandezze la somma delle loro misure, effettuate con la medesima
unita di misura, ed attribuendo al risultato significato di misura di una
grandezza della stessa specie fisica di quella degli addendi.

E chiaro che le equazioni fisiche risultano percid sempre costituite da
termnini tutti dimensionalmente omogenei, mentre non & vera la proposi-
zione inversa, dato che esistono grandezze di specie fisica differente che
hanno tuttavia le stesse dimensioni. E chiaro inoltre che un’equazione
fisica rimane valida anche se la si assoggetta a cambiamenti delle unita
di misura, pur non essendo vera nemmeno questa volta I'affermazione
inversa.

Il fatto che i vari termini delle equazioni fisiche debbano avere tutti
le stesse dimensioni pud essere espresso anche in altra forma, del tutto.
equivalente. Se i valori gy, as, ..., a, di »n grandezze fisiche A;, A, -.., An
sono legati fra loro da una legge fisica, da indicare simbolicamente come

f(al, 02, seed ‘n) = 0 >

deve esistere nella ennupla A;, A,, ..., A, almeno un gruppo di grandezze
atto a svolgere le funzioni di gruppo fondamentale rispetto alla ennupla
stessa, in modo che con esse si possano definire delle nuove grandezze
fisiche aventi le stesse dimensioni di ciascuna delle altre grandezze legate
dalla legge fisica in esame. E appena il caso di precisare che, di solito,
questo gruppo sard formato da quattro grandezze, e tale lo si supporra
in seguito, essendo immediate le modifiche da apportare qualora fosse
sufficiente I'impiego di un gruppo piu ridotto. Inoltre, salvo un muta-
mento inessenziale nella nomenclatura, si potrd sempre supporre che le
quattro grandezze con funzione di gruppo fondamentale siano quelle
Ay Ag, Az ed A, Indicate con s, 8,4, Si, €d 544, 1€ dimen_sioni rispetto
alle Ay, Ay, Ag ed A, di ciascuna delle n— 4 grandezze A, che rimangono,
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si possono cosi definire n—4 nuove grandezze fisiche, tutte di dimen-
sioni nulle, che assumono i valori

aQ;

B s S 8 "
alnm az"M 2 aa A4, a4 A

Fra questi ed i valori ay, a,, a; ed a, sussiste ancora un legame funzionale

=

as a, =0
f a;,qaz,43,4 TR ves =

4> a{nsnl agA!Az a;"n"s a:"a"-, ’ aiAnA‘ agzlﬂ/i, ag"n"' az"""‘

sia pure formalmente diverso da quello che intercorre fra le a,, a,, ..., @n-
Mutando separatamente le unitd di misura delle A,;, A,, A; ed A, cam-
biano anche i corrispondenti valori a;, a,,a; ed a4, mentre restano inal-
terati i rapporti che figurano in questa relazione, proprio perché essi costi-
tuiscono misure di grandezze adimensionali. La dipendenza analitica risul-
tante & dunque di fatto limitata ai soli valori dei rapporti adimensionali
indicati, e va scritta pit propriamente nella forma '

~(_‘._. L e D H_#) =0
a;’a,,/t, agA,A, aﬁﬂnﬂa af}'u’n LR a’lun,,x az"-',«ﬂag agA,,A, agA,,A‘ :

Se ne conclude che una legge fisica collegante fra loro » grandezze
con dimensioni non tutte nulle pud sempre essere rappresentata da un
legame analitico tra un numero ridotto, in genere n—4, di grandezze
adimensionali ottenute dalle grandezze di partenza. Questa conclusione
costituisce il feorema x, enunciato da Vaschy nel 1890.

Fra le n grandezze fisiche considerate possono essere presenti piu
gruppi di grandezze capaci di svolgere le funzioni di insieme fondamen-
tale rispetto alle rimanenti, gruppi che danno origine ad altrettante e
diverse espressioni analitiche tra numeri puri differenti, ma che risultano

tutte equivalenti, in quanto riconducibili le une alle altre attraverso tra-
sformazioni matematiche.

3.4. I numeri puri.

Nei capitoli che precedono, sono state esaminate quattordici grandezze
fisiche reciprocamente indipendenti, necessarie per descrivere la cinema-
tica dei fenomeni da studiare, per precisare la natura dinamica dell’am-
biente nel quale si svolgono, e per esprimere le proprietd del materiale
interessato. Si tratta delle grandezze che vengono qui richiamate, insieme
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ai simboli dei loro valori, e delle loro unita di misura:

lunghezze L m
tempi : s
velocita v m s
modulo dell’accelerazione inerziale di

riposo rispetto al geoide g m s~

modulo della velocita di rotazione si-

derale del geoide w, rads
pressioni p N m=
temperature T K
densita e kgm-?
coefficiente di dilatazione termica o K=
modulo di comprimibilitd isoentropica € N m-?
tensione superficiale o Nm™
calore specifico a pressione costante Cp J kgt K™
coefficiente di diffusivita termica kK misT
coefficiente di viscosita cinematica v m? s~

Le leggi fisiche che coinvolgono le quattordici grandezze ora ricor-
date devono essere esprimibili, secondo il teorema s, anche attraverso
relazioni tra dieci soli numeri puri. Fra i tanti che & possibile definire,
hanno incontrato impiego particolarmente frequente i numeri puri che
vengono costruiti in modo diretto dopo aver adottato come gruppo fon-
damentale quello formato dalla densita, dalla lunghezza, dalla velocitd e
dalla temperatura. Si ottengono cosl i numeri puri che seguono, elencati
con il nome loro attribuito, con il simbolo che li rappresenta, e con la
formula che ne definisce il valore numerico.

Strouhal St =t£v
Froude F = éz
Rossby Ro = ;Zj
Newton Ne = g—%g

Gay-Lussac Ga =ar
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Mach Ma=10 /2
e
Weber We = v |/ EE’
ag
Eckert Ec = i
c.T
Péclet ps =L
K
Reynolds Re == EI:
v

[Cap. 3

La combinazione monomia di questi numeri puri fornisce a sua volta
altri numeri puri, che possono riuscire pit comodi in taluneapplicazioni.

Si ricordano, in particolare

Ekman
Fourier
Grashof
Prandtl

Taylor

Riferimenti citati.

VascHY, A., Traité d’électricité

, quelli di

«L*
Fo=f3 = Stipe
3
G =“”";,"‘T=F—zGaRe2
»
Pr =K = P€ Re!
2
Ta= w;L = Ro™! Re

et de magnétisme, Paris, 1890.




CAPITOLO QUARTO

SCHEMI DI MEZZO CONTINUO

4.1. Valori locali ed istantanei.

Le varie grandezze fisiche finora considerate sono state riferite a corpi
materiali nel loro insieme, salvo rare eccezioni, e sono adatte solo alla
descrizione dei fenomeni che coinvolgono globalmente i corpi materiali
stessi. Quando ¢ richiesto un esame piu dettagliato, in grado di inqua-
drare anche informazioni sull’evoluzione di porzioni minute del sistema
fisico oggetto di studio, si ricorre ad estrapolazioni delle definizioni ori-
ginarie. Piu precisamente, si introducono in questo caso dei valori vir-
tuali per le varie grandezze che interessano, valori dipendenti dalla posi-
sione x e dall’istante . Si richiede pero che gli integrali di questi valori, o
di loro combinazioni monomie, su volumi V abbastanza grandi da conte-
nere un numero molto elevato di molecole ricostruiscano l'effettivo valore
di grandezze fisiche del corpo racchiuso in V all’istante .

Ad esempio, la densitd locale ed istantanea po(x, #) ¢ definita richie-
Jdendo che

M=fg(x, 1)dv

fornisca la massa racchiusa in V all’istante ¢, comunque vengano scelti V
e t, ma con la condizione che V sia sufficientemente ampio nel senso gia
precisato. Inversamente, fissata I’attenzione su un particolare punto x e
su un determinato istante ¢, si pud sempre definire una densita per ogni
volume ¥ che comprenda x, dividendo per V la massa in esso contenuta
all’istante z. Al mutare della configurazione di V ed al cambiare del suo
volume cambiera anche, in generale, il valore ottenuto per ¢. Diminuendo
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progressivamente } si giungera a considerare numeri molto limitati di
molecole, ed in queste circostanze le ¢ risultanti thanifesteranno forti
variazioni con la riduzione di V a parita di massa racchiusa, o con 1’esclu-
sione di una parte rilevante di molecole per una contrazione relativa-
mente limitata del volume. L’introduzione del valore locale ed istantaneo
o(x, ?) trascura queste ultime variazioni, e per questo motivo la o(x, ?)
stessa non € una grandezza fisica direttamente misurabile.

Un secondo esempio & costituito dalla velocita locale ed istantanea
v(x, t). Si vuole qui che

M =fg(x, Hv(x, )dv

sia la guantita di moto della massa racchiusa in V all’istante ¢, comunque
vengano scelti ¥ e t. Ancora una volta v(x, ) non ¢& direttamente osser-
vabile, ma il suo prodotto per la densita o(x, f) fornisce attraverso I'inte-
grazione su un volume adeguato una grandezza fisica che & suscettibile
di misura diretta.

L’insieme dei valori virtuali locali ed istantanei costituisce uno schema
continuo delle proprieta fisiche del corpo in esame, e dei fenomeni che lo
interessano. Allo schema continuo si adattano immediatamente alcune
locuzioni usuali. Cosi, la velocita pud essere identicamente nulla, e si
dice allora che il corpo & in guiete, oppure pud essere indipendente dal
tempo, e si parla in tal caso di moto permanente. Altre espressioni sono
invece specifiche dello schema di mezzo continuo. In particolare, le linee
ed i punti isolati nei quali la velocita si annulla si dicono /inee e punti di
ristagno. Inoltre, si fa spesso riferimento ad un elemento fluido, che va
inteso come un volume di fluido avente dimensioni tanto ridotte rispetto a
quelle del corpo complessivo da rendere inessenziale I'esame delle varia-
zioni interne dei parametri fisici. L’elemento fluido passa percid dal punto x
all’istante ¢ con velocita v(x, ¢), ma va tenuto presente che le molecole o
gli aggregati molecolari che lo compongono all’istante ¢ si disperdono
uniformemente in tutto il corpo fluido in un tempo pit o meno lungo,
perché le molecole sono animate da un intenso moto disordinato, cui
partecipano sia singolarmente, come avviene nei gas, sia come compo-
nenti di aggregati aventi organizzazione relativamente stabile, come av-
viene invece nei liquidi.

I valori locali ed istantanei, sempre integrabili, possono presentare
delle discontinuita. Di norma, queste vanno introdotte in corrispondenza
di superfici, linee o punti isolati: cosi, in seguito e salvo esplicito avviso
contrario, si supporra che i valori locali ed istantanei siano almeno di
classe C°. :
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L’integrazione dei valori locali ed istantanei porta a quantita diretta-
mente osservabili. In particolare, il flusso della velocita v(x, r) attraverso
una superficie 4 di versore normale n,

Q=|vnd4,

4

¢ detto portata volumetrica, o semplicemente portata, senza altre preci-
sazioni. La grandezza Q costituisce la derivata temporale del voluine di
fluido che attraversa in direzione n la superficie 4, e va percid espressa
in metri cubi al secondo, m? s-1,

Analogamente, dati o(x,?) e v(x,¢), si possono calcolare il momento
della quantita di moto rispetto ad un punto fisso x, della massa racchiusa
in V come

M»Ff(X*Xo)/\evdV
14

ed i valori dell’energia cinetica della stessa massa come

%zf%guﬂdl/,
|4

in cui » & il modulo di v.

4.2. Derivate sostanziali.

In molti casi interessa il tasso di incremento nel tempo dei valori di
una grandezza fisica b(x, #), di classe C!, associati ad un elemento fluido
che passa dal punto x all'istante f. Questo tasso € indicato usualmente
come derivata sostanziale della b, ed & rappresentato con

D
ﬁb'

Per calcolarlo basta scrivere il differenziale totale della funzione &:

_o

db——at

3 9b
22 dx,
dr + ;l 5%, X
insieme alla condizione che gli incrementi spaziali dx; rappresentino lo
spostamento dell’elemento fluido nell'intervallo di tempo d¢, e valgano
percio

dx;=v,dr.

3. MARCHI-RUBATTA.
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Si ottiene cosi
ob

3 ab
dr+ Eljiné-x—ivfdt,
e quindi
D 0
ﬁ;b:(é—t—]—v-grad)b.

Analogo problema si presenta quando ci si occupa del valore di. b
sonimato su tutto un dominio materiale V, ossia su un dominio formato
sempre dagli stessi elementi fluidi. La quantita

!de

¢ allora una ben definita funzione del tempo: la sua derivata rispetto a ¢ €
detta ancora derivata sostanziale, per sottolineare il riferimento ad un
volume in moto con il fluido, ed & indicata con il simbolo

D
“Dm;fde.

Nell’intervallo di tempo dr successivo all’istante ¢, il volume passa dalla
configurazione iniziale V all’assetto finale V', e l'integrale in questione
subisce un incremento

d(fbdv) :J'b(t+dt)dV’—fb(t)dV.

Durante lo stesso intervallo di tempo i punti della superficie 4, contorno
che si suppone qui regolare del volume ¥, compiono spostanienti la cui
componente nella direzione della normale intérna locale n ha modulo

[v-n|dz.

Come schematizzato in figura 4.1, tali spostamenti avvengono verso
Iinterno di V su quella parte A4, del contorno A per la quale v-n & posi-
tivo, e verso I’esterno di V sulla 4, rimanente, ove v-n & invece negativo.
Percio, indicato con V" il dominio comune a V e V’, si ha

jb(z + df) dV’:jb(z + df)dvr +jb(z + d)lv-n|drd4,

J‘b(t)dV =fb(t) av’ +fb(z')|_v~n| drdA,,
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be-njde

i

!

!
/\
S At dr)
Fig. 4.1. ~ Elementi di rilievo nel calcolo
‘della derivata sostanziale di una gran-

dezza fisica connessa al fluido presente
nel volume V all’istante ¢.

ossia, complessivamente,

d(fb dV) :j[b(z +dt)— b(1)) dV"—fb(z +df)v-nde dAn-—fb(t)v-n drdd .

v v
D o
B?fde—IQTdV—fbv'ndA.
v 14 A

In alternativa, 'ultimo integrale scritto pud essere trasformato in un
integrale di volume, ricorrendo al teorema della divergenza: poiché si &
gia ammesso che la superficie-contorno A sia regolare e che la funzione
b(x, t) sia di classe C?, basta supporre che anche v(x, t) sia di classe C.
Si ottiene cosi

Ne segue

D _[({ob .
o fb.dV_f(a- n dnv(bv))dV,
\4 v
ovvero, raggruppando in modo diverso i termini dell'integrando, anche

D __ (Db .
ﬁfde—f(D7 -+ bdlvv)dV .

Queste due espressioni sono note come feoreni di trasporto, in quanto
consentono di trasferire le operazioni di derivazione sotto il segno di
integrale. '

In seguito si avra occasione di calcolare anche il tasso di incremento
nel tempo di una grandezza vettoriale, anziché scalare, sempre seguen-
done i valori connessi con I’elemento fluido che passa per x all’istante ¢.
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Ferma restando l'ipotesi che la grandezza in esame, b(x, ?), sia di classe C1,
si dira ancora che si vuole eseguire la derivata sostanziale, e si porra il
risultato nella forma
D

=b.

D¢
Dato che, nella scrittura

b = bmlx‘i‘ byiy '+‘ bziz E]

i versori che fanno parte del riferimento sono uniformi e permanenti, ri-
sulta subito

D
b= b b,
Dt ”Dr +l"Dt HL"“Dt
Inoltre, quando interesseranno le variazioni temporali intrinseche della
somma di una grandezza vettoriale b estesa ad un dominio V formato

costantermente dai medesimi elementi fluidi, si scrivera

D
ﬁfde'

D
B?fde: —dV——fb(v ndd,
)

In tal caso si ha

come si controlla immediatamente operando sulle componenti.

4.3. Equazione di continuita.
Giusta la definizione introdotta al paragrafo 4.1, la densita o(x, f)

fornisce il valore della massa compresa in ciascun volume V, a mezzo
dell’operazione di somma

szng.
¥

Di norma si richiede che tale massa si conservi inalterata nel corso
della variazione di assetto del volume materiale ¥/, e che riesca quindi

II))tfng“O

Questa posizione & nota come equazione cardinale di continuitd.
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Ammesso che o(x, t) e v(x,t) siano di classe C!, la derivazione pud
essere eseguita con il teorema del trasporto, ricordato nel paragrafo 4.2,
ottenendo le due espressioni

dp . N
J‘(gt + le(QV)) diy=20

De . .
f(ﬁt + gdlvv)dV—O,
14

fra loro equivalenti. Osservando poi che il volume di integrazione & arbi-
trario, e che le funzioni integrande sono continue si passa alle forme dif-
ferenziali

do . _
e 4+ div(ev) =0
Do N
yDj + odivv = 0,

alle quali & normalmente riservato il nome di equazioni indefinite di con-
tinuita.

Tutte le volte che le variazioni di densita dei singoli elementi fluidi
sono irrilevanti, si pud porre

De _

Dt—o'

L’equazione indefinita di continuitd assume allora la forma
divv=0,
e si dice che il moto & isocoro. La divergenza di v riesce nulla a maggior
ragione se il fluido presenta sempre ed ovunque la medesima densita.
4.4. Prime conseguenze dell’equazione di continuita.

Unendo al teorema di trasporto

D b .
E?fde:f(a -|-d1v(bv))dV,
v v

visto nel paragrafo 4.2. I'equazione indefinita di continuita

dp . _
T div(ev) =0,
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dedotta nel paragrafo 4.3. si ottiene subito una importante relazione
integrale valida quando la grandezza b contiene a fattore la densita o.
Posto '

b =o(x, )c(x, t)
si ha intanto

bl?? fgc dv =f (a(‘gc) + dxv(gcv)) dv =

:f{ (a—e + dxv(@v)) —l—g(ai + V'gradc)}dV

e quindi
D
Di ) gedV f pi¢

Questa forma particolare del teorema di trasporto verra utilizzata di
frequente in seguito. Essa ¢ valida purché la densita g, la generica fun-
zione c¢ e la velocita v siano tutte di classe C, purché il volume V' abbia
contorno regolare, e purché si ammetta la conservazione delle masse.

Altra conseguenza immediata ¢ la formula

D
Dt gedv sz

che si controlla facilimente operando sulle componenti. Si ammette qui
che il vettore ¢ sia di classe C.

4.5. Equazioni cardinali del moto.

Le forze esterne agenti sulla massa racchiusa entro una superficie 4
possono venir utilmente distinte in due categorie: quella delle forze esterne
di massa, e quella delle forze esterne di superficie.

Per forze esterne di massa si intendono le forze che agiscono diretta-
mente nei singoli punti interni ad A4, e che potrebbero quindi essere messe
in evidenza con corpi di prova collocati nei punti considerati, previa aspor-
tazione del fluido presente nella zona. Queste forze sono legate alla natura
dinamica del sistema di riferimento adottato, e si ammette di solito che
esse, rapportate all’unita di massa, siano rappresentate da un vettore f,
funzione nota ed integrabile della posizione, del tempo e della velocita
del fluido. Ed anzi, per il caso particolare del riferimento collegato al
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geoide, la f stessa & stata indicata esplicitamente nel paragrafo 1.4. In
altri casi, la f pud comprendere anche azioni gravitazionali delle masse
fluide situate allinterno della superficie A.

11 calcolo della forza complessiva dovuta alla presenza nel volume V
racchiuso da A del campo f delle forze specifiche di massa ¢ immediato, e

porge
G =f9fd V.

Fra le forze esterne di superficie si elencano invece quelle esercitate
sul fluido interno ad 4 da quello esterno e contiguo, che sono dovute
ad azioni molecolari a corto raggio. Nell’ambito dello schema di mezzo
continuo, si ammette che esista su A4 una distribuzione di sforzi «~ equi-
valente all’insieme delle forze esterne di superficie agenti attraverso A.
Gli sforzi =, che sono rapportati all’unita di area, vengono percio deﬁmtl
implicitamente richiedendo che l'integrale

H:frdA

fornisca il risultante delle forze esterne di superficie.

In analogia con la legge fondamentale della dinamica, secondo la
quale le forze applicate ad un corpo eguagliano la derivata temporale
della sua quantita di moto, si ammette che la forza totale esterna, data
dalla somma dei due integrali ora scritti, sia uguale, istante per istante,
alla derivata sostanziale della quantitd di moto della massa fluida sulla
quale agisce. La relazione

D
fgde+ TdA = thgvdV
v

4

che si assume vera indipendentemente dalla scelta del volume V, costi-
tuisce la prima equazione cardinale del moto.

Alle forze esterne corrispondono altrettanti momenti rlspetto ad un
punto qualunque X,: cosi al campo delle forze specifiche di massa ¢ dovuto
il momento complessivo :

G o= [(x—Xo)AefdV,
\4

mentre agli sforzi superficiali compete il momento risultante

I[,n=f(x—x0)ArdA .
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Sempre in analogia con le leggi fondamentali della dinamica, ma ora
con riferimento al fatto che il momento applicato ad un corpo deve egua-
gliare la derivata temporale del momento della sua quantita di moto, si
ammette che il momento esterno totale sia pari alla derivata sostanziale
del momento della quantita di moto della massa fluida coinvolta. Si pone
ciog, quale che sia la scelta del volume V,

J(x~xo)A9de +f(x-~ Xp)A\TdA = l%f()cw Xg)AovdV .

Questa relazione costituisce la seconda equazione cardinale del moto.

I due postulati ora introdotti sono reciprocamente indipendenti, e si
basano solo sulla continua verifica sperimentale delle conseguenze che se
ne traggono. Essi, inoltre, possono essere facilmente generalizzati, quando
si debbano considerare anche azioni esterne di natura differente da quella
qui esaminata, come ad esempio forze, momenti di forze o coppie intrin-
seche di origine elettromagnetica. Altra generalizzazione si rende neces-
saria quando si vogliono mettere in conto forze concentfate, come sono
quelle legate alla tensione superficiale eventualmente presente all’inter-
faccia tra fluidi differenti.

4.6. 1l tensore degli sforzi.

Gli sforzi v dipendono anche dalla superficie A attraverso la quale
agiscono. Si osserva cioé che la = in un punto ed in un istante assegnati
assume valori diversi modificando 'orientamento locale della superficie A4
che passa per il punto in esame. Questo fatto viene ricordato scrivendo

= 1(x,1;n)
oppure
=),

ove n indica appunto la normale interna per A nel punto considerato.

Cio posto, la struttura stessa della prima equazione cardinale sug-
gerisce subito un’importante osservazione sull’assetto delle = vigente nelle
zone in cui esse sono funzioni continue del punto e della direzione, ed
in cui la densita ¢ e la velocita v sono di classe C'. Si nota intanto che,
in queste condizioni, la derivata sostanziale presente nell’equazione cardinale

D
fgde+f1dA=D—tf9vdV,
A 14

v
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pud essere trasferita sotto il segno di integrale mediante il teorema di
trasporto, gia modificato nel paragrafo 44 a mezzo dell’equazione di
continuita. Si ottiene cosi

D

fdV+ (xdA=|o=-vdV.

f ofdV + f B
v 4 v

Si consideri poi il tetraedro in figura 4.2: n = n,i,+ n,i,+ n,i, & il

versore normale interno per la faccia obliqua, di area A,, mentre i, i,

ed i, sono i versori normali interni relativi alle tre facce mutuamente per-

¥
Fig. 4.2. - Tetraedro considerato per
dedurre il teorema di Cauchy.
pendicolari, di aree rispettive [n|do=— Ay, IN,|Ag=—n,Aq, [n:[As=

=-—n,Ay. Applicando la prima equazione cardinale, nella forma ora
ottenuta, al fluido racchiuso nel tetraedro, dividendo per A, e facendo
tendere a zero il volume interno, si giunge alla

lim - [ dA = v(m)— n (1) — n,¥(i,) — n, %) = O
v—0 Ao
4

perché gli integrali di volume, eseguiti su funzioni necessariamente limi-
tate, costituiscono infinitesimi di ordine piu elevato. Ne segue

T(n) = n,7(id) + nyv(i,) + n,7G) -

Si vede dunque che gli sforzi <= relativi a tre facce ortogonali orientate
sono sufficienti a descrivere compiutamente lo stato di tensione locale,
consentendo il calcolo dello sforzo v coordinato a ciascun altro elemento
orientato di superficie. La regola per eseguirne il calcolo, ora riportata, &
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detta teorema di Cauchy, e risale al 1823. Giusta la definizione adottata
nel paragrafo 1.2, la stessa regola indica che i vettori «(i,), ©(i,) e =(i)
costituiscono le componenti vettoriali di un tensore del secondo ordine,
dipendente solo dal punto e dall’istante considerati. E uso rappresentare
questo tensore con

T=T(,1)

e chiamarlo tensore degli sforzi.

Per mettere in evidenza le componenti scalari T, di T basta scrivere
le sue componenti vettoriali in funzione delle rispettive componenti sca-
lari: si ha

T(iz) = T:c.zi.':: + Tacyiu + Ta;ziz
(i) = Tyl + Tl 4- T,
T(iz) = Tm: iz+ sz iu+ Tz iz

ove si intenda, ad esempio, che T, rappresenti la componente nella dire-
zione dell’asse delle y dello sforzo trasmesso attraverso-un elemento di
superficie normale all’asse delle x, ed applicato al fluido che si trova a
contatto con tale superficie dal lato delle x crescenti. Al solito, le com-
ponenti scalari T, di T vanno riunite nel quadro

Tm TIII TIZ
T= Ty Ty T
To T, T.

Lo sforzo x(n) pud essere scisso in una componente diretta lungo n,
chiamata sforzo normale, ed in una componente perpendicolare ad n, che
viene detta sforzo tangenziale. Di conseguenza, le componenti diagonali
del tensore degli sforzi, contraddistinte da indici uguali, rappresentano
sforzi normali, mentre le altre componenti rappresentano proiezioni di
sforzi tangenziali.

Indicate ora con z,(n), v,(n) e 7,(n) le componenti di =(n) secondo gli
assi coordinati, il teorema di Cauchy porge

Tw(n) = nme—l- nﬂ]“vﬂc_l' nsz:::
T'u(n) = nﬁETﬁ'ﬂl - n, Tw + nszv
Tz(n) = nme + nyTyz + nT,,

ossia
3

() = 3,1, Ty = T,

1
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in accordo con la definizione di prodotto misto data nel paragrafo 1.2.
Ne segue che la scrittura

tm)=nT

esprime in forma piu compatta lo stesso teorema di Cauchy.
Il modulo del vettore =, le sue componenti e le componenti scalari del
tensore T vanno misurati tutti in newton su ietro quadrato, N m2.

4.7. Equazioni indefinite del moto.

La prima equazione cardinale del moto

fgde+ -rdA=—g—f9vdV,

14

introdotta al paragrafo 4.5, assume, nelle regioni in cui la densita ¢ e
la velocita v sono di classe C, e gli sforzi * sono continui, la nuova forma

Jetav+[n-Taa=[oTrav,

14 A v
a seguito dell'introduzione del tensore degli sforzi T, effettuata nel para-
grafo precedente, e dopo la trasformazione eseguita nello stesso paragrafo
impiegando il teorema di trasporto modificato con I'uso dell’equazione
di continuita. Se poi T ¢ anch’esso di classe C?, e non solamente continuo,
Pintegrale di superficie pud essere sostituito da un integrale di volume,
scrivendo

nTda=—[dvTay,
P v
in cui
3 )
divT], = 3, 05

1! axiﬂ

come si controlla subito attraverso l’applicazione del teorema di Gauss
alle componenti:

3 Y

f[n'T]de :fZ-nedeA ’;—IZi a‘dV-
1 1 OX;

4 a4 |4
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Nelle ipotesi fatte ¢ dunque °

fgfdr/—fdwT v = f 2y,

4

e se il campo f delle forze esterne di massa, rapportate all’'unita di massa, &
continuo, segue, dalla continuita delle funzioni integrande e dall’arbitra-

\

rietd del volume V considerato, che ¢ pure

Dv

Qf—divT=gﬁt.

Quest’ultima relazione & nota come prima equazione indefinita del moto,
ed ¢ valida, si ripete, nelle regioni in cui g, ve T sono di classe C?, ed f ¢
di classe C°. E necessario inoltre che le masse si conservino inalterate.

Trasformazioni analoghe possono essere effettuate sulla seconda equa-
zione cardinale del moto

f(x—_ Xo)AofdV +J‘(x~ Xo)A\tdA = I% f(x— Xo) AovdV,

14

gia vista nel paragrafo 4.5. Il teorema di trasporto, specializzato con
I'impiego dell’equazione di continuita, consente intanto di scrivere

D D
B f(x— xn)/\QVdV=fQ D7 X— %AV dv,
v 14
e si verifica facilmente che sussiste ’identita

D ' D
ﬁz(x% XAV = (X— xo)/\ﬁ—zv

Contemporaneamente, ammesso che anche il tensore degli sforzi T sia di
classe C1, il teorema di Gauss assicura che

f[(x — Xo)/\T; QA =f [(x — xo)/\gi’k niTﬁcik]j dA =
_ :—f[ wcé [(x — x,)AT; klk]] dyv =

——f[(x XO)/\Z"" 8 ] dr— f[?vk' /\Tk'k]jdV.
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Riunendo questi risultati, si vede che la seconda equazione cardinale
del moto assume la forma

3
f(x — xo)/\(gf— divT—o %;) dv =f ;M,k Tuinieiy)i; dV .
14 v

Ammesso ora che f sia di classe C° e che sia valida la prima equazione
indefinita del moto, il primo degli integrali ¢ identicamente nullo. La
continuita del tensore degli sforzi e I’arbitrarieta nella scelta del volume V
richiedono allora che sia identicamente nulla la seconda funzione inte-

granda, e che risulti quindi
Ty="T .

Cio significa che il tensore degli sforzi & simmetrico, quando o, v e T sono
di classe C! ed f ¢ di classe C°, purché si ammetta che le masse si conser-
vino inalterate, che valga la prima equazione indefinita del moto e che
tutte le coppie in gioco siano solo momenti di forze. La condizione di
simmetria ora scritta costituisce la seconda equazione indefinita del moto.

48. Equazioni termodinamiche cardinali.

Nell’ambito dello schema continuo, viene precisato in termini di valori
locali ed istantanei anche il bilancio energetico

d
@+ €)= Put D,

gia considerato, in questa forma globale, nel paragrafo 1.7. Si ricorda
che #, %, %, e 2 indicano, nell'ordine, I'energia interna e quella cinetica
del corpo in esame, e le potenze meccaniche e termiche ad esso trasmesse.

Posto, al solito, ¢ e v per i valori locali ed istantanei della densita e
del modulo della velocita, si puo riprendere dal paragrafo 4.1 la scrittura

@ = f LovtdV

per I'energia cinetica della massa racchiusa in V all’istante ¢.

In assenza di coppie intrinseche esterne, la potenza meccanica &,
esplicata sul corpo di volume V, delimitato dalla superficie A4, si riduce a
quella sviluppata dalle forze specifiche esterne f e dagli sforzi esterni di
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superficie 7, e va percid espressa come
Pu=|vofdV 4 |v-xd4,
fretev]

ove v sta sempre per la velocita locale ed istantanea.

Si introduce poi il valore locale ed istantaneo della densita del jlusso
di potenza termica «, in modo che la potenza termica &, somministrata,
istante per istante, a ciascuna porzione del corpo attraverso la relativa
superficie limite 4 valga

ﬂt=fwd/4 .

la grandezza ¢s si misura in watt al metro quadro, W m-2,

Infine, si definisce il -valore locale ed istantaneo dell’energia interna
specifica u(x,t), ossia dell’energia interna rapportata -all’unita d1 massa,
richiedendo che risulti

D
th(gu—!— ng)dV fv of dV vvdA—i—f a4

in corrispondenza a tutte le possibili scelte del volume V. La grandezza u
si misura in joule al kilogrammo, J kg-1, come gia detto nel paragrafo 1.7.
In seguito ci si riferird a questa scrittura come alla forma cardinale
del primo principio della termodinamica, ma va sottolineato che ove esi-
stessero sollecitazioni meccaniche, e relativi contributi alla potenza mec-
canica applicata, diversi da quelli qui considerati, oppure ove fossero pre-
senti degradazioni fino a livello termico di energia non meccanica, il prin-
cipio in questione andrebbe espresso in una forma pil generale.
La definizione implicita dell’entropia,
do 2, 2
d: T T
in funzione della potenza termica assorbita #, e della potenza meccanica
dissipata &, ¢ stata fornita nel paragrafo 1.7, con riferimento a corpi sot-
toposti a temperatura assoluta 1 uniforme. Per trasferire tale definizione
al campo dello schema continuo occorre innanzitutto introdurre il valore
locale ed istantaneo 7(x, ¢) della temperatura assoluta, richiedendo che

1
M

QTdV
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fornisca il valore della temperatura assoluta all’istante ¢, ottenibile per
misura diretta sulla massa M racchiusa in ciascun volume V compren-
dente il punto x, con la precisazione che V stesso sia abbastanza grande
da contenere un numero molto elevato di molecole, ed abbastanza pic-
colo rispetto alle dimensioni del corpo complessivo in esame.

Si definisce poi il valore locale ed istantaneo dell’assorbimento specifico
di potenza termica, f(x,?), in termini del quale la potenza .termica &,
che penetra in V, all’istante ¢, attraverso il contorno 4 deveessere espressa da

gbt=f9/’cdy-
|4

La s, va misurata in watt al kilogrammo, W kg-!. A differenza della scrit-
tura basata sulla e, che ¢ stata impiegata per la forma cardinale del primo
principio della termodinamica, questa nuova espressione della &, si vale
di una funzione additiva sul volume, e consente percid di scrivere diret-

tamente
oy
f R
v

per il contributo al tasso d’incremento dell’entropia offerto dalla potenza
termica assorbita,

Si introduce anche il valore locale ed istantaneo della dissipazione
specifica di potenza meccanica, f4(x, t), richiedendo che la potenza mec-
canica Za degradata a livello termico nel volume V all’istante ¢ sia

ﬂd=jg/mdv.

Anche f,; va misurata in watt al kilogranuno, W kg-1. Il relativo apporto

by

al tasso d’incremento dell’entropia & dato da

Ofa vr
f fegy .

v

Da ultimo, il valore locale ed istantaneo dell’entropia specifica, e(x, t), &
definito imponendo che risulti

D _ (et 8a
Efgedv_f—r—dwrf—r_dv
v 14 14

per tutte le possibili scelte del volume V. L’entropia specifica, come si &

gia ricordato nel paragrafo 1.7, si misura in joule al kilogrammo ed al -

grado, J kg-! K.
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La variazione intrinseca nel tempo dell’entropia, cosi calcolata, non
pud assumere valori arbitrari: si richiedera che sia sempre

]];fgedV>f dA4

e ci si riferira a questa condizione come alla forma cardinale del secondo
principio della termodinamica. Si osserva esplicitamente che la definizione
dell’entropia e la limitazione al relativo tasso d’accrescimento temporale,
ora introdotte, devono essere generalizzate in presenza di scambi ener-
getici di natura differente, quali, ad esempio, quelli connessi allinterazione
con campi elettromagnetici.

I due principi della termodinamica sono indipendenti fra di loro e
dalle equazioni cardinali‘del moto viste nel paragrafo 4.5. Come le equa-
zioni cardinali del moto, anch’essi si basano solo sulla loro continua ve-
rifica sperimentale.

49. 1I vettore densita del flusso di potenza termica.

11 flusso di potenza termica « attraverso una superficie 4 dipende
anche dall’orientamento locale della superficie 4 considerata. Si avra
perciod ’

w = w(X, t;n)
ossia
w o= (0([1) 5

intendendo al solito con n il versore normale interno di A.

In piena analogia con quanto detto nel paragrafo 4.6 a proposito
della prima equazione cardinale del moto e degli sforzi esterni di super-
ficie 7, la struttura stessa dell’espressione del primo principio della termo-
dinamica implica delle limitazioni sull’assetto della «, nelle zone in cui
questa ¢ funzione continua del punto e della direzione, purché la den-
sitd o, l'energia specifica interna u, la velocita v e gli sforzi ~ siano di
classe C', € le forze specifiche esterne f siano di classe CO.

Per ottenere questo risultato occorre eseguire alcune trasformazioni
preliminari. sugli integrali che figurano nell’espressione del primo prin-
cipio della termodinamica

]g)r (ou—l- ovz)dV f-gde-+- v-*rdA-’rfmdA.
v A A
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Si osserva intanto che, se sono verificate le condizioni esposte, si pud
impiegare il teorema di trasporto, modificato nel paragrafo 4.4 con I’'uso
dell’equazione di continuita, per scrivere

lID)z (gu + zgvz)dV_f (u + —vz)dV

Inoltre, ricorrendo al tensore degli sforzi T, introdotto nel para-
grafo 4.6, ed al teorema di Gauss, si pud sostituire allintegrale di super-
ficie relativo alla potenza meccanica esplicata dagli sforzi + un integrale
sul volume racchiuso

3 3 3 .
fv-'rdA =|v-n-TdA =fzkvk >:n,T,dA ="f2¢,k§%°;@dV-
1 1 1 7
A 14

4 A

Complessivamente, il primo principio si presenta ora nella forma

f@ %(H +—;—UE)dV f Qde'“J‘zz-ka(vk ZA‘)dV - wdA.

4

L’equazione cosl ottenuta pud essere applicata al solito tetraedro
avente tre facce disposte perpendicolarmente agli assi coordinati e la
quarta faccia obliqua, di area 4, e versore normale interno n. Divisa I'’equa-
zione per l'area della faccia obliqua e ridotto progressivamente a zero
il volume. del tetraedro senza variare le giaciture delle sue facce, risulta
che deve essere

fim A- f o dA = wln)— iy (i) — nywliy)— nyoli) = 0

V-0 AU

‘perché gli integrali di volume si annullano piu rapidamente. Cosi
w(n) = nyeo(iz) + 1, e(i,) + nye(is) .

La conoscenza della densitad del flusso di potenza termica associata a tre
direzioni fra loro ortogonali consente dunque il calcolo della stessa den-
sita di fiusso relativa alle altre possibili giaciture, e la relazione esistente
fra tali grandezze ¢ esattamente quella che vige fra le componenti di un

vettore e che & stata ricordata nel paragrafo 1.2. Queste considerazioni
consentono di costruire il vettore densita del flusso della potenza termica

q=1q(x,1),

funzione del punto e dell'istante considerati, ma non piu della giacitura n;




82 Schemi di mezzo continuo [Cap. 4

le componenti di q lungo gli assi coordinati sono
Gz = “'(im) s Q= ‘”(iy) s = ‘0(iz) .

In termini del vettore q, la densita del flusso « associata ad una generica
giacitura orientata n, e cioé la densitd del flusso di potenza termica attra-
verso un elemento di superficie normale ad n, da assumere come positiva
se tale potenza si riversa sul materiale verso il quale & orientato n, &
espressa da

wn)=n-q.

La prima introduzione del vettore q risale al 1851, ed & dovuta a Stokes.
Insieme a «, anche il modulo e le componenti di q si esprimono in
watt al metro quadro, W m-2.

4.10. Equazioni indefinite della termodinamica.

Quando le variabili che figurano nelle forme cardinali dei due principi
della termodinamica e nella formula per il tasso di accrescimento del-
Pentropia, viste nel paragrafo 4.8, soddisfano adeguate condizioni di
continuita, risulta possibile dedurre da tali espressioni integrali altrettante
forme indefinite.

Si & gia osservato nel paragrafo precedente che se la densita g, I'energia
interna specifica u, la velocita v e gli sforzi di superficie * = n‘T sono di
classe C', il primo principio della termodinamica

D
D; f(@u + %902) dv =fv-gde +fv- TdA —{—f:o dA4

14

puo essere riscritto nella forma

3) 1 S AT,
f@ E(” +5v2)dv =fv-gde—f§i,,cJ_af;ci—k)dV —|—fmdA
4 v v 4
impiegando il teorema di trasporto e l’equazione di continuita.
Un'ulteriore semplificazione & possibile quando le forze specifiche di
massa f sono continue ed ¢ valida percio la prima equazione indefinita
del moto. Per essere
D (1 1 D¢ & D Dv
e =12 ) — = 2 — Y-
Ds (2 ”’)" 5 D 2+ E= 205, 0= V'
3

2 a(vaik) _ e, .
:?;i,?c Ak ;‘"‘ Ty Bx, +v.divT,
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in cui, al solito,

[divT],= z, Ty

si ha infatti

D /1 g (v ;k) ( oy,
Qb—;( )—V f+ zz,ﬂ: x Qf+leT+Q Dt)+z;,k uax

Resta cosi
f ——dV— fz,kT, au"dV—I—fmdA

Ammesso ora che la densita del flusso di potenza termica e« sia di
classe Cl, esiste il relativo vettore q, introdotto nel paragrafo 4.9, che
riesce anch’esso di classe C!: il teorema della divergenza consente percio
di scrivere

jwdA =fn'qu :—fdiquV.
4 4 14
Complessivamente si ha dunque
Du & ov, . _
f(@ ]31— + ;t,kTﬂc a‘ + leq)dV =0 N
14

ossia, ricordando che il volume di integrazione & arbitrario e che le fun-
zioni integrande sono continue,

Du 3
Ei i3 ak —divg.

Questa forma indefinita del primo principio della termodinamica & subor-
dinata all’equazione di continuitd ed alla prima equazione del nioto, ed &
valida purché g, u,v, T e q siano di classe C, mentre ¢ sufficiente che f
sia di classe Co°,

Relativamente alla definizione dell’entropia specifica e nella forma

]St f@edV—f9ﬁ°dV+f9/‘dV

si possono svolgere considerazioni analoghe: ammesso che g, ¢ e v siano
di classe C3, il teorema di trasporto, modificato nel paragrafo 4.4 utiliz-
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zando, I'equazione di continuité porge

cedV = f == dV

ed ¢& percio sufficiente ammettere inoltre che I'assorbimento specifico di
potenza termica 4,, la dissipazione specifica di potenza meccanica £, ¢ la
temperatura assoluta r siano di classe C° e ricordare Plarbitrarieta del

-volume di integrazione per concludere che deve essere

/!z /Za
Dt +
Sempre nell’ipotesi che o, e,v e q siano di classe C*, ma richiedendo
in piu che r sia di classe C?, anziché semplicemente continuo, il secondo
principio della termodinamica
- D w
Di @edV>f—-T~dA,
v A

porge, attraverso I’applicazione del teorema di trasporto, del’equazione

di continuita e del teorema della divergenza

De

ossia
De dwq q grad T
;> +

dato che le funzioni integrande sono continue ed il volume di integra-
zione ¢ arbitrario. L’equazione cosi ottenuta costituisce la forma indefinita
del secondo principio della ter'modinamica

Si nota ancora che quando q & di classe C! e £, & di classe C° esiste
un interessante legaime locale tra le due variabili. La potenza termica che
penetra attraverso la superficie 4 di contorno del volurne V, e che viene
quindi assorbita nello stesso volume V, puo essere espressa nei due modi
equivalenti

—fdiquV, jQ/zde.
14 v
Ne segue che
"“ddi=Q/lL_,

perché il volume V ¢& arbitrario e le funzioni integrande sono continue.
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Infine, si osserva che il differenziale totale dell’energia interna, visto
nella sua forma globale

do = 1dé—pdV

nel paragrafo 1.7, si traduce, per un corpo continuo sottoposto a pres~
sione e temperatura uniformi, nella scrittura

D
th‘gudV_TD pedV — thde

equivalente alla

Du _ De_ J4 leV

Dt~ Dt
se o, u, e, e v sono di classe C!, e se si ammette che le masse si conservino.
Anche questo risultato verra impiegato in seguito.
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STOKES, GEORGE GABRIEL, On the conduction of heat in crystals, Camb. and Dub.
Math. J., 1851, pp. 215-238.



CAPITOLO QUINTO

CINEMATICA DEI FLUIDI

5.1. Le velocita di deformazione.

Un primo esame degli aspetti del moto che si svolge con le velocita
v(x, t) puod essere condotto considerando l’assetto locale di queste velo-
cita. Concentrata I’attenzione, per il momento, sulle sole variazioni spa-
ziali, si mettono cosi in evidenza le deformazioni subite dalla massa fluida
nel suo moto, o meglio, ed in modo piu diretto, le velocita con le quali
queste deformazioni hanno luogo.

Se, all’istante #,, la velocitd v(x,#) & di classe C! nell’intorno del
punto x,, le sue componenti v, ammettono, nello stesso intorno di x,, i
differenziali
00y

4. 00k ov,
do, = dxg +dyzf+dz 57 -

Ne segue che il tasso di variazione della v nella direzione individuata dal

versore m, lungo la quale le distanze da x, vengano indicate con n, ¢
espressa dalla

oy ov ov ov
on nz'a_;c =+ nv’; + )22&
perché le componenti n,, n,, ed n, dello stesso versore n valgono nel-
I’ordine
ox ) oz
R,= == n,,=§-';i, n‘,‘:éﬁ‘.

Si vede cosi, in accordo con la definizione introdotta nel paragrafo 1.2,
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che i tre vettori

ov ov v

Ax oy 0z
costituiscono le componenti vettoriali di un tensore del secondo ordine.
Esso & detto tensore dei gradienti di velocita, ed ¢ indicato di norma come
gradv. Le sue componenti scalari (gradv)y, che vengono messe in evi-

denza scrivendo esplicitamente le tre componenti scalari di ciascuna com-
ponente vettoriale, vanno riunite nel quadro

ox ox ox
oo, v, o,
Y dy W
oz oz oz |

gradv = |

E chiaro che la singola componente scalare

o
(grad v) = =*

collocata all’incrocio della riga i con la colonna k, indica il tasso di incre-
mento con x; della componente v, della velocita.

Con lintroduzione del tensore dei gradienti di velocita, le precedenti
espressioni

d — dx 8vx+ avz

Ov:c

+d
“ov M

do,= dx ”-l-dya +dz

dov,=dx ’-I—d +dZ

per i differenziali spaziali della velocita possono essere compattate nella
scrittura
dv = dx:gradv,

giusta la definizione di prodotto misto del paragrafo 1.2. Nell’intorno

di x, ed all’istante t,, la velocita del fluido & data quindi sostanzialmente
dall’espressione

v(x) = v(xo) + dx- [gradv],, .
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Si puo scindere gradv nella sua parte emisimmetrica Q e nella sua
parte simmetrica D, rappresentate dai quadri

o M- (e
: _ 2\ox 9y 2\8x oz
_ 1 %_EB 1(cv, ¢v,
Q= 2(6y,_38x 0 5(@_—2) ’
1(ev, &v)\ 1(dv, au,
2\oz ex) 2\&z T 9y 0 J
S 1 (@1 Q) Lo, o) ]
ox 2ax Toy)  2le J“a?)
1 ov v 1(ov, ov
D= ey 9y 2 (P2 4 OV
2(6y l ax) oy Z(E)y_I 82)
ey Ll w o,
| 2\dz © ox 2 §+5ﬁ) oz

In seguito le loro componenti verranno indicate con le scritture

120, aui) 1 (0,
Qo= 2(axi“‘a_x"k > Da= 2(ax +axh)

In accordo con questa decomposizione, si pud scrivere pure
v(x) = v(X,) 4+ dx- € (%) + dx-D(x,) -

La velocita del fluido nell’intorno di x, appare cosi suddivisa in tre
componenti. La prima, v(x,), & indipendente dal punto x, ed & quindi
dovuta ad una traslazione rigida di insieme: v(x,) svolge percid il ruolo
di vettore delle velocita di traslazione rigida.

La seconda componente, dx- , ha la struttura

o~ I[{dv, v, dv, Ov,
o 0= (G =)o+ (F-5) s
1[{ov, ov, v, du,
Fal(E- e () o]
1[({ev, ov, du, v .
|-+ (G-F) ol
i,

i, i,

l)ov, v, o, w, v, &,
218y oz oz ox dx Oy
dx dy dz |
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I termini che figurano nella seconda riga di questo determinante sono le
componenti del vettore

P . #
e 8 ey (u_Bw) ., (2. dv. (a_u_gv_)
rotv=13% & oz (ay_f)z)_l l”(’c)z ax)J”z ax  dy)’
vﬂ} ‘vﬂ UZ

e si pud quindi scrivere pure
dx- 0 =%(rotv)/\dx .

Ne segue che la quantitd dx- 0 & connessa ad una rotazione rigida con
velocitad angolare
1

w =§rotv:

il tensore relativo, Q, viene detto tensore delle velocita di rotazione rigida.
La parte residua, dx- D, puo essere studiata osservando che vale I'identita

dx-D = grad-%dx-Ddx,

perché D & un tensore simmetrico: con riferimento alle proiezioni sugli
assi si ha infatti

(dx-D),;= Z dx,Dy;

(grad%dxb-dx)_= *aa ( 20k dx; Dy, dx;c)
' ’ 3 13 3
= 2‘2, x"Di,' +§Zla dkajk= zi dx,-Di, .
1 1 1
Le superfici sulle quali
1 13
zdx-D-dx=%=,,.dx;dx,D
2 21

mantiene valore uniforme sono quadriche con centro in x,, € sono tutte
simili fra loro, perché le D, sono calcolate in x,. A seconda dei valori
assunti dalle D, queste quadriche possono essere ellissoidi, iperboloidi, o
loro forme degeneri. In ciascun punto x si osserva una velocitd dx-D
normale alla particolare quadrica che passa per x: nel caso che le quadri-
che siano ellissoidi possono aversi moti associati a dilatazioni, oppure,
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disgiuntamente, a contrazioni; ove le stesse quadriche siano invece iper-
boloidi, i relativi coni asintotici dividono l'intorno di x, in zone nelle
quali si ha dilatazione ed in zone nelle quali si ha contrazione.

Lungo ciascuna semiretta uscente da x, le velocita dx-D si manten-
gono fra loro parallele e presentano intensita crescente con la distanza
da x,. Esistono almeno tre rette mutuamente ortogonali, passanti per x,,
che intersecano normalmente le quadriche della famiglia. Lungo ciascuna
di queste rette, pertanto, la distribuzione delle velocita dx-D ¢ quella
che risulterebbe da una pura dilatazione uniforme, o da una analoga
contrazione. Lungo tutte le altre rette passanti per X,, in generale, la distri-
buzione delle velocita dx- D & quella dovuta ad una dilatazione uniforme, o
ad una contrazione della stessa natura, unita ad una rotazione rigida:
velocita-di allungamento e di rotazione che sono perd caratteristiche della
particolare retta considerata.

In ogni caso, le velocita dx- D risultano connesse a deformazioni locali
del corpo fluido. Per questo motivo D ¢ detto tensore delle velocita di
deformazione. '

A volte & comodo scindere D in un tensore isotropo

_ (13 _ (L& 9y, _ divy
L=(5os) 1= (GRE) 1= 5
e nel deviatore S residuo. Ricorrendo al simbolo di Kronecker

1 er i=k
6:L={ P

0 perizk
si ha quindi
divv
k= Taik s
divy
Sa=Dg— 3 Oy«

Per costruzione, L & un tensore simmetrico, e si possono esprimere
le velocita dx-L ad esso associate nella forma

1

dx-L= grad2

dx-L-dx,
in modo del tutto analogo a quello gia seguito per le velocitd connesse
al tensore B. Le quadriche sulle quali

3 vy 3
> o dox; dxp Liy= dl; Y 2 (dxy)?

S e

1
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assume valore uniforme sono sempre delle sfere. Cosi, le velocita dx-L
riescono puramente radiali, ed indipendenti, in modulo, dalla direzione
scaturente da x,. Esse rappresentano dunque effetto di una dilatazione, o

contrazione, locale. Per questo motivo L & detto tensore delle velocita di
dilatazione.

Anche S, quale differenza di tensori simmetrici, & un tensore simme-
trico, e le velocitd dx-S possono venir espresse come

dx'S = grad 3 dx-S-dx.
Le quadriche sulle quali

e dx: dxg Sa

N —
“Me

risulta uniforme devono essere iperboloidi, o forme degeneri associate.
Cio perché, allontanandosi da x, lungo gli assi coordinati si incontrano
zone nelle quali I'espressione in esame assume, nell’ordine, i valori

1 1 1
‘Z‘Sw_xldx!z s 'Z'SWW.VP ’ —2-S,z|d2|2 .
che non possono essere tutti dello stesso segno, dato che, per costruzione,

3 k)
Sat Sut = 31 (Du Y o) = 31 22— divy = 0
1 1 OXg

Y—Xo

0(x,) = Hx,) = §(x) = 0
;- f~~.‘

/ I"\
- ’r—vL v, df

dy

X=Xy

Fig. 5.1. - Esempio di. trastazione rigida.
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Y=Y

Cinema_tica dei fluidi

V(X‘,) = L(Xo)-= S(X(,) =0

[Cap. 5

Rpy=y,=0 0, =1
/dx!},vd_z
by
Ny
"Fig. 5.2. - Escmpio di rotazionc
dyf2,.dr. rigida.
Y= .

] K]
5 %‘.,ed.\qd‘\",L,‘k= cosl.

Fig. 5.3. — Esempio di dilatazione.

Y,
4

dy

dy

V)= 0 (%) = S(x) = 0

Lo=:L, LoL=0

ot

XXy

‘-u—-dx.J \ -

dxl,, dt



Par. 5.1] Le velocitd di deformazione 93

W(%0) = 0 (xq) = L(%) = 0

Sprd Syt Su=0 Soy=15,,

\ /
¥ N
72“ dx; dx,S,,= cost. (dxS,, + d¥S,,) d¢

I dy
N ]
i ) 7 /x—x
I n e Y7 |
/_-""——__:L“
- - - LY /__
-~ :

e d.x f—

(dxS..+ dyS,.)dt

Fig. 5.4. — Esempio di distorsione.

Il risultato di quest’ultimo calcolo mostra inoltre che la divergenza del
campo delle velocita dx-S & nulla: infatti

3 a(dX'S)k: 3 8(dxSy) _ <

div (de) = 2}.‘ axk 8 ;i,k ox, - %k Slckz 0.

Complessivamente, la velocitda dx-S riescono ortogonali alle quadriche
di una stessa famiglia di iperboloidi, e presentano divergenza nulla: esse
sono quindi connesse ad un moto che avviene con distorsioni del corpo
fluido, ma senza cambiamenti del suo volume. Il fatto viene espresso
dicendo che si tratta di un moto di pura distorsione, ed il tensore S viene
detto percid tensore delle velocita di distorsione.

Quando si opera la scissione di @ in L ed S, le velocita presenti istante
per istante nell’intorno di x, sono fornite dalla

v(x) == ¥(Xo) 4 dx* Q(Xg) + dx-L(Xo) -+ dx S(xo) :
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il contributo dei singoli ternini ora elencati ¢ messo in evidenza dalle
figure 5.1, 5.2, 5.3, 5.4.

5.2. L’accelerazione.

La derivata temporale delle velocitd di un particolare elemento fluido
costituisce ’accelerazione dello stesso elemento fluido. L’accelerazione
a(x, ) & pertanto il tasso di variazione intrinseca nel tempo della velo-
citd v(x, 1): si ha ciog, se v & di classe C,

a(x, 1) = —[I)ztv(x, t.

Eseguendo la derivata sostanziale su ciascuna componente di v come
indicato al paragrafo 4.2 risulta

_]2 cvk
B U +Z, =ax

Percio, se si intende con gradv il tensore di componenti
vy,
(gradv),,= .’
gid impiegato nel paragrafo precedente, si pud scrivere
D 2
V= (at +v grad)v
in piena analogia con l’espressione per la derivata sostanziale degli scalari.
Nello spazio ordinario, tuttavia, I'impiego della notazione tensoriale

pud essere evitato con una semplice modifica nelle scritture. Aggiungendo
allo sviluppo per la derivata sostanziale della componente v, il termine,

ovviamente nullo, ]
S, (e 2o
5 \ox, ox,

e riordinando si ottiene infatti

D oy 3 oy, 3 Coy o v*
D%~ oY ”i(m ox) + glvlax T VAot -5
ossia

D ja)
o V= %;—-v/\rolv—kgrad%z

in modo, questa volta, strettamente vettoriale.
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5.3. Traiettorie, linee di corrente e linee di emissione.

Per passare ora a descrizioni globali del moto associato alle velocita v,
si possono seguire vie diverse, anche se tutte basate su particolari tipi di
integrazione della funzione v(x, #). Se lo scopo principale & quello di visua-
lizzare il moto nel suo insieme, si possono associare al campo delle velo-
cita alcuni sistemi di linee geometriche: di questi fanno parte le traiettorie,
le linee di corrente e le linee di emissione.

Le traiettorie sono le linee percorse da ciascun elemento fluido al tra-
scorrere del tempo. 1l riferimento a queste linee puo essere efficace durante
intervalli temporali contenuti, tali comunque da non consentire la diffu-
sione dell’elemento fluido in tutta la massa in moto. Inoltre, 'immagine
del moto fornita dalle traiettorie non &, in generale, molto comoda: queste
linee possono intersecarsi reciprocamente, o ripassare per gli stessi punti
geometrici, perché elementi fluidi che transitano in momenti differenti per
un punto assegnato.possono seguire percorsi diversi.

Indicata con X la posizione x raggiunta all’istante ¢ dall’elemento
fluido che passa per il punto x, al momento #,, ’equazione della traiet-
toria corrispondente ¢ data in forma paraimetrica dalla funzione del tempo

X = X(xq, to; 1)
che risulta dall’integrazione della forma differenziale
dX = dx = v(x, t)d¢
con le condizioni iniziali
[X)..,= %o

Sempre in generale, la rappresentazione del moto attraverso le linee
di corrente risulta pil completa e pit maneggevole. Le linee di corrente
sono le linee che, in un dato istante, hanno tangente diretta come la velo-
cita locale v. Benché I’insieme di queste linee si modifichi al passare del
tempo, le varie linee di corrente tracciate con riferimento ad un dato mo-
mento si presentano distinte fra di loro, giungendo ad intersecarsi reci-
procamente solo in corrispondenza dei punti di ristagno istantanei, e cioé
nei punti ove v & momentaneamente nulla. Gli elementi fluidi che si tro-
vano su una linea di corrente all’istante considerato sono animati da velo-
cita dirette lungo la linea stessa, e le loro traiettorie sono quindi tangenti
ad essa; inversamente, la linea di corrente & inviluppo delle traiettorie degli
elementi fluidi che le appartengono.
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Se le direzioni delle velocitd v non mutano nel tempo, anche le linee
di corrente si mantengono fisse. Di piu, tutti gli elementi fluidi che tran-
sitano successivamente per un punto dato hanno traiettoria con tangente
locale sempre identica, e coincidente con la tangente locale alla linea di
corrente. Siccome cid avviene ovunque, le traiettorie e le linee di corrente
si identificano a vicenda. Il fatto si presenta a maggior ragione quando
il moto & permanente, e le velocita locali non mutano nel tempo neppure
in modulo. '

I singoli punti di una linea di corrente relativa all’istante #, possono
essere contraddistinti dai valori di un parametro s, costruito ponendo
arbitrariamente s = s, sul punto X, ed aggiungendo poi ad s,, in corri-
spondenza di ciascun altro punto x, la lunghezza dello sviluppo dell’arco
orientato compreso tra x, ed x. Cio fatto, gli elementi d’arco dx devono
risultare in, accordo con la forma differenziale

= Y%, 1)
dx = oK 1) ds.

Integrandola, e ricordando che si € posto

[x]s=s., = Xo,

si ottiene la rappresentazione parametrica
x = X(Xo, to; 5)

della linea di corrente in esame.

. Un’altra descrizione utile & basata sulle linee di emissione., Ciascuna di
queste, ad un dato istante, collega fra loro gli elementi fluidi che sono
passati in precedenza da un punto fisso. Al passare del tempo, le linee di
emissione si modificano progressivamente, e finiscono sempre con il per-
dere significato per il graduale dissolversi degli elementi fluidi ai quali
fanno riferimento. Inoltre, gli elementi fluidi che ad un dato momento
si trovano su una linea di corrente sono animati da velocita dirette come
la tangente alla medesima linea di corrente, e le-linee di emissione cui
essi appartengono riescono -tangenti alla linea di corrente di partenza;
inversamente, le lineé di corrente sono inviluppo delle linee di emissione
relative ai-punti che le compongono. - .

Naturalmente, se le direzioni delle velocita rimangono immutate nel
tempo, e quindi, in particolare, se il moto & permanente, le linee di emis-
sione si sviluppano lungo le traiettorie, che, come si & visto, sono a loro
volta sovrapposte alle linee di corrente. '
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Indicate con e le coordinate della linea di emissione, quale si presenta
all’istante ¢, dopo esser scaturita dal punto x, a partire dal momento ¢,,
deve essere

e = (X, ty; 1),
e queste coincidono, per definizione, con le coordinate al tempo ¢
X =X(x0, %15 )

delle traiettorie degli elementi fluidi che sono passati per x, nell’intervallo
di tempo <<,

5.4. T potenziali di Stokes.

Un’altra descrizione globale del moto si fonda sull’impiego dei poten-
ziali di Stokes per le velocita v. Come indicato da Stokes nel 1851, un
qualunque campo vettoriale v ammette sempre decomposizioni della forma

v(x, t) = grade(x, 1) + rot Y(x, 1) ,

nella quale figurano un potenziale scalare ¢ di v, ed un potenziale vettore P
della v stessa. Si nota subito che i due potenziali non sono fissati in modo
univoco: ¢ & definito a meno di una funzione del tempo arbitraria, P a
meno del gradiente di uno scalare, anch’esso arbitrario, ed eventualmente
variabile nel tempo.

.In particolare, ammesso che ¢ e  siano di classe C? si ha

rot gradp =0 e divrottp =0,

cosi grade rappresenta la componente di v con rotore nullo, mentre
rot P quella a divergenza nulla. Inversamente, un campo di velocita, di
classe C!, con rotore nullo, ossia, come si dice abitualmente, un campo
irrotazionale, & rappresentato dal solo potenziale scalare, ed un campo
di velocita, sempre di classe C1, ma con divergenza nulla, che viene detto
campo solenoidale, & rappresentato dal solo potenziale vettore. Se poi il
campo delle velocitd & contemporaneamente irrotazionale e solenoidale
si puo far uso sia di un potenziale, sia dell’altro, isolatamente.

Il moto connesso ad un campo irrotazionale di velocita & detto moto
irrotazionale. Per contro, in accordo con quantoricordato al paragrafo 4.3,
un moto associato ad un campo solenoidale di velocita & detto moto isocoro.

4. MARCHI-RUBATTA.
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5.5. Potenziale scalare delle velocita,

Se il campo delle velocita v(x, f), di classe C!, & irrotazionale in un
dominio ¥V, ossia se risulta '

rotv=0
identicamente in V, esiste un potenziale scalare ¢(x, f) che porge
v=grade.

Infatti, quando & rotv =0, la formula di Kelvin

fv(x, £)-dx =f(rot v)-ndA4

L

assicura che la circolazione di v lungo una qualunque linea regolare chiusa
riducibile ad un punto per deformazione continua in V riesce nulla. Cio
consente di costruire una funzione scalare ¢(x, t) assegnandole un valore
@(Xg, ¢) in un punto di V, ed il valore

@(x, 1) = |V(x, 1) dX + ¢(Xo, )
Xo
in ogni altro punto di V stesso, proprio perché il valore dell’integrale non

dipende dalla curva congiungente x, con x. Per la funzione cosi costruita
si ha ‘

X
grade(x, t) = grad|v(x, £)-dx = v(x, )
Xo
come richiesto.

Va osservato che ¢ risulta funzione ad un valore se il dominio ¢ sem-
plicemente connesso, ma non ¢ tale, di solito, nei domini a connessione
multipla. Esistono in questi ultimi domini curve regolari chiuse che non
possono essere ridotte ad un punto per deformazione continua senza uscire
dal dominio stesso. A ciascuna di queste curve L;, e ad ogni altra ad essa
riconducibile per deformazione continua in ¥, compete tuttavia un ben
preciso valore, eventualmente nullo, della circolazione

Iy =fv(x, t)dx,

che & detto costante ciclica della curva. Percio, se nel costruire ¢ si segue
una linea di integrazione che conduca da x, ad x non piu direttamente,
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ma dopo aver percorso anche #; curve del tipo in questione, si ottiene
un nuovo valore del potenziale, che differisce di 1, I'i(f) da quello pri-
mitivo. Analogamente, nei domini » volte connessi, i valori locali del
potenziale riusciranno diversi fra loro per le quantita

n—1

2 I(1)
1

In accordo con l’ipotesi che v = gradg sia‘ di classe C!, ¢ presenta
superfici di livello dotate di normale variabile con continuita. Le superfici
equipotenziali costituiscono quindi una famiglia di superfici ortogonali
alle linee di corrente, eccetto che nei punti di ristagno.

5.6. Funzioni di corrente.

Quando il campo delle velocita v(x, ?), di classe C!, & solenoidale in
un dominio V, e riesce percid identicamente in V

divv =0,
si pud costruire nel dominio ¥ un campo vettoriale (x, f) che dia
v=rot.

Come ¢ naturale, 'impiego del potenziale vettore riesce particolar-
mente comodo se tale campo vettoriale si presenta piu semplice del campo
vettoriale costituito dalle v. Cid avviene effettivamente in concomitanza a
specifiche simmetrie del campo delle velocita.

Si consideri, come primo esempio, quello del moto piano. Con questo
termine si indica un moto dotato della seguente proprieta: esiste un rife-
rimento cartesiano ortogonale rispetto al quale il vettore velocita v ha
componente lungo I’asse z identicamente nulla, e componenti secondo gli
altri due assi indipendenti dalla stessa coordinata z. Adottato tale riferi-
mento, si tracci su uno dei piani a z costante una curva L regolare e chiusa,
come quella riportata in figura 5.5, e si fissi 'attenzione sul volume V
delimitato dal cilindro retto, di altezza unitaria, che si appoggia alla
curva L e che ha generatrici parallele all’asse z. Secondo il teorema della
divergenza, indicato con n il versore normale interno per il contorno A4-
di ¥, ed ammesso che V sia semplicemente connesso, deve essere

jdivvdV=-—Afv-ndA.
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X

Fig. 5.5. - Linea L sul piano campione ed altri elementi connessi alla determinazione della fun.
zione di corrente di Lagrange.

Ma lintegrale di volume € nullo, perché il campo delle velocita & sole-
noidale, e quello di superficie, per la particolare geometria scelta e per
I'ipotesi di moto piano, risulta numericamente uguale all'integrale di linea

fv-ndL,

L

purché si intenda ora con n il versore normale per la curva L, disposto
sullo stesso piano di L. Questo integrale di linea riesce dunque identi-
camente nullo, e di conseguenza risulta indipendente dalla forma della
linea di integrazione anche
N . x
f v-ndL,

Xo

quando il verso di n ¢ fissato in maniera concorde su tutte le linee da x,
ad x, deformabili in modo continuo fino a' sovrapporsi reciprocamente.
Si puo, ad esempio, adottare la convenzione che n e la tangente alla linea
orientata da x, ad x formino tra loro un angolo equiverso con quello com-
preso fra i semiassi positivi x ed y. Scelto ora un valore (X, y,, £) =
= y,(x0, Yo» )i, per il punto x,, si pud costruire la funzione

Y(x, 1) = izfvndL + P(x,, 1) .

Xo
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Per essa si ha

X

rot ‘-I) = lm% Wz'"“iy aix Y, = (lz%“ iv 'éa?c) f(vm dy"‘ Uy dx) = ixvx+ i1,:7)1.'= v
Xo

e percid ¢ costituisce un potenziale vettore della v.

La y,, che & I'unica componente di questa ¥, e che pud quindi essere
indicata semplicemente con v, ha due importanti proprieta: rimane co-
stante lungo le linee di corrente, perché lungo esse v-n & identicamente
nullo, e presenta differenze %(x) — w(X,) uguali al flusso della velocita at-
traverso ciascuna linea congiungente X, con x. Per questi motivi y(x, ?) &
detta funzione di corrente, o, in modo pill preciso, funzione di corrente di
Lagrange, dato che Lagrange ne introdusse 1’uso, nel 1783, proprio consi-
derando queste sue proprieta. In termini della w(x, t), le coinponenti della
velocita sono espresse dalle

_% oy
=5 =
come risulta subito dallo stesso sviluppo che porge rot ¢ =v.

Se il dominio V interessato dal moto piano & inolteplicemente con-
nesso, il potenziale vettore e la funzione di corrente possono risultare a

piu valori. Le differenze fra i valori che competono allo stesso punto nello
stesso istante sono combinazioni lineari dei valori

Uy

f\“nde

Zy
relativi a curve L, non riconducibili, per deformazione continua in V,
né ad un punto, né k une alle altre.

E possibile svolgere considerazioni sostanzialmente analoghe nel caso
dei moti a simmetria assiale. Per questo genere di moti esiste un riferimento
sferico di coordinate r, &, e @ rispetto al quale la componente della velo-
citd lungo le # ¢& identicamente nulla, mentre le altre due componenti
sono indipendenti dalla stessa coordinata angolare . Considerato un
volume ¥ come quello preso ad esemnpio in figura 5.6, e cioé un volume
semplicemente connesso, delimitato da due semipiani- meridiani aventi
distanza angolare & reciproca unitaria, ¢ da una superficie ottenuta per
rivoluzione attorno all’asse polare di una linea L regolare e chiusa trac-
ciata su uno di tali semipiani, si ha di nuovo, per il teorema della diver-
genza, che

'fdivvdV:— v-ndA.,

A
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essendo n il versore normale interno per la superficie chiusa 4 che deli-
mita V. Anche ora, dato che il campo delle velocita & solenoidale, l'inte-
grale di volume risulta nullo, e nullo & pertanto pure quello di superficie.

£ Faind

asse polare

Fig. 5.6. ~ Linea L sul semipiano di riferimento ed ulteriori elementi necessari per determinare la
funzione di corrente di Stokes.

Quest’ultimo poi, per I'ipotesi di moto a simmetria assiale, e per la par-
ticolare geometria di 4, & uguale allintegrale

frsimﬂv'ndL,

L

intendendo perd che n rappresenti qui il versore normale ad L apparte-
nente allo stesso piano di L. Ne segue che l'integrale di linea

x

[rsin®v-ndL

Xo

dipende solo dai punti estremi, purché i versi di n siano fissati in modo coe-
rente su tutti i percorsi di integrazione, ponendo, ad esempio, che la rota-
zione retta necessaria per rendere n parallelo alla linea orientata da x, ad x
abbia lo stesso verso delle ¢ crescenti, Attribuito il valore (ry, &,, 1) =
= y4(re, Do, )i, al punto x,, si pud assegnare il valore

x .

Y(x, 1) =is }"gil'ﬁ"{ﬁ [ fr sind v-ndL + resindy vo(Xq, t)]

Xo
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ad ogni altro punto x. E facile controllare che

L =i, e o (i Yg) —p o - (1 sin pe) =
To q)—l,rﬂsinﬁ 55 (rsn? vo kl"rsm"ﬁ" (rsiné o

rsind or

Xo

1 @ ., 1 @\[. L
=\l 258 36 1% 75ind 37 r_smz?(w vedr + v,r d9) = Lo, + igvs=1v,

ed accertare cosi che questa ¢ & un potenziale vettore del campo delle
velocita.

A causa del fattore legato alle coordinate r e ¢ del punto x, il poten-
ziale vettore ¢ ora introdotto non si mantiene costante lungo le linee di
corrente. E costante invece il prodotto

P(X,t) = rsind yo(x, 1) =fr sind v-ndL -+ rosindg pa(Xo, £) .

Xo

Inoltre 2=fw(x) — w(x,)] fornisce il flusso della velocita attraverso la super-
ficie generata dalla rivoluzione intorno all’asse polare della linea che con-
giunge X, ad x. In base a queste sue proprieta, la ¥ & stata proposta da
Stokes quale funzione di corrente, nel 1842, ed & nota oggi come funzione
di corrente di Stokes. 11 confronto della definizione di ¥ con lo sviluppo
di rot{ = v mostra che le componenti della velocita possono venir espresse
come
v 1_,,_. ag’ Vo= _ ,_!_ .a_l_l_l
"~ F2sind 99’ ° rsind &r
in termini della funzione di corrente di Stokes. :
Naturalmente, per i motivi gia piu volte indicati in contesti analoghi,
anche nei moti a simmetria assiale il potenziale vettore e la funzione di
corrente possono essere funzioni a piul valori quando il dominio sede del
moto ha connessione multipla.
Le considerazioni qui svolte dipendono dal fatto che il campo delle
velocita sia solenoidale. Come esposto nel paragrafo 4.3, la condizione
divy =0 ¢ verificata se il moto & isocoro, ossia se

D

p;¢ =0

ed a maggior ragione nei moti che presentano densita uniforme e per-
manente. '
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Nei moti a densita permanente, aventi

2

. a @ = 0 y 7

riesce invece solenoidale il campo vettoriale ¢v, dato dal prodotto della
densitd o per la velocita v, come avverte 'equazione di continuita. Nel
caso dei moti a densitd permanente si possono cosi introdurre potenziali
vettori e funzioni di corrente per il campo vettoriale ov.

5.7. Moti irrotazionali ed isocori.

Si ammetta ora che il moto sia rappresentato da un campo di velo-
cita v(x, 7), di classe C!, contemporaneaimente irrotazionale e solenoidale.
Per essere )
‘ rotv=0,

esiste un potenziale ‘g, in termini del quale riesce

v=gradg,
e per essere inoltre
divv=0,
si ha pure
divgradeo = V2 =0.

Sotto le condizioni esposte, il potenziale ¢ per le velocita & dunque fun-
zione armonica nel dominio V di definizione del mioto.

E valida anche la proposizione inversa: tutte le volte che un campo
di velocita, di classe C!, ammette potenziale armonico, esso rappresenta
un moto che non & solo irrotazionale, ma anche isocoro.

Il fatto che un moto irrotazionale riesca isocoro se e solo se il poten-

Y

ziale delle velocita ¢ armonico ¢ stato messo in evidenza da Euler gia
nel 1761. R : . ‘
L’armonicita del potenziale ¢ implica che ¢ stesso & analitico e risulta
comme tale derivabile quante volte si voglia, producendo altre funzioni
armoniche attraverso le successive derivazioni: in particolare anche le
componenti della velocita sono. armoniche. Data ’armonicita del poten-
ziale e delle.componenti della velocita, queste funzioni non possono pre-
sentare punti di massimo o di minimo relativi nell’interno del dominio V.
Cosl, ¢ e le sue derivate spaziali assumono i loro valori massimi e minimi
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sulla frontiera 4 di V. E interessante osservare che nemmeno il modulo
di v puo avere punti di massimo nell’interno del dominio V. Cid perché,
assunto l'asse x diretto come v in un ipotetico punto X, di massimo per v2,
deve esistere nell’intorno di xo un altro punto x in cui la »,, che non puo
avere in X, un massimo relativo, assume valore maggiore di quello pre-
sentato in X,. Ne segue

(0] > [v2],

ed a maggior ragione

[Ple= [+ 0} + 2] > [, = [P,

in contrasto con la supposta esistenza in x, di un massimo relativo per
il modulo della velocita. Per contro, il modulo della velocitad pud presen-
tare punti interni di minimo relativo, ed in particolare v pud annullarsi
anche internamente a V.

Altra importante conseguenza dell’armonicita del potenziale riguarda
la dipendenza della distribuzione di ¢ nei punti interni di V dalle con-
dizioni per ¢ e per le sue derivate spaziali vigenti sulla frontiera 4. Dal-
I'identita

div(p grade) = e div gradg + grad ¢ - grade = |grad ¢|?

e dal teorema della divergenza

fdiv(ga grad ¢) dV = —f(p gradg-ndA,

A

cui si pud fare direttamente ricorso se V & dotato di frontiera regolare,
con versore normale interno n, ed € semplicemente connesso e limmitato,
segue

2qV = [ 7
f[gradqv] dv = *J‘ n d4.

E percio, quando le condizioni imposte lungo il contorno A4 sono tali da
annullare lintegrale di superficie ora scritto, |grad¢|?, che ¢ intrinseca-
mente non negativo, deve riuscire nullo in tutto V, e ¢ deve ridursi ad
una costante. Di qui si trae subito un criterio di unicita per il potenziale:
una volta fissati sul contorno A4 i valori di ¢ o, disgiuntamente, della sua
derivata normale, sussiste nei punti interni del dominio una sola funzione
potenziale, a meno di una eventuale ed inessenziale costante additiva.
Basta osservare che la differenza fra due ipotetiche distribuzioni di ¢ riesce
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ancora armonica, ma risulta assoggettata a condizioni di frontiera che,
per essere pari alla differenza di quelle imposte alle singole ¢, sono tali
da ridurla ad una costante.

Alcune semplici osservazioni permettono di estendere questo risultato
al caso di domini, sempre regolari e limitati, ma dotati di connessione
multipla. Domini siffatti possono sempre essere ricondotti a domini sem-
plicemente connessi con l'introduzione di barriere opportune. Attraverso
queste, e solo queste, il potenziale risulta discontinuo, con un salto pari
alla costante ciclica I" delle curve chiuse, non riconducibili ad un punto
per deformazione continua in ¥V, che le barriere hanno rese aperte. Attra-
verso le stesse barriere, per contro, v resta continuo. Applicando al nuovo
dominio, semplicemente connesso, la relazione

8
2 qy — oy
flgrad¢| ¥ =—lp=-dd

si mettono cosi in evidenza componenti del tipo
Jr G(pdAk_J‘f 2 ad,

che provengono dall’integrazione lungo le due facce opposte delle sin-
gole barriere. 1l gradiente del potenziale sara certamente nullo in tutto V
se, accanto all’ipotesi che il termine dell’integrale di superficie connesso
alla frontiera del dominio primitivo si mantenga nullo, si introducono
nuove condizioni atte ad annullare anche le componenti relative alle bar-
riere. Si puo richiedere, ad esempio, che le varie I siano tutte nulle. Cid
fatto, due potenziali ¢ che, in un dominio pluriconnesso, soddisfano le
stesse condizioni di frontiera e presentano le medesime costanti cicliche
non possono differire fra loro che per la solita inessenziale costante
additiva.

Un’ulteriore estensione & conseguibile rimuovendo la condizione di
dominio limitato, anche se questo comporta naturalmente I'introduzione
di ipotesi limitative sul comportamento di ¢ a grandi distanze. Troncato
il dominio illimitato con una superficie sferica, si pud scrivere la solita
relazione

2 gy — [ <®
f|grad p|*dV = ."(p n d4
v A

con riferimento alla porzione del dominio di partenza compresa entro
la sfera stessa. Ancora una volta grade riesce nullo in tutto ¥ quando
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le condizioni imposte lungo 4 sono tali da annullare Pintegrale di super-
ficie. I] risultato puo essere trasferito al dominio illimitato facendo crescere
oltre ogni limite il raggio della sfera, e richiedendo, ad esempio, che risul-
tino separatamente nulle sia la componente dell'integrale di superficie
legata alla frontiera, eventualmente illimitata, del dominio originario, sia
il limite delle componenti '

o
qu 51-1 dAe

e

relative alle intersezioni A, delle varie superfici sferiche con lo stesso do-
minio. La prima condizione & sicuramente verificata se i valori imposti a ¢
od alla sua derivata normale lungo la frontiera del dominio illimitato
sono identicamente nulli. Circa la seconda condizione va osservato che
I'integrale

f%dAe:f(gradtp)-ndAe:fV'ndAe,

Ae Ao

in accordo con la definizione introdotta nel paragrafo 4.1, rappresenta
la portata volumetrica che penetra nei domini parziali attraverso le 4., e
che questa & uguale alla portata volumetrica uscente dagli stessi domini
attraverso le rispettive porzioni 4, di 4. Infatti, per il teorema della diver-
genza e per lipotesi divv =20, si ha

B

fv-ndAe= _fdivvdV—jv-ndA,= —jv~ndA,, .
v Ay Ap

Al crescere del raggio delle sfere, la portata uscente attraverso A, tende
alla portata uscente lungo tutto 4. Se questa portata ¢ limitata, il valore

limite di
e
f Y &n d4.

riesce certamente nullo quando ¢ tende ad annullarsi uniformemente a
grandi distanze. Cosi, in un dominio illimitato, due potenziali ¢ che sod-
disfano le stesse condizioni di frontiera, che comportano il transito ¢i
portate limitate, e che a grandi distanze assumono la medesima distri-
buzione, riescono necessariamente coincidenti.

I criteri di unicitd ora esposti richiedono che lungo la superficie di
contorno del campo interessato dal moto la derivata normale del poten-
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ziale venga fissata solo -disgiuntamente dalla distribuzione del potenziale
stesso, ossia solo disgiuntamente dai valori della sua derivata tangenziale.

. In generale, quindi, non si pud richiedere che il ﬂu1do a contatto con
una parete si muova solidalmente con essa. .
~ In.modo piu preciso, gia nel 1876, Kirchhoff osservava che se il ﬂu1do
aderisce ad una porzione di superficie di contorno finita e ferma, I'unico
moto irrotazionale ed isocoro & lo stato di quiete. Cid perché il poten-
ziale @, armonico, presenterebbe allora derivate priime identicamente nulle
sulla superficie considerata e sarebbe quindi uniforme in tutto il dominio
occupato dal fluido. Analogo risultato sussiste ovviamente se I’elemento
di superficie & aniimato da traslazione rigida: il moto relativo ad essa &
ancora rappresentato da un potenziale armonico uniforme.

Come indicato da Supino nel 1949, la. condizione di aderenza risulta
di nuovo incompatibile con lo stato di moto irrotazionale ed isocoro se
tutta la frontiera del dominio occupato dal fluito ¢ in moto di rotazione
rigida, con velocita angolare istantanea ().

Per un osservatore che vede in rotazione la frontiera intorno all’asse z,
le velocita v del fluido ammettono il potenziale istantaneo g(x, t). Ad un
osservatore rotante intorno all’asse z che veda ferma la frontiera, il fluido
appare invece animato dalle velocita

v=gradp— wAX

OVVvero
a A a
~ coy ~ Py ~ _ 00
Uy = 20ng - 3x °’ Uy = é; v, = 2z
con
- ¥1=Q—w,Xy

ancora armonica. Cosi 2, € v, sono armoniche, ed identicamente nulle
_per la condizione di aderenza, nel caso dei domini chiusi. Altrettanto av-
viene nei domini illimitati, purché le stesse velocita tendano ad annullarsi
in modo uniforme a grandi distanze e gli integrali di superficie dei loro
gradienti normali riiangano limitati. Ne segue che g, pud essere solo
lineare in x, ma questa sua espressione ¢ di norma incompatibile con
la prima condizione di aderenza, 7,= 0, che implica

g,

°P1_ o

A = ~— 40 .
ox 14

L’impossibilita che un moto. irrotazionale ed isocoro soddisfi le condi-
zioni di aderenza alle pareti solide che delimitano ’ambiente indica che
il moto di un fluido reale non pud essere effettivamente irrotazionale ed
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isocoro, perché le osservazioni sperimentali hanno assodato che i fluidi
si attaccano alle pareti solide. Cid non ostante, come verra chiarito in
seguito, lo schema in questione pud fornire delle informazioni utili sul-
I’assetto dei moti reali, ove lo si impieghi rinunciando al rispetto della
condizione di aderenza, e quindi a precisazioni di dettaglio sull’andamento
delle velocita in vicinanza delle pareti.

Per la sua stretta connessione con i criteri di unicita, conviene ricor-
dare qui anche un risultato conseguito da Kelvin nel 1849, che & atto a
caratterizzare i moti irrotazionali ed isocori: in un dominio V semplice-
mente connesso e limitato, il valore

Juz dv

v

che compete al moto irrotazionale ed isocoro & minore di quello relativo
ad ogni altro moto isocoro avente la medesima distribuzione di velocita
normali alla frontiera.

Per accertarsi di questo fatto basta osservare che se vy= v;-—V sono
le velocita ottenute per differenza tra le velocita v; di un moto isocoro
non irrotazionale e quelle v=grade¢ di un moto isocoro con poten-
ziale @, si ha che

va% dv =vfu2 av —|-va3 dav — 2VJ.(grad @) vedV

e che le condizioni indicate rendono nullo l'ultimo di questi integrali.
Dato che la differenza fra due campi solenoidali &€ ancora un campo sole-
noidale, riesce intanto

(grad ¢) vo= div(gve) — ¢ divv, = div(pve) .

Cosi, giusto il teorema della divergenza, I'integrale in discussione assume
la forma

f div(pvo) dV = — j pvorndA

nella quale n indica il versore normale interno per la frontiera 4 del domi-
nio ¥, ed appare quindi nullo, come richiesto, perché v,, quale differenza
fra campi di velocita con identiche componenti normali ad A, porge valori
di vy'n costantemente nulli.

Le limitazioni sulla connessione o sulla estensione di V' possono essere
facilmente rimosse, e sostituite da altre, come gia fatto a proposito dei
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criteri di unicita. Se il dominio presenta connessione multipla, si possono
introdurre in esso delle barriere che lo rendano semplicemente connesso:
¢ allora

fdiv(pvo) dv = ~f¢v0-n d4 —zkfl‘kvg-n dA,
v 4 Ax

con valore sempre nullo, se sono tali tutte le costanti cicliche I, del moto
irrotazionale. Nel caso dei domini illimitati, compaiono anche termini
del tipo

—~J.¢v.°ndA.,

che riescono perd nulli anch’essi, se ¢ si mantiene sempre limitato al cre-
scere delle dimensioni delle 4,, perché la portata in transito associata al
moto di velocitd v, & nulla.

Il risultato ora esposto si presta ad una lettura dinamica immediata
quando il moto avviene con densitd uniforme e permanente: essendo

%J.gv2dV=—%gJ‘v2dV,
v

v

il moto irrotazionale con densitd uniforme e permanente appare dotato
di energia cinetica minore di quella di ogni altro moto di pari densita,
ferme restando le altre condizioni enunciate.

5.8. Moti con divergenza e rotore non nulli.

1 campi di velocitd v(x, ), di classe C!, che presentano contempora-
neamente divergenza e rotore diversi da zero non rientrano fra i casi con-
siderati negli ultimi tre paragrafi. Se si verificano queste circostanze non &
pill possibile rappresentare il campo delle velocita con uno solo dei poten-
ziali di Stokes, ma si deve porre

v=gradp +rot¢ .
Si osserva subito che
divv =divgrad ¢ 4 divrot ¢ =divgradg = V3¢,

e quindi che la componente di ¢ atta a rappresentare quella parte del
campo delle velocita che ha divergenza non nulla si ottiene risolvendo
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I'equazione di Poisson
V2p =divv.
Si ha pertanto
1 (divv
(p(X) = —‘4'_," T dV:

v

ove d sta per la distanza del punto 'x’, variabile nel dominio V interessato
dal moto, dal punto x, nel quale si vuole calcolare il potenziale.
Relativamente al potenziale vettore  si verifica che

rotv =rot gradg 4 rotrot Y = rotrot ¢ = — V2 + graddive .

Inoltre, ci si pud servire del margine di arbitrarietd connesso alla defini-
zione di ¢ per rendere  stesso solenoidale. Allo scopo basta costruire
un potenziale scalare %, che rappresenti un campo vettoriale con diver-
genza uguale a quella di ¢, integrando lequazione di Poisson

Viy,=divd.

Sottratto ora grad v, alla ¢ originaria si ottiene un nuovo potenziale
vettore, che ¢ solenoidale e che rappresenta il medesimo campo di velo-
cita. Si pud dunque assumere che  sia solenoidale, ed in tal caso I’espres-
sione precedente per il rotore della velocitd porge

V2 = —rotv

che ¢ di nuovo un’equazione di Poisson. Risolvendola si ottiene
rotv
$(x )—~ el

quale componente di ¢ capace di rappresentare la parte del campo delle
velocita avente rotore non nullo. Al solito, d indica la distanza del punto X,
che varia in tutto il dominio V interessato dal moto, dal punto X, in cui
si vuole calcolare .

1 potenziali ¢ e ¢ cosi prodotti non descrivono la parte del campo
delle v che ¢ irrotazionale ed isocora. Per quest’ultima si pud ricorrere
ad una componente arinonica del potenziale scalare, conie gia fatto al
paragrafo 5.7, oppure ad una componente armonica del potenziale vet-
tore, anche se cio risulta meno comodo. Naturalmente si pud anche fra-
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zionare la parte irrotazionale ed isocora del campo delle velocita ed im-
piegare per ciascuna frazione solo una componente armonica del poten-
ziale scalare, o solo una componente armonica del potenziale vettore.

5.9. Il potenziale delle accelerazioni.

L'irrotazionalitd del campo delle velocita v(x, #), di classe C*, implica
lesistenza di un potenziale scalare per le accelerazioni. Basta ricordare
I’espressione

D ov

ATDY T W

v2
=D — vAroty 4 grad~2~,

gia vista nel paragrafo 5.2, e porre in essa rotv=0 e v=gradg, per
ottenere

. dp v
a = grad (-5;+5).

Anche il potenziale per le accelerazioni risulta definito a meno di una
inessenziale funzione del tempo, e pud essere a piu valori nei domini a
connessione multipla. Si nota inoltre che, in base alle ipotesi fatte sul
campo delle velocita, il potenziale di a ¢ di classe C* ed a ¢ di classe C9;
cosl non & detto che il campo delle accelerazioni sia irrotazionale.

Inversamente, 'esistenza del potenziale delle accelerazioni non assi-
cura che il moto sia irrotazionale. Ad esempio, il moto di rotazione rigida
con velocita angolare w costante nel tempo ammette il potenziale per le
accelerazioni

2
—B oy,

ove x ed y sono le coordinate cartesiane lungo due assi fissi, mutuamente
ortogonali, uscenti dall’asse di rotazione e perpendicolari ad esso. Ma il
campo delle velocita presenta un rotore di modulo 2w, e non ¢ quindi
irrotazionale.

Di norma, invece, il campo delle accelerazioni non pud essere rappre-
sentato tramite il solo potenziale vettore. Ammesso che v sia di classe C? e
che esista percio la divergenza delle accelerazioni, quest’ultima grandezza &
in genere diversa da zero. In particolare, per il moto irrotazionale ed
isocoro,

1)2

diva = divgrad 3

= |grad v, + |grad v, * + |grad v,]?

¢ necessariamente positivo, salvo il caso della traslazione rigida.
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5.10. La vorticita.

Il rotore di un campo di velocita v(x, #), di classe C!, ne costituisce
la vorticita. Tl collegamento di

W =rotv

con la distribuzione della v puo essere illustrato molto bene considerando
il tasso di variazione intrinseca nel tempo della circolazione della velo-
cita lungo una linea chiusa e regolare L, ossia la grandezza

]%fv(x, t)-dx.

L

Per eseguire la derivazione va osservato che ciascuna frazione v,dx,, del-
l'integrando ammette il differenziale totale intrinseco

d(vk dx,c) — a(vk dx) dr + z G(vk dxk) v, dt =

Dvlc
Dt

ka dvk =J‘%dv%= 0
L

L

dx, df + v,cD(dx")dt—akdx,adt+vhdvkdt

e che

Complessivamente & percio

%fv(x, 1)-dx = |a(x, £)-dx.

L L

Si osserva ora che, se 'accelerazione a ammette potenziale, la circola-
zione di v lungo tutte le linee chiuse, reciprocamente sovrapponibili per
deformazione continua senza uscire dal dominio nel quale & definito il
moto, muta nel tempo allo stesso modo. Cosi, I'esistenza del potenziale
delle accelerazioni durante un intervallo di tempo finito che comprenda
un particolare istante t, assicura che anche il campo delle velocita am-
metta potenziale nello stesso periodo di tempo sempre che lo ammetta
all’istante ¢, Poiché si & supposto che v sia di classe C?, si pud esprimere
lo stesso fatto dicendo che il moto si mantiene irrotazionale per tutto un
periodo limitato di tempo, se & tale in un istante e se presenta accelerazione
costantemente dotata di potenziale. Il risultato ora esposto ¢ stato con-~
seguito da Lagrange, con procedimento diverso, gia nel 1783, ed & noto
appunto come teorema di Lagrange.
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Si pud anche osservare che, indipendentemente dall’irrotazionalita del
moto, la circolazione della velocita lungo ciascuna linea chiusa in moto
con il fluido si mantiene inalterata nel tempo, purché il potenziale delle
accelerazioni risulti univoco durante lo stesso intervallo finito di tempo.
Questo secondo enunciato costituisce il teorema di Kelvin, e risale al 1869.

Altri risultati seguono dalla formula di Kelvin

fv(x, t)-dx =fw-ndA ,
L A

eventualmente abbinata all’espressione della derivata sostanziale della cir-
colazione di v.

Per ciascuna curva regolare e chiusa L che appartenga ad una parete
fissa alla quale il fluido aderisce, la circolazione di v riesce necessaria-
mente nulla, ed il flusso di w attraverso la stessa parete deve percio essere
nullo anch’esso. Cio significa che, se il fluido aderisce ad una parete
fissa, w & nullo su tale parete o parallelo ad essa.

Fig. 5.7. - Porzione di tubo di vortice per
la dimostrazione del primo teorema di
Helmholtz.

Si consideri poi la superficie 4 costituita dalle linee del vettore w che
si appoggiano ad una curva regolare e chiusa L. Per una qualunque por-
zione di una superficie di questo genere il flusso di w & nullo, ed & quindi
nulla la circolazione di v sulla relativa linea di contorno. Si puo, in par-
ticolare, scegliere quest’ultima in modo che sia formata dalla linea L di
base, troncata, prolungata con due segmenti sovrapposti di linea del vet-
tore w, e completata da un altro cappio aperto, tracciato su 4 e ricondu-
cibile per deformazione continua su 4 a quello iniziale L. La curva com-
plessiva che ne risulta & quella indicata in figura 5.7. Dall’annullarsi della
circolazione di v lungo tale linea segue subito che lad circolazione di v rela-
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tiva ai vari cappi riconducibili gli uni agli altri attraverso deformazioni
consentite su 4 assume sempre lo stesso valore, valore che pud quindi
essere adottato quale indice della vorticita presente entro 4. Ci si rife-
risce a questo risultato conie al primo teorema di Helmholtz: Helmholtz
lo consegui nel 1858, sotto ipotesi poco pill restrittive.

Le superfici 4 del tipo ora impiegato, e cioé i tubi del vettore w, sono
dette tubi di vortice. Poiché la circolazione di v & la stessa per tutti i cir-
cuiti che abbracciano lo stesso tubo di vortice, il flusso di w attraverso le
superfici aventi per contorno tali circuiti riesce anch’esso costante. Cid
implica che il tubo di vortice non pud terminare all'interno del dominio V'
in cui & definito il moto: in un ipotetico punto del genere la vorticita do-
vrebbe superare ogni limite, per garantire la costanza del flusso di w,
mentre dovrebbe contemporaneamente annullarsi, per consentire la con-
vergenza delle linee del vettore w che formano le pareti del tubo di vor-
tice. I tubi di vortice, pertanto, si richiudono su se stessi, oppure attra-
versano tutto il dominio V. Naturalmente, questo non esclude che sin-
gole linee del vettore w terminino internamente a V, nei puntn in cui w
si annulla.

Per una generica superficie 4 formata da linee del vettore w, il flusso
di w & nullo. La circolazione di v sul contorno L riesce nulla ‘anch’essa, e
si mantiene tale durante intervalli di tempo limitati, mentre 4 ed L si
muovono con il fluido, purché le accelerazioni ammettano potenziale uni-
voco. Ne segue che in ciascuno degli istanti considerati la superficie 4 &
formata sempre da linee del vettore w. E se 'intersezione di due di queste

superfici &, ad un dato istante, linea del vettore w, essa rimane tale du-.

rante il moto. Si vede cosi, come gid osservato per altra via da Cauchy
nel 1816, che le linee del vettore w sono legate indissolubilinente agli ele-
menti fluidi, quando I'accelerazione ammette potenziale univoco.

In particolare, una linea che abbracci un tubo di vortice e che si

muova con il fluido continua ad abbracciare costantemente lo stesso tubo
di vortice. Inoltre, sempre per I’esistenza del potenziale univoco delle acce-
lerazioni, la circolazione di v lungo tale linea rimane inalterata per inter-
valli di tempo finiti. Se ne deduce che la vorticita racchiusa nel tubo di
vortice si conserva. Questo & il secondo teorema di Helinlioltz, ed & stato
esposto, insieme al primo, nel 1858.

Restringendo I'analisi ai campi di velocita di classe C?, & possibile
ottenere ulteriori informazioni sulla vorticita.

Si nota subito che

divw = divrotv- =0,

e percid che il campo della vorticita € solenoidale.
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Si pud. poi costruire la derivata sostanziale di w: operando sulle sue
componenti secondo la regola indicata nel paragrafo 4.2, risulta

D 0 3 0
D?”k—é”twk+zltvi§;wk-

T

I termini che costituiscono il secondo membro compaiono anche nel-
I’espressione del rotore dell’accelerazione: da

Avy

av C 02
a= o—t——v/\w—l— grad 5
si trae intanto

(rot a).= g wy— [rotVAW],

e se si aggiunge qui la quantitd identicamente nulla

)
a_xk (0 Wre— v W)

diviene immediato controllare che & appunto

ja¥

0 3 0 | 3 c
= = Wp D =— di —_ > W x— Vs .
(I'Ot a)h 2t Wi+ Elz Uy axi W+ ( v V) Wy zlz Wy axi Ur

Cosi

D 3 0 .
B = (rota), + %,- Wi st {divv)w,.

L’espressione ottenuta assume una forma di piu facile lettura decom-
ponendo il tensore gradv nei suoi diversi addendi
gradv=0Q 4+ L+ S

gia esaminati nel paragrafo 5.1. Si ha allora

v, _ 1{dv, &v, divv- o, divy
ox, 2(ax aT’C)+ lk+[ (ax +axk) Talk]a

3

" e si vede facilmente che

J dv, v\
2%‘%(3?1“8%):0’
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Se ne conclude che il tasso di variazione intrinseca nel tempo della vor-
ticita w vale

D_ 2. .. .
Tjw—rota—g(dlvv)w—i—w S

ed appare quindi dovuto separatamente alla presenza di accelerazioni
non irrotazionali, alla variazione di volume dell’elemento fluido, ed alla
sua distorsione. Gli ultimi due effetti, inoltre, si manifestano solo quando

......

ticitad & connessa alla velocitd angolare w della rotazione rigida locale dalla
w =710ty =2w,

si puo individuare subito I'implicazione dinamica di questo risultato, che
peraltro verra illustrata in seguito. Il risultato stesso & stato conseguito
da Beltrami nel 1871, ed & noto oggi come equazione di Beltrami.

5.11. Moti piani,

In accordo con la definizione fornita al paragrafo 5.6, nel moto piano
le velocita v possono essere riferite a coordinate cartesiane scelte in modo
che risulti v=v(x, y,1) e v,= 0. Al solito, si ammette che il campo delle
velocita sia di classe C2.

Adattando al particolare contesto i risultati generali fin’ora esposti, &
immediato evidenziare le pill importanti caratteristiche dei moti piani.
Cosi, se il moto & irrotazionale, esiste un potenziale scalare delle velocita
o(x, y, 1) che porge
_ %o _ %9

v;c*“g;c: vu—é}‘):

mentre la divergenza di v & data da

2 2
dive="20 1. %‘5 — V.

Le linee equipotenziali, che riescono di norma distinte, possono inter-
secarsi fra loro in corrispondenza dei punti di ristagno, ossia dei punti
nei quali si annulla la velocita. Assunta l'origine degli assi in uno di questi
punti, e posto uguale a zero il valore locale del potenziale, lo sviluppo di
Taylor della ¢ nell’intorno del punto di ristagno si presenta come

_ 1) Lv] 1 [aqo]
¢—§x [ax2]0+xy[aan’ 0 " 2y oy? 0+
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Le equazioni complessive delle tangenti locali alle linee equipotenziali si
ottengono uguagliando a zero il gruppo di termini di grado piu basso:
se n & questo grado, sono n anche le tangenti. In particolare, supposto
che le tre derivate seconde non siano tutte nulle nel punto di ristagno,

si ha l'equazione
n2 2 2
2 [ ¢ 2[ 9] _
x [8x2]0+ 2y [aan:Io+y Nl 0,

che si spezza nelle due

() VRS- ELE
X |5 e — | — ___fP O__? — !
[oxz 0 Tty 9x ay]o + [ax ay]o [axz]o [aJ’z]o) =0,

cly Sl %o B o2 a2
o5t (28] - VIZLE e ) -
oy? 0 av\ayn-’— axayo ax20 oy? o 0.
Esistono pertanto due tangenti, che possono essere reali, distinte o coin-

cidenti, oppure immaginarie ed intersecantesi nel punto reale x =y =0.
Se poi il moto, oltre che irrotazionale, ¢ anche isocoro, il potenziale ¢

risulta armonico: si ha allora

[azq, - [%e
oxz]y [87]0
e le due rette in questione sono reali ed ortogonali fra loro.

Ammesso invece che il moto piano sia isocoro, esiste la funzione di
corrente y(x, y, 1), in termini della quale si ha

per il rotore della velocita stessa.

La funzione di corrente assume valori costanti sulle linee di corrente, e
queste sono normalmente distinte, pur potendo intersecarsi in corrispc;n-
denza dei punti di ristagno. Un calcolo locale condotto sulla v, che ricalchi
q_uello appena effettuato sulla ¢, mostra che se le tangenti nel punto di
'rlstagno alle linee di corrente sono solo due e.se il moto non & solamente
1socoro, ma anche irrotazionale, le tangenti stesse sono reali e reciproca-
mente ortogonali.




Par. 5.11] Moti piani 119

Nel caso di moto irrotazionale ed isocoro, esistono contemporanea-
mente sia il potenziale scalare delle velocita, sia la funzione di corrente, e
queste funzioni risultano entrambe armoniche. Uguagliando fra loro le
espressioni per le componenti della velocita si nota che
op _ %y 8p Oy

ox 9y’ ay  ox

e quindi che ¢ e o costituiscono coppie di funzioni armoniche coniugate.
In base a questa osservazione si pud vedere che se, in un punto di ristagno,
le tangenti alle linee equipotenziali sono due soltanto, e percid recipro-
camente ortogonali, anche le tangenti alle linee di corrente sono due sole,
mutuamente ortogonali, e formano con le prime angoli uguali alla meta
dell’angolo retto. Scelto infatti I’asse delle x in modo che il punto di ri-
stagno cada nell’origine e che nell’origine si abbia

el

[éxz]o =0
le equazioni delle tangenti alle linee equipotenziali nel punto di ristagno
assumono la forma

y=0 ed x=0,

mentre quelle delle tangenti locali alle linee di corrente, essendo
az‘l’]‘ _[2 2] ia_‘i’] ;[aﬁ’] =0
axdyl, |ox dyl, lox axly [ox%], ’

x+y=0 ed x—y=0,

divengono

Al di fuori dei punti di ristagno, le linee sulle quali & costante il poten-
ziale e quelle sulle quali & costante la funzione di corrente si mantengono
mutuamente ortogonali..

Lo stesso legame fra le derivate spaziali di ¢ e di y consente inoltre
una rappresentazione del moto particolarmente efficace: contraddistinti i
punti x, y del piano campione con il numero complesso = x + iy, la
funzione di = definita come

f(2) = o(x, y) + iw(x, y)
risulta analitica. Essa ammette quindi un’unica derivata rispetto a =

i) 3¢ 8, g

dx Toax T Tax  r v
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Basta percid definire come velocitd complessa il valore v,—iv, per con-
cludere che una funzione analitica di = pud essere assunta quale potenziale
complesso di un campo di velocitd complesse relative ad un moto irrota-

zionale, isocoro e piano.

Merita sottolineare, infine, due proposizioni r1guardant1 la vorticita, e
relative al caso di moti isocori, con velocita di classe C2, e con accelera-
zioni irrotazionali. In queste condizioni, secondo le conclusioni riportate
alla fine del paragrafo che precede, il tasso di variazione intrinseca nel
tempo della vorticita vale :

ST wS,

ma w ¢ parallelo all’asse z, ed S, per Ja posizione divv =0, ha compo-
nenti ormai ridotte a
_1 avk (o128
Sﬂ: - i(é}: _l ’\x;,)

che riescono nulle se uno degli indici i o k coincide con z. Ne segue che &,
identicamente,
wS=0,

e percid che la vorticita intrinseca resta inalterata. Infine, visto che la
vorticita
w=rotv=-—1i,V2y

resta costante lungo le traiettorie, e che queste, in moto permanente, si
sovrappongono alle linee di corrente, sulle quali & gia costante %, deve
essere

Vi =f(y),

per 1 moti isocori piani e permanenti con accelerazioni irrotazionali.

5.12. Moti a simmetria assiale.

Per i moti a simmetria assiale, secondo la definizione data nel para-
grafo 5.6, esiste un riferimento sferico, di coordinate r,?, e &, rispetto
al quale si ha v=v(r,?, ) e v,= 0. Naturalmente, sul semipiano meri-
diano, le coordinate sferiche r e 9 possono essere sostituite dalle corri-
spondenti coordinate cartesiane

X =rcos?, y=rsind,
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ottenendo cosi, complessivamente, un riferimento cilindrico x, y, . Anche
qui si ammettera che il campo delle velocita v sia di classe C,

Quando il moto ¢ irrotazionale, esiste un potenziale ¢ per le velocita,
che fornisce

(5]

dp 1 cp
v, = 5 Vyp= 739
ovvero, alternativamente,
dg cy

l)z=a—x, l),,=é—}-).

La divergenza della velocita & data da

dIVV—‘——(r f)—i-rs ﬁqﬁ(snu?vo)=
_13 18 12y  cos? Sp oy 18p  cos? g
75(r5)+r2 et v trnaas — o Y7 a T isine 89
ossia
_ 1Sy _ o 12¢
leV a +yay( 1/) x2+ay2 '|"J‘)‘a_‘y_vx,117)‘|“}‘;6;

e queste espressioni mostrano che ¢, sul semipiano meridiano, non & fun-
zione armonica delle due variabili r e 4, od x ed y, nemmeno quando il
moto & anche isocoro.

" Nel semipiano meridiano, le linee equipotenziali sono normalmente
distinte, ed ortogonali alle linee di corrente. Esse possono tuttavia incon-
trarsi in un punto di ristagno. L’esame locale della distribuzione di ¢,
ove si usino le coordinate x ed y, ripete quello gia effettuato nel paragrafo
precedente a proposito dei moti piani. Ora perd le tangenti alle linee di
corrente condotte dai punti di ristagno non sono pill necessariamente
reali ed ortogonali fra loro quando sono due sole in numero ed il moto &
pure isocoro. Sempre in quest’ultimo caso, tuttavia, le due tangenti sono
reali se il punto di ristagno cade sull’asse di simmetria, perché allora

o
Xty
Se il moto ¢ isocoro, esiste la funzione di corrente ¥, di Stokes, con
riferimento alla quale riesce

1 or 1
#¥sind ¢o° '

=
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oppure
1 ¥ 1 o¥

Up =" 3" Vy= —— =

y ox’

I1 rotore ha una sola componente non nulla: quella lungo le o. In ter-
mini della ¥ essa vale

(rot vio= = ( (rva) — )

_ 1 v 1_@21’] 1 0¥  cos? a‘l’)_
__ljifl#[r or‘( )-f-r2 092 +rzsim9(ar " rsing 5) =

_ 1 . 1 (3%  cosd ¥
= rsing Vel T rzsima(“aT 7sind aﬁ)
od anche
_ 9 0 1(w v 1w - 10¥
e R (R 5a5) =55 5)

Cosl neppure ¥ riesce armonica sul semipiano meridiano, quando il
moto ¢ irrotazionale ed isocoro, con conseguenze relative al comporta-
mento delle linee di corrente presso i punti di ristagno analoghe a quelle
viste per le linee equipotenziali.

Sempre in contrasto con quanto avviene nei moti piani, il tasso di
variazione intrinseca nel tempo della vorticitd non & nullo, di norma,
per i moti isocori a simmetria assiale aventi velocita di classe C2 ed acce-
lerazioni irrotazionali. E infatti, in tal caso

V= w'S,
Per valutare w-S conviene ricorrere ad un riferimento locale cartesiano
ed ortogonale con gli assi x ed y paralleli a quelli omonimi del rif erimentf)
cilindrico: I'asse z riesce di conseguenza orientato verso le & crescenti.
Nell’'origine di questi nuovi assi si ha w,= w,, quale unica componente
non nulla di w. E fra le componenti di S

1(dv, , dv,
S!’k 2(ax +5-"x_";c)3

che vanno percid considerate, la sola diversa da zero & quella
s,=f_ 2., 1 aw e
0z Tex T T y&xey o\ ax)Ty%

Risulta cosi
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Ne segue che

2W —IW v,
DTy
ossia che
D(wo\ 1D DI_I(D 1 )_
57(7)—;1")7“’” Wiy = y\Di ey o) = 0.

Se poi il moto ¢ anche permanente, le traiettorie, sulle quali, come si & -
appena visto, si mantiene costante il rapporto fra I'intensitd del rotore e
la distanza dall’asse di simmetria, si sovrappongono alle linee di corrente,
sulle quali assume valori costanti la ¥. Deve essere allora

2w v 1 ow ,
sa Tt aE—5 5 =M

su ciascun piano meridiano.
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CAPITOLO SESTO

STATICA DEI FLUIDI

6.1. Le equazioni meccaniche della statica.

Si dice che una massa fluida si trova in condizioni statiche quando il
vettore velocitd v risulta identicamente nullo.
L’equazione di continuita del paragrafo 4.3

1—% pdV =20

assume allora la forma

d
Tcﬁ o dV=0 5
14
e la densita locale o, anche se solo di classe C!, riesce percid invariabile
nel tempo:
. 20
N 0.

L’assenza di velocitd ha conseguenze ancora pili incisive sull’assetto
degli sforzi interni. L’indagine sperimentale ha permesso infatti di accer-
tare che in seno ad un fluido in condizioni statiche non si presentano
sforzi tangenziali. Il teorema di Cauchy del paragrafo 4.6 porge allora
la relazione

Tnn(nmix+ nuiu ‘I“ nziz) = sznxim -- Twnuiu+ Tzznzix

che puod essere soddisfatta solo se gli sforzi normali assumono tutti lo
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stesso valore, indipendentemente dalla direzione n lungo la quale agi-

scono. Il fatto & stato osservato per la prima volta da Stevin nel 1586.
Dato che il fluido ¢ in quiete, il modulo degli sforzi normali deve essere

direttamente correlato alla grandezza p che figura nell’equazione di stato

V=V(p,T1),

introdotta nel paragrafo 1.6 per esprimere il volume V¥ di un corpo in
riposo sottoposto a pressione p e temperatura r uniformi. Se si indica
con M la massa racchiusa in ¥, I'equazione di stato pud essere posta nella
forma

M M
V_V(p’-r)y

dalla quale, riducendo progressivamente il volume V, si trae

e =e(p, 7).

Nel seguito ci si riferird a quest’ultima scrittura come all’equazione di
stato del fluido in esame. Si tratta di una relazione che assume forme
diverse a seconda del particolare materiale oggetto dello studio, anziché
di un’equazione legata ai principi generali della fisica e valida come tale
per tutti i mezzi continui. Si dice percio che I'equazione di stato & un’equa-
zione costitutiva per il fluido considerato.

L’equazione di stato, oltre alla densita ¢ ed alla temperatura 7 locali,
che sono gia state definite nei paragrafi 4.1 e 4.8, coinvolge solo la
pressione locale ed istantanea

p=p(x,1),

che ne risulta definita di conseguenza. Visto il procedimento seguito nel-
I'introdurre I'equazione di stato, la pressione p locale ed istantanea deve
coincidere con il modulo degli sforzi normali presenti nel fluido in equilibrio.

Il tensore degli sforzi in seno ad un fluido in quiete assume dunque la
forma isotropa

T=7l,

con p precisato in base all’equazione di stato. L’origine sperimentale di

questo risultato ne fa un’equazione costitutiva, di carattere meccanico,

atta a descrivere il comportamento dei fluidi in condizioni di riposo.
Lo sforzo - ammette dunque l’espressione

T=pn,
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e le equazioni cardinali del moto

2 D
f@de+frdA=ﬁfgvdV
v A

v

Jec—xonetar + [c—xnsda - D [x—xanevar,
4 A v

introdotte nel paragrafo 4.5, si riducono rispettivamente alla

[efdv + [pnda =0,
4 A
che viene detta prima equazione cardinale della statica, ed alla
f(x —Xo)AefdV +j(x —Xxo)ApndA4 =0,
v A

nota come seconda equazione cardinale della statica. Esse affermano che
per un corpo fluido in condizioni statiche il risultante ed il momento risul-
tante delle sollecitazioni esterne di massa sono equilibrati, nell’ordine, dal
risultante e dal momento risultante degli sforzi di pressione applicati
sulla sua superficie di contorno.

I procedimenti esposti nel paragrafo 4.7 consentono di dedurre dalle
equazioni cardinali altrettante equazioni puntuali, purché ¢ ed f siano
di classe C°, ed il tensore degli sforzi T sia di classe C*, Si ottengono cosi
la prima equazione indefinita della statica

ef —divT =0
e la seconda equazione indefinita della statica

Tu=T1T,.
Poiché si ha
divT = gradp,

come si controlla subito operando sulle componenti, la prima equazione
indefinita della statica pud essere scritta anche nella forma

of = gradp,

che ha carattere strettamente vettoriale.
Poiché il tensore degli sforzi T ¢ isotropo e non solo simmetrico, la
seconda equazione indefinita della statica ¢ sempre soddisfatta.
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62. Le eqﬁazioni termiche della statica.

In condizioni statiche, per definizione, le velociti v sono identicamente
nulle, e I’assenza delle velocitd rende nulli sviluppi e dissipazioni di po-
tenza meccanica. Cid comporta alcune semplificazioni sulla forma car-
dinale del primo principio della termodinamica

14

%f(eu +%9v2)dV=fv~ef v + [v-vda +fw dd,
v 4 A
sulla definizione dell’entropia spéciﬁca
D _feA O
ﬁ—tfgedV_deVqthdV,
v v v
e sulla forma cardinale del secondo principio della termodinamica

Dt

b f pedV > {TﬁdA s
v A

quali sono state considerate nel paragrafo 4.8. Precisamente, valgono
ora, nell’ordine, le formule

éa—tfgudV:fwdA,
14 A

_8_ ) _ (A
s QedV—f7dV,

v v

0 0
i-tf,edV>f?dA.

v

Parallelamente a queste forme cardinali delle equazioni termiche della sta-
tica sussistono pure le corrispondenti equazioni indefinite, alle quali si
giunge nel modo gid visto al paragrafo 4.10, introducendo adeguate
condizioni di continuitd per le funzioni coinvolte. Nel caso presente ¢
sufficiente che siano di classe C! la densitd g, I’energia specifica interna u,
'entropia specifica e, la temperatura assoluta 7, e la densitd del flusso
di potenza termica «, e che sia di classe C% I’assorbimento specifico di
potenza termica #, In queste condizioni, esiste il vettore densita di flusso
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della potenza termica q, che riesce anch’esso di classe Cl, e sussistono
le relazioni

fwd'A_ ~[n-qd4 =;fdivq v =[osdv,
4 A | 4 v
viste nel paragrafo 4.10. Inoltre, sempre sotto le stesse condizioni, si

hanno le
A

du .

g§=—dlvq
ce  divq

T Ty

ce divq , q-grad7
ot >-‘__T__}— T2

quali forme indefinite delle equazioni termiche della statica.

Esaurito I'esame dei principi generali, validi per tuttii mezzi continui,
restano da specificare le caratteristiche del particolare materiale oggetto
delle indagini, introducendo le relative equazioni costitutive.

Interessa qui il legame fra il valore locale del vettore q esprimente la
densita del flusso della potenza termica ed il valore locale del gradiente

della temperatura. Nella maggior parte dei casi di interesse tecnico i fluidi

si comportano come mezzi isotropi rispetto alla propagazione della po-
tenza termica, e si pud percid assumere che sia

=—kgradrT,

come proposto da Fourier nel 1822. Tale posizione & nota appunto come
equazione costitutiva di Fourier. La grandezza k, che & I'equivalente nel
campo dello schema continuo del coefficiente di conduttivitd termica
introdotto nel paragrafo 2.8, pué dipendere, per ciascun fluido, solo dalla
pressione e dalla temperatura locah Inserendo questa espressione di q
nella limitazione

—q-grad7>0,

che discende subito dal confronto fra le due ultime forme indefinite delle
equazioni termiche della statica, si vede che k deve essere intrinsecamente
non negativo:-il flusso della potenza termica pud dunque aver luogo solo
nella direzione delle temperature decrescenti.

Unendo invece I'espressione di Fourier alla forma indefinita dell’eéqua-
zione termica della statica relativa all’entropia, e supponendo che 7 sia
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di classe C2? anziché semplicemente di classe C!, si ottiene
de div(k grad )
ST T
che si riduce alla

e ;o
gT-ét = kV2T

quando k & uniforme. L’entropia specifica, a sua volta, dipende dalla pres-

sione e dalla temperatura: il suo differenziale totale, ricavato nel para-
grafo 2.6, ¢

de=——%dp+%dT

nel quale « e ¢, indicano rispettivamente il coefficiente di dilatazione cu-
bica, introdotto nel paragrafo 2.2, ed il calore specifico a pressione co-
stante, introdotto in quello 2.6. Complessivamente si ha percio I’equazione

—ocT —|—Qc,,_a—t~kV2T

per descrivere i fatti connessi con la conduzione del calore in un mezzo
in quiete, che riesca isotropo ed uniforme nella dipendenza di q da grad r.

Come si & dedotto nel paragrafo 6.1, la densitd deve risultare indi-
pendente dal tempo, e si deve avere quindi

de _ (%) &p , (%) & _ 02,9 _¢
57_(8—P)r5+(ar,,az_9 ot go_cot ’

intendendo con § il coefficiente di comprimibilita cubica del paragrafo 2.2.
Tenuto conto anche della relazione fondamentale per il calore specifico a
volume costante, c,, ricavata nel paragrafo 2.6,

T2
v ‘J >

Pequazione in esame assume la forma

Cp—

QC,,'g = kV2T,

Quest’ultima forma ¢ stata scritta da Fourier nel 1822, insieme.a quella
di partenza, e divide con la prima il nome di equazione di Fourier.

5. MARCEI-RUBATTA.
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6.3. Equilibrio in presenza di forze di massa preassegnate.

Non tutti i campi di forze specifiche di massa f possono dar luogo a
stati di quiete. Come si & visto nel paragrafo 6.1, in condizioni statiche &
valida I’equazione

of = gradp,

purché la densita ¢ ed il campo f siano continui, e la pressione p sia di
classe C*. Cosl, per ciascuna linea chiusa e regolare L, che si sviluppi inte-
ramente in seno al fluido, si ha

fgf*dx =fgrad_p-dx.
z L

Il secondo di questi integrali ¢ evidentemente nullo: ne segue che deve
essere pure

fef'dx~——0.
I

Cio significa, data l'arbitrarietd di L, che moltiplicando il campo f per la
densitd ¢ si deve ottenere un campo conservativo. L’osservazione, nella
sostanza, risale al 1743, ed & dovuta a Clairaut.

Valendosi del fatto che il campo of & conservativo, si pud costruire
nella zona occupata dal fluido una grandezza W, associando ad ogni
punto x il valore dell'integrale di linea

X
Jef-ax
Xo
aumentato del valore W(x,) imposto al punto fisso di partenza x,. La
funzione W cosi costruita, che & detta pseudopotenziale del campo f, risulta
di classe C*, ed univoca, in quanto non muta cambiando il percorso da x,
ad x impiegato nel calcolo. Inversamente, si ha

grad W = gradf@f-dx =of.

Xo

Quest’ultima relazione mostra che le superfici di livello del pseudopo-
tenziale W sono ortogonali al vettore f, oppure sono formate da punti
nei quali f & nullo. Confrontando la stessa relazione con quella

gradp = of,
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valida sotto le stesse ipotesi, si conclude che W e p possono differire,
istante per istante, solo per un termine indipendente da x. Cosl, le su-
perfici di livello del pseudopotenziale W sono anche superfici isobare,
ossia luoghi di pressione uniforme, e viceversa.

Fermo restando 'assetto delle forze specifiche di massa, possono sus-
sistere stati di equilibrio, oltre che con il campo ¢ delle densita, anche
con differenti distribuzioni ¢ della densitd stessa. Tuttavia, il nuovo pseu-
dopotenziale W deve presentare superfici di livello coincidenti con quelle
del pseudopotenziale primitivo W, anche se contraddistinte ora da nuovi
valori . La funzione #f per la quale si vuole costruire il pseudopoten-
ziale W deve percid essere proporzionale alla funzione di partenza of su
ciascuna superficie di livello del pseudopotenziale W di quest’ultima. Se
ne deduce che le distribuzioni di densitd compatibili con lo stato di quiete
nel campo f assegnato sono soltanto quelle del tipo § = of (W); con f(W)
di classe C°.

Nelle applicazioni correnti, i campi f sono continui ed aminettono
potenziale univoco

¢ =ff-dx + 9(xo)

che risulta quindi di classe CL. Si ha dunque, identicamente,
gradg =f.

Sotto I'azione di campi di forze specifiche di massa cosi caratterizzati &
possibile anche uno stato di equilibrio per un fliido avente densitd ¢ uni-
forme. Il pseudopotenziale vale allora

W= [of-dx + Wixo) = ef-dx + W(x,)

Xo x

e le sue superfici di livello coincidono con le superfici di livello del poten-
ziale é. Se ne conclude che le superfici equipotenziali sono anche isobare.

Inoltre, tutte le distribuzioni di densita che possono dar luogo a stati
di quiete sono necessariamente del tipo § = f(g), con f(¢) di classe C°.
Le superfici di livello del pseudopotenziale, oltre che isobare, sono. ora
anche isopicnotiche, ¢ cioé luoghi di densita uniforme. In particolare, le
superfici di separazione tra fiuidi differenti sono superfici equipotenziali.
Infine, giusta I'equazione di stato

o=o0(p,7),
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le superfici in questione sono anche isoternte, nel senso che su di esse la
temperatura assume valori uniformi.

Sempre in presenza di campi di forze specifiche di massa dotati di
potenziale, I'equazione

of = gradp

avverte che anche l’espressione o-!gradp deve ammettere potenziale.

Quest’ultimo fatto si manifesta certamente quando la pressione & uni-
forme, quale che sia l’assetto delle densita. .

Se la pressione non & uniforme, gradp & un campo vettoriale con-
tinuo, non identicamente nullo, e dotato di potenziale p. Percid, quando
la densita & unifornie, o~'grad p ammette potenziale ¢o~!p, con superfici di
livello isobare. La stessa espressione ¢-!gradp. pud ammettere potenziale
anche con altre distribuzioni della densita, ma le superfici di livello del
nuovo potenziale devono ancora risultare ortogonali a gradp, e devono
quindi sovrapporsi alle superfici di livello del potenziale relativo al caso
di densita uniforme. Ne segue che queste nuove distribuzioni di densita
sono soltanto quelle del tipo @ = f(p), con f(p) di classe C,

Comnplessivamente, le tre situazioni che portano all’esistenza del poten-
ziale per l'espressione o~'gradp sono quella di pressione uniforme, quella
di densitd uniforime, e quella di legame diretto fra densita e pressione.
Esse vengono riassunte dicendo che deve esistere una relazione funzionale

f(Qip’ t):()

e che l'assetto del fluido deve essere b_afotropico. -
Il potenziale di o-!gradp, a parte il solito inessenziale addendo indi-
pendente da X, pud essere scritto .come

fgradp dx—fdp f%p

Xo ) ED

ove p, € p sono le pressioni vigenti nel punto fisso x, e nel punto gene-
rico x. Tale forma porge appunto

grad dg_p (F;p f dp) gradp =— gradp

comeé richiesto.
Di conseguenza, I'equazione

of = grad p
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o2}

tutte le volte che le forze specifiche di massa ammettono il potenziale ¢.

Concluso I'esame delle condizioni statiche, resta da verificare la stabi-
lita degli assetti di equilibrio individuati. Si tratta di accertare che, una
volta modificata la distribuzione delle densitd rispetto a quella indicata
dalle condizioni di equilibrio, si determini nel fluido un moto tale da ripor-
tarlo nella situazione di partenza. Data la difficoltd che presenta la riso-
luzione del problema cosi formulato, ci si accontenta usualmente di un
esame meno approfondito, tendente a stabilire soltanto se le forze agenti
sul fluido, abbandonato con una distribuzione delle densita perturbata,
ma con velocitd identicamente nulle, provochino in esso un primo atto di
moto verso l’assetto di equilibrio iniziale.

Se, in seguito agli spostamenti operati nella massa fluida, I'integrale
di linea

equivale a quella

f@f-dx,
L

esteso a circuiti chiusi L opportunamente scelti, riesce diverso da zero,
la configurazione perturbata non potra pill costituire uno stato di equi-
librio. Ammesso che, almeno in assenza di velocitd, il tensore degli sforzi
si mantenga isotropo, il fluido, una volta abbandonato all’azione delle
forze di massa, manifesterd un moto iniziale comprendente almeno una
componente circolatoria lungo L, con verso concorde a quello che rende
positivo lintegrale in questione.

Se si fissa ora l'attenzione su un circuito L che intersechi pit superfici
di livello del pseudopotenziale W, e se si pensa di effettuare una ridistri-
buzione delle densitd per scorrimento del fluido lungo le superfici di livello
di W, si vede che il valore dell’integrale di linea risulta, di solito, alterato,
evidenziando la presenza lungo L di forze capaci di indurre nel fluido
un atto di moto iniziale differente da quello richiesto per comipensare la
perturbazione imposta. In questo senso, gli assetti statici di fluidi in campi
di forze specifiche di massa dotati di pseudopotenziale devono essere con-
siderati, come norma, in equilibrio instabile.

Invece, se il campo f ammette non solo il pseudopotenziale W, ma
anche il potenziale ¢, lo spostamento di fluido lungo le superfici equipo-
tenziali, che sono anche isobare, isopicnotiche ed isoterme, porta a nuove
configurazioni statiche, e percid gli assetti di partenza sono da giudicarsi
di equilibrio indifferente rispetto a queste perturbazioni. 1l risultato muta,
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in generale, quando si fa riferiinento ad altri tipi di perturbazioni. Cosi,
se si impone una circolazione di fluido lungo un anello L non appartenente
tutto ad una stessa superficie di livello per la ¢, lintegrale di linea

!gf -dx

condotto nello stesso verso della circolazione impressa risulta negativo o
positivo a seconda che la distribuzione iniziale ¢(¢) delle densita sia, nel-
nell’ordine, crescente o decrescente con ¢, mostrando che I'assetto di equi-
librio di partenza ¢& stabile, oppure instabile, rispettivamente. Per contro,
il caso limite di ¢ inizialmente uniforme, come potrebbe essere in con-
comitanza a particolari influenze della temperatura e della pressione, si
rileva uno stato di equilibrio indifferente rispetto a circolazioni di questo
genere, sempre che tutto il fluido considerato risulti soggetto alla mede-
sima equazione di stato.

6.4. Equilibrio nel campo del geopotenziale.

Nei fluidi, gli stati di equilibrio che avvengono presso la superficie
terrestre si presentano spesso su estensioni molto limitate rispetto al rag-
gio della terra, e come fenomeni di quiete rispetto alla terra stessa. Il
campo delle forze specifiche di massa, f, pud percié assumersi uniforme e
permanente in tutto lo spazio in esame, e pari all’accelerazione locale g,
gia considerata nel paragrafo 1.4,

Al solito, la direzione di g fissa per definizione la direzione verticale,
il verso opposto a quello di g l'orientamento verso I’alto, mentre i piani
normali a g vengono detti orizzontali. Adottato ora un riferimento car-
tesiano ortogonale con I’asse z verticale e diretto verso I'alto, si pud descri-
vere il campo f con la scrittura

f=—ggradz
ed esprimerne il potenziale nella forma
¢ =—gz,

trascurando l'inessenziale addendo indipendente da z.

I risultati generali esposti nei paragrafi che precedono sono adattabili
inmediatamente a questo particolare assetto del campo f: si vede cosi
che i piani orizzontali, per essere superfici di livello del potenziale ¢, sono
anche superfici isobare, isopicnotiche ed isoterme. Le superfici di separa-
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zione tra fluidi differenti sono superfici orizzontali, ed orizzontali sono,
in particolare, i peli liberi, ossia quelle superfici che dividono liquidi da
aeriformi. Pressione p, densitd ¢ e temperatura 7 possono mutare nello
spazio solo con il variare della quota geodetica z. La distribuzione ver-
ticale di queste grandezze & descritta dall’equaznone puntuale della statica,
gradp = of, ormai ridotta a

o _
'gz =08,
dall’equazione di stato
o=o(p, 7)
e dall’equazione di Fourier, che va scritta qui nella forma
oT 027
ec, é-i =k _é-z_ii .

Pressioni e temperature locali possono mutare nel tempo, anche se i loro
cambiamenti sono reciprocamente vincolati dal fatto che non debbono
condurre a variazioni témporali della densita.

Al solo fine del calcolo delle pressioni, risulta spesso sufficiente assu-
mere che la densitd si mantenga costante al variare della pressione e della
temperatura. Tale schema ¢& senz’altro applicabile a piccole masse d’acqua
in equilibrio presso la superficie terrestre, e cid giustifica il nome di distri-
buzione idrostatica delle pressioni al’andamento delle pressioni fornito dal-
Iipotesi che ¢ sia uniforme.

Integrando ora ’equazione

%=w%=—7
dalla quota z,, alla qualeregna una pressione p, assegnata, ad altra quota z,
ove esiste la pressione incognita p, nell’ipotesi che il percorso di integra-
zione si sviluppi in una zona occupata con continuitd da fluido di peso
specifico p uniforme, si ha subito che

p—po=—v(z—2).
H risultato ottenuto viene espresso usualmente dicendo che la quantita
z-+ p
Y ¢

mantiene lo stesso valore in tutti i punti di una massa fluida che abbia
peso specifico uniforme e che si trovi in equilibrio sotto I’azione del campo
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del geopotenziale, L’utilitd pratica di questa grandezza ¢& tale da giustifi-
" care lintroduzione di una terminologia dettagliata. Si dice cosi che il
rapporto '

p

e

fra pressione e peso specifico costituisce ’altezza rappresentatrice della
pressione p in colonna di fluido di peso specifico ¥, e si chiama carico pie-
zometrico h la sua somma con la quota geodetica z:

h:z-{—ﬁ.
Y

Il carico piezometrico riesce unico per tutta la massa fluida di peso
specifico uniforme, e risulta fissato una volta stabilita la pressione p, in
‘un punto di quota z,, scelto nella massa stessa. L’aver escluso ogni in-
fluenza della pressione sulla densitd consente di variare-arbitrariamente
nel tempo la pressione p, nel punto z,: pressione e carico piezometrico
variano di conseguenza in modo uniforme e contemporaneo in tutta la
massa fluida. Il risultato ora esposto costituisce la legge di Pascal, ed &
stato enunciato nel 1662.

Esiste sempre un piano orizzontale, eventualmente esterno alla zona
occupata dal fluido, di quota pari al carico. piezometrico, che viene detto
piano delle pressioni nulle, perché si riscontra pressione uguale a zero sulla
sua intersezione con la massa fluida. Se ad un generico punto del fluido
si associa il suo affondamento ¢, ossia la differenza tra la quota del piano
delle pressioni nulle e la quota del punto stesso, si pud anche dire che
la pressione in un punto vale il prodotto del suo affondamento per il peso
specifico del fluido:

p=vs.

In molte applicazioni tecniche correnti, il fluido & allo stato liquido e
presenta un pelo libero a contatto con I'atmosfera. Quando si mette in
evidenza la pressione relativa, e cioé¢ I’eccesso di pressione su quella atmo-
sferica, anziché il valore della- pressione assoluta realmente presente, al
piano del pelo libero compete pressione nulla. Come illustrato in figura 6.1,
il carico piezometrico coincide allora con la quota del pelo libero, e I'affon-
damento di un punto con la sua profondita.

Definizioni e concetti ora esposti non sono applicabili all'insieme -di
pit fluidi non miscibili sovrapposti. Sussiste ancora Puniformita del carico
piezometrico in seno a ciascun fluido, ma, per la continuitd della pres-
sione attraverso le varie superfici orizzontali di contatto tra fluidi di diverso
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piano delle pressioni assolute nulle —4!/

pressioni
\\ assolute

_.pressioni
A, relative

piane di riferimente per i carichi piczometrici

Fig. 6.1. — In seno ad una massa fluida di peso specifico ¥ uniforme, in equilibrio nel campo del
geopotenziale, il carico piezometrico A, somma della quota z e dell’altezza p/y rappresentatrice della
pressione p, ¢ uniforme. La pressione p cresce linearmente con Faffondamento ¢.

peso specifico, non pud aversi uniformita del carico piezometrico in tutta
la massa. Contempotaneamente, risultano distinti i piani delle pressioni
nulle relativi ai singoli fluidi, come indicato nella figura 6.2. L’unicita
del valore del carico piezometrico e del piano delle pressioni nulle si ripri-
stina solo nel caso di due fluidi sovrapposti, quando si assegni valore
nullo alla pressione presente sull’interfaccia.

piano delle pressioni nulle
per il fluido superiore

piano delle pressioni nulle
per il fiuido inferiore

. T
fr = 2+ "~
i=5t %

It == 7,

+ Pa———)
¥i

piano di riferimento per 2
i i carichi piezometrici i I 7o

Fig. 6.2. - 1l carico piezometrico & ¢ discontinuo attraverso un piano di separazione di fluidi in
equilibrio sovrapposti. La pressione, per contro, ¢ continua.
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Una stima dell’accuratezza dei risultati conseguiti ¢con I'ipotesi di den-
sita uniforme pud essere fornita dal confronto con la distribuzione di pres-
sione compatibile con particolari dipendenze della densita dalla pressione o
dalla temperatura.

Cosi, se il fluido & 1sotermo e presenta modulo di compr1m1b111ta

)
ool

costante, la densitd varia con la pressione secondo la legge

¢ = goexp (E}Tp “)

nella quale g, indica la densita alla pressione p,. Integrando I’equazione

°p D—Do
&——Qg—-—éogexl’( )

si ha immediatamente che

p=Po—erln [1 _Qog(zo— z)]
: ‘ e
ove z, sta per la quota alla quale la pressione vale p,. In particolare, as-
sunto zo—z=1000 m, g = 9,81 m s-2, ¢ posto g,=1000 kg m~3, ,= 2,1-
-10° N m-2, come puo essere per 'acqua, risulta p —p,= 9,833-10¢ N m-2,
con un eccesso del 2,3%, rispetto al valore p— p,= 9,810-108 N m-2 che
si sarebbe ottenuto ritenendo ¢ costantemente uguale a g,.
Ammesso invece che la densitd del fluido sia influenzata solo dalla
temperatura, e che il coefficiente di dilatazione cubica

= aler.

risulti costante, in corrispondenza ad una caduta di Ar K per ogni metro
di quota perduta si ha

e =gl +aAr(zp—2)].
Ne segue ‘
9 -
55 =—08=—008[l + «AT(z,—2)],

che porge subito

_ » A .
P = Po+ 008(zy—2) [1 + “TT(ZO___Z)J ,
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se alla quota z,, ove ladensitavalesy,regna pressione p,. Per « = 0,0003 K-,
come pud essere in un liquido, e con un calo complessivo della tempera-
tura 7, connesso alla perdita di quota z,—z, pari a 50 K, la pressione
risulta maggiore del 7,5%, rispetto a quella stimata con lo. schema idro-
statico assumendo la densitd uniformemente uguale a g,.

Valutazioni analoghe possono essere istituite anche per fluidi allo stato
aeriforme, ricorrendo all’equazione di stato-

=T,

N
Se si pongono qui in evidenza la densita gy, la pressione assoluta p,, e la

temperatura Kelvin 7, vigenti al livello z,, anziché la massa M del vo-
lume V e la massa per kilomole N, si ha '

Assunto ora che la temperatura si mantenga costante, 'integrazione
della ' ‘

.aP_ _ 08
az—‘—Qg— P_op

porta a :
D = Do€Xp [QL;’ (zn—z)] .
b

Invece, quando la temperatura subisce un calo di A7 K per ogni metro
di riduzione della quota, la legge meccanica di base assume la forma

il cui integrale &

~{ao#To/polAT)

7=n[I=5 )]

In particolare, posto g = 9,81 m 72, g, =1,225kgm~2% e p,= 101 325 N m~2,
dopo un aumento di quota geodetica z—z,= 1000 m si arriverebbe alla
pressione p =89 308 N m~2, se la densitd rimanesse costante. Invece, in
- condizioni isotermiche, il calcolo condotto tenendo conto dell’effetto della
pressione sulla densitad da p = 89 993 N m~2, evidenziando una stima mag-
giore del 7,7%, rispetto al valore dedotto nell’ipotesi di ¢ uniforme. Inol-
tre, assunto 7,= 288,15 K, ed ammesso un aumento complessivo di tem-
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peratura Ar(z—zg) pari a S0K, si ha p =90828 N m-2. in queste con-
dizioni il risultato ottenuto supera il valore idrostatico del 17,0%,.

Lo schema idrostatico ¢ dunque di norma ampiamente sufficiente al
calcoio della distribuzione delle pressioni, e per questo motivo, in seguito,
le considerazioni verranno limitate al caso di un solo fluido, od al piu di
due fluidi sovrapposti, ciascuno dei quali avente densita uniforme, anche
se i risultati potrebbero essere immediatamente generalizzati per-tener
conto di distribuzioni pilt complesse della densita. Resta comunque inteso
che le influenze della temperatura e della pressione possono riuscire a
volte molto importanti, come nel caso in cui determinano densita crescenti
con la quota, e conseguenti fenomeni di instabilitd del tipo esaminato
nel paragrafo 6.3.

A conclusione di questa serie di esami particolari, si riportano, nelle
figure 6.3 e 6.4, alcuni dati caratteristici sulle due masse fluide piu vistose
presenti presso la superficie della terra: I'idrosfera e I'atmosfera.

6.5. Forze idrostatiche contro superfici piane.
Si considera una superficie che giace su un piano inclinato di un an-

golo 6 rispetto all’orizzontale, come indicato in figura 6.5, e che ha una
delle sue facce 2 a contatto con un fluido di peso specifico y uniforme.

i i nda - .
Jlinea di spo ’7/ . piano orizzontale

a pressione nuila

|
b

Fig. 6.5. ~ Calcolo del risultante degli sforzi di pressione idrostatica contro una superficie piana.

La pressione idrostatica nel fluido applica localmente alla faccia 2
sforzi normali, orientati verso di essa dall’interno del fluido, che hanno
modulo p = ¢, ove ¢ indica I'affondamento del punto in esame. La
spinta complessiva F dovuta a tali sforzi di pressione & percid ortogonale
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ad Q, diretta contro la 2 stessa, ed ha modulo

F=fpd9 =fy§d9=yfcds;>.
Q2 2 Q2

Chiamando
1
tam 5 |40
Q2
I'affondamento del baricentro G dell’area £, si ha pure
F=y0.

Questa scrittura mostra chiaramente che il modulo della spinta vale
il prodotto dell’area £ per la pressione p,= y{, esistente nel baricentro G,
qualunque sia la giacitura di Q.

Resta da determinare la retta d’azione della spinta. Essa viene abi-
tualmente individuata dalla sua intersezione con il piano della superficie
in esame, punto al quale si d& il nome di centro di spinta. E comodo rife-
rire tale punto a coordinate cartesiane x ed y, la prima fissata lungo una
retta di massima pendenza del piano che contiene £, con origine sul
piano a pressione nulla e con verso positivo individuato da affondamenti
crescenti, la seconda predisposta lungo la linea di sponda, e cioé lungo
'intersezione del piano passante per £ con il piano orizzontale delle pres-
sioni nulle. Rispetto a questi assi, le coordinate x, ed y, del centro di
spinta C risultano dalle uguaglianze

Xo pd9=fpxdg
2 2

y.fde:fpde
2 2

esprimenti il fatto che F deve essere equivalente al risultante dell’insieme
di spinte parziali relativo a qualsiasi decomposizione di £, e deve quindi
presentare momenti intorno agli assi coordinati uguali alla somma di
quelli delle spinte parziali. Poiché & p = y{ = pxsin0, si ha subito

[x3dQ

=2

Y= rxd0
2

[xydQ

Yom 2

T [xd@
Q2
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e quindi x, vale il rapporto fra il momento di inerzia ed il momento sta-
tico dell’area £, calcolati entrambi rispetto alla linea di sponda, men-
tre y, € dato dal rapporto del momento centrifugo di £ rispetto agli assix
ed y al momento statico di Q rispetto alla linea di sponda. E evidente che
la posizione del centro di spinta non muta al ruotare del piano per la
intorno alla linea di sponda, ed ¢ facile osservare che C presenta un affon-
damento maggiore di £4: indicata con x, la coordinata x correlata al bari-
centro, si ha

Qfx ae = xGJdQ

€
[x2a0 = [[xa+ (x—xa)Pd2 = x3[d0 + [(r— x)2d 02,
2 Q2 ) Q 0
per cui
f(x—x6)2dQ
Xg= Xg+ gw"x—,;‘j"?!jm > Xg .
Q2

I calcoli ora svolti per determinare la posizione del centro di spinta
cadono in difetto quando la linea di sponda & impropria, ossia quando
il piano di £ & parallelo a quello delle pressioni nulle. Ma in questo caso
la pressione su £ & uniforme, ed il centro di spinta coincide con il bari-
centro di 2,

Ed ancora, il procedimento non & utilizzabile quando, a seguito della
scelta del valore di riferimento per le pressioni, il piano di pressione nulla
passa per il baricentro dell’area £, fermo restando il fatto che tutta 2 & a
contatto con il fluido di peso specifico y. In questa circostanza la spinta
globale € nulla: la porzione di £ sottostante al piano delle pressioni nulle &
sollecitata da una forza di compressione, mentre la parte sovrastante
subisce una trazione di pari intensitd. Le due forze, che costituiscono
insieme una coppia, possono sempre essere determinate singolarmente
con il metodo esposto. '

Merita infine ricordare che ad un incremento uniforme p, delle pres-
sioni corrisponde una nuova spinta di modulo p,Q, diretta dal fluido
verso £, con retta d’azione normale alla Q stessa e passante per il suo
baricentro. ' '

La tabella 6.1 raccoglie i risultati relativi alle superfici piane e verti-
cali considerate con maggior frequenza.
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TABELLA 6.1. — Risultante degli sforzi di pressione idrostatica contro super fici piane verticali,

Super ficie
in esame
;piano_con p=0 | Ea
'{:l
d

prano con p=0 ' ¥

o

[ fy i
x={

piano con p =10 I ¥

g

_piano con p=0 y

i-:pms,

Profondita del
baricentro

{a

N

[
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Coordinate del
centro di pressione
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6.6. Forze idrostatiche contro superfici gobbe.

1l caso piu semplice di superficie gobba & quello della superficie chiusa:
se la parete &€ completamente circondata da fluido di peso specifico ¥ uni-
forme, il calcolo della sollecitazione complessiva ¢ immediato. Si pud
pensare infatti di rimuovere la parete solida e di riempire il volume V
compreso entro la sua superficie esterna A con fluido dello stesso peso
specifico y senza che queste operazionialterino lo stato di quiete del fluido
esterno, o modifichino le pressioni in esso vigenti, ed originariamente
applicate alla superficie 4 della parete solida. Ma il risultante di queste
sollecitazioni pud essere ora calcolato in base alle equazioni cardinali
della statica: la spinta complessiva esercitata dal fluido esterno ¢& diretta
verso l'alto, ha retta d’azione passante per il baricentro di V, ed ¢ pari,
in modulo, a y¥, ossia, come si dice comunemente, & pari al peso di un
volume V¥ di fluido. 1l risultato costituisce la legge di Archimede, enun-
ciata nel terzo secolo a. C.

Per valutare la spinta complessiva che un fluido trasmette a ciascuna
faccia A di una superficie aperta e non piana conviene determinare sepa-
ratamente il modulo e la retta d’azione delle spinte esercitate lungo la
verticale e lungo due direzioni orizzontali.

Allo scopo di calcolare la spinta in direzione verticale, si costruisce,
come indicato nella figura 6.6, un cilindro con generatrici verticali pog-
giate sulla curva L che forma il contorno di 4. Il volume V racchiuso fra
tale cilindro, la superficie 4 ed il piano delle pressioni nulle pud consi-

piano
orizzontale a
pressione nufla |

Fig. 6.6. ~ Decomposizione e calcolo delle spinte idrostatiche contro una superficie gobba.
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derarsi totalmente occupato da fluido di peso specifico y, senza che questa
convenzione alteri la distribuzione locale delle pressioni agenti su 4. La
massa di fluido contenuta in V resta in equilibrio, ed & quindi assogget-
tata a forze con risultante verticale nullo. A comporre tale risultante con-
corrono solo la forza peso yV, e la spinta verticale esercitata attraverso
la superficie gobba A4, perché il contributo delle pressioni lungo le pareti
del cilindro €& nullo, e perché & intrinsecamente nulla la sollecitazione appli-
cata sul piano delle pressioni nulle. Ne segue che la spinta verticale F,
esercitata dal fluido interno a V sulla faccia contigua della superficie
data & uguale al peso del fluido interno: vale quindi yV, ha retta d’azione
passante per il baricentro G, di V, ed & diretta verso il basso.

Un ragionamento analogo consente di calcolare la spinta lungo cia-
scuna delle due direzioni orizzontali prescelte. Occorre qui costruire un
cilindro, con generatrici parallele alla direzione x in esame e con diret-
trice il bordo di 4, ed intersecarlo perpendicolarmente con un piano.
Ancora una volta il volume delimitato da A, dal cilindro e dal piano usato
per lintersezione pud essere pensato completamente invaso da fluido di
peso specifico p, perché questo non. influisce sulla distribuzione delle pres-
sioni contro 4. Dato che la massa interna di fluido € in equilibrio, essa
deve trovarsi sollecitata da forze complessivamente nulle. In particolare,
nella direzione x, il contributo delle pressioni agenti lungo le pareti del
cilindro & nullo, e quindi la spinta applicata attraverso la superficie piana
di intersezione £, deve risultare uguale alla componente in direzione x
della sollecitazione esercitata dal fluido interno sulla superficie gobba.
La spinta F, richiesta presenta dunque modulo ¢, 2,, se &, ed 2, in-
dicano rispettivaimente I'affondamento del baricentro e 1’area della super-
ficie piana di intersezione, ed ha retta d’azione passante per il centro di
spinta C, della Q,.

Nell’esporre il procedimento da seguire per valutare le spinte in dire-
zione verticale si ¢ ammesso implicitamente che i volumi presi in consi-
derazione costituissero domini semplicemente connessi. In realtd pud perd
presentarsi il caso in cui la superficie cilindrica costruita per il calcolo e
la superficie gobba data si intersechino a vicenda anche lungo una curva
distinta dal bordo di A. In situazioni di questo genere le considerazioni
svolte rimangono valide purché si convenga di attribuire segno negativo
alla porzione di volume ¥V che risulta racchiusa da superfici intrecciate e
contigua alla faccia della superficie in esame opposta a quella 4 sulla
quale si vuole valutare lazione esercitata dal fluido.

Pud anche accadere, a seguito della scelta della pressione di riferi-
mento, che il piano delle pressioni nulle intersechi 4 o ne sia tutto piu
basso. Riguardo alla stima delle spinte orizzontali, gia ridotte al calcolo
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di spinte contro superfici piane, non vi & nulla da aggiungere a quanto
gia detto in proposito nel paragrafo precedente. Invece, nel determinare
la spinta verticale, occorre operare un ulteriore cambiamento di segno
per quelle porzioni di ¥ che sovrastano il piano delle pressioni nulle.

In generale le tre spinte F, F,, ed F, presentano rette d’azione reci-
procamente sghembe, oppure due di esse risultano complanari ma danno
luogo ad una spinta risultante sghemba con la terza. Non & percid pos-
sibile, di norma, rappresentare le tre spinte con un solo vettore: al loro
risultante deve. essere associato anche un niomento risultante.

Di solito si preferisce evitare l'introduzione del momento, e rappre-
sentare 'insieme delle tre spinte con due soli vettori, uno verticale ed
uno orizzontale. ‘Ove le due spinte F, ed F, non siano complanari, per
essere diversi gli affondamenti ¢, e ¢, dei centri di spinta delle due sezioni
rette 2, ed £,, occorre renderle tali traslando una di esse parallelamente a
se stessa in direzione verticale. Ciod fatto, le due spinte possono venir com-
poste fra loro per fornire I'unica spinta orizzontale richiesta. Natural-
mente la traslazione verticale effettuata richiede I'introduzione di una
coppia con asse momento orizzontale: questa a sua volta deve essere
composta con la F,, e cid da luogo ad uno spostamento parallelo in dire-
zione orizzontale della stessa F,, con conseguente allontanamento della
sua retta d’azione dal baricentro di V.

6.7. Equilibrio di corpi immersi o galleggianti.

Un corpo immerso & soggetto sempre sia al peso proprio, di nio-
dulo P, diretto verticalmente verso il basso e passante per il baricentro G
del corpo stesso, sia alla spinta di sostentamento, dovuta al fluido circo-
stante e calcolabile in base ai risultati del paragrafo precedente, ma pud
trovarsi sottoposto anche ad altre azioni esterne. Il corpo risulta in equi-
librio quando tutte queste sollecitazioni amimettono risultante e momento
risultante nulli. .

Cosi, se il corpo & totalmente immerso, ossia conipletamente circondato
dal fluido, la spinta di sostentamento, verticale e diretta verso I'alto, vale
il prodotto del peso specifico y del fluido per il volume d’ingombro V
del corpo, che si indica con il nome di volume di carena. Tale spinta passa
per il baricentro C di V, detto anche centro di carena. In condizioni di
equilibrio deve essere P = pV, mentre C e G devono trovarsi sulla stessa
verticale. ‘ :

Il corpo immerso pud perd trovarsi a contatto con il fondo o con
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altra parete solida diversamente disposta. In tal caso parte della super-
ficie A del corpo ¢ sottratta al contatto con il fluido e I'azione di.questo
va calcolata considerando solo la parte rimanente di A, che costituisce

pertanto una superficie- gobba aperta. Pud cosl accadere che un corpo’

di peso specifico medio inferiore a quello del fluido circostante resti in
equilibrio a contatto con il fondo, purché laffondamento medio della
superficie di contatto sia sufficientemente elevato: 1'eccesso del peso pro-
prio sulla spinta ascensionale, od il fatto che-la spinta verticale dovuta
al fluido risulti addirittura diretta anch’essa verso il basso, trovano com-
penso nella reazione del fondo. Analogamente, un corpo di peso specifico
medio superiore a quello del fluido ambiente pud trovarsi in equilibrio
contro una superficie sovrastante, ssmpre che I'affondamento medio della
zona di contatto sia abbastanza grande.

Una situazione ancora diversa si presenta quando il corpo & attra-
versato dalla superficie di separazione fra due fiuidi di pesi specifici y, e v,
diversi, essendo naturalmente maggiore tra i due quello y, che compete
al fluido sottostante. Si dice allora che il corpo, se si trova in condizioni
di equilibrio, & galleggiante sul fluido inferiore, e si chiama piano di gal-
leggiamento la superficie di intersezione del corpo con il piano orizzon-

tale di separazione fra i due fluidi: La superficie 4 del corpo risulta divisa -

in due parti dal bordo del piano di galleggiamento, nessuna delle quali
risulta assoggettata a spinte orizzontali da parte dei fluidi circostanti,
proprio per l'orizzontalitd del piano di galleggiamento. Restano le sole
spinte verticali, che si valutano nel modo piu semplice assumendo che
il piano di galleggiamento sia piano delle pressioni nulle per entrambi i
fluidi. Cio fatto, risultano definiti, nel modo descritto al paragrafo pre-
cedente, i volumi V,e V, da prendere in esame per calcolare le spinte di
sostentamento generate, nell’ordine, dal fluido inferiore e da quello supe-
riore. Esse valgono rispettivamente »;J; e ¥,V,, ed hanno rette d’azione
passanti per i centri di carena dei volumi ¥} e ¥,. Componendo queste
due spinte si ottiene un’unica forza che, all’equilibrio ed in assenza di
altre sollecitazioni esterne, deve essere uguale e contraria al peso proprio
del galleggiante e presentare identica retta d’azione.

Nella pilt gran parte dei casi di interesse tecnico il fluido inferiore &
un liquido, quello superiore un aeriforme. Dato che il rapporto fra i due
pesi specifici ¢ allora molto maggiore di 1, si pud prescindere dalla spinta
prodotta dal fluido superiore. E le condizioni di equilibrio risultano di
conseguenza pill ‘semplici: il peso proprio P e la spinta di sostentamento
y ¥; devono avere lo stesso valore, il baricentro G del corpo ed il centro
di carena C della sua parte inimersa nel liquido devono trovarsi sulla
stessa verticale.
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6.8. Stabilita dell’equilibrio di corpi immersi o galleggianti.

Anche per i corpi immersi o galleggianti ¢ importante I'esame della
stabilita della situazione di equilibrio. Al solito, ci si accontenta di sta-
bilire se le forze agenti sul corpo abbandonato in posizioni deviate ri-
spetto a quella di equilibrio sono in grado o meno di determinare un
primo atto di moto del corpo verso la sua posizione iniziale. Si consi-
derano per questo scostamenti del corpo dall’assetto di equilibrio ottenuti
per traslazione lungo tre direzioni distinte e non complanari, o per rota-
zione rigida intorno a tre assi ugualmente disposti. A seconda che cia-
scuna di queste deviazioni porti a situazioni in cui le forze applicate al
corpo tendano a ridurre lo spostamento imposto, o tendano invece ad
aumentarlo, si parlera di equilibrio stabile o di equilibrio instabile rispetto
alla deviazione presa in esame. Pud anche accadere che le sollecitazioni sul
corpo in posizione deviata risultino ancora in equilibrio, ed in questo
caso si dira che lo stato iniziale & stato di equilibrio indifferente, sempre
rispetto alla particolare deviazione considerata.

Questo criterio si applica in modo molto semplice al caso del corpo
immerso per intero, sempre che gli spostamenti considerati non lo por-
tino a toccare superfici solide o ad intersecare piani di separazione di
fluidi a densita diversa. E chiaro che I'equilibrio di un corpo totalmente
immerso ¢ indifferente sia rispetto alle traslazioni sia limitatamente alle
rotazioni intorno ad assi verticali: tutti questi spostamenti non alterano
il valore della spinta di sostentamento e non mutano lallineamento verti-
cale del baricentro del corpo con il suo centro di carena. Nei riguardi di
una rotazione intorno ad un asse orizzontale, I’equilibrio pud risultare
invece stabile, indifferente od instabile a seconda che il centro di carena
abbia, nella posizione indisturbata, quota maggiore, uguale o minore di
quella del centro di gravita: cio riesce evidente osservando 'eventuale
coppia formata dal peso proprio e dalla spinta nella posizione deviata,
ed assumendo che, come C, anche G non muti la sua posizione rispetto
al corpo. Quest’ultimo fatto si verifica necessariamente nei corpi rigidi,
ma non in quelli contenenti parti mobili, come si vedra meglio piu oltre.

Qualora il corpo in esame si trovi gia, nella sua posizione diequilibrio
indisturbato, a contatto con pareti solide, il criterio di stabilita in que-
stione perde il suo valore pratico, e risulta invece molto pill interessante
stabilire I'entita degli sforzi necessari per ottenere lo scollamento del corpo
dalla parete. _ ‘

Nel caso di un corpo galleggiante si osserva subito che I'equilibrio &
indifferente solo per le traslazioni orizzontali e per le rotazioni intorno
ad assi verticali. La traslazione verticale, ad esempio verso il basso, deter-
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mina invece una riduzione del volume di carena ¥, ed un uguale aumento
del volume ¥}, e quindi, per essere y, maggiore di y,, un incremento della
spinta globale verso I'alto. Se ne deduce che I’equilibrio & stabile rispetto
alle traslazioni verticali.

Resta da esaminare l'effetto della rotazione intorno ad un asse oriz-
zontale, Portato il galleggiante in posizione deviata, come schematizzato
nella figura 6.7, il volume di carena inferiore risulta ridotto di una sua

piano di
galleggiamento . .
Iniziale piano di
galleggiamento
per la posizione-
deviata

1raccia
dell’asse di
inclinazione

menisco di

: menisco di
emersione

immersione

proiezione delfa spinta
peso proprio di sostentamento

Fig. 6.7. — Elementi di rilievo per valutare la stabilitd di un galleggiante nei confronti delle rotazioni
: intorno ad assi orizzontali.

parte, che prende il nome di menisco di emersione, ed accresciuto di altra
parte, che si chiama menisco di immersione. Se i volumi dei due menischi
risultano uguali, i moduli delle spinte di sostentamento rimangono inal-
terati. Cid pud sempre ottenersi scegliendo in modo adatto la posizione
dell’asse di rotazione, che viene detto allora asse di inclinazione. Si sup-
ponga ancora, per il momento, che il corpo non comprenda parti mo-
bili e che percid la posizione nel corpo stesso del suo baricentro G non
venga influenzata dalla rotazione. Per contro, la rotazione impressa mo-
difica la posizione relativa dei centri di carena, dato che, attraverso I’ag-
giunta o la sottrazione dei menischi di emersione e di immersione, ven-
gono alterate le configurazioni dei volumi di carena. La spinta di sosten-
tamento, invariata in modulo, cambia la sua retta d’azione e pud for-
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mare una coppia insieme al peso proprio del galleggiante. Poiché inte- -
ressa qui solo la componente della coppia in grado di modificare il valore
dell'inclinazione, si pud proiettare la nuova retta d’azione della -spinta
parallelamente all’asse di inclinazione sul piano ad esso normale e con-
tenente il baricentro. Si usa chiamare metacentro il punto d’incontro di
tale proiezione con la retta d’azione della spinta originaria ruotata rigi-
damente insieme al corpo. E chiaro che se il metacentro M risulta pitl
alto del baricentro G, la coppia generata dalla rotazione 8 tende a ridurre
Pentita della rotazione stessa, e percid I'equilibrio & da giudicare stabile.
Sara invece indifferente ove M coincida con G, ed instabile quando M
riesca pit basso di G. ) _

11 risultato ottenuto pud essere precisato meglio valutando la distanza
del metacentro dal centro di carena globale C, inteso questo come bari-
centro dell'insieme dei due pesi p,V; e yV, concentrati nei baricentri dei
rispettivi volumi di carena ¥, e ¥,. Si ricordi che la spinta di sostenta-
mento complessiva resta invariata in modulo, e si osservi che la sua retta
d’azione continuerebbe a passare per C se non intervenissero mutamenti
nella configurazione dei volumi di carena. L’allontanamento da C della
retta d’azione della spinta pud quindi essere ottenuto componendo la
spinta complessiva y,V,+ y,V,, assunta passante per C, con la coppia di
spinte dovute alla mutata attribuzione dei menischi alle due carene. Piu
esattamente, detto J/, il volume di ciascun menisco, il fatto che il me-
nisco di immersione, compreso inizialmente in ¥,, passi dopo la rotazione0
a far parte di V| determina I'insorgere di una nuova spinta di sostenta-
mento pari a (y,—,)V,,, mentre il passaggio inverso da V; a ¥, del
menisco di emersione genera una spinta di uguale intensita diretta verso
il basso. Questa coppia di spinte presenta un momento la cui componente
lungo l'asse di inclinazione vale (y,—v,)V,d, indicando con d la proie-
zione, su una retta orizzontale e normale all’asse di inclinazione, della
distanza fra i baricentri dei due menischi. Ne segue che I'allontanamento
da C della retta d’azione della spinta globale, valutato sempre in direzione
orizzontale e normale a quella dell’asse di inclinazione, ammonta a -

('}’i_ys)de
’ (yXVi + ys‘l/s) ’
e che la distanza del metacentro dal centro di carena globale vale

('yi‘% Ya)de
CM = —F——5"-—.
(Vi + ysVs) sinb

Per angoli 0 sufficientemente piccoli, il volume di ciascun menisco
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pud essere calcolato con la formula

Vm=nfx0 dQ’:d{deQ”:: Gnlxd_Q’: i{dell

intendendo che le integrazioni siano quelle estese a parti £’ od 2" del
piano di galleggiamento che sono confine dell’uno o, nell’ordine, dell’altro
menisco, ed indicando con x la distanza del punto in esame dall’asse di-
inclinazione. La struttura della formula suggerisce subito che, per valori
di 6 cosi piccoli, I'asse di inclinazione passa per il baricentro della super-
ficie di galleggiamento. Inoltre si ha

d_u—f%d.()’ 1 lfxzodgv " (fx2d!2’+fx2d9”)

e percio il prodotto ¥V,d vale il momento d’inerzia J dell’intera area di
galleggiamento rispetto all’asse di inclinazione, moltiplicato per 6. Sem-
pre che 0 sia tanto piccolo da consentire di assimilarne il valore a quello
di sin0, si pud quindi esprimere Ialtezza del metacentro sul centro di
carena conie

aor_ (i—v)Jd

CM_ylrfi'I’ ysVs.

Si sottolinea che la verifica della stabilita si basa sull’osservazione del-
’altezza metacentrica minima; per questo I’asse di inclinazione da consi-
derare & quello per il quale riesce minimo il momento d’inerzia J.

Infine, si osserva che se il fluido superiore ¢ un aeriforme, mentre
quello sottostante & un liquido, risulta sufficiente assumere y,=0 e sti-

mare cosi l'altezza imetacentrica sul centro di carena pari a

J
CM = Vv

L’eventuale presenza, fin’ora esclusa, di parti mobili nel corpo im-
merso o galleggiante pud essere trattata in modo analogo, con Pintro-
duzione di un secondo metacentro, M*, che assume il ruolo del baricen-
tro G nei giudizi di stabilitd dell’equilibrio, sia dei corpi totalmente im-
mersi, sia di quelli galleggianti.

Laltezza GM™ del secondo metacentro rispetto al baricentro si
calcola con formule del tutto analoghe a quelle che esprimono CM.
Resta inalterato il denominatore, poiché il modulo della spinta di so-
stentamento € uguale al peso proprio, mentre il numeratore diviene
- =y VEiar, ove Ve indica il volume della parte mobile solida, di pcso
specifico med10 2R che trasla in ambiente fluido di peso specifico vy,
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dando luogo a seguito della rotazione 0 ad uno spostamento d* del pro-
prio baricentro in direzione orizzontale e normale all’asse di rotazione.
La stessa espressione resta valida anche quando la cavita interna del corpo
contiene due fluidi, uno inferiore di peso specifico ¥ ed uno superiore di
peso y, pilt piccolo. Qui ¥} sta per il volume di ciascun menisco deli-
mitato dalla posizione iniziale della superficie di separazione dei due fluidi,
ruotata solidalmente con il corpo, e dalla posizione finale della stessa in-
terfaccia. L’uguaglianza dei volumi dei due menischi & ovviamente assi-
curata in questo caso dalla costanza dei volumi contenuti. Ed infine d*
indica la solita distanza, orizzontale e norinale all’asse della rotazione,
fra i baricentri dei menischi. Se poi la rotazione 6 impressa & sufficiente-
mente piccola, il prodotto VX d* pud essere sostituito da J*6, intendendo
con J* il momento d’inerzia dell’interfaccia dei due fluidi interni, va-
lutato rispetto all’asse baricentrico dell’interfaccia parallelo all’asse di
rotazione.

Con specifico riferimento ai galleggianti, si osserva ancora che I’asse
di inclinazione cui corrisponde la minima altezza del metacentro usuale
non ¢& necessariamente I'asse di rotazione che determina la massima al-
tezza del secondo nietacentro.

6.9. Fenomeni di capillarita,

Come esposto nel paragrafo 6.3, le superfici di livello per il potenziale
delle forze di massa sono luoghi di densita uniforme. Le superfici di sepa-
razione fra liquidi non miscibili, o fra liquidi ed- aeriformi, sono di con-
seguenza superfici di livello per il potenziale stesso: se quest’ultimo & il
geopotenziale, le superfici in questione sono orizzontali.

I1 risultato non & pilt vero quando interviene, come elemento deter-
minante lo stato di equilibrio, anche la tensione superficiale. Gli scosta-
menti della superficie di separazione tra fasi fluide diverse dalla superficie
equipotenziale vengono indicati come fenomeni di capillarita. '

Un esempio per questi fenomeni pud essere fornito dall’andamento
della superficie libera di un liquido, nel campo del geopotenziale, e presso
una parete solida piana e verticale. Lungo la linea orizzontale di cen-
tatto delle tre fasi deve essere verificata la condizione di equilibrio, gia
considerata nel paragrafo 2.3,

Ogy— Og, = 0y, €08,

nella quale ¢ sta per il valore dell’angolo diedro fra il semipiano che separa
il solido dal liquido ed il semipiano tangente al pelo libero, condotto
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lungo la linea di contatto, mentre oy,, 0y, € oy, indicano nell’ordine le
tensioni superficiali connesse alle interfacce fra solido ed aeriforme, so-
lido e liquido, liquido ed aeriforme.

Sempre in collegamento con le considerazioni riportate nel para-
grafo 2.3, attraverso il pelo libero deve sussistere un salto di pressione,
formato da pressioni nell’aeriforme p, localmente diverse da quelle p,
del liquido, ed espresso dalla formula di Laplace

PrA—PL=0yy ('}1 + ,._12)
nella quale r; ed r, indicano i raggi di curvatura locali dell’interfaccia
per due direzioni mutuamente perpendicolari, da- assumere come posi-
tivi se i centri di curvatura si trovano nella regione superiore, occupata
dall’aeriforme.

Le simmetrie insite nel problema consigliano ’adozione di un riferi~
mento costituito da un asse verticale z, diretto verso l'alto e disposto
lungo la parete solida, e di un asse x ad essa normale, passante per I’asse z
ed orientato verso la zona invasa dalle fasi fluide, come in figura 6.8.

depressioni (yy, ~ v,) z

piano a_pressione nulfa X

T,

depressioni (vr, = va)lz,

Fig. 6.8. -~ Deformazione indotta sul pelo libero dalle tensioni superficiali per la presenza di una

parete piana e verticale. Se il liquido bagna la parete, ossia se I'angolo di contatto 8 & minore di n/2,

si ha un innalzamento locale del pelo libero. Si ha invece un abbassamento se 8 & maggiore di r/2,
ossia se il liquido non bagna la parete.

La somma delle curvature, che si riduce alla sola curvatura valutata sul
piano che contiene questi due assi, vale allora, in termini della quota z,
delPl’interfaccia, ‘

1,1 3z 8%z,
A L) e
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Cosi, il salto di pressione attraverso il pelo libero andra espresso come

Sz.\21-% o9
0z, Z
Py PL= 0 [1 + (é}") ] o0
e risultera evanescente a grandi distanze dalla parete solida. In questa
zona asintotica, l’interfaccia riacquista il normale assetto orizzontale. E
comodo assumere la quota finale del pelo libero come riferimento per
le quote stesse ed adottare quale pressione nulla la pressione ivi esistente,

che & ormai comune alle due fasi. Con queste posizioni, la costanza del
carico piezometrico porge

ZO+&1:=ZD—}-‘p_A:0 ,
YL Ya

intendendo, al solito, con y, e y, le densita del liquido e dell’aeriforme.
L’andamento del pelo libero ¢ dunque descritto dall’equazione differenziale

0z\* % 02z
O1a [1 + (a_i?) J _8;20 =(—7)7%-
Una prima integrazione porta a
) —* —
oo 4 (] =B e

La condizione al contorno, gia esposta, secondo la quale la quota zg, €
la relativa derivata rispetto ad x, devono tendere ad annullarsi al crescere

della distanza x dalla parete solida, porta ad assegnare alla costante di
integrazione ¢, il valore

C1=0py

Sulla parete solida invece, ossia per:x = 0, deve essere

0z, T
9| _ _toT_s
(.= —el5-2)

e cio consente il calcolo del massimo scostamento del pelo libero dalla
superficie equipotenziale asintotica, in funzione dell’angolo di raccordo 6:
si ha

200 o ng

[Zohoo=2o= £ [/ -~ (1 —sind).

Y. Va
con segno positivo o negativo a seconda che il liquido bagni o meno la
parete solida.
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Un’ulteriore integrazione fornisce infine l’andamento completo del pelo
libero, sia pure in forma lmphclta

: 40'1.,\ V GLA ]/ 4ULA
x=—|/-—2_ 24 Ar Ch )
Ye—Va Gima T

nella quale la costante di integrazione ¢, va determinata valendosi della
condizione che sia x =0 per z,=z,; ne segue

Cy== V;_? [\/2(14 sin &) —Ar Ch VI s1n5]

La quota z, risulta costantemente positiva o negativa a seconda che il
liquido bagni la parete, e ’angolo di contatto 6 riesca percid acuto, oppure
che non la bagni, portando cosi ad un angolo di contatto ottuso. Ed &
nulla se 4 & retto.

Le tensioni superficiali e lo scostamento del pelo libero dall’orizzontale
determinano sollecitazioni particolari sulle pareti solide. Gia nel caso
elementare ora esaminato, la parete & assoggettata a sforzi diversi da
quelli che si avrebbero in assenza di tensioni superficiali e con pelo libero a
quota uniforme zy= 0. Con riferimento all’unita di sviluppo normale al
piano degli assi coordinati, questi nuovi sforzi presentano un risultante
che ha componente verticale, diretta verso 'alto se positiva, pari a

!
F,=--0,,co0sd,

e componente orizzontale, diretta verso le fasi fluide, data da

Fl= VL;KA.Z%L Opa SiN 8.

E interessante osservare che F,non dlpende dal valore dell’angolo di con-
tatto, e che ammonta sempre a ¢;,. La formula

ULA[1+(620)J kz‘—y 27A z§+ Opa

ottenuta con la prima integrazione, porge appunto, su x =0,

N

Ty COS (%* 6) + Z%l}i zlj = gy, $ind 4+ ‘——2-}}—‘- z2=0p, .
Cosi, una lamina a facce piane ¢ parallele, anche se delimitata da superfici
aventi angoli di contatto differenti con i fluidi nei quali ¢ immersa, non
risulta soggetta a sforzi orizzontali, benché possa essere sollecitata da una
coppia con asse orizzontale e parallelo alle sue facce.
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Parte dei risultati ora esposti dipendono essenzialmente dall’ipotesi che
il pelo libero non sia influenzato da altre cause fino a grandi distanze
dalla parete solida. Per mettere in evidenza i fatti nuovi che si manife-
sterebbero altrimenti, basta supporre, come indicato in figura 6.9, che
esista una seconda parete verticale, parallela a quella fin’ora considerata,
posta a distanza 2d; da essa, e dotata del medesimo angolo di contatto
con i fluidi circostanti.

piano a pressione nulla N

el

depressiont (vy, - )]

Fig. 6.9. - Forma e posizione del pelo libero soggetto alle tensioni superficiali, e delimitato da
pareti piane parallele e verticali, nel caso che il liquido bagni le pareti dando luogo ad un angolo di
contatto & < «/2, e nel caso che non le bagni, formando percid un angolo & > /2.

Ferma la convenzione per la misura delle quote e quella sul valore
della pressione di riferimento, e cioé ammettendo nulle quote e pressioni
del pelo libero in assenza di tensioni superficiali, restano valide sia I’equa-
zione differenziale per I'interfaccia, sia il rispettivo integrale primo

0zo\2]- —
Ora [l + (a‘i?) ] = _T“Q“Q‘Zﬁ z8- (6

La seconda integrazione, da operarsi dopo la separazione delle variabili,
comporta la stima di integrali ellittici. Essi, con le posizioni

C - Oua 2V Pa =] /__;2_017

v == arsin = |/ =
2014 0 4o, ¢t o ’

assuinono la loro forma normale di Legendre, e 'andamento del ramo
di pelo libero compreso fra x =0 ed x = d, risulta cosi espresso, in modo
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parametrico, dalle

2c8 1

= V(n ye o) ] VIT ity
—l/%%ﬁlm_l__myzi—“—)fx/l—ﬁsin%dv—}-cz
L A 3

40 ci+ o
= ——" [—I———J"‘ sin?v
Po—¥al 2014

con l'intesa di adottare la determinazione positiva o quella negativa per
la z, a seconda che il liquido bagni o non bagni le pareti solide.
Le costanti di integrazione, ¢, e ¢,, vanno calcolate valendosi della

condizione alla parete
Szy] b
&= ela-).

e della condizione, dettata da evidenti ragioni di simmetria,

0z,
[5;] o=t B 0 '

Ne segue che, in accordo con la formula ottenuta dalla prima integra-
zione e con la definizione del parametro v,

2 l:cl-—— Opa cos( 6)]
2 T 1w
2 — 2 = V= e | =
[28]:-0 Zy Y [v)ezse 2 5773 é ‘
2[c;— o
[20k-e,=2z}= ‘%"'}"T} [v)s-s,= Ul=g .

Di conseguenza, ¢, deve essere dedotto dall’equazione implicita

V YZ f do—
(yL yl\)(cl + GLA) \/1 - )€2 Sln2

2cr+ oua) f VIZ Esinivdo,
YoV
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mentre ¢, risulta successivamente fissato in

Yo

1/ 2c? 1 d
V Ye—vXer + O'LA) V1= #%sin%v

+ vafi"”ﬁ—md
Y= 5

Con queste precisazioni sulle costanti, la rappresentazione parametrica
dell’andamento del pelo libero cade in difetto solo quando Iangolo di
contatto é & retto. In tale circostanza, tuttavia, il pelo libero assume quote
uniformemente nulle,

Anche nel nuovo caso ora esaminato gli sforzi esercitati su ciascuna
parete solida differiscono da quelli che si presenterebbero in assenza di
tensioni superficiali: a questi ultimi vanno aggiunti degli sforzi il cui risul-
tante, rapportato all’unita di sviluppo in direzione normale al piano degli
assi di riferimento, ammette una rappresentazione formalmente identica a
quella- gia vista nel caso della parete singola. Esiste cioé¢ una componente
verticale

v =+

L
F,=—o_cosd,
diretta verso I'alto se positiva, ed esiste una componente orizzontale

=" 5 i 254 ouasind =y,
diretta verso le fasi fluide, che perd riesce qui costantemente maggiore
di a,, sempre che le quote z, del pelo libero siano diverse da zero.

E utile osservare ancora che il livello z; del pelo libero in mezzaria
pud essere espresso in modo particolarmente semplice quando la prima
costante d’integrazione, ¢,, riesce molto maggiore della tensione super-
ficiale o,,. L’equazione implicita per ¢, puo allora essere riscritta ricor-
rendo agli sviluppi in serie secondo il modulo #, troncati al secondo termine,

f do~9 £ glsiZ
\/l—»é’f‘sm2 - +E(U 2% v),

...... £ 1
T £%sin? ~ Y e R
f\/l £sinfvdo ~ v 4(1) 281n2v)
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per gli integrali ellittici che vi figurano. Si ha cosi

2 LA [( 2¢; 4 o1a

B e Vet o 2ot on)

— 1) (h1— v) + %ﬁ% sin 200] :

ossia, trascurando sistematicamente o, di fronte a ¢,

_ 2 gm

Yi—Ya 2V

(%N

i M §in2ue= lcosd]| .

Assumendo inoltre, con lo stesso grado di approssimazione,

Z% ~ =1

Yi—Va

se ne deduce che deve essere pure

O1A
dyzy = —=

A N

cosd .

La lettura del risultato ¢ immediata: per scostanienti z; del pelo libero
molto maggiori di d, il peso apparente della colonna liquida di spessore
unitario ammonta a (y,—y,)2d,2;, ove si trascuri il lieve apporto legato
alla curvatura dell'interfaccia fluida, ed esso & equilibrato dalla compo-
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Fig. 6.10. — Ascensione capillare z, del bordo inferiore del pelo libero d’acqua a contatto con I’at-
mosfera entro tubi cilindrici circolari e verticali in vetro, di diametro interno D, alla temperatura
di 20 °C. La linea a tratti ¢ in accordo con la legge di Jurin.



Par. 6.10] Equilibrio in riferimenti mobili rispetto al geoide 161

nente verticale 2¢,, cosd degli sforzi unitari trasmessi al liquido dalle due
pareti.

Lo stesso risultato evidenzia una relazione inversa fra spessore .del-
lintercapedine ed entitd dell’effetto capillare, e costituisce pertanto un
esempio del legame generale detto legge di Jurin, perché precisato da
Jurin nel 1718 osservando che influiscono solo le dimensioni ambientali
presenti al livello del menisco.

Altro esempio ¢ dato dall’equazione

Dz;= 30 mm?,

che fornisce, per le normali temperature ambientali, ’ascensione capil-

lare z; del pelo libero dell’acqua nei tubi di vetro a sezione circolare, aventi

diametro interno D minore di circa 3 mm. Per diametri maggiori non &
piu possibile prescindere dall’effettiva forma del pelo libero, e la risa-

lita z, del suo cavo risulta progressivamente inferiore, come riportato in
figura 6.10.

6.10. Equilibrio in riferimenti mobili rispetto al geoide.

A volte occorre considerare masse fluide sottoposte sia al campo del
geopotenziale, sia a campi di forze di inerzia derivanti dal moto rispetto
alla terra del sistema di riferimento adottato. Se la massa fluida risulta
in quiete rispetto al riferimento mobile, si possono adattare al nuovo
contesto i risultati generali esposti nel paragrafo 6.3.

Cosl, in particolare, se il nuovo riferimento ¢ in"moto con accelera-
zione uniforme a rispetto alla terra, nel nuovo riferimento & presente un
campo di forze specifiche di massa f= g—a, anch’esso uniforme: le su-
perfici equipotenziali, isobare, isopicnotiche ed isoterme sono i piani
ortogonali ad f, e la pressione cresce nella direzione e nel verso di f, con
tasso dipendente solo dalla densita locale. L’unica situazione eccezionale &
quella a = g: nell’ambito dello schema fin qui seguito, le forze specifiche
di massa sono nulle e la pressione & uniforme.

Altro caso tecnicamente interessante & costituito dal riferimento in
moto di rotazione rigida intorno ad un asse verticale. Assunto I’asse
delle z coincidente con I’asse di rotazione e diretto verso I’alto, ed adot-
tati per le x e le y due assi mutuamente ortogonali, disposti su un piano
orizzontale e ruotanti con velocita angolare w rispetto alla terra, il campo
delle forze di massa ammette la rappresentazione

f=—ggradz + o® Vx24 y? grad Va4 y*.

6. MARCHI-RUBATTA.
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Le superfici di livello del potenziale relativo
j— 1 33 2
¢ =—gz+5 0¥+ %)

costituiscono una famiglia di paraboloidi di rivoluzione intorno all’asse
delle z presentanti la concavita verso I'alto. Ammesso che, ai soli fini del
calcolo delle pressioni, si possa considerare uniforme la densita o del
fluido, le pressioni stesse valgono

P = Po—0g(z — 2o) +%9w’(x" +)9

ove si intenda con p, la pressione presente sull’asse di rotazione, a quota z,.
Se la rotazione avviene invece intorno ad un asse non verticale, nel rife-
rimento in moto la componente dellalforza di massa dovuta al campo
del geopotenziale appare con direzione locale variabile nel tempo, e questo
esclude che possa sussistere lo stato di quiete per un corpo fluido.

6.11. Forze specifiche dovute alle stesse masse in eqnilibi‘io.

Gli assetti di equilibrio considerati fino ad ora sono connessi alla pre-
senza di forze di massa legate solo alla natura dinamica del sistema di
riferimento. Fra le forze specifiche vanno perd elencate pure quelle dovute
all’attrazione gravitazionale reciproca fra i vari elementi fluidi compo-
nenti il corpo in esame, come accennato nel paragrafo 4.5. Benché queste
forze, nella maggior parte delle applicazioni tecniche correnti, siano deci-
samente trascurabili, esse possono tuttavia assumere funzione dominante
rispetto alle prime, come avviene nel caso limite di accelerazioni assolute
nulle, considerato nel paragrafo 6.10.

Se le forze di massa si riducono alle sole forze di mutua attrazione
gravitazionale, a grande distanza da una massa M si manifesta una forza
specifica attrattiva

f=—=x aﬁg gradd,
ove si deve intendere con d la distanza del punto x’, nellintorno del
quale & presente la massa M, dal punto x, nel quale la forza f agisce, e
si deve -porre :

%=6,673-10-1 kg-1m3s-2,
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Il potenziale ¢ di questa forza specifica vale

che porge appunto
f=grad¢.

Nel campo dello schema continuo le stesse forze valgono

f(x) = -xf%grad ddv,
) ‘

con Plintesa che il gradiente sia calcolato derivando rispetto ad x.
Sipuod mostrare che tali forze ammettono ancora un potenziale. Allo

scopo, si suddivide il volume V di integrazione, isolandone un elemento ¥,

centrato sul punto x nel quale si vuole calcolare il campo, e si scrive

f:w-xf d%gradddV—xf_(%gradddV.

V=V,

Poiché le integrazioni vanno eseguite rispetto alla variabile x/, mentre il
gradiente va stimato variando x, le due operazioni sono fra loro inverti-
bili, solo che le funzioni coinvolte siano di classe C° rispetto ad x' e di
classe C? rispetto ad x. Cio avviene senz’altro nel caso del primo inte-
grale, se o & di classe C°, perché d non si annulla mai. Nel caso delsecondo
integrale, d si annulla in x, e la funzione d-2gradd non ¢& pilt continua,
ma lintegrale stesso tende ad annullarsi man mano che il volume V, si
restringe intorno ad x. Al limite si ha dunque, complessivamente

f = grad [xf%dV]
Cf= grad¢
¢ = xf%dV.

Si nota ancora, per inciso, che se o'¢ di classe C?, e non semplicemente

di classe C°, questa' espressione del potenziale soddisfa I'equazione di
Poisson o

ossia

con

Vng = — 41!.'%0 .
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Visto che pure le forze specifiche ora considerate ammettono poten-
ziale, si possono utilizzare anche qui le conclusioni generali del para-
grafo 6.3. Cosi, in particolare, le superfici di livello del potenziale sono
sempre superfici isobare, isopicnotiche ed isoterme. Alla condizione usuale
che le superfici equipotenziali siano isopicnotiche, si sovrappone qui I’in~
terconnessione esistente fra il potenziale e la distribuzione delle densita, e
cio "vincola in modo caratteristico gli assetti delle densita che possono

dar luogo a stati di equilibrio.
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CAPITOLO SETTIMO

DINAMICA DEI FLUIDI IDEALI

7.1. Le equazioni meccaniche dei fuidi ideali.

In seno ad un fluido in moto, la semplice struttura isotropa del ten-
sore degli sforzi, sperimentalmente verificata nel caso della quiete, non
risulta pili soddisfatta, come avvertono gia le considerazioni globali svolte
nel paragrafo 2.9. Pud tuttavia accadere che le componenti normali del
tensore degli sforzi siano notevolmente maggiori delle relative compo-
nenti tangenziali, e che le variazioni delle prime nello spazio e nel tempo
giochino sul moto che si intende studiare un ruolo comnparativamente
molto piu importante di quello esercitato dai mmutamenti delle seconde.
In casi di questo genere, uno schema di calcolo che prescinda dagli sforzi
tangenziali, e che tenga conto solo delle pressioni normali pud riuscire
particolarmente utile, niostrandosi atto ad inquadrare gli aspetti piu sa-
lienti del inoto in esame, pur impiegando un apparato analitico molto
ridotto. Lo schema stesso & completato richiedendo che le pressioni nor-
mali restino quelle p collegate dall’equazione di stato

e=o(p, 7)

alle densita o ed alle temperature 7.

1l modello basato sull’assunto che anche in condizioni di moto il ten-
sore degli sforzi si mantenga isotropo e conservi pressioni normali iden-
tiche a quelle indicate dall’equazione di stato &¢ noto come schema di fluido
ideale. La posizione

T=pl,

sulla quale si basa tale schema, pud essere considerata un’equazione costi-
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tutiva, di carattere meccanico, che individua un particolare tipo di com-
portamento del mezzo fluido.

La struttura degli sforzi interni non ha effetto diretto sull’equazione
di continuitd, esaminata nel paragrafo 4.3, che conserva pertanto la forma
cardinale

I%f@cw=0

v

e, quando la densita ¢ e la velocita v sono di classe C, le forme indefinite
0 .
S +divev) =0,

Do o
E—f—gdwv—o.

L’ipotesi che il tensore degli sforzi abbia solo le componenti normali,
tutte uguali a p, che equivale alla posizione

T=pn

per gli sforzi di superficie «, semplifica invece notevolmente le equazioni
cardinali del moto

D
= - 14
jgde-I—f'r d4 thgvd ,
\4 A 4
D
J'(x—— x,) Aof dV —i—f(x— X)ATdA = i f(x— X)AevdV,
v A v
presentate nel paragrafo 4.5: queste assumono ora I’aspetto

D
J.Qde—FfpndA—f)—tfgvdV,
v A

v

f(x—xo)/\gde + f (x—x)ApndA = . f (x—xo)AevdV .

Inoltre, se le forze specifiche di massa f sono di classe C° e la densita o,
la velocita v ed il tensore degli sforzi T sono di classe C, la prima equa-
zione indefinita del moto

Dv

of—divT =e g,
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ricavata nel paragrafo 4.7, si semplifica nella forma

Dv
f —gradp =
el—gradp =0 ; Di’
nota come equazione di Euler; essa risale al 1757. La seconda equazione
indefinita del moto richiede che il tensore degli sforzi sia simmetrico, come

dedotto nello stesso paragrafo 4.7, ed & quindi automaticamente soddi-
sfatta dall’assunto che lo stesso tensore sia addirittura isotropo.

7.2. Le equazioni termodinamiche dei flnidi ideali.

Nello schema di fluido ideale, come si & visto nel paragrafo precedente,
si suppongono nulli gli sforzi tangenziali, e si ammette che gli sforzi nor-
mali coincidano con le pressioni p legate dall’equazione di stato alle den-
sita ed alle temperature locali. Cid implica che le dissipazioni di potenza
neccanica, ed il relativo valore specifico /4, siano identicamente nulli.
Come si € gia ricordato nel paragrafo 1.7, I’entropia & una funzione di
stato, che riassume valori identici a quelli di partenza se il corpo. viene
riportato alle condizioni iniziali di pressione p e temperatura 7. Quando
sono assenti gli scambi termici, il fatto pud verificarsi solo se le dissipa-
zioni di potenza meccanica, intrinsecamente non negative, sono identica-
mente nulle. 11 fatto stesso & percio generale.

La posizione © = pn, ¢ la conseguente .= 0, riducono I’espressione
del primo principio della termodinamica e la” definizione dell’entropia
specifica

"D]?? (eu—{— gvz)dV fv-gde+ v-rdA 4 |wdA4
\4 v 4 A

3 oedV J'Qﬁ‘dV+f9/"dV

introdotte nel paragrafo 4.8, alle forme
D 1.
ﬁ?f(gu ~+ 50V ) dv =fv-9f dav +fv'pn d4 —i—J.w d4,
v 1 4 4 4

gtfeedV—f O/g‘dV
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La forma cardinale del secondo principio della termodinamica,

ll))t fgedV>f d4,

esposta anch’essa nel paragrafo 4.8, resta invece inalterata. A queste tre
forme cardinali della termodinamica per i fluidi ideali fanno seguito altret-
tante fornie indefinite, purché si ammettano adeguaté condizioni di con-
tinuita per le diverse variabili in gioco: la densita g, 'energia interna spe-
cifica u, la pressione p, I'entropia specifica e, la densita del flusso di po-
tenza termica «, I'assorbimento specifico di potenza termica 4,, la tempe-
ratura assoluta 7, la velocita v e la forza specifica di massa f. Le condizioni
di continuita richieste sono gia state precisate nel paragrafo 4.10: basta

che f e 4, siano di classe C°, e che tutte le altre variabili elencate siano di

classe C!. Valgono allora le relazioni

Af«»dA - nqdAd= —vfdi'quV=Jg,9de, ”

nelle quali q sta per il vettore densita di flusso della potenza termica, intro-
dotto nel paragrafo 4.9, e si hanno le forme indefinite delle equazioni della
termodinamica per i fluidi ideali che seguono:

. Du . .
ep;=—P divv—divq,

De divq
QD!_ 7
De divq |, q-gradr
N TR

Nei fluidi ideali, Yisotropia rispetto alla propagazione della pofenza
termica sussiste nonostante il moto. Si continua percid ad adottare I'equa-
zione costitutiva di Fourier

q'=—kgradr,

gia vista nel paragrafo 6.2 a proposito delle condizioni statiche, ammet-
tendo ora che il coefficiente di conduttivita termica k non dipenda dallo
stato locale di moto.

Come nel caso statico, dal confronto delle ultime due forme indefinite
delle equazioni fondamentali della termodinamica si ottiene

—q-grad 7>0,
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e questa limitazione, insieme all’equazione costitutiva di Fourier, mostra
che il flusso della potenza termica pud ancora aver luogo solo nella dire-
zione delle temperature decrescenti.

Infine, unendo ’equaziong -costitutiva di Fourier alla forma indefinita
della definizione dell’entropia specifica nel modo gia seguito nel para-
grafo 6.2, ammettendo percid che il fluido sia non solo isotropo, ma
anche omogeneo nella dipendenza di q da grad 7, ed assumendo che le
temperature assolute siano di classe C2, anziché semplicemente di classe C?,
si ottiene '’equazione di Fourier

Dp D7 .
—Toz—-|—ngt_kV T,

che differisce da quella dedotta nel caso statico solo per la presenza di
derivate sostanziali al posto di quelle temporali, e che risale al 1833,

11 coefficiente di conduttivita termica k, il coeficiente di dilatazione
termica «, ed il calore specifico a pressione costante c, sono stati intro-
dotti, rispettivamente, nei paragrafi 2.8, 2.2, e 2.6.

7.3. Aspetti del moto dei fluidi ideali.

Nello schema di fluido ideale, come si & visto nel paragrafo 7.1,
vale localmente ’equazione di Euler

Dv
ef—gradp=o Di’
sempre che la densita g, la pressione p e la velocita v siano di classe CY, e
sempre che le forze specifiche di massa f siano di classe C° In accordo
con la definizione dell’accelerazione a, fornita nel paragrafo 5.2, si pud
anche scrivere, sotto le stesse ipotesi

1
f—_gradp=a.
@g p

In molti casi di interesse tecnico, le forze specifiche di massa ammet-
tono un potenziale ¢, che porge

f=grad¢.

Se cid avviene, le accelerazioni a ammettono anch’esse un potenziale se e
solo se ammette potenziale I’espressione ¢—* grad p.
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Secondo l’analisi condotta nel paragrafo 6.3, o'gradp aminette po-
tenziale quando la pressione & uniforme, quando la densita & uniforme,
oppure quando esiste un legame diretto fra densita e pressione. Queste

condizioni sono conglobate nella richiesta che sussista una relazione

f(@sps t)=0:

e vengono richiamate ammettendo che il moto sia barotropico.

Situazioni del genere sono sempre conseguenza di circostanze parti-
colari in atto nel moto che si vuole studiare. Ad esempio, posto che tutto
il fluido risulti soggetto alla medesima equazione di stato

e=elp, 1),

il moto & certamente barotropico se si svolge a temperatura r uniforme, o
se vige per esso un legame ausiliario

p=p(),

come avviene quando lentropia ¢ uniforme, ed in altri casi analoghi.
Sempre in accordo con quanto detto nel paragrafo 6.3, un potenziale
dell’espressione p~'gradp ¢ quello

f
4
Che porge appunto

' dp (8 J‘dp) 1
rad| = =z | =)gradp = - gradp.
g 0 ) gradp 0 gradp

In conclusione, i moti barotropici di fluido ideale, soggetti a forze di
massa conservative, ammettono un potenziale univoco per le accelerazioni.

Riesce precisamente
dp
a= grad ¢ — ? .

Per questi moti sono quindi disponibili i risultati cinematici del para-
grafo 5.10, risultati che, per comodita di lettura, vengono qui riportati.

La variazione intrinseca nel tempo della circolazione della velocita ¢
identica per tutti i circuiti chiusi riconducibili, ad un dato istante, gli uni
agli altri senza uscire dal dominio contemporaneamente interessato dal
moto. '

Il moto pud essere irrotazionale o rotazionale.

Se il moto & irrotazionale in un istante esso resta tale per tutto I'in-
tervallo finito di tempo durante il quale si svolge. La circolazione della
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velocita & nulla su tutti i circuiti riconducibili ad un punto; identica, senza
essere necessariamente nulla, su quelli che possono essere deformati fino a
sovrapporsi, ma che non possono essere ridotti ad un punto.

Se il moto & rotazionale, esistono, in ciascun istante, i tubi di flusso
del vettore vorticitda w =rot v. Il flusso di w attraverso ogni sezione tra-
sversale di uno stesso tubo di vortice assume valore identico, che pud
essere adottato come indice dell’intensita dello stesso tubo di vortice. I
tubi di vortice non possono convergere in un punto: devono necessaria-
mente richiudersi su se stessi o terminare sulla frontiera del dominio occu-
pato dal fluido. Essi, inoltre, si muovono solidalmente con il fluido, man-
tenendo inalterata nel tempo la propria intensita.

Se poi il campo delle velocita & di classe C?, anziché semplicemente
di classe C!, come ammesso fino ad ora, si ha che, a parita di altre con-

e

dizioni, il campo delle accelerazioni & irrotazionale. Infatti, dalla
4
a = grad (¢ —f -(7)

rota=0.

segue direttamente

Perciod, ancora una volta in accordo con i risultati esposti nel paragrafo 5.10,
la variazione intrinseca della vorticitd w pud essere dovuta solo a cambia-
menti della densita od a distorsioni isocore del mezzo fluido. Cid sotto-
linea che, mancando coppie esterne agenti sui singoli elementi fluidi, la
velocita di rotazione angolare di questi, se diversa da zero, muta solo a
seguito di alterazioni del loro momento d’inerzia, connesse a variazioni
del loro volume o della loro forma.

La condizione che le forze specifiche di massa ammettano potenziale, e
quella che il moto sia barotropico, sono verificate in molti fenomeni tecni-
camente importanti, ma non coprono la totalitd di questi. Forze prive di
potenziale, quali quelle di Coriolis, oppure stati di moto baroclinico, con
superfici isobare distinte da quelle isopicnotiche, si presentano anche loro

in casi importanti. Alcuni di questi verranno esaminati nei paragrafi 7.8
e 7.9.

7.4. Teorema di Bernoulli.

Unendo all’equazione di Euler del paragrafo 7.1

\ Dv
of —gradp = ¢,
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I’espressione vettoriale dell’accelerazione

ov

a=‘§

v2
— VArotv + grad 5
vista nel paragrafo 5.2, si ha
1 v ov
—f+Egradp + grad§+ e =VArotv.

Le condizioni di continuita richieste sono gia state elencate nei paragrafi
citati: la densita g, la pressione p e la velocita v devono essere di classe C?,
le forze specifiche di massa f di classe CO.
Se il moto ¢ irrotazionale, ossia se riesce costantemente

rotv=20,
si ha ‘

v = grade,
ed il campo delle accelerazioni, come ricordato nel paragrafo 5.9, deve
ammettere potenziale. In accordo con l'esame svolto nel paragrafo 7.3,
cid avviene solo se le forze specifiche di massa ammettono un potenziale ¢,
in termini del quale riesca

f=gradg,
e se il moto risulta barotropico, accordandosi con un legaine del tipo

f(.gs D, t) =0 >
in modo da avere

1 dp
—gradp = radf —=.
0 gradp =g )
In queste circostanze, ’espressione ora in esame assume la forma
. dp , v® Q¢
dl—¢ 4+ =+=+LZ)=0:
grad (— + [ & +5+e)=0:
ne segue che la soimma
: dp , v Qg
o[ LS

riesce uniforme in tutto il dominio occupato dal fluido. Se poi il moto,
oltre che irrotazionale, ¢ anche permanente, ossia se

ov

2= O
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risulta indipendente da x gia la somma
d 2
—g L f /L
0 2

Per contro, si pud ammettere che il moto sia permanente, ma non
irrotazionale. Se le forze specifiche di massa derivano ancora da un poten-
ziale, la stessa espressione di partenza porge ora

2
— grad¢ + égradp + grad % = VArotv.
Si vede subito, moltiplicando scalarmente per v o per rotv, che la somma
dp  ¥?
—¢ -I-f o + >
risulta costante sia lungo le traiettorie, sia lungo le linee del vettore rotv,
purché lungo tali linee riesca
1 J‘ dp
—gradp = grad| -+,
4 gracp . 8 4
il che avviene certamente sotto le ipotesi gia fatte in proposito. L’unifor-

mitd della somma
dp , »?
—¢ -}-f o + 7

sull’intero dominio si riprfstina ovviamente, anche se il moto non & irro-
tazionale, quando esiste una superficie, attraversata da tutte le traiettorie,
sulla quale la somma assume valore uniforme.

Un altro risultato interessante, sempre relativo al moto permanente,
viene conseguito concentrando l'attenzione unicamente sulle traiettorie.
In questo caso si pud ammettere la presenza di forze specifiche di massa
del genere di quelle di Coriolis,

—2wAVv,
legate ad una velocita angolare di rotazione costante w del riferimento, e

scrivere di conseguenza

. 2
—grad¢ —}——:)-gradp + grad%: VArotv—2wAv.

La moltiplicazione scalare per v indica ora che la solita somma

I

dp
—¢ 4 ‘é"-}‘ 5
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assume valore costante su ciascuna traiettoria, purché sulle stesse. linee
si abbia sempre

1 dp
—gradp = grad f -
0 gradp = gr 0

Ancora una volta, la medesima somma risulta uniforme sull’intero do-
minio se lo € gid su una superficie intersecata da tutte le traiettorie.

11 risultato relativo alle traiettorie, nella sostanza, & stato ottenuto da
Bernoulli nel 1738, e costituisce il capostipite delle conclusioni riportate
in questo paragrafo. A ciascuna di esse si attribuisce oggl il nome di teo-
rema di Bernoulli,

Di norma, le somme fin qui considerate variano nel tempo. Fa ecce-
zione la quantita

dp  v* Qe
¢ ‘f‘f"é" + 5 + 3
che puo sempre essere resa indipendente dal tempo conglobando in ¢ un

inessenziale addendo, funzione di ¢, ma non di x. Un’operazione analoga
sul potenziale ¢ risulterebbe altrettanto efficace, pure nei confronti della

somma
. dp 0%,
f'e 2

essa perd non viene abitualmente effettuata, per non compromettere I'in-
terpretazione energetica di ¢, che verra esposta nel paragrafo seguente.
Cosl, anche nellipotesi di moto permanente, il valore di

dp v?
—o+[T+5

riesce immutabile nel tempo se sono tali anche ¢,p e o. In questo caso

si ha dunque
0 dp | 0% _
a(—"g‘ +f—9-+7)—0

D dp , v*
mi(-# 47 +%) =0

In campo tecnico, & particolarmente frequente lo studio del moto di
masse fluide che presentano densita praticamente uniforme e permanente.

e quindi anche
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lf )
==|dp=2
e o e

Se poi la massa fluida in esame ¢ piccola rispetto alla terra ed & soggetta,
oltre che alle forze specifiche di Coriolis connesse alla rotazione siderale
del geoide, solo alle forze specifiche del geopotenziale, riesce

Per questi moti si ha

¢=_gzs

con Pintesa che I'asse delle z sia assunto verticale e diretto verso l'alto.
Nel moto permanente risulta allora uniforme sulle smgole traiettorie
e costante nel tempo la quantita

PV
g+t 3

e quindi anche quella
2
=z + S I
v 2’
ove y, come sempre, sta per il peso specifico og.
La grandezza H cosl definita € nota come carico totale o carico effet-
tivo. Ricordando che si chiama carico piezometrico la somma

h=z+2,
Y
considerata nel paragrafo 6.4, si ha pure
vZ
H=h+ .
, +%
Il termine ora aggiunto,
1)2
‘2“? ’
¢ detto comunemente altezza generatrice della velocita.
Semipre con riferimento ad una traiettoria, il gioco reciproco dei sin-
goli termini componenti il carico effettivo & illustrato nella figura 7.1.
Naturalmente, se esiste una superficie, attraversata da tutte le traiettorie,
sulla quale H assume valore uniforme, H stésso riesce, oltre che costante

nel tempo, anche uniforme sull’intero spazio interessato dal moto. 11 me-
desimo risultato € valido se il moto & irrotazionale.
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linea_dei carichi

effettivi
23 v
.y % 2 o
2¢
linea dei carichi
piezometric
Pn —
¥ ¥
B B Zo
h, ¥V ] ~~ ¥
trajettoria
hJA
I o
A 2y Zy
ey [0 MRS
2 orizzontale di
* riferimento
4 A

Fig. 7.1. - Aggiungendo I'altezza generatrice della velocita v?/2¢ al carico piezometrico k, costruito

con la somma della quota z con I'altezza rappresentatrice della pressione p/y, si ottiene il carico effet-

tivo H, che si mantiene uniforme sulle singole traiettorie finché il peso specifico ¥ resta immutato,

le forze specifiche di massa si riducono a’quelle peso ed a quelle di Coriolis, il moto & permanente,
ed il fluido si comporta come fluido ideale.

7.5. Stime sull’energia.

In accordo con le conclusioni del paragrafo precedente, nel moto di
un fivido ideale si ha

D (dp | ¥\ _
m(-#+[ T +7)=0
Occorre per questo che il potenziale ¢ delle forze specifiche di massa, la
pressione p, la densita ¢ e la velocita v siano tutti di classe C! ed invaria-

bili nel tempo. Occorre inoltre che il moto sia barotropico, con g e p diret-
tamente collegate tra loro da un legame del tipo

fle,p)=0,

in modo che riesca

1 dp
—gradp = radJ.—u.
.Qg pP=g o
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E ammessa invece la presenza di forze specifiche di massa non comprese
fra quelle descritte dal potenziale ¢, purché esse siano prive di compo-
nenti lungo le traiettorie, come sono, ad esempio, le forze specifiche di
Coriolis —2wAv connesse ad una velocitd permanente di rotazione w
del riferimento.

Il risultato si presta ad una lettura in termini energetici particolar-
mente interessante.

La potenza meccanica esplicata dalle forze specifiche di massa

f=grad¢ —2wAv
sul fiuido racchiuso nel volume V all’istante ¢ ammette ’espressione

fv-@de= v-o(grad¢ —2wAv)dV = |v-pgrad¢ dV =
\4

v 14
[, (3 ., _(,Dé
—J‘g(g-l- v gradq&)dV—ngt dv,
14 v

e si vede cosi che le variazioni intrinseche di ¢ uguagliano il lavoro con-
temporaneamente eseguito dalle forze specifiche di massa, purché ¢ sia
stazionario.

L’altra potenza meccanica connessa alle forze esterne & quella svilup-
pata dagli sforzi di superficie agenti sul contorno 4 di V. Nel moto baro~-
tropico di fluido ideale, con ¢ e p indipendenti dal tempo, essa vale

fv-pn d4d = —--fdiv(pv) v = —f[pdivv + v-gradpldV =
14 \4

A

= ——f[pdivv—}- ev-gradfdf] dv =
14

_—f[pdlvv+g(atf 0 + v-grad 0 dv
v

- pdivvdV+f@uﬁ[?}(—f%£’-)dV.

14

La frazione

—vjpdivvdv

di questa potenza si traduce in un incremento dell’energia interna, insieme
all’eventuale apporto di potenza termica. Come si & osservato nel para-
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grafo 4.10, la potenza termica fornita vale

—;fdiquV,

quando il vettore densita del flusso di potenza termica, q, & di classe CL
Inoltre, si & gid notato nel paragrafo 4.9 che, se I'energia interna u &
di classe C!insieme alla densita ed alla velocita, il teorema del trasporto e
I’equazione di continuitd consentono di esprimere il tasso d’incremento
intrinseco nel tempo dell’energia interna,

D
Dtf@udV

anche come
Du
°H; dv.
14

Che risulti appunto

f I_I;.EdV_ —fpleVdV—fdlvq dav
v

¢ confermato dalla forma indefinita del primo principio della termodi-
namica,

Du
°Dr = —pdivv—divgq,

vista nel paragrafo 7.2.
La parte residua,

D dp
Jemil=[B)or-

della potenza sviluppata dalle pressioni, e tutta quella connessa alle forze
di massa,
, Do

°Dr dv,

14

determinano insieme un aumento dell’energia cinetica. Infatti, se si pone
il tasso d’incremento temporale di quest’ultima,

ﬁD—tf%@v?dV,
\4
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nella forma equivalente

dv,

9o
(TR

er

si vede che l'uguaglianza

D¢ D dp [ D
9D7dv+f@ E(—f?)dV— o D Pay
14 |4 N

¢ in accordo con il teorema di Bernoulli
D dp  v?
E(_‘ﬁ'{' ?ﬁ‘§)=0.

Le relazioni energetiche ora esaminate mostrano che all’espressione

dp)
(=I5
puod essere attribuito il significato di energia potenziale specifica. Pili

precisamente,
dp
— e —
¢ f 4

hanno funzione di energia potenziale specifica di posizione e, nell’ordine,
di energia potenziale specifica legata alle pressioni fino a che tali energie
vengono utilizzate per calcolare le variazioni intrinseche di energia cine-
tica specifica in un moto barotropico di fluido ideale, con ¢, g, p € v tutte
stazionarie: lungo una traiettoria, ad una riduzione di queste energie po-
tenziali specifiche corrisponde un eguale incremento di energia cinetica
specifica. '

L’interpretazione in termini di energie potenziali specifiche della gran-

dezza
d
(=19
e
riguarda soltanto i cambiamenti subiti lungo ogni singola traiettoria. Alle
variazioni che si riscontrano passando ad altra traiettoria, di norma, non
puo essere attribuito lo stesso significato.

Nel caso particolare, ma molto importante in campo tecnico, di fluido
avente densita praticamente uniforme e permanente, soggetto inoltre solo
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alle forze specifiche di massa sperimentate da un osservatore solidale con
il geoide, I’espressione

d

(/%)

Q

assume la forma -
gz + % )

come gia notato alla fine del paragrafo precedente. Di conseguenza, posto
sempre y = gg, il carico piezometrico

h=z+2
Y

assume il ruolo di energia potenziale per unita di peso, con le limitazioni
esposte in precedenza: il moto deve essere permanente ¢ attenzione deve

" essere concentrata su una sola traiettoria. Allo stesso tempo, e sotto le
medesime condizioni, il carico effettivo

p v
H=—z4+217
+ " + 2%
assume il significato di energia meccanica totale, per unita di peso.

11 fatto che la grandezza
_ d_P)
(-]

non costituisca sempre un’energia meccanica specifica nel senso usuale
pud essere messo in evidenza gia da un semplice controesempio, appar-
tenente al campo della statica. Una massa fluida in riposo. ha energia
potenziale specifica pari al prodotto di g per la quota del proprio bar1-

centro. Il valore
(o) ors o

_ & invece uguale al prodotto di g per la quota del piano delle pressioni
nulle.
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7.6. Condizioni al contorno.

La frontiera del dominio interessato dal moto di un fluido & una super-
ficie che non viene attraversata dal fluido stesso. Sulla frontiera, percio,
la componente della velocita v del fluido in direzione normale a tale super-
ficie deve coincidere con la velocita di spostamento di questa nella mede-
sima direzione. In particolare, se la frontiera ¢ ferma nel riferimento adot-
tato, la velocita del fluido deve presentare, su di essa, componente nor-
male nulla.

Se f(x,?) =0 & l'equazione della frontiera, e se questa ammette ver-
sore normale

n— grad f
grad f|’
la velocita v, con la quale la frontiera stessa si muove lungo n vale
of of of
o — — o et ot
fn of n-gradf  |grad fl°
on

Come si & detto, la velocita v del fluido deve assumere, sulla superficie
f(x, t) = 0, componente lungo n identica a v,,: deve essere cioé

Uy — 0, = U5 —V-n=0.

Ne segue subito
of , .. _of . —
at-l—v n/grad f| —at—i-v gradf=0,

e quindi la coincidenza delle due velocitd pud anche essere espressa, in
forma spesso pit comoda nelle applicazioni, imponendo che I’equazione
f(x, 1) =0 della frontiera soddisfi la condizione

) D
(51+v-grad)f=ﬁtf—0.

11 fatto che la componente normale della velocita del fluido relativa
alla frontiera

Vy— g,
sia nulla su ogni punto di questa superficie non ¢& sufficiente per conclu-

dere che gli elementi fluidi situati su di essa in un dato istante non pos-
sano successivamente allontanarsene. Cosi, elementi di frontiera possono
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divenire elementi fluidi interni, e viceversa, come avviene, ad esempio, in
corrispondenza alla comparsa ed alla scomparsa di bolle in seno ad un
liquido o di gocce in un aeriforme.

Per la componente della velocita del fluido tangente alla frontiera non
esistono vincoli cinematici. Come si & gia accennato nel paragrafo 5.7,
losservazione sperimentale ha mostrato che la componente tangenziale
della velocita coincide con I'analoga componente della velocita della fron-
tiera, se questa & costituita da una parete solida. Si dice usualmente che
il fluido aderisce alle pareti. Tuttavia, nello schema di fluido ideale, que-
st’'ultima condizione non pud essere sempre rispettata, come si vedra
meglio nel paragrafo 7.7.

A volte la superficie di frontiera non ¢ assegnata in partenza. La sua
forma va allora dedotta insieme alla struttura del campo delle velocita.
Casi di questo genere si presentano quando la frontiera ¢ superficie di
separazione fra porzioni diverse della stessa massa fluida, animate cia-
scuna da moti con velocita di classe C!, e, contemporaneamente, super-
ficie luogo di discontinuitd per le componenti tangenziali della velocita.
Lo stesso fatto si presenta pure quando la frontiera & superficie di sepa-
razione del fluido in esame da altro non miscibile ¢on il primo.

Nella prima circostanza, la pressione p resta continua attraversando

la frontiera. Basta scrivere la prima equazione cardinale del moto

D
fgdeJrf'ch: ﬁfgvdV
4 A 4

per il volume V di figura 7.2, racchiuso dalla superficie 4 € compren-
dente nel suo interno la parte A, di frontiera. Il volume V risulta diviso
da A, in due porzioni, V; e V2, in ciascuna delle quali la densita ¢ ¢ la velo-
cita v vengono supposte di classe C. Si ha pertanto, ricorrendo al teo-
rema del trasporto modificato con 1’uso dell’equazione di continuita come
si & fatto nel paragrafo 4.4,

fgfdv+f¢dA :fg%:dVl-l- o Drar,.

v 4 Vs Vs
Ammesso ora che le forze specifiche di massa f siano di classe C9, e che
gli sforzi = lo siano nei singoli volumi }; e ¥;, in modo che tutte le fun-
zioni integrande riescano continue, si puo ridurre a zero il volume com-
plessivo V' senza variare A, per ottenere

J-(Tl_ T)dA4;=0,
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superficie di
frontiera

Fig. 7.2. — Volume da considerare per l'esame dell'assetto degli sforzi di superficie in corrispon-
denza di una superficie di frontiera sulla quale la velocita & discontinua.

nella quale =, e +, stanno per gli sforzi vigenti da bande opposte della
frontiera. Infine, ’arbitrarieta della A4, considerata permette di concludere
che gli sforzi =, e =, devono coincidere, e quindi che lo sforzo ~ deve
essere continuo anche in corrispondenza della frontiera. Ma nel fluido
ideale si ha

T=pn,

e la continuitd dello sforzo <t implica la continujta della pressione p.

Nella seconda circostanza, invece, e cioé quando la frontiera divide
fluidi diversi, sussiste attraverso essa un salto di pressione, dovuto alla .
tensione superficiale. Si ammette che tale salto di pressione sia ancora
espresso dalla formula di Laplace, vista nel paragrafo 23 con riferi-
mento a condizioni statiche.

7.7. Limitazioni dello schema.

Si & gia osservato che lo schema di fluido ideale riesce utile quando
la dissipazione di energia ¢ fatto di entitd marginale nel fenomeno da
studiare. ' '

Il trascurare completamente le dissipazioni impedisce tuttavia I'indivi-
duazione univoca del moto. Piu precisamente, sia

v=v(x,?), p=p(x1)
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la soluzione di un particolare prob‘lema di moto di fluido ideale baro-
tropico, in un intervallo di tempo compreso fra =0 e £ >0, compa-
tibile, in quanto tale, con I'’equazione di Euler :

. Dv
of —gradp = T

con la condizione di legame barotropico

f(@:p: t)%or

e con le condizioni al contorno.

Si consideri poi il moto inverso che, in ciascun istante 7 compreso
nell’intervallo da #,= 0 a 7,= t,, assume velocitd opposte e pressioni iden-
tiche a quelle presenti nel moto- pl‘lmlthO all’istante f,— ¢. Questo moto
inverso, caratterizzato da

VX, ) =—v(x, ,—10),  p(x,T)=p(x, t,—1)

¢ ancora un moto di fluido ideale barotropico. Si verifica subito, infatti,
che le nuove velocita e pressioni soddisfano 1’equazione di Euler
-7 ~  .D¥
f—gradp=g—=—
. 0 g e Di
purché sia
f(x,7) = f(x, t,—1),
f(@: 5: ?) = f(QaP’ t2_t) .

Lo stesso moto inverso rispetta anche le condizioni di frontiera, ove queste
implichino solo i valori delle pressioni, oppure ove la frontiera stessa
venga assoggettata a moto inverso, 1mponendole velocita

i’}(x, ?) = Vf(x, lo— t) .

Cosi, lo schema di moto di fluido ideale non & in grado di stabilire
quale dei due nioti, quello diretto o quello inverso, possa realmente aver
luogo. ‘
11 fatto che il moto diretto ed il moto inverso siano entrambi compa-
tibili con lo schema di fluido ideale ha notevoli implicazioni direttamente
utilizzabili. La pit importante fra queste & forse costituita dal teorema di
d’Alembert, che estende un’osservazione fatta da d’Alembert nel 1752 a
proposito del moto di una ¢orrente ideale che investa normalmente un
cilindro circolare. Se una corrente di fluido ideale, a grande distanza da
un corpo solido, tende ad una corrente uniforme, la corrente stessa non
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puo esercitare sul corpo nessuna forza complessiva con direzione uguale
a quella della velocita asintotica. Infatti il moto inverso, che dovrebbe
dar luogo ad un effetto contrario, presenta invece la stessa distribuzione
di pressioni sulla superficie del corpo investito.

Altra limitazione importante dello schema di moto di fluido ideale &
connessa con l'impossibilitd di rispettare la condizione di aderenza del
fluido alle pareti solide. Quando la velocita del fluido non coincide con
quella della parete, la descrizione del campo delle velocita pud risultare
in buon accordo generale con le osservazioni sperimentali, ma cade in
difetto nell’indicare le velocita presenti presso le pareti solide.

Fra le conseguenze di questo fatto & particolarmente importante quella
che si manifesta in corrispondenza di una convessita della parete. Esiste
qui un valore non nullo della velocita tangenziale, e quindi un’accelera-
zione diretta dal fluido verso la parete stessa. L’equazione di Euler avverte
allora che presso la superficie solida deve esistere un gradiente di pres-
sione, con componente diretta verso I'interno della massa fluida. Al cre-
scere della curvatura della parete, fino a giungere allo spigolo vivo, cre-
scono oltre ogni limite I’accelerazione ed il gradiente della pressione, con
conseguente aumento senza limite della pressione nel fluido presso la
parete. :

Tale palese contraddizione con i dati sperimentali pud essere elimi-
nata introducendo delle superfici di discontinuitd della componente tan-
genziale della velocita, scaturenti dagli spigoli vivi ed atte a rappresen-
tare il contorno delle scie. Qualche esempio in proposito verra esposto
nel paragrafo 8.9.

7.8. Moti geostrofici.

Le conclusioni del paragrafo 7.3 relative alle caratteristiche generali
del moto dei fluidi perfetti poggiano sulla presenza di un potenziale per
le accelerazioni, presenza garantita quando le forze specifiche di massa
ammettono anch’esse potenziale, e quando, contemporaneamente, il moto &
barotropico. '

Se una di queste ultime condizioni non ¢& verificata, manca di conse-
guenza anche il potenziale delle accelerazioni. Allora, in accordo con
quanto detto nel paragrafo 5.10, la variazione temporale intrinseca della
circolazione della velocita &, in ciascun istante, diversa per i vari circuiti
chiusi, riuscendo quindi non nulla anche per i circuiti riconducibili ad un
punto senza uscire dal dominio interessato dal moto. Inoltre, i tubi di
vortice non sono pill ancorati agli elementi fluidi.
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Forze specifiche di massa prive di potenziale entrano in gioco quando
divengono apprezzabili le forze specifiche di Coriolis

f,=—2w,AVv
e le forze specifiche di Euler

J dws
feu = — H‘[ /\x

connesse ad una velocita di rotazione siderale w, del riferimento.

In casi di questo genere il moto presenta all’osservatore rotante acce-
lerazioni prive di potenziale. Il moto stesso, tuttavia, conserva sempre il
potenziale per le accelerazioni, se queste sono stimate nel riferimento
siderale. Contemporaneamente, ai due osservatori appaiono diverse anche
le altre due grandezze cinematiche di piti immediato collegamento con
la dinamica: il rotore e la circolazione della velocita.

Se il riferimento rotante trasla con velocita v, rispetto a quello side-
rale, le velocitd v che appaiono nel riferimento rotante sono legate dalla
relazione

V,= Vo V -+ w,AX

alle velocita v, viste nel riferimento siderale. Posto che queste due velo-
cita siano di classe C!, si ha

rotv,= rotv + rot(w,AXx) ,
ma si controlla subito, operando sulle componenti, che
rot(w,AX) = 2w,
e percid si conclude che deve essere.
rotv,=rotv -+ 2w, .
La stessa relazione
Vﬁ.= Vo V+ wAX

mostra pure che le circolazioni delle due velocita lungo un medesimo
circuito chiuso L sono connesse fra loro dal legame

LJ-vs-dx - v-dx +Lf(w.,/\x)~dx .




Par. 7.8] Moti geostrofici 187

Pero
J.(ws/\x)-dx =Afrot (w,AX)-ndA =Af2ws~ndA = Zw,,;’].dAo ,

intendendo che A sia una superficie con bordo L, e che 4, ne sia la proie-
zione su un piano ortogonale ad w,. Cosi risulta, in ciascun istante,

fvﬂ dx —Jv dx + Zw,J’dA0 ,

5 Ao
e di conseguenza anche

D ‘
Dt v, dx = ]:?tfv dx + 2 = [cus dAo].

Il sistema di riferimento rotante & quello comunemente adottato per
descrivere i fenomeni che avvengono presso il geoide: w, & allora la velo-
cita di rotazione siderale della terra, w,, praticamente costante nel tempo.
Le forze specifiche di Euler sono percio irrilevanti, e I'equazione del moto
del fluido ideale assume la forma

Dv .

1
g— 2wg/\v—~—gradp— D

=a,
nella quale g sta per la forza specifica dovuta al geopotenziale.

Gli effetti della rotazione terrestre riescono tanto piul vistosi quanto
meno importante risulta I'accelerazione a rispetto alla forza specifica di
Coriolis. Se il moto varia lentamente nel tempo, 'accelerazione

% = %!t + v-gradv
si riduce in sostanza a v-gradv ed assume valori la cui entitad pud essere
rappresentata .da v(vL?), essendo v il modulo di una velocita tipica del
moto in esame ed L una distanza dopo la quale il modulo della velocita
risulti variato di v, L’intensita della forza specifica di Coriolis, a sua volta,
puo essere indicata da w,v. Il rapporto di queste due espressmm ¢ il nu-
mero di Rossby

introdotto nel paragrafo 3.4.
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Quando Ro & molto maggiore dell’unita, le forze di Coriolis hanno im-
portanza marginale. .

Per contro, se Ro & molto minore dell’unita, il moto risulta dominato
dalle forze di Coriolis, e viene detto geostrofico. In quest’ultimo caso
I’equazione del moto si riduce alla forma

g—ZwE/\vu‘%gradp =0.

Attraverso una moltiplicazione scalare per v, si vede subito che per
una corrente geostrofica orizzontale deve essere

v-gradp=0.

Percio, il gradiente delle pressioni deve avere componente nulla lungo
le traiettorie orizzontali, il che equivale a dire che queste traiettorie devono
svolgersi lungo linee isobare.

Dalla stessa equazione del inoto geostrofico si trae inoltre che le com-
ponenti orizzontali delle forze specifiche di Coriolis, — 2w AV, e le com-
ponenti orizzontali di quelle legate alla disuniformitd delle pressioni,
—p~lgradp, si bilanciano tra loro. Ne segue che, per un osservatore che
guardi il moto dall’alto, una traiettoria orizzontale sull’emisfero setten-
trionale lascia alla sua destra pressioni maggiori di quelle che lascia alla
sua sinistra. Cosi, un moto circolatorio su piano orizzontale dell’emi-
sfero nord che, visto da quota elevata, risulti in verso orario, & connesso a
zone di relativamente alta pressione centrale, mentre racchiude zone di
pressioni comparativamente basse se appare di verso antiorario. Si tratta,
nell’ordine, dei moti anticiclonici e di quelli ciclonici. Fenomeni inversi
si presentano nell’emisfero meridionale.

Alla categoria deir moti decisamente geostrofici appartengono pure i
venti generali da ovest presenti nell’alta troposfera. Le masse d’aria equa-
toriali in quota vengono dislocate verso i poli da aria calda ascendente,
ed acquistano velocita orizzontali, dirette verso est, via via crescenti. Nel
riferimento siderale, e limitatamente alla fase di moto barotropico, esiste
un potenziale univoco per le accelerazioni; cosi la circolazione intorno
all’asse del geoide delle velocita successivamente assunte dai medesimi
elementi fluidi si mantiene inalterata nel tempo. Per un osservatore soli-
dale con la terra, la circolazione corrispondente, inizialmente nulla presso
I’equatore, cresce verso i poli con tasso temporale

]]))tjv dx = ~2w‘thdA°



Par. 7.8] Moti geostrofici 189
perché si riduce la proiezione equatoriale dell’area racchiusa

fdAo = nr2cos

man mano che aumenta la latitudine 9, mentre resta sostanzialmente co-
stante la distanza r della corrente dal centro terrestre. I venti da ovest
raggiungono la loro massima intensita, dell’ordine dei 130 m s-%, a quota
di circa 14 km, ed intorno ai 30° di latitudine: piu oltre il flusso di aria
verso i poli & bloccato da aria stratosferica fredda discendente.

Questa corrente di massima intensitd & nota come corrente a getto
subtropicale, ed & associata, giusta I’equazione geostrofica, ad un primo
massimo orizzontale del gradiente meridiano di pressione.

Piu lontano dall’equatore, I’aria calda tropicale sale in quota e si muove
verso i poli scorrendo sui lembi delle lenti di aria fredda artica od antar-
tica: il risultato ¢ un nuovo aumento dell’intensitad dei venti in quota da
ovest, con un nuovo massimo, anche se meno accentuato del precedente,
situato intorno ai 45° di latitudine ed a quote dell’ordine dei 10 km. La
nuova corrente da ovest di massima intensita relativa & detta corrente a
getto del fronte polare. L’ulteriore spostamento d’aria verso i poli & ancora
una volta impedito da aria stratosferica fredda discendente, ed in cor-
rispondenza di questa corrente a getto si riscontra un secondo massimo
orizzontale del gradiente meridiano di pressione.

A quote molto minori, ed inferiori ad un kilometro in media, la cir-
colazione atmosferica & sostanzialmente influenzata dalla presenza della
superficie del geoide, € non pud essere inquadrata nello schema di fluido
ideale.

Fenomeni analoghi a quelli dei moti geostrofici avvengono anche
quando la massa fluida & trascinata in un intenso moto di rotazione ri-
spetto al geoide. Per un osservatore che partecipi a tale moto medio, e
che sia perciod animato da velocita angolare w rispetto alla terra, le forze
specifiche dovute al geopotenziale e le forze specifiche di Coriolis con-
nesse alla rotazione siderale della terra possono risultare trascurabili. Al
loro posto intervengono invece, solo che w sia abbastanza elevata, le forze
centrifughe per unita di massa

f,=—wA(wAX)
e le forze specifiche di Coriolis
fo=—2wAv.

Le forze specifiche di Euler sono ancora nulle, se w & costante nel tempo.
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Nel riferimento rotante & allora
1 Dv
— wA(WAX)—2wAY —Egradp = D; =2

che si riduce alla
— wA(WAX) —Zw/\v——:)—gradp =0

quando le accelerazioni stimate dall’osservatore rotante sono trascurabili.
In coordinate cartesiane ortogonali, con I’asse delle z diretto come w e
coincidente con l’asse di rotazione, si ha allora

1ep_

o ox
1 ¢p

Yy —20,0,—— =0,

W,y ¢ o 3y

1ap_0

W, %+ 2,0~ ,

0 0z
Dalle prime due, dopo derivazione incrociata, si deduce che

cv, , Oy,
=24 =0,
ox = oy

e quindi che il moto sui singoli piani normali ad w si svolge come moto

isocoro. Se poi il moto & isocoro nel suo insieme, dal confronto di questo
risultato con la divv=0 si trae anche

v,
6}" — 0 .

Per esemplificare questo risultato, ottenuto da Proudman nel 1916 e
noto come teorema di Proudman, serve bene il fatto seguente: un corpo
che si allontana dall’asse di rotazione di una centrifuga trascina nel suo
moto tutto il fluido racchiuso nel cilindro tangente al corpo stesso e paral-
lelo all’asse di rotazione.

7.9. Moti baroclinici.

Oltre che nel caso dei moti soggetti a forze specifiche di massa non
derivanti da un potenziale, le accelerazioni a sono prive di potenziale
anche quando non ¢& verificata la condizione di moto barotropico, ossia
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quando manca il legame diretto
fle,p,1)=0

fra densita ¢ e pressione p. Giusta I’equazione di stato

e=oaolp, 1),

tale legame cessa di esistere, ad esempio, se la conduzione termica porta a
superfici isoterme, di uguale temperatura assoluta r, distinte dalle superfici
isobare, a pressione uniforme, che percid non possono piu essere superfici
isopicnotiche, di densita anch’essa uniforme.

Tutte le volte che le superfici isobare riescono distinte dalle superfici
isopicnotiche, il moto & detto baroclinico.

Anche nei moti baroclinici, dato che le accelerazioni non ammettono
potenziale, le variazioni intrinseche nel tempo della circolazione della
velocita v assumono valori diversi sui differenti circuiti chiusi L. Piu pre-
cisamente, sostituendo nella relazione

D
By J.v-dx :J‘a'dx
L z

del paragrafo 5.10 I’espressione di a fornita dall’equazione del moto di
fluido ideale

f~-:)-gradp =a,

si vede che
D o 1 .
TN dx —ff-dxmfggradp dx.
L pA L

Anche ammesso che le forze specifiche di massa f presentino potenziale
univoco, resta comunque

D ——[L .
57 | Vax= fegradpdx,
z _L

con valore non nullo. Di conseguenza, ed in accordo con la formula di
Kelvin

fv~dx =[n-rotvd4,

% 4
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nella'quale A4 & una superficie regolare delimitata da L, il moto baroclinico
risulta rotazionale. Inoltre, sempre in accordo con quanto detto nel para-
grafo 5.10, i tubi di vortice non sono piu trasportati dal fluido nel suo
moto, e non conservano inaltérata la propria intensita.

Un esempio tipico di moto baroclinico & quello della brezza di mare.
Le superfici isobare sovrastanti la costa sono pressocché orizzontali. Spo-
standosi dal mare verso terra lungo le isobare si incontrano pero, durante
le ore diurne, temperature via via crescenti, perché la terra & riscaldata
meglio dall’irraggiamento solare, e le densita incontrate riescono percio
progressivamente ‘minori.

Fig. 7.3. — Circolazione indotta nelle ore diuriie dal piu intenso riscaldamento dell’atmosfera sopra-
’ stante la terra, Presso la costa esiste brezza di mare,

Scelto ora su un piano verticale un circuito chiuso L, come quello
riportato in figura 7.3, comprendente una linea isobara, di pressione pj,
un tratto di linea isopicnotica, a densitd uniforme g,, una nuova linea
isobara, contraddistinta da pressione p, minore della p;, svolgentesi per-
cid a quota pil elevata, ed un’ultima linea isopicnotica, a densita ¢, mag-
giore di 0., spostata quindi verso mare rispetto alla prima, si ha

1 *
—) (pa—p1) <0
01

C2

1 1 1 1
f m gradp-dx = —(p,—p,) + —(p;--pa) = (
F Q2 01
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Cosi risulta, con lo stesso verso di percorrenza su L,
D
—— V¢
D7 f dx >0,
z

e cio significa che si va formando una circolazione d’aria caratterizzata
da brezza di mare presso il suolo e ricircolo contrario in quota.

Durante le ore notturne, il raffreddamento del terreno & piu pronun-
ciato di quello del mare, ed il fenomeno ora esaminato avviene con cir-
colazione inversa.
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CAPITOLO OTTAVO

MOTI IRROTAZIONALI

8.1. Origine del moto irrotazionale.

Le considerazioni svolte nel paragrafo 7.3 hanno portato alla conclu-
sione che i moti barotropici di fluido ideale soggetti a forze specifiche di
massa dotate di potenziale univoco presentano sempre potenziale univoco
per le accelerazioni.

Piu precisamente, si & visto che quando la densita e, la pressione p e
la velocita v sono di classe C%, e le forze specifiche di massa f sono di

classe C°, il moto del fluido ideale si svolge in accordo con I’equazione
di Euler

e si & visto pure che, in presenza di potenziale univoco ¢ per le forze spe-
cifiche di massa, tale da rendere

f=gradg,
ed in corrispondenza al verificarsi della condizione di barotropicita

. f(Q,P:t)=0,

necessaria per scrivere
1 dp
—gradp = grad f =
p gradp =g 0

la stessa equazione di Euler assicura che le accelerazioni a ammettono
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potenziale univoco. E infatti

a= % = grad(gi—fd?p) .

Sempre nel paragrafo 7.3, ricordando il teorema di Lagrange del
paragrafo 5.10, si € notato inoltre che I’esistenza del potenziale univoco
per le accelerazioni assicura che un moto irrotazionale in un dato istante
resta-tale per tutta la sua durata.

L’assetto irrotazionale & ovviamente presente in origine, .quando il
moto da studiare si sviluppa a partire da uno stato di quiete generale. La
velocita ¢ allora inizialmente nulla, e percio il rotore della velocita & nullo
anch’esso. . :

La presenza del potenziale univoco per le forze specifiche di massa e
I'assetto. barotropico del fluido garantiscono la stabilita di questo stato
di quiete, come si & visto nel paragrafo 6.3. Tuttavia, la condizione di
equilibrio generale puo essere distrutta, per esempio, dal movimento im-
posto a parte almeno delle superfici solide che delimitano Ja 1nassa fluida.
La costante presenza del potenziale univoco per le forze specifiche di
massa e la permanenza dell’assetto barotropico assicurano che il moto
cosi generato conserva carattere irrotazionale.

A volte interessa esaminare moti permanenti, con velocita indipendenti
dal tempo. Le osservazioni che precedono non assicurano piu che il moto
sia irrotazionale.

Il moto permanente puo essere il risultato finale, di regime, di un moto
di fluido ideale sviluppatosi a partire da uno stato di quiete in concoini-
tanza a forze specifiche di massa dotate sempre di potenziale univoco,
ed a comportaimento costantemente barotropico del fluido. In tal caso
il moto permanente finale & moto irrotazionale.

Puo essere invece che durante la genesi del moto di regime abbiano
avuto luogo fenomeni capaci di produrre vorticita, Concentrando I'atten-
zione solo sullo stato finale, questi fenomeni non vengono presi in esame,
ma le loro conseguenze si ripercuotono sullo stato di regime. In questo.
secondo caso il moto permanente, anche se inquadrabile nello schema di
fluido ideale barotropico in campo di forze specifiche di massa con poten-
ziale univoco, ¢ moto rotazionale. '

Osservazioni analoghe a quelle ora svolte sul contenuto di vorticita
del moto permanente valgono anche per i moti di regime caratterizzati
da velocita ancora variabili nel tempo, purché queste si ripresentino local-
mente immutate con cadenza temporale fissa.

Invece, con riferimento al solo moto perimanente, si pud notare che,
se le velocitd sono di classe C? e non piu solo di classe C! come ammesso
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fin qui, se le traiettorie attraversano tutte una zona nella quale & nulla
la vorticita ma non la velocita, e se le densita non mutano nel tempo,
allora il moto deve essere tutto irrotazionale.

Cio perché, come ricordato nel paragrafo 7.4, nel caso di fluido
ideale in moto barotropico permanente sotto ’azione di forze specifiche
di massa derivanti dal potenziale ¢ & uniforme su ciascuna traiettoria
la somma di Bernoulli

2

somina che assume inoltre valore uniforme nella zona in cui il moto &
irrotazionale. Ne segue che &

dp  v?)
grad (_¢ +f‘0— + 5) =0

in tutto il dominio interessato dal moto. Per confronto con I’equazione
di Euler nella forma

grad (¢ —J. %D) = % = —vArotv + grad 112— ,
si ottiene direttamente
vArotv=0.
Cosi, la vorticita w =rotv & nulla o parallela a v, ed & quindi
w = vf(x),

con f(x) funzione scalare del punto x.
L’ipotesi che v sia di classe C? implica che esiste ed & nullo divw =
= divrotv. Deve essere percio

divw = div [QV f—?*)] = f—(g) div(ev) + ev-grad {-(gi) =0.
Quest’ultimo legame si riduce a quello
ev-grad %xm) =0

quando la densita p. € permanente; come si verifica subito servendosi del-
’equazione di continuita. Ne segue che lo scalare

f(x)
0
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deve essere uniforme su ciascuna traiettoria. La w = vf(x) mostra percid

che anche
w

ev

Y

¢ uniforme sulle singole traiettorie. Ma queste attraversano tutte una
zona nella quale w & nullo senza che lo sia v: il rapporto in questione,
nulloin tale zona, & nullo ovunque ed il moto & uniformemente irrotazionale.

8.2. Distribuzione della pressione.

Per il moto irrotazionale di un fluido ideale che presenti densita ¢
uniforme e permanente, il teorema di Bernoulli si scrive nella forma

p v a_q’)_
grad(-~¢+g+2+at =0,

vista nel paragrafo 7.4, nella quale ¢ & il potenziale scalare della velo-
cita v, che porge

v=gradyp,
e ¢ ¢ il potenziale delle forze specifiche di massa f, che da
f=gradg.

La condizione che il fluido presenti densita.uniforme e permanente
implica che sia

divv =divgradep = V29 =0,

e percio che il potenziale ¢ sia armonico. Armoniche sono di conseguenza
le componenti v,, v, € v, della velocita.

Ammesso che anche ¢ sia armonico, come. &, ad esempio, quando ¢ &
il geopotenziale, il teorema di Bernoulli fornisce subito importanti infor-
mazioni sulla distribuzione della pressione p. Infatti, sotto le ipotesi elen-
cate, si ha ‘

. p v? 2o\ 1 .. . v
dlvgrad(—vgbqtg+§+at.)_—édlvgradp—l-rdlvgradj_o,
ossia

2
9 — 02| Y
Vip oV (2)
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nella quale ¢
2 V2 5 avw oy,
v zkaxzz( - U+D)MZTC ax +v ur\ + ka =

av ov av
= T P o2
[(836,) +(ax:) +(axk)] + 0, V20, + 0, V0, 40, V0, .

Tenuto conto dell’armonicita delle componenti v,, v, € v,, si ha dunque

3 [(ov,\? oy, \? dv,\2
v =35+ ) + @)

e riesce percio
Vip< 0.

Cosi p & subarmonica: la somma delle sue tre derivate spaziali se-
conde & sempre negativa. Esse non possono essere tutte nulle o positive in
un punto interno del dominio sede del moto, e la pressione p non pud
quindi avere punti interni di minimo relativo. I punti nei quali p assume i
valori minimi devono percio essere punti di frontiera. Esistono invece
punti di massimo relativo per la pressione.

I punti nei quali la pressione raggiunge un massimo relativo non coin-
cidono, di norma, con i punti di minimo relativo del modulo della velo-

citd. Per avere la sovrapposizione di questi due estremanti dovrebbe essere
contemporaneamente

gradp =0 e gradv®=0

e quindi, secondo il teorema di Bernoulli, anche
. epy
grad(—¢ +§E) =0.

I massimi relativi di pressione ed i minimi relativi del modulo della velo-

cita appaiono perd sovrapposti quando il moto & permanente e le forze
specifiche di massa sono nulle.

8.3. Esempi di moti piani permanenti,

1 moti piani irrotazionali.ed isocori, come ricordato nel paragrafo 5.11,
ammettono sia il potenziale ¢ per le velocita, sia 1a funzione di corrente
di Lagrange 4. Queste due grandezze possono dipendere dal tempo, oltre
che dalle coordinate spaziali cartesiane x ed y. In ogni caso, sono entrambe
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armoniche, e reciprocamente coniugate attraverso le relazioni

©= dx Oy
_%p_ %
vv—a—y— P

che forniscono le componenti della velocita. Eccettuati i punti di ristagno,
nei quali la velocita si annulla, le linee contraddistinte nel medesimoistante
da valori uniformi di ¢ e di ¥ si intersecano ortogonalmente fra loro.

In particolare, il potenziale per la velocita e la funzione di corrente
di Lagrange

¢ = vﬂ,x 2 ‘y) = vﬂ.y bl
con v, indipendente da x e da y, rappresentano il campo uniforme delle
velocita ‘
V=0, Uy= 0.
Le linee eqﬁipbtenziali sono- rette pérallele all’asse y e le linee di corrente

sono rette parallele a quello x, come indicato nella figura 8.1, che ¢
relativa al caso in cui v, & positivo.

y
e T S I IR
kel I |
T O A
l!lh__!fl 1[1| 1
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A I 2

Fig. 8.1. — Linee equipotenziali e linee di corrente di Lagrange per il moto uniforme.

Con riferimento al semipiano contraddistinto da” ascisse non positive,
il potenziale e la funzione di corrente

¢=_gﬁtwﬂ, v=—Cxy,
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in cui C & una costante positiva, descrivono bene una corrente che investe
normalmente una parete impermeabile disposta lungo I’asse y. Le compo-
nenti della velocitd sono in questo caso

v,=—Cx, v,=Cy.

Nell’origine degli assi la velocita si annulla, e questo punto costituisce
di conseguenza un punto di ristagno. L’andamento delle linee equipoten-
ziali e delle linee di corrente & riportato nella figura 8.2.

»i

Fig. 8.2. — Corrente piana che investe ortogonalmente una parete anch’essa piana.

Nel dominio esterno al cerchio di raggio r, centrato sull’origine degli
assi possono essere assegnati il potenziale polidromo e la funzione di
corrente : '

r- .y '
l(p——z—garctg;, = 5—In-
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Come illustrato dalla figura 8.3, le linee equipotenziali sono ora semi-
rette radiali uscenti dalla circonferenza di raggio ry, € le linee di corrente
sono circonferenze ad essa concentriche. Il moto rappresentato ¢ dunque

v 14

Fig. 8,3. - Vortice piano intorno al cerchio di raggio ry. Si ¢ ammesso che la circolazione della
velocita valga I' = 6z m?s-1,

un moto di circolazione, detto vortice, centrato nell’origine degli assi e
svolgentesi intorno al cerchio di base di raggio ry: Per le componenti della
velocita si ottengono i valori

r y r x
Ol L e
e la circolazione della velocita lungo una linea che racchiuda una volta
il cerchio base, e che sia condotta in senso orario, risulta essere I. A
questo parametro si da il nome di intensita del vortice. Se I' & negativo
il moto si svolge in senso antiorario. E interessante notare che se la cir-
conferenza di raggio r, fosse realizzata da una parete solida animata da
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moto di rotazione intorno al proprio centro, con verso orario e con velo-
cita periferica pari a I'/2rr(, 1a condizione di aderenza del fluido alla parete
sarebbe soddisfatta.
Assumendo invece che, esternamente al cerchio di raggio r,, il poten-
. ziale e la funzione di corrente siano
27 re ° 2n B
si ottiene la rappresentazione di un moto radiale: le componenti della
velocita hanno i valori

Q!

o
2n xE 4y

Qo v

= RETERR

Uy

Fig. 8.4, — Linee equipotenziali e linee di corrente esterne al cerchio di raggio »y per i} moto piano
dovuto ad una sorgente di portata Q'= 6x m? s-! per unita di sviluppo normale al piano campione.
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11 flusso di v uscente attraverso una linea L, che racchiuda una volta il
cerchio di base e che abbia versore normale interno mn, ossia

-—fv'ndL,
z

¢ Q. Se Q' & positivo, come supposto nel tracciare la figura 8.4, si dice
che il campo delle velocita & dovuto ad una sorgente di raggio ry e di inten-
sita Q', mentre se Q' & negativo si parla di un pozzo di raggio r, e di inten-
sitd pari al modulo di Q'. Poiché le velocita, sulla circonferenza di rag-
gio ro, sono uniformemente uguali a Q'/2rr,, la circonferenza stessa deve
essere costituita, in generale, da una parete permeabile. Pud perd essere
formata da una parete impermeabile, se questa si dilata con velocita istan-
tanea Q'/2nry: in tal caso sarebbe soddisfatta anche la condizione di ade-
renza del fluido alla parete.

Sempre esternamente al cerchio di raggio rosiano dati ora il potenziale
per la velocita e la funzione di corrente

A x My
P ET R YT T By

Le linee equipotenziali sono archi di circonferenza con centro sull’asse x, i
cui prolungamenti all’interno del cerchio passano per l'origine delle coor-
dinate. Le linee di corrente costituiscono un’analoga famiglia di circon-
ferenze, i cui centri si trovano pero sull’asse y. Entrambe le famiglie di
curve sono tracciate in figura 8.5. Alle componenti della velocita compe-
tono i valori '

A xy

T (x2 + y2)2 N
Sul cerchio di base la velocita normale non si.annulla, ma vale, assumen-
dola positiva se uscente,

- 4
vm}'__i_ vyzw=_‘:{_l_ .{3’
ro ry 27 r§
cosi che la parete del cerchio di base deve essere permeabile. Si osserva
perd che, imponendo al cerchio la velocitd — (#/2xr2)i,, la velocita nos-
male alla parete si annulla nell’istante in cui il centro del cerchio tran-
sita per lorigine delle coordinate: il potenziale e la funzione di corrente
in esame possono quindi descrivere il moto istantaneo all’esterno di un
cerchio base impermeabile e mobile. In entrambi i casi sia il flusso uscente
dal cerchio di base, sia la circolazione di v lungo una linea chiusa avvol-
gente il cerchio stesso sono entrambe nulle.
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Fig. 8.5. — Assetto delle linee di livello del potenziale per le velocitd e delle linee di corrente legate
ad un dipolo di intensitd lineare .#'= 12nr, m%s-1 centrato nell’origine del riferimento ed orien-
tato come l'asse x.

La linearita rispetto alla velocitd v della condizione di moto irrota-
zionale, rotv=0, e di moto isocoro, divv =0, consente di sovrapporre
due o piu moti irrotazionali ed isocori, per ottenere nuovi moti irrota-
zionali ed isocori. ' "

In particolare, deponendo su x = —x;, y = 0 una sorgente di inten-
sita Q'= .#'/2x,, ed un pozzo di pari intensitd su x = + x,, y =0, si
ottiene per sovrapposizione un campo di velocita che, a distanza dall’ori-
gine degli assi grande rispetto ad x;, non differisce apprezzabilmente dal-
I'ultimo campo di velocitd esaminato. Per questo motivo si dice che tale
campo di velocita & dovuto ad un dipolo di intensita .#' disposto lungo
I’asse x, centrato nell’origine degli assi, ed orientato nel verso delle x cre-
scenti, quando .#' & positivo. :

Sommando ad un potenziale di dipolo, di intensitd #'= 2rv, 7, quello
di una corrente uniforme di pari direzione e verso, con mnodulo della velo-
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citd uguale a v,, si ottiene la rappresentazione di un moto conosciuto

come corrente euleriana intorno al cerchio di raggio r,. Il potenziale risul-
tante e la relativa funzione di corrente hanno la forma

X
p
¢ =Vax T 0Fom I

y
— —p 22
P =0y Vb gy e

Si vede subito che la circonferenza di raggio r, &€ una linea di corrente, e
che i punti x = +ry, y =0 sono punti di ristagno, perché in essi v ¢

Fig. 8.6. — Corrente euleriana intorno al cerchio di raggio r,. I valori assegnati al potenziale ¢ cd
alla funzione di corrente  sono compatibili con una velocitd asintotica vg= 3/2r; m s-L

nulla. L’andamento generale delle linee equipotenziali e delle linee di
corrente & riportato nella figura 8.6. Le componenti della velocita hanno
le espressioni
x2'"‘y2
(x2 + y2)§ s
2xy
ERE

Uy = Vy— U, 1’3

v,= 07}
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|

R e s s i
A o

—~0  —~9 —8 7 —6 ~

Fig. 8.7. - Esempio di corrente traslocircolatoria intorno al cerchio. Si & ammesso ancora
va= 32ry m s~1, e si ¢ sovrapposta Ja circolazione I' = 4nparg/3 m?s-1.

Sovrapponendo inoltre anche il potenziale di un vortice orario che
abbia il cerchio di base coincidente con quello del dipolo si ottiene la
rappresentazione di una corrente traslocircolatoria intorno al cerchio base
stesso. Il potenziale complessivo per la velocita e la funzione di corrente
coniugata sono

_lw
@ =0, X 0, r} e arctg%

X2+ y: 2n

_ o ¥ I VR4 R

Y= uy—varoxz_{_yz }’27r1n ro .
Le linee sulle quali il potenziale ¢ o la funzione di corrente y assumono
valore costante sono riprodotte nelle figure 8.7, 8.8, 8.9 per valori cre-
scenti del rapporto _1"'/4nvar0. La velocita ha componenti
g2 Y Ty
Uy == U, vnro(x2+y2)3+2n x2+y23
2xy I x

BT TG
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i

-6

—~18 —13 —12

Fig. 8.8. — Esempio di corrente traslocircolatoria intorno al cerchio. E anche qui va=3/2ry ms-1,
ma si ¢ posto I' = dnpary m¥s-2,

Nei punti della circonferenza di raggio r, aventi coordinate

TV . r
X = 4 ro—(47f?)a)., y__47t1.)a

la velocita si annulla, purché sia I'< 4nv,ry. 1 punti di ristagno si pre-
sentano invece sull’asse y negli altri casi: coalescono sulla circonferenza
di base se & I'= 4nv,¥y, assumono ordinate

r T\,
Y =" ln0, + V(4'r\:va> 'e

quando si ha I'>4nv, ry, cosi che uno solo di essi risulta esterno alla
circonferenza di base.

La distribuzione della pressione connessa ai vari tipi di moto esaminati
in questo paragrafo pud essere dedotta dall’'uniformitid della somma di
Bernoulli, garantita dalla condizione di irrotazionalitd del moto. Nel caso
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Fig. 8.9. ~ Esempio di corrente traslocircolatoria intorno al cerchio. Mantenendo il valore vg=
= 3/2r, ms-, si & supposta esistente la circolazione I' = 4nvary(3,4/3) m*s-1.

particolare in cui il fluido € in moto permanente, con densitd ¢ sempre
ed ovunque costante, la somma stessa si riduce alla forma

2
—s+545.

Inoltre, l'effetto delle forze specifiche di massa descritte dal potenziale ¢
si traduce in una componente idrostatica per la pressione. Prescinden-
done, si ottengono i risultati che seguono.

Nel moto uniforme, detta p, la pressione presente nell’origine degli
assi, si ha

p—po=0.
Per la corrente che investe ortogonalmente la parete piana &
pP—Po= —%Cz(x2 +39,

con identico significato di p,.
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Nel caso del vortice centrato sull’origine degli assi, indicando con p,
la pressione contro la circonferenza di base, risulta

_o(Ly(L __ 1
P=p=35z) B )

mentre nel caso della sorgente di intensita Q’, collocata sempre nell’ori-
gine degli assi, si ha

_ef@V_ 1
-

con pari significato di p,.
Al campo del dipolo di intensita .#’ centrato nell’origine del riferimento
cartesiano ed orientato nel verso delle x crescenti compete la pressione

_ fg(:’i’z 1 1
P=bo=2\% ) (o)

ove p, sta per la pressione esistente in x =—r,, y =0.
La corrente euleriana attorno al cerchio base di raggio r, & associata
alla pressione

0 x2— p? 2xy |°
pro=—getl{1—Aei ) e S |
intendendo ancora con p, la pressione nel punto x =—r,, y=0.

Infine, la corrente traslocircolatoria intorno al cerchio base centrato
nell’origine del riferimento presenta pressioni

0 X2 P2 I y 2
p= =5 ot e + 2nx2+y} *

x 2 “I:—l 2]
G ot T xS ]
con p, che indica 'di nuovo la pressione in x = —-r,, y =0.

E immediato verificare che in tutti i casi esaminati la componente
lungo x della spinta complessiva esercitata dalla corrente contro il cer-

Cth base ¢ nulla, in accordo con il teorema di d’ Alembert ricordato nel

paragrafo 7.7.

Anche Panaloga componente lungo p & nulla, salvo che nel caso della
corrente traslocircolatoria. Per questa, con riferimento all’unita di sviluppo
normalmente al piano di riferimento, si ottiene il risultato

F;: QU”F H

in accordo con il teorema di Kutta e Joukowski, che verra esposto nel
paragrafo 11.12.
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8.4. Esempi di moti permanenti a simmetria assiale.

Per la rappresentazione dei moti a simmetria assiale conviene adot-
tare un riferimento sferico, il cui asse coincida con quello di simmetria
del moto. I potenziali ¢ per le velocitd, e le funzioni di corrente di Stokes ¥
risultano cosi legati alla distanza r dall’origine dell’asse polare ed alla cola-
titudine @ rispetto allo stesso asse. La componente radiale della velocita,
diretta nel verso secondo il quale aumentano le distanze r, & fornita dalle
relazioni '

dp 1 ¥
" 9r  r2sind ¢’

mentre la componente ad essa normale, diretta secondo le colatitudini @
crescenti, va ricavata con le formule

lop 1 ¥
r oY rsin® or -~

Con questo riferiinento, il potenziale per le velocita e la funzione di
corrente di Stokes

re .
¢ = varcos ¥, W=y, ) sin2?

competono alla corrente uniforme di velocita v, parallela all’asse polare.

asse
Polare

Fig. 8.10. — Linee di ugual potenziale p e linee di ugual funzione di corrente ¥ di Stokes per il moto
uniforme.

La figura 8.10 riporta 'andamento delle linee equipotenziali e delle linee
di corrente nel caso di », positiva..
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Limitatamente al semispazio contraddistinto da colatitudini comprese
nell’intervallo chiuso =/2, 3x/2, il potenziale e la funzione di corrente

Q= %‘r?(l' ~—3cos*?), ¥ =-—Cricos? sin?¢

rappresentano una corrente che investe ortogonalmente una parte piana,
impermeabile, normale all’asse polare e passante per I'origine di questo.
L’assetto delle linee equipotenziali e delle linee di corrente & quello trac-
ciato in figura 8.11. Le componenti della velocita valgono

v,= Cr(1 —3 cos??) v,= 3Crcosdsind .

Esternamente alla sfera di raggio r,, centrata nell’origine, il potenziale e
la funzione di corrente - '

Q w2

P dr 47057

= At

. ad
asse
polare

2
3
oL
s
.
74
8
9

Fig. 8.11. - Corrente a simmetria assiale che investe una parete piana.
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Il flusso della velocita uscente da una superficie chiusa che racchiuda
una volta la sfera di raggio r, vale Q. Analogamente a quanto si fa nel
caso piano corrlspondente si dice che il campo delle velocita ¢ dovuto
ad una sorgente di raggio ry e di intensita Q, purché Q sia positivo. Si dice
invece che il campo delle velocita & originato da un pozzo di raggio »y e
di intensita pari al imnodulo di Q, quando questa & negativa. La figura 8.12
si riferisce al caso di Q positiva.

\
. L
| | [ l' ;cs)sliic

Fig. 8.12. - Linee equipotenziali e linee di corrente di Stokes esterne alla sfera di raggio ro=1.5m
connesse ad una sorgente centrale di intensitd Q@ = 127y m9s-1.

Sempre all’esterno della sfera di raggio ro, con centro nell’origine, il
potenziale e la funzione di correrite
M1 A1
= — — W= = 2§
i ).200519, g 5 Sin
rappresentano il moto dovuto ad un dipolo di intensita .# orientato come
I’asse polare e collocato nell’origine. Infatti, deponendo su r = ry, ¥ == e
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su r=ry, ® =0 rispettivamente una sorgente ed un pozzo di intensita
Q = #/[2r, si ottiene un campo di velocitd che, a distanze dall’origine
grandi rispetto ad r,, & approssimato bene dal campo in esame. Al campo
di dipolo competono le componenti della velocita

v,=—"£lcosz9, u=—’/—/l-lsim9.
2nrd

La figura 8.13 riassume le informazioni sul campo connesso al dipolo
orientato come I’asse polare.

v —2

“
~
NE
\
v T
I }
41 i !
I ',| -fl_ '| assc
K
/] / polarc
! /
P /
/
7
e
-

=2

Fig. 8.13. - Dipolo di intensitd « = 24nr, m* s-! orientato come 'asse polare e centrato nell’ori-
gine. Si ¢ assunto 7o= 1,5 m.

Al solito, la sovrapposizione di pilt campi irrotazionali ed isocori a
simmetria assiale genera nuovi campi irrotazionali ed isocori di uguale
simmetria. Cosi, sovrapponendo un campo di dipolo, di intensita .# =
= 2nv, rg, al campo uniforme di velocita v,, avente la stessa direzione e
lo stesso verso del dipolo, si ottiene la corrente euleriana intorno alla sfera
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di raggio r,. Il potenziale e la funzione di corrente risultanti sono

ré P IR rd -
(p=?)a,r1+$s' cos?, 1’=vu51—;§ sin2¢

e percio le componenti della velocita valgono
rd g\ .
v, =0, lf’-‘—a cos? ve=—10, |1+ T sin?d .

I due punti della sfera aventi colatitudini 0 e = sono punti di ristagno.

La situazione ¢ illustrata in figura 8.14.

% —6 —5 —4 .3 —2 - 0 1 2 3 4 3
e e — e o e o e et
[ —1—} . . LSS M St S S g ——1—6
E=—=—cos ===
1 4
3

2
3
! b i ;
e e e i
T S
i v e e A S Akt e I t — 6
T ey

Fig. 8.14. — Corrente euleriana intorno alla sfera di raggio o= 1,5 m. Sono indicate le linee equipo-
tenziali e le linee di livello della funzione di corrente di Stokes, per pa=3/2ry m s-1,

Per il calcolo delle pressioni associate a questi moti si procede in modo
del tutto analogo a quello seguito nel paragrafo precedente: quando il
moto irrotazionale & anche stazionario e si svolge con densita ¢ uniformee
permanente, la somma di Bernoulli

g2V
¢+ o } >
¢ uniforme. Si puo inoltre isolare I'effetto delle forze specifiche di massa
descritte dal potenziale ¢, che si concretizza in una coinponente idrosta-
tica della pressione. I risultati che seguono valgono a meno di tale com-
ponente.
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Nel moto uniforme si ha
P—Po=0,

essendo p, la pressione nell’origine del riferimento.
Nel caso della corrente che investe ortogonalmente la parete piana
risulta ‘

p—p(,:_——% C?r?(1 + 3 cos??) ,

dando a p, il medesimo significato.
Il moto associato ad una sorgente da luogo a pressioni

_o(QV(1 1
48 )

indicando con p, la pressione esistente contro la sfera di raggio r,:
Nel moto indotto dal dipolo si ha

_@(u”)z 3__3costd
P—Po—i an 'r“g N

ove p, sta per la pressione che esiste nel punto r =r,, & =m=.
Infine, per la corrente euleriana intorno alla sfera, risulta

3\ 2 3\2
p—py=—51} [(1 —;g) cos?® 4 (1 + %) sinzé‘] ;

con lo stesso significato di p,.

8.5. Moto lungo pareti ondulate.

Il moto con velocitd uniformi, visto all’inizio del paragrafo 8.3, &
un moto irrotazionale ed isocoro, che pud, come tale, rappresentare il
moto di un fluido ideale avente densita uniforme e permanente e svol-
gentesi nello spazio delimitato da due superfici piane, parallele fra loro
ed alla direzione della velocita.

Irregolarita o corrugamenti di una almeno delle superfici limite com-
portano necessariamente alterazioni del campo delle velocita, Una prima
idea delle modifiche apportate pud essere ottenuta facilmente supponendo
che una delle superfici abbia modeste ondulazioni cilindriche, con forma
sinusoidale.
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Piu precisamente, scelto I'asse y perpendicolare alle primitive pareti
piane, ed in modo -che queste abbiano equazione y =0 ed y=— Y, ed
assegnato all’asse x direzione e verso coincidenti con quelli della velo-
cita, originariamente uniforme, del fluido, si suppone ora che la parete
y =0 venga ondulata fino ad assumere ordinate y pari a

Yo= <7 sin :)'L—n x,
come indicato in figura 8.15.
Y
s
o x

e

Fig. 8.15. — Notazioni adottate per lo studio del moto Jungo pareti ondulate.

Nell’ipotesi che queste ondulazioni abbiano ampiezza </ molto pic-
cola rispetto alla loro lunghezza d’onda L ed alla distanza media Y, dal-
l'altra superficie, ossia nelle ipotesi

A LL, HLY,,

il campo delle velocita dovra risultare poco diverso da quello uniforme.
Comunque, il nuovo campo di velocitad deve rispettare le condizioni
cinematiche di frontiera, e deve percid avere componenti nulle in dire-

zione normale alla frontiera stessa. Come si & visto nel paragrafo 7.6,
cio implica che sulla frontiera risulti

Df_of
D; =3 tveradf=0,
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essendo f= 0 l'’equazione di tale frontiera. Sulla parete ondulata &
.2
f(x,y):y—y[,:y—&/sm—gx: 0
e si deve avere percid

. 2n  2n . —
[v (—lw ol TCos X + ly)i\yﬁvn 0

ossia

2n

[—— v, A T cos

2n

Lx—i—vvJ =0.

Y=vo
Perd, dato che v, non deve differire molto dalla velocita U del moto uni-
forme, questa condizione pud essere sostituita, in via di approssimazione,
da quella
2n 2n

—Us? L cos ™ =0.

[ U T cos T x4+ vu]ﬂﬂ0
Inoltre, poiché <7 & molto minore di L e di Y, si pud richiedere che la
condizione ora scritta venga soddisfatta su y = 0, anziché su y = y,; Com-
plessivamente si porra percio

2n 2
[v,]yco= Ualfcos X
La condizione cinematica relativa alla parete piana y = —Y;, per la

quale &
fx,y))=y+7Y,=0,
porta subito a
vil-r,=0,
ossia a

[v'u]v= ~¥e O *

E facile verificare che un potenziale ¢ adatto al nuovo contesto & quello

aZorn
p=Ux+Usf —— ———Cos T

che & armonico, e quindi tale da rappresentare un moto irrotazionale ed
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isocoro, e che fornisce le espressioni per.le componenti della velocita

2r '
_ 2r Chf(y+Y°) . 2m
V=U—-U« %= —— e sin = x
L shry L=
I Do
2r
2 OB f(y+Yo) o
v, = U/ R a— cos T X
Sh ¥,

in accordo con le condizioni cinematiche di frontiera. Esso, inoltre, si
riduce a quello del moto uniforme, ¢,= Ux, quando 'ampiezza < delle
ondulazioni si annulla,

La funzione di corrente di Lagrange associata ha la forma

2
ShT O +Y)
py=Upy—U~x Fo " Sin - X.
= L
Sh" ¥,

L’andamento delle traiettorie, che risulta indipendente dal valore di U,
& schematizzato in figura 8.16.

Y=0
-0,250Y, — e

0,50 UY,

~0,75 UY,

—~1,00 UY,

Fig. 8.16. ~ Linee di corrente nel moto stazionario in prossimitd di una parete ondulata.

Nel calcolare le coordinate X ed Y delle posizioni successivamente rag-
giunte dall’elemento fluido che si presenterebbe in x ed y se il moto fosse
ancora unifornie, ossia nell’integrare le equazioni

d(X —x) = (v,—U)d:
d(Y—y) =1v,dt,
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occorre valutare v, e p, nel punto x,y, anziché in quello X, Y, per non
introdurre termini contenenti /2 a fattore, estranei al grado di approssi-
mazione adottato. Si ha cosi

2m
Ch—(y + Yy
Xexew —L " os®ur,

Shzr" Y, L

Sh *(y + Yo) o

Y—y=o& ————sin—Ut.
sh2"y, L

Al nuovo assetto delle velocita corrisponde una nuova distribuzione
della pressione p, diversa da quella p, presente nel caso di pareti liscie e
di moto uniforme con velocitd U. 1l teorema di Bernoulli, ferme restando
le condizioni di moto irrotazionale permanente di fluido avente sempre
ed ovunque la medesima densita g, e soggetto alle forze specifiche di massa
descritte dal potenziale @, assicura che il trinomio

—¢ 24
¢+ o + 5
si mantiene uniforme. Si ha percid
. v2 U2~ v2+v2 U2
P-—PI——Qj-l-QT——— tem =
2
W ChF O+ Y o
~olP S — = sinSx,
L 2w ., L
Sh-L~ Y,

a meno di termini trascurabili, che contengono 2 a fattore.

Queste oscillazioni della pressione p rispetto al valore p, non modifi-
cano le spinte complessive esercitate dal fluido sulle pareti. Non cosi se
si concentra l'attenzione su porzioni limitate di parete. Ad esempio, sulla
zona di parete ondulata compresa fra x =0 ed x =L/2, ed avente svi-
luppo unitario in direzione normale agli assi x ed y, I'eccesso di spinta
esercitata nella direzione e nel verso delle y ammonta a

L2 L2

2 o
F;_J'[p(x O)Wpl]dx-ngzd— 21 smzf"xdx_ Zggn
Th<E y, Thf Y,

L
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"mentre si presenta con segno opposto sull’analoga zona compresa fra
x=1LJ2 ed x=L. Lo stesso calcolo condotto per le porzioni affacciate
della parete piana porta a

xl2

2
Fy=[1pe - 79 —pildx = 22072
: Sh ¥,

e, rispettivamente, al valore opposto. I risultati possono essere riassunti
dicendo che le differenze di pressione tenderebbero ad accentuare le ondu-
lazioni della parete ondulata ed a deformare quella piana per riprodurre
su di essa le medesime ondulazioni.

Quando la distanza media Y, fra le due pareti ¢ molto maggiore della
lunghezza d’onda L, le formule precedenti si semplificano notevolmente.
Ad esempio, P’espressione

21t 2w 27 2 2
Ch.—— +7Y,) exp (f y) exp (f YO) + exp (m % y) exp (— % Yo)
2. . 2 2
Sh T Y, exp (fn Yn) —exp (— Tn Yo)

differisce da quella
2x
exXp

solo quando ¢ irrilevante. Cosi il potenziale della. velocita pud essere util-
mente approssimato da quello

2n
p=Ux+ U&/exp I ycosfx
cui va associata la
p=Uy— Uﬂexsz ysmggx

quale funzione di corrente di Lagrange.

8.6. Onde progressive di superficie.

Lo schema di moto irrotazionale di fluido a densita uniforme e per-
manente permette di inquadrare molti aspetti del moto ondoso di un pelo
libero.
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Si suppone che una massa liquida, soggetta alle forze di massa de-
scritte dal geopotenziale

¢=““g2’

poggi su un fondo orizzontale. Si fissa I'origine delle z in modo che il
pelo libero abbia in media quota z=0 e si indica con Y, lo spessore
medio del corpo liquido: il fondo ha percid quota z = —Y,.

Scelto ora un asse x orizzontale, si cerca un moto che porti il pelo
libero alle quote

2o= &/sin(%x'——g;—ft)
e che faccia quindi assumere al pelo libero stesso forma cilindrica, avente
in ciascun istante andamento sinusoidale lungo x, con lunghezza d’onda L,
come indicato in figura 8.17, avente inoltre oscillazioni locali sinusoidali
nel tempo, con periodo T, e che appaia animata di moto rigido nel verso
delle x crescenti con velocita L/T.

pelo libero all'istante 1 =0

7
\ peio libero ‘alltistante f == 3

Fig. 8.17. — Onda progressiva di superficie nella sua configurazione all'istante adottato per l’ori-
gine dei tempi, e nella configurazione assunta dopo un intervallo di tempo pari ad 1/6 del periodo.

Si ammette ancora che le escursioni del pelo libero siano molto pic-
cole rispetto alla lunghezza d’onda ed allo spessore medio della lama
liquida, ponendo di conseguenza

V&L, ALY,
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Ad un osservatore in moto con velocita L/T nel verso delle x crescenti,
la frontiera ondulata appare ferma, di ordinata

Zy= &fsin%y”c,
in cui
i=x—£L
T

Le velocita del fluido, misurate da tale osservatore, devono perciod essere
quelle gia studiate nel paragrafo precedente. Il loro potenziale ¢

2,

Ch f“(z +7,)
2
A

p=Ux + Uy cos%x.

Sh—Y,

Per ’osservatore fermo, invece, il campo delle velocita & dato dalla
sovrapposizione delle velocita riscontrate dall’osservatore mobile con un
campo di velocita uniformi, di modulo L/T, dirette nel verso delle x cre-
scenti. Per ’osservatore fermo, il potenziale delle velocita ha dunque la
struttura

2%
Ch I(Z + YO) 271_ _27_1:

-—————CO0S (— x t) ,
Sh 2% Y, L= T

Loy uw

L
—-T-x-l— Ux—T

ovvero, trascurando l'inessenziale addendo dipendente solo dal tempo,
quella

2
Ch—(z-l— Yo)
?=(L+-U)x+Uﬂ L -~ COS§ 7rx—2—7rt)
T 21 L T
Stho

La descrizione del moto cosi ottenuta & accettabile solo se porta a
pressioni p sulla superficie z = z, compatibili con il fatto che questa deve
essere un pelo libero. Anche ammessa uniforme la pressione nel fluido
soprastante, la pressione nel liquido, in corrispondenza del pelo libero,
non puo essere livellata, perché il pelo libero stesso ¢ ondulato, e sussiste
attraverso esso un salto di pressione

1
"

Ap:o‘

s
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dovuto alla tensione superficiale o, e legato alla curvatura locale ed istan-
tanea l/r

1l raggio r puo essere calcolato subito, partendo dall’espressxone del
pelo libero z = z,, in base alla formula

&z,
1 Ox?
7

Indicata con p, la pressione nell’aeriforme, si richiede pertanto che la
pressione p nel liquido, contro il pelo libero, ammonti a

o2z,
ox?

P=DPy—0 T [ozg\efi
[+ ()]

Poiché il moto ¢& irrotazionale, il fluido presenta densita o uniforme e.
permanente, e le forze specifiche di massa sono quelle del geopotenziale,
la somma di Bernoulli

P 1¢p
Feg+2g gt

mantiene lo stesso valore in tutta la massa liquida. All’ascissa x =0 ed
all’istante 1 =0, in particolare, la curvatura del pelo libero & nulla, e la
pressione vale di conseguenza p,. Inoltre, sulla medesima ascissa e nello
stesso istante, la quota del pelo libero & nulla. Cosi, la somma di Bernoulli’

vale uniformemente
pA 1 a‘i’
+ [Zg g ot Jm_a

=0

La pressione nel liquido, presso il pelo libero, assuine il valore richiesto
se risulta

&z o
p_o @ 10 p [ 10 o
+@g eg[1+(azo)] +2g+g ot og 2g+g ot =0 :

2=12g

Date le limitazioni imposte ad <7, & sufficiente esplicitare questo legame a
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meno dei termini contenenti .«/?2 a fattore: si ha allora

. (27 ;
Msm(L x—— )+ &1(2;) sin(%x—%rt)-{--

1/(L 2 2n 1 2m 2w\
+2g(T+U) g( +U)UML oy sm(Lx—_fz)+
ThZ ¥,
L
2® 1 . (27 2 1
A x—-==
+gU T D Sm(Lx Tt) Zg( +U)

Th ¥,

Se ne conclude che la superficie z ="z, pud costituire un pelo libero pur-
ché U sia fissato in accordo con la condizione

2n 1 2 1
1 -2 ———— =0
Jreg(L)

L 2m
& Th - ¥y
e gli si assegni percid valore tale da rendere
Uﬁ—( o+ 2")Th Y,.

11 potenziale per le velocita, precisato con questo valore della co-
stante U, contiene sempre il termine

(% + U)x

che rappresenta una componente uniforme e permanente della velocita
lungo x. Le componenti della velocitd permanenti, come questa, sono

dette velocita di trasporto.
Spesso interessano i moti ond051 privi di velocita permanenti. Esse
si annullano quando

T=—
ossia quando il periodo T ¢
. L

) V( L, : 2“) Th 2*

ed assume, per l'acqua, i valori riportati in figura 8.18. In tal caso, il
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10
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T
7 r
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7 o 7
4 // // 10
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L m
Fig. 8.18. — Periodo T delle oscillazioni ondose sinusoidali ed irrotazionali di una massa d'acqua
altrimenti a riposo. Si & assunto ¢ = 7,35-10~% N m-1, ¢ = 1000 kg m-% ¢ g = 9,81 ms-%.

potenziale per la velocita ha la forma

w o
B MLChf(Z+Y°) 2_7Ex—2-—~nt)
@ =— T—zn————COS(L T
Sh T Y,
cui ¢ associata la funzione di corrente di Lagrange
27
B ML Shz‘(z-f-yo) ] 2_7_5 —'%_Et)
Y= e sin (L R
Sh T Y,
Le componenti della velocita sono pertanto
27
EOTED 0
Vo=t A s X))
Sh T Y,
2
on SR EAT) (271: 2 )
o,=— & — ———————COS == X — = 1],
5 T 2n L T )~
Sh A Y,

tutte pulsanti nel tempo.

8. MARCHI-RUBATTA.
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Alle coordinate istantanee X e Z di un particolare elemento fluido
competono i valori forniti dalle equazioni

d(X—x) =v,d¢,
d(Z—z2) =o,dr.
Nell’ambito delle approssimazioni adottate, e cioé sempre a meno di ter-

mini contenenti <2 a fattore, le velocita v, e v, vanno stimate nel punto
fisso x, z, anziché in quello X, Z. Si ha cosi

Ch——(z-{-Yo)
X— x-ﬂm—m_ cos(z———nx—gft
Sh2"y, L= Ty
f .
Sh_(z+Y0) 27t 27,;
ZhZ:M———i‘*‘*‘—Sln(z—x—“ﬁ:l).
ShLYo :

Le traiettorie sono percid orbite chiuse, a forma di ellissi, come schema-
tizzato in figura 8.19. Gli assi sono massimi in superficie, e si ridu-
cono progressivamente in profonditd. L’asse verticale € nullo al fondo.
La distanza reciproca dei due fuochi di ciascuna ellisse,

200
Sh ELE Y,

¢ indipendente dalla profondita.

}
)

1
il

{

¥
il

Yoo Y, v

Fig. 8.19. — Traiettorie indotte dal moto ondoso irrotazionale.
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Nel loro moto, gli elementi fluidi percorrono secondo le x crescenti
la parte piu alta dell’ellisse quando il colmo dell’onda sorpassa I’ascissa
centrale dell’orbita, e percorrono quella pitt bassa con moto retrogrado
quando si ha il sorpasso del cavo dell’onda. Gli elementi. fluidi attraver-
sano percio, nel loro moto in avanti, zone di velocita maggiori di quelle
presenti nelle zone attraversate durante il moto di ritorno. Cio fa si che
le traiettorie vere non possano richiudersi esattamente su se stesse, come
indica invece il calcolo approssimato eseguito: esse devono risultare aperte,
e determinare un moto di avanzamento del liquido nel verso della propa-~
gazione dell’onda. Le velocita permanenti degli elementi fluidi che si ma-
nifestano per questo motivo sono dette velocita di deriva associate al moto
ondoso. Non vanno confuse con le velocita di trasporto, perché non com-
paiono fra le velocita locali ed istantanee.

La presenza delle velocita di deriva, come fu mostrato da Rayleigh
nel 1876 per onde corte rispetto alla profondita media, e da Levi-Civita
nel 1912 in condizioni generali, & una caratteristica essenziale del moto
ondoso progressivo irrotazionale.

Nell’ambito delle approssimazioni adottate, le velocitd di deriva pos-
sono essere calcolate quali medie sul periodo delle differenze fra le velo-
cita assunte dagli elementi fluidi nel percorrere le orbite ellittiche e le velo-
citd contemporaneamente presenti nel centro delle ellissi secondo I'espres-
sione del potenziale della velocita. Scrivendo appunto

d a
u,m—Tf[ =) + G2z,

e = T”ﬁ(x X+ ’(Z—z)]dt

si ottiene

) __dzz—z—(ihZ—(z-i-Yo)
»=3Y T T

she 27 ¥,
vp,=0.

La distribuzione della pressione p nel liquido ¢ data dalla relazione

_ 1 cep Pa 1 29
+eg 2g+gat + +§atw=o’

i=0

gia utilizzata per I'esame delle condizioni dinamiche sul pelo libero.
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Sempre a meno di termini in /2, P'eccesso di pressione rispetto al
valore idrostatico p,= p,—egz, che si avrebbe in assenza del moto on-
doso, vale percio

2n
e Q[_EECI‘Z(Z_*YQSM . 2m
P=hi=—ey =TT on T T)
Sh=7%,
L
L’eccesso di spinta sul fondo z =—Y,, calcolato con riferimento ad

una larghezza unitaria in direzione ortogonale agli assi x e z, e ad una
lunghezza L in direzione x, & nullo. Per una striscia analoga lunga solo
la meta di L si ha invece

2

ol

Sh T Y,

nell’istante in cui la striscia & sovrastata da quote positive del pelo libero,

ed un valore uguale, ma di segno opposto, nel momento in cui le quote z,
sono negative.

Le espressioni viste fin qui si semplificano notevolmente quando lo
spessore medio Y, della lama liquida & grande rispetto alla lunghezza L
dell’onda. Gia con

Yo>L

i rapporti fra seni e coseni iperbolici possono essere approssimati da rap-
porti fra esponenziali. Lo schema ridotto che se ne trae trova il suo mag-~
gior impiego nella descrizione delle onde di alto mare. In questo campo,
anzi, la tensione superficiale, la densitd e le lunghezze d’onda sono tali
da rendere insignificante, nel legame fra lunghezza d’onda e periodo, il
termine contenente la tensione superficiale. Si ha cioé

T:%: g;—'L.
T

Data la frequenza con la quale si impiega questo schema di onde in
acque profonde, si riportano qui le formule relative: :

. [2x 2r
Zg = a/"sm(zwwat),

—— 2 exp(E n, I
v _—Vdﬂexp(Lz)cos(Lx Tt)’
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. gT 27r . (2r 2r
Y = &iz—wexp(fz)sm(fx——]—;t),
_ Q¢2TC " (271: ; (271: Z_Trt
U, = . T-CPTZ)SH fme ),

o = e (2 2)oos(Zx— 25 )
, = Tep(Lz cos|\ g x—x 1),
1 [(2m)3 2n
— 2 _(=_ —_—
Upa= o7 Zg(T) CXP(Z 3 Z),
2 . (2w 27
—_—p = il i
P—Dx Qgexp(L z)sm(Lx Tt)'
Le traiettorie sono orbite circolari di raggio
5 exXp (%z)

Il fenomeno ondoso appare ora concentrato presso il pelo libero: le sin-
gole grandezze oscillatorie si riducono a meno dell’l % del valore assunto
in superficie, se

‘ZL—WZ >95,

ossia gia quando
|z} =03 L.

Si osserva ancora che alla base delle descrizioni di moto ondoso fin
qui raccolte sono state introdotte solo ipotesi ¢ condizioni lineari nella
velocita v del liquido. Intrinsecamente tali sono I'ipotesi che il moto sia
irrotazionale ed isocoro, rotv =0 e divv =0, e la condizione cinematica
al fondo, che impone I'annullarsi della velocitda normale. La condizione
cinematica e quella dinamica sul pelo libero, ossia, nell’ordine, la condi-
zione che la superficie z =z, sia superficie di frontiera della massa li-
quida, e quella che la pressione sulla stessa superficie sia compatibile con
il contatto con un aeriforme, non sarebbero invece lineari nella velocita,
perché implicano prodotti fra le componenti della velocita, o fra queste e
le relative derivate. Le due condizioni sono state pero linearizzate, assu-
mendo che l'ampiezza massima 7 delle escursioni del pelo libero fos-
sero molto minori delle lunghezze d’onda L e dello spessore medio Y,
della lama d’acqua. Cid ha permesso infatti di trascurare sisteimatica-
mente i termini quadratici nei confronti di quelli lineari nelle condizioni
imposte sul pelo libero.

La linearita del problema consente di sovrapporre distribuzioni di velo-
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cita, o, il che & lo stesso, potenziali per le velocita relativi ad onde diffe-
renti per ampiezza massima «, lunghezza d’onda L, periodo T o verso
di propagazione, ottenendo ancora un potenziale adatto a descrivere le
velocita del liquido in un possibile moto ondoso. La forma del pelo libero e
I’andamento delle pressioni in seno al liquido saranno date allora dalla
somma delle escursioni di pelo libero e dalla somma delle pressioni delle
onde comnponenti. Basta solo che ’onda complessiva mantenga ancora
ampiezze 1molto limitate. Nei due paragrafi seguenti verranno esposti
alcuni esempi di impiego di questo pirocedimento di sovrapposizione.
Benché lo studio in campo lineare ponga gia in evidenza gli aspetti
piu notevoli del moto ondoso, esso non & piu sufficiente quando le am-
piezze 7 divengono abbastanza grandi da non verificare le limitazioni

LKL, o<KY,.

In queste circostanze & necessario affinare lo studio fin’ora svolto, tenendo
conto anche di parte dei termini trascurati. Si possono cosi ripetere i cal-
coli che precedono conservando nelle varie tappe pure i termini che con-
tengono 2 a fattore, ovvero anche quelli aventi il fattore =73, e cosi via.
In alternativa, si puo affrontare la determinazione diretta del potenziale
per le velocita con i metodi del calcolo numerico.

Al crescere dell’ampiezza delle escursioni del pelo libero, questo perde
la sua simmetria rispetto all’asse x. Le creste dell’onda si fanno sempre
pill pronunciate mentre i cavi si appiattiscono e si estendono. Quando
le differenze di quota fra le creste ed i cavi raggiungono i massimi valori
possibili, il pelo libero finisce con il presentare un punto angoloso, sempre
che si trascuri 'effetto della tensione superficiale. L’angolo sottostante le
due tangenti al pelo libero nel punto angoloso & 2x/3, come mostrato da
Stokes nel 1880. Sempre nel caso dell’onda alla forma limite, 'ampiezza
complessiva «Z,, ossia il dislivello fra le creste ed i cavi, varia fra

2,~0142L,  s2,~0727Y,

al crescere del rapporto fra la lunghezza d’onda L e la profondita me-
dia Y,. 1l limite inferiore & stato calcolato da Michell, nel 1893, quello
superiore da Laitone, nel 1960.

Nel caso delle onde dominate dalla tensione superficiale, invece, sono
le creste ad appiattirsi ed i cavi a restringersi. Alla forma di massima am-
piezza relativa si osserverebbe un cavo rientrante, chiuso verso I’alto, ed
un’aimpiezza complessiva

o2, ~0,730L

secondo il calcolo condotto da Crapper nel 1957.
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8.7. Velocita di propagazione.

L’onda di pelo libero

Zy= & sin (anx—-g%c t)

considerata nel paragrafo precedente, si propaga nel verso delle x cre-
scenti con velocita LfT. Si & visto anche che, in assenza di velocita di tra-
sporto, il periodo T assume il valore

L
o 27w
V( =13 L)ThLY"

essendo g laccelerazione iniziale libera dovuta alle forze di massa, ¢ la

tensione superficiale, ¢ la densita del fiuido, ed Y, lo spessore medio della
lama hqu1da

Sempre in assenza di velocita di trasporto, la forma del pelo libero
trasla con velocita

T e o

L
106 T 11 [ f 1 ! I i o
m s | 100
AT 1
10 == 10H]
I AT 1
. /, |
i = 01
= qur
) /‘,"’T 0,01 k
] B
681 ; .Y(.‘: 0,001I m
; ) [
_ | | 1l
i I 4
0,01 ‘

6,01 ol L 10 oo o, 1o

Fig. 8.20. ~ Celeritd di fase per onde irrotazionali. Si & posto anche qui & = 7,35'10-2 N'm-},
¢ = 1000 kg m-3, g = 9,81 m s-3,
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che & detta celerita di fase, in quanto consente il calcolo della fase

2n 2r
7T
alle varie ascisse e nei diversi istanti. La figura 8.20 riporta i valori
numerici di ¢, nel caso dell’acqua.
Onde di lunghezza differente si propagano quindi con velocita diverse.
Si dice che la lama liquida si comporta come un mezzo dispersivo nei con-
fronti della propagazione dei corrugamenti della sua superficie libera.
Nel paragrafo precedente si & osservato pure che & possibile sovrap-
porre pilt onde del tipo in esame per ottenere nuove forme d’onda. L’onda
risultante si propaga, nel suo insieme, con velocita spesso notevolmente
diversa dalle celerita delle singole componenti, velocitad d’insieme che &
nota come celerita di gruppo. Per calcolarne il valore basta considerare il
caso particolarmente semplice della sovrapposizione di due sole onde, di
pari ampiezza, aventi lunghezze d’onda poco differenti, L ed L 4 dL, e
periodi rispettivi T e T -+ dT. II pelo libero risultante ha ’andamento

t

zy= o/ sin (%x——%’g t) + o7 sin (L 3jtde—Tijrth) ~
~ &7 sin (gl_: x—~2—r t) + &7 sin [(?Zf_g%gl:)x_(%n_@_g]") 1] -
- sl [ )]
L’ampiezza delle oscillazioni complessive del pelo libero,
2. 9/005( ;L -—%qgt) ,

si propaga nel verso delle x crescenti con velocita

L 1 1
= 3=) ale=
L (T) (“"L) o0

“T T 1 1 ) A
7 7)) @)
che & appunto la celerita di gruppo. Essa vale
2w 2r
_1 2 f Lo 2 og(L)
Ce=5C 1+ -~ + s |
sh2¥y, 142 ( L)

ed ¢ riportata in figura 8.21, sempre con rlferlmento all’acqua.
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Va sottolineato che il concetto di celerita di gruppo & definito solo
con riferimento alla sovrapposizione di onde elementari comprese in uno
spettro percentualmente limitato di lunghezze d’onda, o di periodi. Aumen-

100
T
™
10 //m
A
A 11
o 1
| ==
" Lt |
1 /’/ 0,1
1
T T
= b T
™ < < 0,011}
N
~L ¥y 0,001 m
0,0k |
0,01
0,001 001 0 I 10 100 7 g f000

Fig. 8.21. ~ Celeritd di gruppo per onde’ rrotazionali. Si & posto ancora ¢ = 7,35:10-2 N m-1,
0 = 1000 kg m-3, g = 9,81 m s-2,

tando continuamente il campo delle lunghezze d’onda elementari utilizzate
diviene possibile rappresentare anche oscillazioni di pelo libero apprez-
zabili solamente su una zona via via pil limitata nella direzione x, ed
evanescenti sulla rimanente superficie libera. I gruppi di onde risultanti
finiscono perd con il perdere la loro struttura nel corso della propaga-
zione, rendendo inutile la ricerca di una celerita del gruppo.

Nel caso delle onde pilt corte, dominate dalla tensione superficiale,
la celerita di gruppo ¢& superiore alla celerita di fase. Cosi il treno d’onde,
con pianta a corona circolare, generato dalla caduta di un sasso in acqua
stagnante, si muove pilt rapidamente delle onde sinusoidali che lo com-
pongono: sul suo fronte si vedono sorgere nuove ondulazioni, e sulla sua
coda se ne vedono scomparire.

Per onde piut lunghe, dominate gia dalle forze di massa, la celerita
di gruppo & invece inferiore alla celerita di fase, ed i fenomeni presentano
aspetti opposti. ’
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Infine, per onde molto lunghe rispetto allo spessore medio della lama
liquida, celerita di fase e di gruppo coincidono: onde elementari e gruppi
risultanti si propagano con la medesima velocita. '

8.8. Moti ondosi stazionari.

Come esposto alla fine del paragrafo 8.6, la sovrapposizione di pil
moti ondosi porta a nuovi moti ondosi complessivi purché le escursioni
del pelo libero risultanti siano ancora tanto contenute da giustificare I’im-
piego dello schema lineare. -

Cosi, sovrapponendo al potenziale

' 2n
L Ch T (z+7y) 2n 2
Y= — M_T- '"'—“*2—7}—-——*005 rx—?t
Sh T Y,
quello
21
L Ch L (+ %) 2n 2
@ = + D%T ~~7§—7;—"—'“‘"‘COS —E'x+‘:‘l‘.,“‘ t)
Sh f YO

relativo ad un’onda che differisce dalla prima solo per avere velocita di
propagazione opposta, si ottiene il potenziale complessivo

__zw/égl}w—f(z + Yo L2, 27rt
Q= t.T f.'——jr—'—Slnf.XSlnT .
Sh-r Y,
adatto ad un’onda con pelo libero
. [(2n 2r . (27 21 . 21 21
zy= & sin (-Zx-—Tt) - .&Zsin (fx—}- T t)— Z‘QismrxcosT t,

che ha l'aspetto indicato in figura 8.22.

Questa nuova onda & unonda stazionaria. In corrispondenza delle
ascisse x = mL/2, con m intero, il pelo libero ha costantemente quota
zo=0: si tratta dei nodi dell’onda stazionaria. Sulle stesse ascisse le oscil-
lazioni delle velocita orizzontali hanno le loro massime ampiezze.
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Fig. 8.22. — Oscillazioni stazionarie di pelo libero.

Alle ascisse x = (2m + 1) L[4, sempre con i intero, il pelo libero pre-
senta nel tempo le sue escursioni pit ampie, con scostamenti dalla quota
media pari a 27. Qui si hanno i ventri dell’onda stazionaria. In corri-
spondenza di queste ascisse, le velocita orizzontali del liquido sono nulle, e
ciascun piano x = (2m 4 1) L/4 pud essere sostituito da una parete solida
senza alterare il moto. Onde di questo genere possono percid realizzarsi
in un bacino delimitato da due di tali piani, oppure, nel caso che sia pre-
sente una sola parete rigida, possono costituire il risultato della riflessione
operata dalla parete stessa su un’onda progressiva incidente normalmente.
ad essa.

Le coordinate istantanee X e Z dei singoli elementi fluidi si ricavano,
al solito, dalle equazioni

d(X—x) =v,dt
d(Z —2) =v,dt,

stimando le velocitad v, e v, nel punto fisso x, z, anziché in quello X, Z,
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per non introdurre termini contenenti .«* a fattore. Si ottengono

Ch2( + 1) )
X-x=20— 2 c0sZ xcos<ly
sh2y Lo
L 0
_ Sh%‘(z+ Y)
Z—z=2 e 510 2 x cO8 2 t
2 T T
shZly,

L

e conseguehtemente le forme d’orbita indicate in figura 8.23,

Fig. 8.23. ~ Traiettorie connesse ad onde stazionarie irrotazionali.

L’eccesso di pressione p rispetto al livello idrostatico p; vale ancora

%9
DP—pr=—¢ a i
cosi che
‘ Ch'27r
SR ¥ S ARRLY 20
i QT T 271:* Sm—L—XCOSTt.
Sh T Y,
In particolare, sul fondo z = — Y, l'eccesso di spinte rispetto al li-

vello idrostatico e su uno sviluppo lungo x pari ad una lunghezza d’onda
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rimane nullo. Leccesso di spinta complessiva contro il fondo, su una
striscia che si sviluppa dal nodo x=0 a quello x=L/2 e per l'unita
di lunghezza in direzione ortogonale, vale invece

2
470 (%’) *2};‘-_—003 2—;t ,
Shf Yo
e risulta percid pulsante nel tempo.
Contro una parete verticale, fissa ed impermeabile, collocata in posi-
zione ventrale, ad esempio in quella x=L/4, la spinta complessiva non
idrostatica per unita di larghezza ammonta a

i
0 —_—
f 20 ijr{?cosgﬁt dzMo—Z‘dg(é)gcosz—wtua
-, T Shgfc-Yn L T L

essendo o la tensione superficiale.

Non sempre ’onda rifiessa ha la stessa ampiezza dell’onda incidente.
Posto che 'onda incidente abbia ampiezza «/; e che quella riflessa abbia
ampiezza «/, minore della </, a causa di una parziale riflessione da parte
della parete investita, il pelo libero assume la forma

Zo= M;sin(zfﬁx—z%t) + Mgsin(zfxwtg,—’ft) =
oty sn(Exm T+
+ dRsin(zL—ﬁx—zTnt)—l— .MRsin(%x+2Tnt)=
= (A — L) sin(%-cxngﬁt) + Z.WRsin%rxcosz%t.

Le escursioni massime complessive hanno I'andamento schematizzato
in figura 8.24. In corrispondenza delle ascisse alle quali compete la mi-
nima elongazione della curva inviluppo delle ampiezze si ha

|zu|mln= MI— '“dn

mentre sulle ascisse che danno luogo alle massime esursioni della quota
di pelo libero risulta

[zolmux = 'Ml_’_ MR -
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pelo libero all'istante ¢ = K
Is curve inviluppo

[X3

~
3

Fig. 8.24, - Inviluppo delle escprsioni del pelo libero in un’onda stazionaria generata da rifles-
sione parziale di un’onda incidente.

Dalle misure di |zg,, € di |2y, SI pud ricavare I'ampiezza

WI:M‘
2

dell’onda incidente e quella

s, — |Zolmox — |2glmiy

dell’onda riflessa.

8.9. Le scie di Helmbholtz.

In accordo con le osservazioni riportate nel paragrafo 7.7, molte in-
congruenze con i dati sperimentali, dovute allo schema di fluido ideale,
possono essere rimosse amniettendo la presenza di superfici sulle quali
la componente tangenziale della velocita risulti discontinua. Superfici di
questo genere, che hanno origine sul corpo investito dalla corrente in
arrivo e che si estendono indefinitamente a valle, delimitano la scia di
poppa.

Spesso si pud ammettere che il fluido presente nella scia sia fermo, e
che abbia densita uniforme e permanente. La pressione nella scia & allora
distribuita con legge idrostatica oppure ¢ uniforme, a seconda che si met-
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tano in conto o meno le forze specifiche di massa dovute al geopotenziale.
Attraverso la superficie contorno della scia, la pressione non varia, come
si & detto nel paragrafo 7.6. Se poi il moto ¢ stazionario, la superficie
della scia & ferma e la velocitd del fluido & puramente tangenziale, con
modulo che pud essere calcolato ricorrendo al teorema di Bernoulli. In
particolare, quando si possono trascurare le forze di massa, e quando
si pud ammettere che la densita del fluido in moto ¢ uniforine e perma-
nente, il modulo della velocita risulta uniforme.

Con lintroduzione di scie racchiudenti fluido fermo, suggerita da Helm-
holtz nel 1868, la descrizione fornita dallo schema di fluido ideale mi-
gliora decisamente. Ma lo studio del moto stesso presenta maggiori diffi-
colta, perché la forma della scia non € nota in partenza, e va determinata
insieme al calcolo delle velocita.

I problemi da risolvere sono comparativamente pit semplici quando
il moto & piano ed irrotazionale, ferme restando le condizioni che il moto
sia stazionario e che il fluido abbia densitad uniforme e permanente. Esiste
allora sul piano campione il potenziale complesso

2(2) = ¢(x, ¥) + ip(x, ¥) ,

gia introdotto nel paragrafo 5.11, che & funzione analitica della varia-
bile complessa

Z=x+iy.
Analitica ¢ di conseguenza anche la velocita complessa

dZ o¢ .0
() = Y :
v¥(2) TG Tl =t iy,

coniugata rispetto alla velocita complessa vera
(&)= v+ 1v, .

Le condizioni al contorno esterno della scia ed al bordo del corpo
solido investito consentono di individuare il campo di variabilitd di v*
sul piano »,,— v,, ed il campo di variabilita della = sul piano ¢, ». Met-
tendo allora in corrispondenza biunivoca i punti v,—iv, del primo campo
con quelli ¢ 4 iy del secondo attraverso una funzione analitica

Vg— i, = f(p =+ ”P)
si ottiene il legame analitico

v¥=0v¥%(=2).
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L’equazione differenziale
des

v*__

ds

che definisce la velocita v* pud essere ora integrata per separazione de]le
variabili, scrivendo
1
=] -——d5s
[

e ricavando cosi il legame
z=2Xxx).

Spesso ¢ difficile individuare la funzione analitica v* = v*(z) che rea-
lizza la corrispondenza biunivoca fra i punti del campo v* e quelli del
campo &, La ricerca pud essere condotta per passi successivi, ricorrendo
ad una o piu variabili analitiche ausiliarie ¢y, ¢,, ..., ¢,, tali da rendere

v¥= v*(§1), Gg= ga(gl): ey E= E(gn) .

Si ha allora

f f 1 d= dg,, dggd
- *(5) v*(5y) ds, dg,y " dgy

11 procedimento esposto & utilizzabile nella risoluzione di molti pro-
blemi tecnicamente importanti. Tre esempi caratteristici sono esposti nel
seguito di questo paragrafo. '

Si considera per primo il caso di una corrente piana che investe orto-
gonalmente una parete larga d, in assenza di forze di massa. La figura 8.25
riporta gli schizzi del campo del moto sul piano campione, e di quelli
interessati da »* e 5. La funzione analitica che connette fra loro questi

due campi & :
VF Uad . V va,d
Fso 1 | ——
% -+ 4 T - 4
vE

essendo v, il modulo della velocita asintotica, modulo che si presenta
uniformemente anche sul bordo della scia.

Si controlla facilmente che quando = ¢ reale negativo, v* & reale e
positiva. Se poi = ¢ reale, e compreso fra 0 e v,d/(n'+ 4), v* diviene imma-
ginaria pura, con coefficiente negativo per I’'unita immaginaria. Quando =é
reale e maggiore di v, d/(n -+ 4), v* assume modulo costantemente uguale
a v, e componente v, positiva.

U*: Vo
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Fig. 8.25. — Coordinate complesse sul piano campione, velocitd complessa e potenziale complesso
per la corrente piana che investe normalmente una lastra piana di ampiezza d assegnata.

Separando le variabili ed integrando, si ottiene la corrispondenza fra

le coordinate complesse = del campo del moto ed i valori del potenziale
complesso =:

= £
X :J. ""';E'l'"""" dE == l‘ --——-—--——-vz ——
v (E) Vs l/ Ua,d . l?a.d
0 0 )

d=.

e —i

T+ 4 7 -4
In particolare, facendo assumere a = valori reali positivi minori ‘di
v,d/(r + 4), si verifica subito che si ottengono, come richiesto, le coor-

dinate dei punti della lastra con y positiva. Per il calcolo, conviene intro-
durre la variabile ausiliaria ¢, ponendo

= e
Tx+4 '

fr
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Si ha cosi
d /2
ising
Y= _—h2sm coscds =
w--4J 1 —cos ¢
0

. . . d
ZIE'IZI [¢ + singcosc + 2singff2=1i iz

Lo stesso genere di integrazione fornisce le coordinate del bordo della
scia. Si devono assegnare ora a & valori reali e maggiori di v,d/(x 4 4), e
conviene servirsi di una nuova variabile ausiliaria ¢, definita dalla

vad
=+ 4

-
&

Ch?g

Ne segue

Che _
fP o S CheShads =

. d .
=1g+m[(—c+Ch«;Shg)+1(—2+2Chg)].

Le equazioni parametriche del bordo della scia sono pertanto

x=;%4(—c+Cthhc),
d B2
y=9+ i}z(1+cm%

Altro dato interessante € la distribuzione degli sforzi di pressione con-
tro la lamina. Il dorso di quest’ultima & sottoposto alla pressione uni-
forme p, esistente entro la scia. La pressione che esiste sulla faccia investita
dalla corrente va calcolata in base al teorema di Bernoulli

Con riferimento al metro di sviluppo della lamina normalmente al piano
campione, il risultante degli sforzi di pressione vale dunque

a2 /2 1 vad/(7c+4) i
7= 2 (p—po dy = [2— o) a2 = [e(ut—10*) fudz.
0 0

0
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Per snellire Pintegrazione, dopo aver espresso »* in funzione di £, con-
viene porre di nuovo

vad .
8= ——— sin%g .

w T4

Si ottiene cosi

vad - __U&d :
. "f’ | Wm‘““VnM
z = QUq - ‘1 T T =

/2

S WY A S N

. bad _— T_;ud o = @Vs “+4COS ng' _——f——49 2,
B — ol s

VW+4 Vvt+4

Volendo, si pud esprimere il medesimo risultato nella forma consueta

v}
basta assegnare il valore

T ~0,880

2
Cr=151%

al coefficiente di resistenza C,,

Altro caso tecnicamente 1nteressante ¢ costituito dall’efflusso piano
attraverso una fenditura. 1l problema & stato studiato da Kirchhof¥ nel 1869,
insieme a quello appena esposto. Si ammette anche qui che si possano
trascurare le forze di massa. Il campo del moto sul piano campione, il
campo della velocita complessa v* e quello del potenziale complesso £
sono riportati tutti nella figura 8.26. Si & indi‘Cato con d la larghezza
della fenditura, con v, il modulo della velocita asintotica, e con 2Q' la
portata per metro di sviluppo trasversale.

La funzione analitica che collega v* a = ¢

=

v*z——vaexp( 2—é-~)+vu 1+exp(~-Q~~),

purché si scelga costantemente la terminazione della radice con parte
immaginaria nulla o negativa.

E facile controllare che, quando v & nullo, v* ¢ reale, passando da
valore praticamente nullo per ¢ negativo ed abbastanza grande in mo-
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v¥="0,—jv,

Fig. 8.26. — Fenomeno di efflusso piano da una fenditura larga d. Sono indicate la coordinata com-
plessa > sul piano campione, la velocitd complessa v* con il suo campo di variazione, ed il poten-
ziale complesso £ con il campo dei valori assunti.

dulo, a valore pressoché uguale a », per ¢ positivo e sufficientemente
grande. Inoltre, se la parte immaginaria di = ¢ iQ’, v* & immaginaria pura,
con coefficiente positivo della i, quando ¢ & negativa, ed assume invece
modulo v, e componente v, positiva, quando ¢ stessa & positiva.

Assegnando a £ componente reale positiva e componente immaginaria
pari ad iQ’, I'integrale

¢+1a' w+ia' 1
2—1 1 — :J‘ ryge _, _f e e dE =
Va
) it —exp(—ziQ,E)-F]/l-Fexp(——g—,E

L4

e e - = e e— A Q)

Pt g venl



Par. 8.9] Le scie di Helmholtz 245

fornisce 'andamento del profilo di scia
X =— Q |/1——exp( 5,rp)-|—2Q arcTth——exp( 5,99),

4ol ).

Costi, la vena effluente dalla fessura larga d finisce con ’assumere larghezza
do—d—a 2
Tg

quando la velocita & ormai uniformemente uguale a »,. Ma in tale campo
asintotico deve essere

2Q’= dcvu:
ne segue
do=d—2%.
s

Fig. 8.27. — Efflusso piano al disotto di una paratoia piana. Oltre al campo complesso interessato

dal moto, dalla velocitd complessa e dal potenziale complesso, ¢ riportato il campo di variabilita

della grandezza ausiliaria ¢ impiegata nei calcoli. Si & tenuto conto, in via approssimata, della pre-
senza di forze di massa legate al geopotenziale.
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Definendo, secondo 1'uso, il coe fficiente di contrazione C,della vena coine

_do
Cc = d >
si ha pertanto
kis
CC= W} ~ 0,611 .

Pud essere interessante valutare anche la distribuzione della pressione p
sulla faccia di monte della parete piana, essendo quella di valle esposta
alla scia di Helmholtz e sottoposta quindi alla pressione p, uniforme.
In base al teorema di Bernoulli, risulta

p=rpot 5 (i [¥p) =

=pu+gvﬁ{l—eXp( Q’ )+exp( 2Q,(P)V——l+eXp( 5,90)}.

Il valore cosi calcolato compete al punto di ordinata

f Lo !
el gl
d ZQ{V%I-I-exp( Q') l+exp( 2Q )

— arctg V—~ 1 exp( o )} ,
con @ negativo.

Come terzo esempio, si riporta il caso dell’efflusso piano sotto una para-
toia. 1l calcolo & condotto secondo un suggerimento di Marchi del 1953, e
cio¢ in modo da tener conto, almeno parzialmente, delle forze di massa
legate al geopotenziale. Il campo di moto sul piano campione, il dominio
interessato da v* ed il campo di variabilita di £ sono riprodotti in
figura 8.27.

In questo caso, il valore di v* sui peli liberi non & noto in partenza.
Tuttavia, a monte della paratoia, si pud trascurare il modesto sovralzo
dovuto al ristagno, ed assumere che il pelo libero sia orizzontale. La velo-
citd complessa ¢ allora localmente reale; il suo valore asintotico verra
indicato con v,;. A valle della paratoia, il modulo della velocitad sul pelo

Nl&

de =
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libero aumenta progressivamente dal valore

vy = Vi + 2g(Y—d)
presente al distacco, fino al valore asintotico

Vg2 = \/031‘]‘ 28(Y—do) ,

cone si deduce subito dal teorema di Bernoulli, dopo aver indicato con ¥
e d,, nell’'ordine lo spessore asintotico di monte e di valle della lama li-
quida, e con d la quota del bordo inferiore della paratoia. Cosi il campo
di variabilita della v* deve essere delimitato, per il tratto corrispondente
al pelo libero di valle, da una curva i cui punti devono avere distanza
dall’origine compresa fra i valori v, e v,,, percentualmente poco discosti
fra loro. Cid consente di approssimare tale curva con altra avente di-
stanze dall’origine limitate nello stesso modo, ma forma facile da trattare
per via analitica.

Le notazioni risultano pit semplici se si ricorre ad una variabile ausi-
liaria ¢, scrivendo

0 0 0 —20
v*(g) o l&‘ 24 + v‘gﬂﬂ . 1_);132 _ v‘ll;/2 l 20/t
a2¥8B 2 2 ¢

in cui 0 & langolo formato dalla paratoia con l'orizzontale. Come sche-
matizzato in figura 8.27, alla ¢ vanno assegnati solo valori con parte
reale positiva, coefficiente negativo per la parte immaginaria e modulo
maggiore od uguale ad 1. In particolare, si ammette che le ¢ capaci di
fornire le velocita sul pelo libero di valle corrispondano a punti della cir-
conferenza di raggio unitario centrata sull’origine degli assi. Si pud con-
trollare poi che le ¢ reali, comprese fra 1 e

e URfRopT0 \/ﬂ;”é" U0 - o O(UE[R — p20) (720 4 v20)
= 6
O+ oF™)

danno le velocita al fondo, mentre quelle reali maggiori di ¢, consentono
il calcolo delle velocita sul pelo libero di monte. Per avere le velocita
lungo la paratoia occorre assegnare a ¢ valore immaginario puro, con
coefficiente minore di — 1.

Resta da collegare = a ¢: ¢ facile controllare che la funzione analitica

richiesta &
2

o 9 (5—P)eher—1)
() = — In % @1

nella quale Q' indica la portata v,,d, in transito per unitd di sviluppo
trasversale.
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L’espressione

_ld—if *) dgdg’

fornisce ora le coordinate del pelo libero di valle. Cid che pill interessa &
il coefficiente di contrazione

4
Co= Ec :
alcuni suoi valori numerici sono riportati nella tabella 8.1.

TABELLA 8.1. — Coefficienti di contrazione per I’efflusso sotto una paratoia piana.

Yid
0
2 3 5 7 10
90° 0,612 0,605 0,605 0,606 0,607
60° 0,668 0,674 0,682 0,685 0,686
45° 0,715 0,728 0,736 0,740 0,742
30° 0,769 0,795 0,805 0,808 0,809
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CAPITOLO NONO

DINAMICA DEI FLUIDI VISCOSI

9.1. 1l tensore degli sforzi nei fluidi viscosi.

Quando le dissipazioni di energia meccanica connesse al moto di un
fluido divengono fatto importante nel fenomeno da studiare, non & pil
possibile prescindere dalle componenti tangenziali del tensore degli sforzi.

In accordo con le prime osservazioni globali esposte nel paragrafo 2.9,
si deve ammettere, in generale, che il tensore degli sforzi dipenda dallo
stato di deformazione locale del fluido, dalla velocita della deformazione
locale in atto, e dalle vicissitudini subite dal fluido nella sua storia. Tut-
tavia, queste dipendenze non hanno sempre la_stessa importanza, e con-
viene percid concentrare I'attenzione su situazioni piu particolari, per pro-
curarsi schemi di comportamento del mezzo fluido abbastanza semplici,
ma ancora utilizzabili nello studio di vaste classi di fenomeni.

Cosi, i fluidi allo stato aeriforme e molti fluidi allo stato liquido, specie
se costituiti da molecole molto semplici, conservano un ricordo degli stati
di sollecitazione interna che si estingue rapidamente, riuscendo inapprez-
zabile gia dopo tempi confrontabili con i nanosecondi. In tutti i fenomeni
che implicano variazioni di assetto percentualmente rilevabili solo in tempi’
molto maggiori della durata della memoria, il ricordo delle vicende gia
attraversate dal fluido non gioca pilt un ruolo sensibile nel determinare
lo stato di tensione presente istante per istante. Escludendo i fenomeni
che si svolgono in tempi confrontabili con la persistenza dei ricordi, &
percid possibile adottare uno schema di comportamento del fluido che
prescinda del tutto dai fenomeni di memoria.

Quando gli efletti delle evoluzioni di assetto subite da fluido sono da
trascurare, riesce contemporaneamente irrilevante la dipendenza degli sforzi
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dalle deformazioni. Manca infatti, nello schema che si impiega in tal caso,
il modo di riconoscere il particolare stato di deformazione in atto, perché
non esiste la possibilita di confrontarlo con stati di riferimento precedenti,
dei quali il fluido ha gia perso il ricordo.

Resta perciod in evidenza solo la dipendenza del tensore degli sforzi T
dalle velocita di deformazione, rappresentate dal tensore D. E cio¢

T-=fD).

Di solito lo schema & completato assumendo che il legame ora indi-
cato non dipenda dal particolare riferimento locale scelto e richiedendo
che esso si riduca alla forma

T=7pl,

valida nel caso statico, quando le velocita di deformazione si annullano
ed il fluido raggiunge uno stato di quiete.

Lo schema cosi completato & noto come schemna di fluido stokesiano,
in quanto suggerito da Stokes nel 1845. '

E sempre possibile scegliere gli assi di riferimento in modo che D ap-
paia localmente nella forma diagonale

D,, 0 0
D=|0 D,, 0.
0 0 D

22

ed & facile vedere che allora anche T deve assumere, nello stesso punto,
forma diagonale: basta accertare che una qualunque componente rettan-
golare di T, ad esempio quella T,,, deve essere nulla. Allo scopo si effettua
una rotazione rigida del riferimento intorno all’asse delle x in modo da
ottenere nuove coordinate X, y e z legate a quelle di partenza dalle relazioni

X=x, y=—y, z=—z.

Nel nuovo riferimento, D ha ancora forma diagonale e presenta le me-
desime componenti. E infatti

o
i
t
I
k
I
S

xzx >

--=§ﬂ7_a(_vvz—%_
W9y o(—y) oy T

be=m=a @ = D=
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Risulta invece
T =—T,

W ay >

perché, passando dalla coordinata y a quella y, si & mutato il verso del-
I’asse sul quale si proietta lo sforzo trasmesso attraverso la superficie
normale ad x ed x. Per confronto con le

Tzv= f(Da:xa Dwa Dzz)
Ty = f(Dz D55 Dy)

v
ove si tenga presente che le componenti del tensore D non sono mutate e
che il legame funzionale f non pud dipendere dall’orientamento degli assi,
si conclude che deve essere

Tﬁ,:Twzo.

Il pit semplice legame fra le componenti del tensore degli sforzi e le
componenti del tensore delle velocita di deformazione & quello lineare. Se
si specializza ulteriormente in questo modo lo schema stokesiano, si dice
che si costruisce uno schema di fluido newtoniano, perché si ricade nelle
ipotesi gia utilizzate da Newton, nel 1687.

Ricordando che il tensore degli sforzi deve assumere la forma T = pl
quando D si annulla, si vede che, per un fluido newtoniano, deve essere

Tx;;= P + lut:chx"f‘ tu':wa+ :uszzz
Tw =D + HyaDoxt HyyDyy + 4D,
TZZ:p +"‘ZEDEZ+#ZVD1IU+"‘ZZDZZ3
quando gli assi sono scelti in modo da portare T ¢ D a forma diagonale.
I vari coefficienti introdotti non possono perd essere tutti distinti. Cam-
biando nome agli assi mutano pure i nomi delle componenti di T ¢ D,

ma non i loro valori. Cosl, dal confronto delle equazioni ora scritte con

quelle che vanno scritte quando si danno agli assi di riferimento i nuovi
nomi

X=Y, y=z, z2=X,
si vede che deve essere

Pox= Puy = M2z »
Moy = MPyz= K2z
Moz = Myx= M2y -
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Lo stesso confronto operato dopo aver scelto i nuovi nomi
=y, y=x, z=z
mostra che deve essere anche
Moy = Myz -
Dei nove coefficienti, due soli sono indipendenti. E uso porre
M = gy = o = — 20—’ ,
Moy = Mgz = ”1/:: = gz == Yag = Moy = _:u'l .

Raccogliendo i fattori comuni, la dipendenza di T da D si presenta
di conseguenza nella forma

T=(p—p divV)i—2uD .

Il coefficiente di viscositd dinamica g ed il secondo coefficiente di vi-
scositd dinamica u’ sono gia stati introdotti nel paragrafo 29 in base a
considerazioni globali. Per evidenziare tale coincidenza basta riesaminare
nel nuovo contesto i due moti particolari considerati allora.

Se il fluido occupa il dominio 0<y<d ed & animato da velocita

risulta

. 1/ev,  ©ov,\ v,
D,,= Dm:i(a—yx ET)CE)— 2d’

mentre tutte le altre componenti del tensore D e la divergenza del vettore v
riescono nulle. L’equazione costitutiva meccanica dei fluidi newtoniani
porge allora

e mostra che le componenti restanti sono nulle purché si prescinda dalla
pressione statica p. Il confronto con la formula

_—
impiegata nel paragrafo 2.9, e 'osservazione che T,,=— —7 permettono

di concludere che i coefficienti u utilizzati nei due casi sono coincidenti.
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Con il campo di velocita radiali centrifughe, di modulo crescente con
la distanza dall’origine del riferimento, ossia con

0 Upg /o . .
V=X—= ;,L(xlz”*"ylu"l‘ le)’
0

si ha invece

2z ]

v v

divy =322, D,, =D, =D, ="
z vy

ro’ Yo

mentre le componenti rettangolari di D sono tutte nulle. L’equazione
costitutiva porge ora

Tpo=Tyy= Tz,=p—3”'°u A

0

quali uniche componenti non nulle di T. L’incremento di pressione ri-
spetto al valore statico & pari a

Ap = (/t+3 ) 3,

la cui espressione va confrontata con quella

iy 2 1 dV
AP=M(/¢ +§#)75

del paragrafo 2.9. Anche ora si conclude per I'identita dei coefficienti u'
impiegati nelle due formule, osservando che il raggio r, di una sfera mate-
riale centrata sull’origine aumenta con velocita v,, e che il volume V della
stessa sfera cresce percid con velocita

dv

T 4rio,, ,
rendendo appunto

1dr __ 3 %0

V de r0

I due coefficienti # e u', come ricordato nel paragrafo 2.9, dipendono
dalla pressione e dalla temperatura. Nell’ambito dello schema newtoniano,
perd, si pud tener conto solo della seconda di queste dipendenze: quella
dalla pressione porterebbe ad un legame non piu lineare fra T e D.
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9.2. Le equazioni meccaniche dei fluidi newtoniani.

L’equazione costitutiva meccanica
T=(>(p—pdiv)l—2uD,

che definisce il fluido newtoniano, non ha ripercussioni sull’equazione di
continuita, esaminata nel paragrafo 4.3. Essa conserva anche nel con-
testo presente la sua forma cardinale

D
Ef@dV: 0

|4

e, purché la densita ¢ e la velocita v siano di classe C1, le sue fornie indefinite
do .
5 Tdivle) =0,
Do .
Di +odivv =0.

Lo stesso legame fra tensore degli sforzi T e tensore delle velocita di
deformazione D specializza invece le due equazioni cardinali del moto,
introdotte nel paragrafo 4.5,

D
f@de+f1dA - ﬁfgvdV,
4 v

14

f(x— xo)Nef AV +f(x—— XJNA'TdA = EQ[ f(x —XgAevdV,

| 4

che si presentano ora nella forma

fgrdV+ n-[(p—p’ divw) 1— 2uD] dA = ]%fgv.dr/, :
14 P |4

f(x —Xxp)AefdV +f(x»—xo)/\n' [(p—u' divy) 1—2uD]dA4 =

D
=Di f(x—Xo)/\ev dv.
14

Nello stesso tempo, la prima equazione indefinita del moto

Dv

f—divT =05,
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ricavata nel paragrafo 4.7 sotto le ipotesi che le forze specifiche di massa f
siano di classe C?, e che o, v e T siano di classe C!, assume I’assetto

of — gradp + grad(y' divv) + div(2pD) = ¢ Dth' s

purché v sia di classe C3, p, 1 € p' di classe Ct E infatti
divT = div[(p—p' divy) | —2pD] = grad(p —p’ divv) — div(2uD) ,
perché

ivGp—p div i, = 3, =LAWL _ 8, givy),

in quanto le sole componenti non nulle di | sono quelle con indici uguali.
La seconda equazione indefinita del moto,
To=Tu,

dedotta nel paragrafo 4.7 sotto le condizioni di continuita gia ricordate
per la prima equazione indefinita, &€ automaticamente soddisfatta dall’equa-
zione costitutiva del fluido newtoniano perché I & addirittura isotropo,
e D ¢& simmetrico per costruzione.

Se poi i coefficienti di viscositd u e u' risultano uniformi in tutta la
massa fluida, la prima equazione indefinita del moto si riduce alla forma

of —gradp + (1 + ) graddivv + uV2v = %_t,

detta equazione di Stokes, e presentata nel 1845. Si controlla subito che ¢
appunto

S e

8
=p Z 2% vk Thy ax Z a = pV?v]i+ plerad (divv)l..

Nel caso ancor piu partlcolare di moto isocoro, I’equazione indefini-
ta di continuita si riduce alla

divv=20

e, contemporaneamente, la prima equazione indefinita del moto a visco-
sitd ¢ uniforme si presenta come

Dv
of —gradp + pVivy = ° D -

Quest’ultima forma, che risale al 1827, & detta equazione di Navier.
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9.3. Le equazioni termodinamiche dei fluidi viscosi.

Nel moto dei fluidi viscosi avvengono dissipazioni di energia mecca-
nica, ed & percio necessario conservare tutti i termini nelle equazioni car-
dinali della termodinamica, esposte nel paragrafo 4.8. Il primo prin-
cipio, la definizione implicita dell’entropia specifica, ed il secondo prin-
cipio vanno scritti quindi nelle loro forme complete

Il))t (Qu—}-zev)dV fvgde+f 'rdA—f—fwdA

gt e dV = fﬂ’/“dwrf@ﬁddv

D
|4 A

per costituire le tre forme cardinali delle equazioni fondamentali della ter-
modinamica per i fluidi viscosi. Nel seguito si ammettera che I’assorbi-
mento specifico di potenza termica £,, la dissipazione specifica di potenza
meccanica £, e le forze specifiche di massa f siano di classe C° Si ammet-
tera invece che la densita g, I'energia interna specifica u, gli sforzi x, I’en-
tropia specifica e, la densitd di flusso di potenza termica e, la tempera-
tura assoluta 7, e la velocita v siano di classe C. In queste condizioni, si
puo introdurre il vettore densita di flusso della potenza termica q, come
" fatto nel paragrafo 4.9, ottenendo

[«da=[nqd4 =—fdiquV=fg,qu,
4 v v .

A

e si possono dedurre dalle forme cardinali altrettante forme indefinite.
Dalla prima, in particolare, si trae

come si & visto nel paragrafo 4.10. A seguito dell’introduzione del ten-
sore delle velocitd di deformazione D e del tensore delle velocita di rota-
zione rigida 0, effettuata nel paragrafo 5.1, si puo scrivere anche

3 i 8 o, , O, 1/dv, v
"C‘_ & Ol 13 1
qhe T av ‘?‘ T [2(81} ‘ avk) 3 (a” av,ﬂ)] -

3
- gi‘k Tl Dy + Q4 = gf,k TyD,,=T:D,
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perché T & simmetrico, ed Q & emisimmetrico. Con questa sola variante
rispetto alle scritture del paragrafo 4.10, le forme indefinite delle equazioni
fondamentali della termodinamica per i fluidi viscosi sono

Du

°Dr = —T:D—divq,
De  divq | oty
Qﬁt = )
De dlvq q gradr gradr
e + .

Dai principi generali fin qui richiamati si possono dedurre informa-
zioni piu dettagliate solo precisando le caratteristiche del particolare fluido
in esame, attraverso le sue equazioni costitutive termodinamiche.

Va indicata innanzi tutto la dipendenza della densita dai valori locali
ed istantanei delle varie grandezze meccaniche e termiche. Nonostante la
presenza di sforzi viscosi in seno al fluido, ossia di sforzi interni legati
alle velocita di deformazione locali, € di norma sufficiente ammettere che
la densita vari soltanto con la pressione non viscosa p e con la tempera-
tura 7. In seguito si continuera percid ad assumere la

o=oa(p, 1)

come equazione di stato.

Sempre con riferimento ai fluidi, si puo ritenere che I’energia interna
specifica e I’entropia specifica non dipendano dagli sforzi viscosi. Anche
tali grandezze rimangono cosi legate soltanto alla pressione p ed alla tem-
peratura 7.

Cio posto, si possono confrontare fra loro le prime due forme inde-
finite delle equazioni fondamentali della termodinamica, ricavandone una
prima espressione per la dissipazione specifica della potenza meccanica:

De_14.pn_Du
o Dt~
L’espressione stessa pud essere semplificata, se si tien conto dell’equa-
zione indefinita

Du De

Du _ P
Dr = Dt o divv,

ricavata alla fine del paragrafo 4.10, e valida sotto le medesime ipotesi
di continuita accettate anche qui. La dissipazione specifica di potenza

9. MARCHI-RUBATTA.



258 Dinamica dei fluidi viscosi [Cap. 9
meccanica & pertanto
=Ldivv—LlT.D
e e

in termini di sole grandezze meccaniche. Anzi, nel caso particolare ora
.in discussione, e cioé nel caso dei fluidi newtoniani, per i quali, come si &
visto nel paragrafo 9.1, riesce

T=(p—p div)l—2uD,

con p e u' dipendenti solo dalla temperatura locale, si pud scrivere pure

fa= "L (divey 4—2?"0:0,
perché
1:D =divv.

Dal confronto fra la seconda e la terza equazione fondamentale della ter-
modinamica, prese nella loro forma indefinita, segue

q-grad7
oT

fa>

2

e quindi, almeno nel caso di temperatura uniforme,
fa>0

con risultato generale per i fluidi newtoniani, in quanto # e #' dipendono
solo dalla temperatura locale e non dal suo gradiente. La dissipazione
specifica di potenza meccanica & dunque grandezza intrinsecamente non
negativa nel caso dei fluidi newtoniani.

In particolare, se il moto del fluido newtoniano & isocoro, ossia se
divv =0, si ha

A=%DD,
e quindi
#>0.

Anche questo risultato & generale, perché ¢ non puo dipendere dalle carat-
teristiche cinematiche del moto. Sempre in particolare, se la deformazione

N

del fluido & una dilatazione pura, si ha, come si & visto nel paragrafo 5.1,

1..
D=L=(?—’d1vv)l,
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cosi
wo. 2u(l .\ 3p'+2u ..
= — (divv 2'{"—("(111\’\’) ) = —"—=(divv)®

e quindi
3u+2u>0,

con validita indipendente dal tipo di moto considerato nella sua deduzione.
Questi ultimi due risultati avvertono che gli sforzi viscosi sono sempre
tali da contrastare le deformazioni. Pin precisamente, dalle

Ty=—2uD,; coni#k e u>0

si vede che le tensioni tangenziali sono sempre contrarie agli scorrimenti, e
dalle

T=p—p divv—2uD,,  con 3p'++ 2u>0

si ricava
18 S22 1., .
—§§kak=p——,u dlvvmg,u;kak= —§(3y + 2u)divyv,

e percid che la pressione isotropa, ossia la media delle pressioni relative a
tre facce mutuamente perpendicolari, non puo essere inferiore a p du-
rante una compressione, per la quale & divv < 0, né superiore alla stessa p
in una fase di espansione, quando & divv > 0. Nel moto isocoro, la pres-
sione isotropa eguaglia p.

Infine, restano da precisare le condizioni relative alla propagazione
della potenza termica. Nei fluidi newtoniani & ancora verificata 'equazione
costitutiva di Fourier

=—kegrad 7,

con k dipendente solo dalla pressione non viscosa p e dalla temperatura 7,
che & gia stata impiegata in condizioni statiche ed in corrispondenza del
moto di fluido ideale. Dato che k risulta indipendente dagli sforzi viscosi,
esso mantiene valore intrinsecamente non negativo, come riconosciuto
allora. Il flusso della potenza termica pud quindi aver luogo anche nei
fluidi newtoniani solo nella direzione delle temperature decrescenti.

Unendo I'equazione costitutiva di Fourier alla definizione dell’entropia
specifica, e supponendo che T sia di classe C?, anziché soltanto di classe Ct,
si ha

De div(kgradr) |, ofq
° D= TS
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che si riduce alla

D
97'TS§:: kVET + 044

quando k & uniforme. Poiché, come si € gia ricordato in questo stesso
paragrafo, I'entropia specifica dipende ancora solo dalla pressione non
viscosa p e dalla temperatura 7, si pud scriverne il differenziale totale
nella forma

=_% S
de=—Zdp+ 247,

dedotta nel paragrafo 2.6 evidenziando il coefficiente di dilatazione cu-
bica o ed il calore specifico a pressione costante ¢,. L'equazione in esame
assume allora la forma

Dp Dr
H““TI)t'+'Q ﬁ“—-—-kVYT*’Qﬁd,

detta anch’essa equazione di F. ourz'er, in analogia a quanto fatto in assenza

di dissipazioni di energia meccanica. Se poi il moto & isocoro, dovendo

essere
Do _ (ag) Dp (ag) Dr _ Dr
Dr apTDt+ ﬂDt 02 5; =0,

nella quale § ¢ il coefficiente di comprimibilitd cubica, e sussistendo la
relazione ricordata nel paragrafo 2.6 per il calore specifico ¢, a volumé
costante,

To?

—@—ﬂ >

I'equazione di Fourier si presenta nella forma pili compatta

Cp Cy=

D
QCu kV'T-+—Qﬁd

9.4. Aspetti generali del moto dei fluidi viscosi.

Come si & visto nel paragrafo 9.2, lo schema di fluido newtoniano si -
basa sull’equazione

of —gradp + grad(x' divv) + div(euB) = ¢ %; ,
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che ¢ valida purché la velocita v sia di classe C?, 1a densita g, la pressione p,
ed i coefficienti di viscosita p e p' siano di classe C*, e le forze specifiche
di massa f siano di classe C¢,

Riscrivendola come

f—zl)- gradp + %grad(,u’ divv) + %div(ZuD) =a,

si nota subito, per la presenza dei termini contenenti i coefficienti di visco-
sita, che le due condizioni di moto barotropico e di forze specifiche di
massa con potenziale univoco ¢, atte a garantire lesistenza di un poten-
ziale univoco dell’accelerazione a nel caso dei fluidi ideali, non sono pilt
sufficienti per concludere che il moto del fluido newtoniano si svolga con
accelerazioni dotate della stessa proprieta. Anzi, a resta ora priva di poten-
ziale anche nell’ipotesi, ben piu restrittiva di quella di moto barotropico,
che la densita ¢ resti sempre ed ovunque costante, ed anche se si unisce a
questa I'ipotesi che la viscosita u sia uniforme. Con tali assetti di o e p
Iequazione del moto assume la forma di Navier

of —gradp + pV2v = e%v,

che conviene riscrivere qui come
P p
f—grad=+=Vev=a.
& [
Servendosi inoltre del potenziale ¢ per le forze specifiche di massa e del-

I'identita
V2v = graddivv—rotrotv

unita all’equazione di continuita divv = 0, si ottiene complessivamente
grad (¢ —-%)— % rotrotv=a.

Ne segue che laccelerazione ammette potenziale univoco se lo ammette
il rotore della vorticita w = rotv, ossia se

rotw = gradg,, ,

con ¢, univoco. Si ha allora

a = grad (¢ —%—%(pw) .
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Per i moti di fluido a densitd uniforme e permanente ed a viscosita
uniforme, soggetti a forze specifiche di massa conservative, ed aventi
potenziale univoco per il rotore della vorticita, esiste dunque un potenziale
univoco delle accelerazioni. Agli stessi moti possono percid essere appli-
cati tutti i risultati cinematici del paragrafo 5.10. Va osservato tuttavia
che questi mnoti sono di norma rotazionali. Cid perché se il moto fosse
anche irrotazionale, oltre che isocoro, si avrebbe

V2v = graddivv—rotrotv=20:

I’equazione di Navier si ridurrebbe a quella di Euler ed il moto stesso
sarebbe inquadrabile gia nello schema di finido ideale.

Posto dunque che esista la vorticita, e che le accelerazioni ammettano
potenziale univoco, la circolazione della velocita v lungo curve ancorate
al fluido resta invariata nel tempo, le linee del vettore w =rotv si muo-
vono con il fluido, il flusso della vorticitad w risulta identico per le diverse
sezioni trasversali del medesimo tubo di vortice conservandosi inoltre
intrinsecamente costante al passare del tempo, e la velocita angolare dei
singoli elementi fluidi, pari alla meta di w, cambia solo se si manifestano
mutamenti del loro momento d’inerzia a seguito di variazioni della loro
forma.

Lo schema di fluido newtoniano comprende anche moti con caratte-
ristiche diverse da quelle ora esaminate: un fluido pud comportarsi come
newtoniano pur essendo soggetto a forze specifiche di massa prive di poten-
ziale, quali quelle di Coriolis, oppure presentando densita variabili con
la pressione e la temperatura, od anche assumendo viscositd non uniformi
in concomitanza a differenze nella temperatura.

Quale che sia il motivo dell’assenza del potenziale univoco per le acce-
lerazioni, il moto risulta ancora rotazionale, ma non & piii vero che la
circolazione della velocita lungo curve in moto con il fluido rimanga co-
stante nel tempo, né che le linee del vettore vorticita si muovano con il
fluido. Inoltre, il rotore dell’accelerazione contribuisce al tasso di varia-
zione nel tempo della vorticita intrinseca, disgiuntamente dai cambiamenti
di momento d’inerzia dei singoli elementi fluidi determinati dal mutare
del volume o della forma.

Altro aspetto importante del moto dei fluidi viscosi & costituito dal
fatto che non & pili possibile I'esistenza del moto inverso, nel senso indi-
cato nel paragrafo 7.7. Se v,f, p, 0, 4 e p/, tutte variabili con il punto x e
con l’istante z, sono compatibili con I'equazione

Dv

of — gradp 4 grad (¢ divv) + div(2uD) = ¢ D:
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nell'intervallo di tempo compreso fra =0 e #>0, le grandezze relative
al moto inverso sono da costruire assegnando allo stesso punto x ed al-
I'istante 7=1t,—1¢ velocita opposte e valori identici alle funzioni rima-
nenti, rispetto_a quelli presenti in x e # nel moto diretto. Ma il gruppo
di variabili v,f, p, g, & e @ cosl ottenuto non pud soddisfare la relativa
equazione

gE—gradp + grad (@ div) + div(2aD) = g_;
perché tutti i termini di questa risultano numericamente uguali a quelli
dellequazione di partenza, salvo i termini contenenti le viscosita, che
assumono invece segno opposto.

9.5. Condizioni al contorno.

Sulla frontiera del dominio interessato dal moto la componente della
velocita v del fluido in direzione normale a tale superficie deve coincidere
con la velocita di spostamento di questa nella medesima direzione. Se
f(x, £) = 0 & I'equazione della frontiera, 'equazione stessa deve percid sod-
disfare la condizione

0 D
(a—t+VAgrad)f=ﬁf=0,

in tutti i punti nei quali la frontiera ammette versore normale. Questa
condizione, che vige inalterata anche per i fluidi ideali, & gia stata esami-
nata nel paragrafo 7.6.

11 fatto nuovo che si presenta nello schema dei fluidi viscosi, rispetto a
quanto avviene in quello dei fluidi ideali, & la possibilita di tener conto
anche della seconda condizione cinematica di frontiera, ossia della con-
dizione di aderenza del fluido alle pareti solide. Si impone cosi che sulle
frontiere realizzate da pareti solide la componente tangenziale della velo-
cita del fluido coincida con la velocita di scorrimento della parete su se
stessa. Complessivamente, la velocita del fluido a contatto con pareti
solide & uguale alla velocita di tali pareti, e percio si annulla quando queste
sono ferme.

Anche le condizioni dinamiche sulle superfici di separazione tra fluidi
diversi subiscono modifiche rispetto a que]le riportate nel paragrafo 7.6 e
valide per i fluidi ideali.

Si & gia osservato allora che, in assenza di tensioni superficiali, la prima
equazione cardinale del moto assicura la continuita degli sforzi interni =
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in corrispondenza a superfici di discontinuitd per la velocita, purché la
velocita stessa e la densita siano di classe C! al di fuori di tale superficie,
gli sforzi interni siano di classe C? esternamente alla medesima superficie, e
le forze specifiche di massa siano localmente continue. Ora perd gli sforzi
interni non coincidono pill con la sola pressione non viscosa p, e questa
non & piu continua. Per sottolineare meglio le differenze, si pud scegliere
la terna ortogonale di riferimento in modo che gli assi x ed y riescano
tangenti in un punto alla superficie luogo della discontinuita della v, e
che quello z sia ortogonale ad essa: contraddistinte con Iindice 1 o 2 al
piede le grandezze esistenti da bande opposte della superficie in questione,
la condizione di continuita dello sforzo interno si traduce nelle scritture

(avlm + avlz) — (av% + avzz)

('r)vl,, 4 avl,) . (avg,, n avzz)

. ovy, gy
Pr—py divvi—2p a; = py—H,divy,— 2.“2

sz

che devono essere verificate tutte su z=0.

Invece, quando & presente la tensione superficiale, la componente nor-
male dello sforzo interno non & pill continua. Si ammette usualmente che
l'ulteriore salto di pressione non viscosa sia ancora espresso dalla formula
di Laplace, ricordata nel paragrafo 2.3 con riferimento a condizioni sta-
tiche. Tale posizione ricalca quella assunta nel paragrafo 7.6 per lo

_schema di fluido ideale.

9.6. Moto in tubi cilindrici.

Quale primo esempio di moto di fluido viscoso si considera in questo
paragrafo il moto permanente di un fluido a viscositd dinamica # e den-
sitd o uniformi e stazionarie, che si svolge con traiettorie rettilinee e paral-
lele nel campo del geopotenziale ¢ = — gz.

Assunto un riferimento ortogonale x, y, 2, ed assegnati all’asse x dire-
zione e verso coincidenti con quelli della velocita v, si osserva intanto
che, in base all’equazione di continuita

divy =0,
ormai ridotta alla forma

o
gls

:0,
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I'unica componente non nulla della velocita, la v,, pud dipendere solo
dalle coordinate trasversali y e 2.
La prima equazione indefinita del moto, la cui forma adatta al pro-
blema in esame & quella di Navier
' Dv
of —gradp + uV2v=gp D:’
presentata alla fine del paragrafo 9.2, ammette dunque le proiezioni
—i(egz +p) + 4V, =0
ox “ ’
— 2 ez +p)=0
ay &z TP =0,
~(egz+p)=0
_82 @gz p - .

Con y = og, le ultime due equazioni possono essere riscritte nella forma

d o
= +5)=0

9 L’):o
82(z+y

ad evidenziare che il carico piezometrico
h:z+£
7

gia introdotto nel paragrafo 6.4, & uniforme su ciascun piano ortogonale

all’asse x, e quindi che la pressione p varia con legge idrostatica lungo i
singoli piani trasversali,

I1 carico piezometrico cambia invece al mutare della x. In accordo
con la proiezione lungo x dell’equazione di Navier, deve essere

0 P\ B, —
a—x(Z-l"-;)—}-;V l)x—O.
Come v,, anche V2, & indipendente da x. Cosi la variazione del ca-

rico piezometrico con x & uniforme. E uso mettere in evidenza la caduta
di carico piezometrico per unita di percorso nel verso della corrente

8 .p
l__5G+J’
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ed indicare questa grandezza con il termine pendenza motrice. L’uniformita
del carico piezometrico sulle singole sezioni trasversali assicura la stessa
uniformita alla i.

In base alla componente lungo x dell’equazione di Navier ed alla defi-
nizione di pendenza motrice, la distribuzione della velocitd longitudi-

\

nale v, su ciascuna sezione trasversale & retta dall’equazione di Poisson
)
ngm= '—I‘% >

e risulta determinata una volta fissata la forma della sezione trasversale
della corrente e le condizioni cinematiche esistenti sul suo contorno.

_— Fig. 9.1. — Moto uniforme in tubo citindrico
circolare.

Nel caso della corrente in un tubo di sezione circolare di raggio ry,
conviene ricorrere alle coordinate cilindriche indicate in figura 9.1, anzi-
ché alle coordinate cartesiane ortogonali. Se la parete & ferma rispetto
all’osservatore, la condizione di aderenza richiede che la velocita si annulli
sulla parete stessa. La soluzione richiesta &

_ yi(r§—r?

v, m
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Infatti, si controlla immediatamente che ¢&

% T rar\ or

v, %, 108( dv), 3%,  yi

e che risulta
v,=0 per r=tg.
La velocita, massima sull’asse, ove ha il valore

yi
vmmax: @ rg )

decresce poi con legge parabolica allontanandosi da esso.
La portata volumetrica ammonta a

Ty

i yi
(0] =J.27rrv,n dr= —gpnrg = 128z D4,

0

essendo D il diametro 2r, del tubo. La velocitd media € di conseguenza

ed ¢ quindi pari alla meta della velocitd massima.

I1 fiuido esercita sulle pareti del tubo, nel verso del moto, le tensioni
tangenziali

_ v, i
ke =—n 5] =n-
Il rotore del campo della velocita &

1dv,, Odv,.

. i .
rot(v,i,) = P é—gly— o= ;—Mn,,

ed ha percido modulo che cresce linearmente con r, passando dal valore
nullo in asse al valore massimo

i
i
presso la parete.
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In modo del tutto analogo si pud esaminare anche il moto rettilineo
nell’intercapedine fra due tubi a sezione circolare e coassiali, di raggi r,
ed r;>ry, come indicato in figura 9.2. Se le pareti sono ferme, la distri-
buzione della velocita & ora quella

che ha appunto laplaciano uniformemente uguale a —yi/x in tutto il do-
minio r <r<rs, e che si riduce a zero per r =r, e per r =1r,.

e Vo

Fig. 9.2. —~ Moto uniforme nell’intercapedine fra due cilindri circolari coassiali.
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La portata e la velocitd media sono, nell’ordine

2

i. N r3—p2
Q =|2nrv,dr =Z—7c(r§—r12) 4+ = chae S
8u s
1, n .=
1 rl
Q9 v, 51}
U= — |2t ri——=—
7‘7("2—1‘1) 8u 2 ln?
1

Le tensioni tangenziali esercitate dal fluido sul tubo esterno e su quello
interno valgono

v, vi ré¢—ri
[Tr,x]r=n = [ar]rmr, =Z‘ 2"2— 2

v, yi |r3—r}
A = Ik oo

=r rln-2
L. i =
e sono entrambe dirette nel verso del moto.
La vorticita
1 v, . _ yi ryr?l
L)=——1 ———1p= +— 2 e 1
rot(v,i,) T 50 i, a7 o 4 r on P

51

ha intensita continuamente crescente con r, a partire dal valore negativo

yi ri— ri’J
4— 27'1_ -r )
# L " lnr—2

1-.

che si riscontra presso la parete del tubo interno, fino al valore positivo

[ i
yi 2 r3—r}
ap 2 r\’

rpln-=

L "]
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che viene raggiunto contro il tubo esterno. Sul raggio

rg—ry
r= .
2In2
n
la vorticita & nulla e la velocita ¢ massima.
¥,
g 1
)
b7
=
i e e

Fig. 9.3. — Moto uniforme fra due lastre piane parallele.

Altro caso che capita frequentemente di considerare & quello del moto
rettilineo fra pareti piane e parallele. Posto che la distanza reciproca delle
due pareti sia d, come indicato in figura 9.3, e che esse siano entrambe
ferme, la soluzione dell’equazione di Poisson per le velocita v, &

_vi(d_ .,
v“_2ft(4 y)’
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che porge appunto

A3y, %y yi
2, w VY% ¥
Vi=3% T 5m P
e che si annulla sia su y =d/f2, sia su y =-—dJ2.
La velocita massima
=Yg
va:max 8/‘d

si presenta sulla mezzaria y =0. Allontanandosi da quest’ultima si in-
contrano velocitd decrescenti con legge parabolica.
Con riferimento all’'unita di larghezza in direzione 2, la portata vale
a2 .
g — ?_l 3
Q—ZOUmdy—— 12,“d .

La velocita media & di conseguenza

e risulta uguale ai due terzi della velocita massima.
Il fluido esercita sulle pareti le tensioni tangenziali

. ov. i
T e e —p [0 =5d
[T-yelve—an # [a(——y)Jv=—dlz 2
__fem]
[Toolyear =—p ["5)7],,”«/2 2 ‘

dirette nel verso del moto ed uguali fra loro.
La vorticita

w,. Ov, i .

z —*awi:=:7yl?

rot (va:l.an) = gly y

aumenta linearmente al crescere di y, assumendo il valore

yi
2u d
sulla parete y =—djf2, annullandosi in mezzaria, e raggiungendo il valore

i
2,ud

sulla parete y = dJ2.
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e

Fig. 9.4. <{Moto uniforme in condotto a
sezione rettangolare,

Da ultimo, si riporta il caso, anch’esso tecnicamente interessante, della
sezione rettangolare, di larghezza b e di altezza d, schematizzato in
figura 9.4. Sempre ammesso che la parete sia ferma rispetto all’osserva-
tore, la distribuzione della velocita & fornita dalla formula

Ve % 8
Uy 2# ) —d gk(_l)k(2k—f—l)37cs

s [(2k o nZ] Ch [(Zk +1) n(—?]

I Y
Ch s

[(2k+ 1)n2d] |
che ¢ in accordo con la solita equazione di Poisson

i
V“vx= —;

2

e che porta a velocitd longitudinali nulle su y = +d/2 e su 2 = £ b/2.
Per controllare quest’ultimo fatto basta tener presente I'identita

gz e[+ =g =3 ()
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La velocitd & massima sull’asse del condotto, ove &

Y R 32 1
vxmax—&ud I %:k(

— 1)
2k + 1P oy [(Zk + 1) “2%]

H
la portata e la velocitd media sono

b
d -
/2 b2 bd? 192 d = Th[(Zk-I— I)Tch]

0=4f([usz)er=5 %5 1= 55 — e

Th [(Zk F i%]
(2k4-1)°

_Q _vid ] 192dg
U‘Ei_y'lzl 70 b‘?"

Ai fini delle applicazioni & sufficiente porre
Y g (b _vibd (Q) _vd 2)
”““‘“_sydfi(d)’ Q= 1hlg) = 2"z
ed impiegare i valori di f; ed f; riportati nella tabella 9.1.

TABELLA 9.1. — Coefficienti per il calcolo della velocita massima e della portata in
un condotto rettangolare.

-% f, A
1 0,2042 0,4224
2 0,8275 0,6870
3 0,9641 0,7881
4 0,9925 0,8434
5 0,9885 0,8747
6 0,9997 0,8957
7 0,9999 0,9079
8 0,9999 0,9218
10 1,0000 0,9375
12 1,0000 0,9486
100 1,0000 0,9936
) 1 1
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La tensione tangenziale esercitata sulle pareti non & piu uniforme:
sulle paréti ortogonali all’asse y &

_ ov, =
[T—v.w]fl‘="‘d/2_ [a(—y)]y"-—-dﬂ -
(o777 —
P [5}7],,:0:/2 B
2
_2 ok(2k+l)z.,rz :

Ch [(2k 1 71:2%,]

mentre su quelle normali all’asse £ si ha

_ ov,
[T-2.)ee vz = [a(m 2)]2_4:2
ov,
T. %1% e - -
(Toelese "[ae]z iz

=Y a3 oo [ @k + =] T [k + D= 2]

sempre con direzione e verso dell’asse x.
La vorticita vale

ov, .

rot(v, lx)—-ae gy l=

Sh [(2k 1) ng]
Ch [(Zk 1) ni]

vi ;3 8 .
=L P gy 1)2nzcos[(2k+ 1)7:%] i,

2y—d§,, 1y (2k+1)2 S sin [(2k+1)n§] Ziﬁz%;r—_—l] i .

i

i
+ %

9.7. 1 coefficienti di resistenza distribuita.

I moti rettilinei entro condotte considerati nel paragrafo 9.6 presen-
tano tutti la caratteristica di avere parametri cinematici e dinamici con
~ la medesima distribuzione sulle differenti sezioni trasversali. Come tali,
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essi sono uniformi rispetto alla coordinata longitudinale x, e vengono
chiamati moti uniformi, senza ulteriore specificazione.

Per ciascun moto uniforme inquadrabile nello schema fornito dall’equa-
zione di Navier esiste un legame di proporzionalitd diretta fra la caduta
di carico piezometrico per unita di percorso

ok

] = —

ox

e la velocita media U, valutata sul piano della sezione trasversale, in
quanto U, in ultima analisi, va calcolato in base alla soluzione dell’equa-
zione di Poisson

secondo quanto ricordato nel paragrafo 9.6.

Lo stesso genere di legame pud essere espresso anche da una relazione
fra la cadente effettiva j, ossia la perdita di carico effettivo rapportata
sempre all’'unitd di percorso nel verso della corrente

e l'altezza generatrice della velocitd media

Uﬂ
'E""g .
Cid perché, nei moti uniformi, I'indipendenza dell’altezza generatrice della
velocita media dalla coordinata corrente x rende i numericamente uguale
ad j.
E uso porre
i AU
I=iR 3
intendendo con R il raggio medio della sezione trasversale della corrente,
definito come rapporto fra l'area £2 della stessa ed il contorno bagnato B,
sviluppo periferico del contorno di tale sezione che si trova a contatto
con pareti solide ferme. E cioé
Q2
R= B
La relazione proposta per esprimere il legame fra la cadente effettiva e
'altezza generatrice della velocitd media definisce implicitamente il coeffi-
ciente di perdita distribuita A, che &€ un numero puro.
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Il tipo di connessione fra la cadente effettiva e l’altezza generatrice
della velocita media dipende dalle dimensioni della sezione trasversale della
corrente, dalla velocita media, dalla viscosita cinematica del fluido, dalla
forma della sezione trasversale, e dalle condizioni cinematiche imposte sul
contorno della sezione trasversale stessa. Tutte queste influenze si riper-
cuotono sul valore del coefficiente 4.

A parita delle due ultime circostanze, ed in accordo con ]’equazmne
di Poisson

Viy,= —«11
n’

deve esistere una proporzionalita diretta fra la cadente piezometrica i e
la grandezza

n U

y R
Esiste percid anche una proporzionalita diretta fra la cadente effettiva j e
la grandezza

li-g—Z p U2 32 + U2
y R? oUR® 2g ~ 4R 4UR 2"

Lo stesso fatto pud essere espresso dicendo che 4 & inversamente propor-
zionale al numero di Reynolds della corrente
4UR

v

Re =

Questo &€ un numero puro, e come tale & stato introdotto, in forma gene-
rale, nel paragrafo 3.4,

La dipendenza di j dalle ultime due circostanze sopra elencate, ossia
dalla forma della sezione trasversale, e dalle condizioni cinematiche im-
poste sul suo contorno, € in gran parte assorbita dall'introduzione del
raggio medio R nella formula che definisce 4. La scelta di- R quale indice
delle dimensioni generali della sezione trasversale & stata suggerita appunto
dalla constatazione diretta che il suo impiego rende poco diversi fra loro i
coefficienti delle leggi di proporzionalita inversa fra 4 ed Re. 11 coefficiente 4
risente dunque in modo molto attenuato del tipo della sezione trasversale,
riassumibile comunque dicendo che dipende ancora, inversamente, da un
residuo coefficiente di forma f. Si pone f= 1 per la sezione circolare: per
le altre f, inteso come rapporto, valutato a pari numero di Reynolds, fra
il 4 relativo alla sezione circolare e quello adatto alla sezione effettiva,
riesce poco discosto dall’unita.
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Le particolari dipendenze di i da U calcolate nel paragrafo precedente
possono essere espresse ora nella nuova terminologia.
Per il tubo di sezione circolare si ha
R= Q w3

B~ 2nr, 2°

cosi che il raggio medio in senso idraulico ¢ la meta del raggio geome-
trico. 1l numero di Reynolds vale pertanto

Re — 4UR _ UD ,
v v
ed il legame )
_ Y
- 32,uD

pud essere riproposto nella forma

. AU
j—ﬁZg
a patto di porre
p p }—94_
=R

Nel moto uniforme fra pareti piane e parallele poste a distanza reci-
proca d il contorno bagnato B & costituito dall'intersezione di un piano
normale alla corrente con le due pareti, ed &€ sempre doppio della lar-
ghezza b presa in esame. Si ha cosi

bd d
R=%=2
d
) 4UR 2Ud
Re = =—".
v v
La formula )
=2
o IZ,ud2
& percid compatibile con il coefficiente di perdita distribuita
L% _ 64
"~ Re fRe’
Ne segue

W] N

f=



278 Dinamica dei fluidi viscosi [Cap. 9

Con la sezione rettangolare di lati b e d, si ha

bd

R=30Fa

ed
Re — 4UR _ _2Ubd
v v(b4d) |
In base alla
y=" 4 (2
ul e d

si ottiene cosi

con
f=§(1 +§)2f2(§).

Nella tabella 9.2 sono riepilogati i valori del coefficiente di forma f
per i tipi di sezione fin qui presi in esame.

TABELLA 9.2. — Coefficienti di forma per la sezione rettangolare rispetto alla sezione

circolare.
Tipo di sezione f

Circolare 1,00
Rettangolare con lati nel rapporto ’ :
! 1,13
: 1,03 ;

" 0,93

; 0,88

> 0,84
: 0,81 i
7 0,79 ’

. 0,78

o 0,76

100 g’gg

=) 0,67
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9.8. Moti indotti da scorrimento delle pareti.

I metodi impiegati nel paragrafo 9.6 per lo studio del moto fra pareti
ferme possono essere utilizzati anche quando parte delle pareti € in moto
su se stessa rispetto alla parte rimanente.

Si puod esaminare cosi il caso di pareti piane fra loro parallele, poste a
distanza reciproca d: fissati gli assi x e 2 su una di tali pareti, e ’asse y
normale ad esse, si ammette che la parete y = d sia ferma e che quella
y =0 trasli con velocitd vy nella direzione delle x crescenti. L’intercape-
dine fra le due pareti & occupata da un fluido, di densita g e viscosita dina~
mica ¢ uniformi e permanenti, che si muove con velocita v,i, indipendente
da 2 e dal tempo.

Analogamente a quanto si & visto nel paragrafo 9.6, dato che 'unica
componente non nulla della velocita & quella v,, ’equazione di continuita

divv=0
mostra che deve essere

du,

%}J—O.

Cosi v, € indipendente anche da x. Resta v,= v (»).

Sempre come allora, poiché v, € v; sono nulle, e purché le forze spe-
cifiche di massa f siano quelle del geopotenziale ¢ = — gz, le proiezioni
sugli assi dell’equazione di Navier

Dv
— 2y = 0 —
of —gradp 4+ uViv=y Di
assumono le forme
a 2 —
— 35 (082 +p) +1V?0,=0,
0
—a—y(egz+p)=0,
0
—75 gz +p)=0.
Le ultime due mostrano che il carico piezometrico

h=z+2 =742
og Y

assume valore uniforme sui singoli piani normali alla velocita. Nel verso
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delle x crescenti pud esistere invece una pendenza motrice, necessaria-
" mente uniforme,

o
l——ﬁ,

ma al solito, ed in accordo con la prima equazione, deve risultare

O, _
T

Tenuto conto delle nuove condizioni ai limiti, ne segue ora
o1 =2\ 7 a—
v=0o(1=3) + 2 3d—).

La velocita & ancora distribuita con legge parabolica lungo y, ma, come
indicato in figura 9.5, essa pud assumere un massimo relativo purché

21,
yd? -’

i>

e e

Yo X
— . —

i Lig cipm]

Fig. 9.5. — Moto uniforme fra piani paralleli connesso allo scorrimento di una parete. Il profilo
di velocitd presenta un massimo relativo nella fascia 0<» <d/2 quando la pendenza motrice i
verifica la limitazione i>2puvy/(yd?).

Con questa limitazione, il massimo relativo vale

_ Yoy yidt |
Vg max = 2 + 8,“ +2'yid2’
e si presenta sull’ordinata
_4d_ o,
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Sulla stessa ordinata, e sotto la medesima condizione, & nulla la vorticita

e, Ovp. Vi d  uve\].
rot(v, L) = 22 1, 5})“1?— ; [y-(f_;i}"i)] 13 .

La forza tangenziale esercitata sull’area unitaria della parete ferma &

. w,] . o vid

[Toly—a=—n [@]vgd— ME + 5

mentre quella che si oppone al moto della parete y =0, rapportata an-
ch’essa all’'unita di area, €

_ dv, — yid
{T—v,z]vﬁp— /“‘[a(_‘y)]vgo— ,”'d + 7 "

I risultati esposti restano validi anche quando la pendenza motrice ¢
negativa, ossia anche quando il carico piezometrico aumenta nella dire-
zione e nel verso di v, In questa seconda circostanza il profilo delle velo-

citd pud raggiungere un minimo relativo purché
, 2uv,
< y—de"' .

E pr.esente allora una controcorrente presso la parete ferma, del tipo sche-
matizzato in figura 9.6.

I—

Vg~

Fig. 9.6. ~ Moto uniforme fra piani paralleli connesso allo scorrimento di una parete. Il profilo di
velocitd assume un minimo relativo nella zona df2 < y<d purch¢ la pendenza motrice i soddisfi
la condizione i< 2uvy/(yd?).

. P_ub essere interessante notare che la portata per unita di larghezza
in direzione 2,

d
—[o,dy— 2oy 7i
) ofvmdy 3 +12”.d3,
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resta positiva in tutto il campo

6 ;
- ;s;"<i<0, g

crescendo da.O a vod/2 man mano che diminuisce il modulo dj .
Nel caso limite di pendenza motrice nulla, la distribuzione parabolica
delle velocitd degenera nella variazione lineare !

v, = 0, (lhg),

come in figura 9.7. La vorticitd assume il valore uniforme

rot(v,i,) = f—;ig,

e gli sforzi tangenziali sulle due pareti si riducono a

- 00, oy
s ——u[2] =
ov,

(Tovelomo=—n| 5] =—n2,

risultando:diversi fra loro solo per il verso.

T

!

s

m

Yo ¥

Fig. 9.7. - Aspetto del moto uniforme fra piani paralleli assunto in assenza di pendenza motrice. b

Quest’ultimo tipo di moto viene realizzato in alcuni viscosimetri, che
riescono utili nella misura di viscositd particolarmente elevate. Operando
con lastre di dimensioni tanto ampie rispetto all’intercapedine d da rendere
irrilevanti gli effetti di estremita, misurando od imponendo v, e la forza
necessaria per mantenere il moto, & immediato dedurre il valore di .
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Altro moto che puo essere studiato con i metodi del paragrafo 9.6 &
quello esaminato da Couette nél 1890. Si tratta del moto permanente
che ha luogo fra due cilindri a sezione retta circolare, coassiali, ed ani-
mati da moto di rotazione reciproco. I risultati sono importanti in campo
tecnico, perché su di essi si basano molti viscosimetri adatti alla misura
di viscositd moderate.

Si ammette che il fluido presente nell’intercapedine fra le due pareti
cilindriche abbia densita ¢ e viscositd dinamica g uniformi e permanenti,
che le forze specifiche esterne di massa siano quelle del geopotenziale
¢ = —gz, e che il moto sia permanente. Si indicano, come in figura 9.8,

Fig. 9.8. ~ Notazioni impiegate per lo studio del moto piano fra cilindri circolari coassiali indotto
dalla rotazione uniforme della parete interna.

con ry ed ry>r i raggi dei due cilindri, e con w; la velocita angolare di
rotazione su se stesso del cilindro interno rispetto a-quello esterno, con-
siderato fermo. Si suppone infine che il moto del fluido si svolga per
traiettorie circolari centrate sull’asse x dei due cilindri e con velocita indi-
pendenti dalla x stessa.

Adottato il riferimento cilindrico x, re $#, I'equazione di continuita

1 8v3 8

dlvv—w (rv,)w%- p 819‘ T

20

avverte che 'unica componente non nulla della velocita, la v,, non pud
cambiare con la &,
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Nello stesso riferimento, le proiezioni dell’equazione di Navier
0 v,
—a—x‘(egz +p) +puVio,=¢ ("a? + V‘gradvz) )

a U, v2
%5";;(9‘5’2'1—[/') +H(V2v,—72*“;§ aﬁ)“@(at + v-grad o, —7),
0 2 ov,
7358zt P +/‘(Vzvo+;§53—%)=0(%’+v-gradvﬂ—}-——v’:"),

con
2, 10 [ w 1 2%v 19(/0
V2 _ . o= Yl + 6 __1° Vo
T R ar(’ ar)+r2 &% 7 (’_)’

avo - av,, 1 E)va avo

gradvo=6;12- o ’+rae9'” 3

assumono lé forma
0
— 5508z +p)=0
0 9
— 57 (082 +p) =——9-U—”,

raﬁ(egz+p) F‘u[r ar( %1;*0) %]=0'

La prima mostra che il carico piezometrico 4 non dipende dalla x. In base
alla terza si osserva che 4 ¢ indipendente anche dalla coordinata @, per-
ché v, non muta con la & stessa ed 4 & univoco. Ma h non ¢ uniforme sui
piani ortogonali all’asse x: la proiezione dell’equazione di Navier lungo r
fa vedere che la pressione assume valori sempre piu elevati d1 quelli idro-

statici man mano che aumenta r.
Cid posto, ’equaziorie di Navier richiede che v, soddisfi I’equazione

residua

La distribuzione della velocita & dunque quella
.
o= onr (i)

che da v,= 0 per r=r, € v,= wyry Per ¥ =ry.
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Con questa velocita, I'eccesso di pressione sul livello idrostatico vale

0 o "1"2 2| 2 _ 41
P—h=7\y (r*=rd) r4+r 3 r_znrl

indicando con p, la sovrapressione esistente su r =ry.
Il fluido esercita sulla parete esterna lo sforzo tangenziale

P i
Fbon=—n[rg 2] = 2mon gt

diretto nel verso di rotazione della parete interna, e si oppone al moto
di quest’ultima con lo sforzo tangenziale
r2

) 0 [ . 2
[Trplter,=—p [r at}:’ _’.']1=n'"” —2Quany ra—

Con riferimento all’unita di sviluppo assiale, il momento richiesto per
tener ferma la parete esterna e quello necessario per mantenere in moto
di rotazione il cilindro interno hanno modulo comune
r2r2
=4mpoy g
1l rotore del campo della velocita & uniforme:
. 10 . o,
rot(voly) = — 5~ (rvp) i, = — 2ty = —— L, .
( olﬂ) r ar( 0) x lr%—rf z
E interessante osservare che, al crescere oltre ogni limite del rapporto
rofry, il rotore della velocita tende ad annullarsi, e la distribuzione della
velocita stessa si avvicina progressivamente a quella

u r$
Vo= @
I3 15,

vista nel paragrafo 8.3, assumendo in partenza che il moto fosse irrota-
zionale. Un moto di questo genere & gia inquadrabile nelle piu semplici
equazioni di Euler, anziché in quelle di Navier. Alla ugualmente corretta
descrizione cinematica fa perd da contrapposto una notevole differenza
dinamica: nel moto del fluido ideale, anche ammessa 'aderenza alla parete
di raggio r; e la conseguente velocita di scorrimento «yr; di questa su
se stessa, non sono richiesti momenti esterni; invece, il moto del fluido
viscoso pud essere maritenuto solo applicando alla parete il momento

Fl=Aanp gt

per unita di sviluppo assiale.
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9.9. Moti con basse velocita.

I problemi di moto esaminati nei tre paragrafi che precedono sono
stati trattati tutti in base all’equazione di Navier

ef —gradp 4 uViv = %1; .

Le particolari simmetrie del campo delle velocitd rendevano perd, il pil
delle volte, identicamente nulli i termini quadratici della derivata sostan-
ziale, riducendo I'’equazione alla forma

of —gradp + uViv=p %Xt ,
ulteriormente semplificata in quella
of —gradp + uV2v=0

dalla condizione di permanenza del moto.

In via di approssimazione, queste stesse forme ridotte devono essere
utilizzabili anche quando i termini quadratici che concorrono a formare
la derivata sostanziale della velocita, senza essere identicamente nulli, assu-
mono tuttavia valori molto piccoli rispetto a quelli degli altri termini.
Poiché fra questi ultimi figurano termini che sono lineari in v, I’approssi-
mazione in esame puo risultare accettabile quando le velocita sono suffi-
cientemente basse. _

Nel caso di moto abbastanza lento si possono dunque ottenere risultati
soddisfacenti impiegando, in luogo dell’equazione completa di Navier,
I'equazione ridotta

of —gradp 4 uViv=p %VE ,
oppure quella
of —gradp 4 uViv=20

se il moto & anche permanente. E importante tener presente che i termini
trascurati non sono quelli contenenti le derivate di ordine piu elevato.
L’ordine dell’equazione differenziale resta immutato, ed invariate restano
percio le condizioni al contorno atte a determinare univocamente la solu-
zione: esse rimangono quelle gia elencate nel paragrafo 9.5.

La risoluzione delle equazioni ridotte & piu semplice di quella dell’equa-
zione completa, in quanto le prime sono lineari, per essere state private
proprio dei termini quadratici nell’incognita v.




Par. 9.9] Moti con basse velocita 287

La semplificazione ora introdotta porta di riflesso a semplificazioni
nella struttura dei campi di funzioni collegate con la velocita.

Ammettendo che la velocita v sia di classe C3, che la pressione p sia
di classe C2, e che le forze specifiche di massa f derivino da unpotenziale ¢

armonico, Papplicazione dell’operatore divergenza all’equazione ridotta
del moto fornisce subito

divgradp =0,
ossia
Vip=0,
perché, quando il potenziale ¢ & armonico, si ha
div(ef) = o divgrad¢ = oV2¢ =0,
e perché, giusta ’equazione di continuita

divv =0,
si puo scrivere

div(uV2v) = u div(graddivv—rotroty) = —u divrotrotv = 0
dv I
1 —_—— 0 = = 0 .
dive ot e atdlvv

Cosi, nei moti estremamente lenti, la pressione_ < armf)nica. _

Sotto le stesse ipotesi, ma ammettendo in pill che il moto sia perma-
nente, 'applicazione dell’operatore rotore allequazione ridotta porge invece
rot(uV?v) = urot(grad divv—rot rotv) = —urot rotrotv =

= u[graddiv(rotv) — rot rot(rot v)} = uV2(rotv) =0,
e ciog
Viw =0,
mostrando che il rotore w della velocita ¢ armonico.

Quest’ultimo risultato implica che, nei moti piani permanenti, la fun-
zione di corrente di Lagrange v, che rende
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deve soddisfare I’equazione

Viy =0,
con
Viy = V2 V2y

ed essere quindi una funzione biarmonica.
I tre paragrafi che seguono sono dedicati allo studio di moti inqua-
drabili nello schema qui esposto, ed importanti in campo tecnico.

9.10. Il caso della lubrificazione.

I moti di fluido fra pareti solide reciprocamente distanziate in maniera
non uniforme ed in moto relativo presentano derivate sostanziali della
velocitd v non nulle, ma costituiscono spesso fenomeni descrivibili in ter-
mini dell’equazione ridotta di Navier, purché velocita relative delle pareti
solide e loro mutue distanze siano sufficientemente contenute.

In condizioni di moto stazionario, e per fluido di densita ¢ e viscosita
dinamica x uniformi e permanenti, le equazioni da impiegare sono allora
quelle

divv =0

of —gradp + uV2v=0,

come si & visto nel paragrafo precedente. Di norma, inoltre, vanno messe
in conto le sole forze specifiche di massa

f=grad¢

dovute al geopotenziale ¢ = —gz. :

Come si vedra meglio nell’esempio che segue, il fatto che l'interca-
pedine fra le pareti in moto relativo non sia uniforme pud determinare
in seno al fluido pressioni superiori al livello idrostatico, in grado quindi
di equilibrare carichi esterni tendenti ad avvicinare le due superfici in
moto relativo. La presenza di queste pressioni antagoniste ela riduzione
della resistenza al moto rispetto a quella che si avrebbe con superfici solide
a contatto diretto caratterizzano 1’azione lubrificante del fluido interposto.

Il primo esame di situazioni di questo genere & stato effettuato da
Reynolds nel 1886. ‘

Si suppone che il moto sia piano, che la parete mobile sia piana e che
la parete fissa si riduca ad una slitta cilindrica di ingombro L nella dire-
zione del moto della prima.
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e X e

Fig. 9.9. — Un piano che scorre su se stesso in prossimita di una slitta fissa inclinata determina nel
fluido interposto un moto caratterizzato da pressioni superiori al livello idrostatico.

Scelti gli assi di riferimento x ed y come in figura 9.9, la compo-
nente della velocita in direzione ortogonale al piano degli assi x ed y &
nulla, e le componenti v, e v, non dipendono dalla coordinata 2 nor-
male a tale piano. Cid assegna all’equazione di continuita la forma

aum+av,, 0,

e consente di scrivere le proiezioni dell’equazione ridotta di Navier come

3 (9%, 020,
———(9g2+P)+M(a'? - aya)=0’

%, %,
—"*‘(QgZ+P)+:“(a;u ayz)z()’
——32_(egz+p)=0

10. MARCHI-RUBATTA.
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Ammesso inoltre che gli spessori y,(x) della pellicola lubrificante siano
molto inferiori allo sviluppo L della slitta, le v, risultano notevolmente
piu piccole delle v,, mentre la derivata seconda della v, rispetto ad x
diventa trascurabile di fronte a quella eseguita rispetto ad y. In base a
queste nuove osservazioni, le proiezioni dell’equazione ridotta di Navier
vanno ulteriormente semplificate, fino a scrivere

oh ”Cv”—O

Tox Uy Oyt ’
Lo

oy

oh

3% 0.

Nei limiti delle approssimazioni adottate, il carico piezometrico /# si man-
tiene dunque uniforme su ciascun piano normale all’asse x. L’andamento

della v, lungo x ed il gradiente longitudinale di % sono invece legati fra
loro dalla

o%,
oy?

Secondo quest’ultima equazione, e secondo le condizioni di aderenza

Q)lQ)
>

¥
©

V.= per y=0
vw=0 per y=}’o(x),
la distribuzione delle velocita longitudinali & del tipo
y\_ v oh ( y)
Vo=, I—~~)-~ 1—=).
°( v 2u 8?7\ 7y,

Per determinare 'andamento di % lungo x ci si vale dell’equazione di
continuitd e delle condizioni imposte ai bordi della slitta.
Integrando 'equazione di continuita si ha intanto

v

v, 0
J‘(a ay)dy ax vmdy+ [l)
0

ossia, dato che v, € nulla sia per y =0, sia per y = y,, anche

Yo

0
avdyO

0
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Cosi, la portata per unita di sviluppo in direzione 2,

Vo

} Q’=fvac dy,

0

deve risultare indipendente da x. Poiché, con I'espressione di v, gia dispo-
nibile, si ha

= [ Y\ ¥ @ﬁ _, Yo7 20l
Q _J. [vo (l yo) 2u axyoy(l Yo )] Ay =3 =i
0

Q' ¢ realmente indipendente da x solo se risulta

Sy ay 8h y 8%
”°ax_§;y5“5c T

Noto il profilo y(x) della slitta, e fissate le condizioni di estremita

h=h, per x=0
h=h, per x=L

quest’ultima equazione fornisce l’andamento del carico piezometrico 4
lungo x.

La situazione piu semplice & quella di slitta piana e di carico iden-
tico alle due estremita. In tali condizioni, posto

y0=_y1_'2)%y2x=

in cui y, ed y, sono gli spessori dello strato lubrificante per x =0 e per
x =1L, si ottiene

1 x(L—x)
h=nh 6ﬂ N
16 S0t e

come ¢ facile verificare.

Contrariamente a quanto avviene nel caso di pareti parallele, esiste
ora fra la slitta e la parete reciprocamente inclinate un carico piezome-
trico che supera quello imposto alle estremita.

Per Pesiguita dello spessore y, nei confronti delio sviluppo L, le pres-
sioni nell’intercapedine possono essere ritenute uguali a quelle esistenti
contro la parete piana in moto. Indicata con p, la componente idrostatica
della pressione, dovuta al carico piezometrico %, presente alle due estre-
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mita della slitta, la sovrappressione conseguente al moto del fluido &
yi—y: 1 x(L—x)

L J’1+..Vz ¥
ed ha I'andamento schematizzato in figura 9.9.

Per una larghezza unitaria, la forza in direzione y esercitata dal fluido
sulla slitta e sulla parete mobile ha modulo

p—pr=y(h—hy) = 6ut,

3

F=[G—p)dz.
0

_pari a

L V(. »n N—)e
Fim () (22222,
v #l N—): Yo Y1+ Y2

L’ascissa x, della sua retta d’azione, che va determinata scrivendo

L
Xo Fy =f(p —p)xdx,
)
risulta essere

L1
L [(y% + 2y1y2) lnf)—: + 5 08— 5i+ 4y1yz)]

_ ' N 17
On-+ 70— y9) (B — 227 2)

La tensione tangenziale esercitata dal fluido sulla slitta ferma ¢
. _ ov, _ by Y oh
[TVya:]VﬁVo_ —H [5';]“:”0 - ‘uJTO 2 ox Yoo

mentre la tensione tangenziale che il fluido oppone al moto della parete
mobile 'vale

x0=

o v 7y oh
T—ua:v= = - [_j_'] =_—u_—5I - .
[ i ] 0 1 a(_y) yo ”J’o 2 axyo

Quest’ultima, che piu direttamente interessa nelle applicazioni tecniche,
ammette risultante per unitd di larghezza

L
f[T— v.a:]v ~odx =
0

: (L—2x) Yot 2(Lx — x?) L122
_ 1 ! L
=_f PPN e s

p Yo

dx
L y+y. Vi
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di modulo

L —
F'= up v_(41n&__6u) ‘
#ro Y1)z Y2 Y1+Yye

La variazione delle grandezze F,, x,, ed F, & riportata in figura 9.10,
in forma adimensionalizzata.

. A i 0,20 . R
;wnle F =
% 0g 0,16 yi
z ; —

- 06 — L= —"""—"‘“0,12
]L/ % .
f
0,4 ——0,08
7
0.2 0,04
! 0
0 2 3 4 ._V_l 3

Yz

Fig. 9.10. — Intensitd adimensionalizzata delle forze per unita di larghezza trasmesse dal fluido al
piano in moto presso una slitta piana inclinata. La F; ¢ una resistenza, quella F,j una portanza. B
indicata anche la distanza adimensionalizzata dal bordo di ingresso della retta d'azione della portanza.

L’esistenza della forza per unitd di larghezza F, rende l’accoppia-
mento del piano con la slitta inclinata capace di contrastare forze esterne
tendenti a riavvicinare le due parti in moto relativo. Tale accoppiamento,
come si & detto all’inizio, viene percid utilizzato quale cuscinetto di spinta.
La slitta ¢ allora imperniata su un asse parallelo ai suoi bordi di ingresso e
di uscita, e disposto su un’ascissa dell’ordine di 0,61, secondo lo schema
di figura 9.11. Nel moto, la slitta assume automaticamente 1’inclinazione
necessaria a sviluppare una forza normale uguale e contraria a quella
applicata dall’esterno. Cid perché ad un aumento dell'inclinazione della
slitta e quindi ad una riduzione di y,, corrisponde un aumento della forza
normale sviluppata, ed uno spostamento verso il bordo d’uscita della rela-
tiva retta d’azione. La slitta si trova cosi assoggettata ad una forza netta
incrementata e traslata a valle rispetto alla cerniera, che tende a ripor-
tare la slitta stessa all’assetto iniziale.

Fenomeni molto simili avvengono nell’accoppiaimento lubrificato di un
albero rotante e di una boccola. Se I'albero si mantenesse coassiale con
la boccola durante la rotazione, il moto del lubrificante sarebbe quello




204 Dinamica dei fluidi viscosi [Cap. 9

L -

Fig. 9.11. - Schema di cuscinetto di spinta. L'assetto della slitta si adegua spontaneamente alle
condizioni di carico esterno.

di Couette, studiato nel paragrafo 9.8, che non da luogo a forze utili
normali all’asse. In presenza di carichi esterni, il perno si disassa auto-
maticamente rispetto alla boccola, come indicato in figura 9.12, costrin-
gendo il lubrificante a percorrere un’intercapedine di spessore via via
decrescente, lungo la quale si formano le sovrapressioni capaci di con-
trastare il carico esterno.

Fig. 9.12. ~ Schema di accoppiamento albero rotante con boccola fissa. Il disassamento spontaneo
deil’albero da luogo alla portanza richiesta.
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9.11. Moto alla Hele-Shaw.

Un altro fenomeno inquadrabile con I'equazione ridotta di Navier ¢&
quello del moto stazionario che si realizza fra lastre piane e parallele,
poste a distanza reciproca d molto inferiore alle dimensioni delle lastre
stesse, purché le forze specifiche di massa f ammettano potenziale ¢ e
purché le velocita in gioco siano sufficientemente contenute.

Fissati gli assi x ed y sulla mezzaria dell’intercapedine, e I’asse £ nor-
male ad essi, sia dato su 2= 0 il campo di velocita

Vo= grade,

dotato di potenziale armonico gq(x,y). Come notato nel paragrafo 5.7,
le componenti di queste velocitd sono armoniche, e riesce perciod

a va
oxt

a Doz

+ R

2 — 2 J—
V2v, = =0, V2, =

E facile controllare che il campo di velocita v(x, y, 2) di componenti

8 8
vmzvm(l—4ﬁ), v,,=vo,,(l—4a—2), v,=0,

e la pressione
p=w—%%,
soddisfano il sistema
divv=0
of —gradp + 4 V2v=0,

formato dall’equazione di continuita e dall’equazione ridotta di Navier.
w Per la verifica, basta tener presente che &

02v 0%y 22\ (0%p, 0% v, )
2p, = o2 @ =(1—4Z) (L 0= oz) gl _ gl
V"”_ax2+ayz+ o (1 4d2)(ax2 + ayZ) 8ar =8
o2p 2p, o%v, 22\ (02 2 [ [
2, = ——¥ L _v v (14 0y oy ow__ _ g Yoy
Vo= st ot e (1 4d2)(ax2 + ) 8z~ 8%
V20,=0.

1l campo delle velocita v(x, y, 2), inoltre, & in accordo con la condi-
zione di aderenza sulle pareti 2 = £ df2 delle due lastre.
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Le traiettorie, che giacciono sempre su piani paralleli alle lastre poi-
ché v, & nulla, si ripresentano identiche su tutti i piani di questo genere
perché il rapporto .

52
Dov(lw4ﬁ). Doy
= et e L
li—4Z) o

¢ indipendente da %2. Anche la vorticitd mantiene direzione indipendente
da 2, pur crescendo linearmente di intensita man mano che ci si allon-
tana dal piano di mezzaria, e pur assumendo verso contrario da bande
opposte di questo stesso piano. E infatti

&1

A g . 2\ (305,  Woo\:
w=rotv=8£~ﬁvw1x——83§vox1,,+(1~4?ﬁ)(a—)‘:’-—8—;f\)12=

2 . .
=38 d_z(vm/]m% voaulv) ’

perché il campo v, € irrotazionale, in quanto dotato di potenziale.

Il campo delle velocita centrali v,, per essere un campo dotato di poten-
ziale armonico, ¢ determinato univocamente, come si & detto nel para-
grafo 5.7, dai valori imposti al suo potenziale sul contorno della porzione
di piano £ =0 interessata dal moto, valori che possono essere sostituiti
da quelli della derivata del potenziale stesso stimata in direzione normale
al contorno.

11 moto fra le lastre parallele, con le sue traiettorie tutte uguali a quelle
presenti su 2 =0, costituisce cosi una chiara immagine del moto irrota-
zionale piano. Il risultato &€ compromesso in parte dalla vicinanza di even-
tuali pareti solide che si estendano, con generatrici parallele all’asse 2,
dall’'una all’altra lastra piana. Cid perché il campo v, ed il campo v che
ne deriva non possono soddisfare la condizione di aderenza a tali pareti
cilindriche.

Al crescere dello spessore d dell'intercapedine rispetto alle dimensioni
generali delle lastre, 'equazione ridotta di Navier diviene inadeguata alla
descrizione del moto. Anche in questo caso si perde la congruenza delle
linee di corrente, che tendono ad assumere configurazioni differenti sui
diversi piani a £ costante.

Il moto esaminato in questo paragrafo & impiegato abitualmente per
lo studio sperimentale delle traiettorie nei moti irrotazionali isocori piani,
secondo la tecnica messa a punto da Hele-Shaw nel 1898.
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9.12. Mofi di filtrazione.

Un terzo caso in cui & applicabile I'equazione ridotta di Navier ¢ quello
del moto di fluido a densita e viscosita uniformi e permanenti attraverso i
meati di un filtro, sempre che le velocita di transito siano sufficientemente
piccole.

L’applicazione diretta di tale equazione ridotta del moto comporte-
rebbe tuttavia complicazioni notevolissime, dato che i singoli elementi
fluidi, nel muoversi lungo gli interstizi irregolari lasciati liberi dalla strut-
tura solida del filtro, percorrono traiettorie molto tormentate, e le vclo-
cita del fluido risultano di conseguenza estremamente variabili nello spa-
zio. Per contro, dal punto di vista tecnico, una descrizione cosi minuta
del campo delle velocita non & utile, interessando di norma solo le por-
tate volumetriche in transito.

Per questi motivi, negli studi sui moti di filtrazione si fa riferimento,
anziché alla velocita v, ad una densita apparente di portata volumetrica w,,
definita in modo che la portata netta entrante nel volume V di filtro attra-
verso il suo contorno chiuso 4 sia espressa dallintegrale

[w.d4

per piccolo che sia ¥ rispetto alle dimensioni generali del filtro, ma con
la condizione che V stesso comprenda ancora un gran numero di inter-
stizi invasi dal fluido in moto. L’introduzione di «, ricalca, su scala molto
maggiore, i procedimenti seguiti nel definire lo .schema continuo di un
fluido. In altre parole, la densitd apparente di portata volumetrica costi-
tuisce la media sullo spazio delle portate volumetriche effettive, condotta
prescindendo dalla struttura del filtro e considerando quest’ultimo come
un ambiente tutto percorso dal fluido. Naturalmente «,, oltre che dal
punto e dallistante considerati, dipende anche dall’orientamento locale
di 4. E pertanto

wa= co(X, ;M) ,

essendo n la normale unitaria interna di A.
La portata che penetra in V & espressa anche da

fv-ndA{,,

49

nella quale 4, indica la somma delle intersezioni di A con i meati del
filtro. Questa seconda espressione avverte subito che le portate volunie-



208 Dinamica dei fluidi viscosi [Cap. 9

triche complessivamente entranti sono nulle quando il fiuido ha densita

uniforme e permanente e quando, inoltre, la struttura solida del filtro si .

mantiene ferma ed indeformata nel tempo. Basta integrare I’equazione

di continuita ‘
divv=0

sul volume ¥, degli interstizi del filtro racchiusi nel volume V per avere
fdivv a,=0,.
¥y

e quindi
fdivvdV,,= —[vn,d4,=0,

4p

ove A, & il contorno di ¥, ed n, la sua normale interna. Ma la velocita v &
nulla sulle pareti ferme del tessuto del filtro, e l'integrale di superficie si
riduce a quello esteso allarea A, di intersezione dei meati con la super-
ficie di contorno A4

f v-nd4,,

4y

integrale che risulta pertanto anch’esso nullo. E accertato cosi che, nelle
condizioni indicate, deve essere

fw,dA=0.

Si considera ora un tetraedro avente tre facce disposte perpendicolar-
~mente agli assi coordinati x, y e z ed una quarta faccia obliqua di area A,.
Se n, di componenti n,, n, ed n,, & il versore normale interno per la faccia
obliqua, le aree delle altre facce valgono nell'ordine —n Ay, —n,4p €
—n,A,. Supposto inoltre che «, sia continua, riducendo a zero il volume
del tetraedro senza cambiare la giacitura delle sue facce si ottiene

lim %&Af‘aa dA = w,(n) + (—— nw) “"'a(iz) + ('_' nﬂ) “)‘Iiﬂ) + ('_' nz) wa(iZ) = 0 H

70
ossia
wo(n) = Nyeog(iy) + ny e i,) + neeea(ls) .
Ciod consente di introdurre il vettore velocita apparente

Q@ =q,(x 1),
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funzione soltanto del punto e dell’istante considerati, assegnandogli le
componenti

Gox= a(ix) 3 A= wa(iv) ) Goz = wa(iz) .

Cosi, la densita apparente di portata che attraversa nella direzione n un
elemento di superficie normale alla stessa n risulta legata alla velocita
apparente dalla

w.(l‘l) =n-q,

e la portata volumetrica Q che attraversa una superficie 4 del filtro, non
necessariamente chiusa, nel verso della sua normale n, pud essere espressa
come

Q5PAA=ﬁqAA.
4 4
Se poi q, & di classe CY si ha, con riferimento ad un volume arbitrario,

J.n‘qadA = —fdivqndV= 0,
4 |4
e quindi

divq,=0;

cosi anche q,, come v, & solenoidale.

La densita apparente di portata «,, il modulo e le componenti della
velocitd apparente q, si misurano tutti in metri al secondo, m s

Una volta deciso di rinunciare alla descrizione del campo delle velo-
cita v, e di limitarsi all’esame delle velocita apparenti q,, conviene operare
una scelta analoga anche sulle pressioni p, e quindi, in presenza delle forze
specifiche di massa dovute al geopotenziale ¢ = — gz, anche sui carichi
piezometrici

h=z+2.
og

Allo scopo, si pud considerare ’operazione di media
p P

1
M J.Qh dV >
v

in cui M sta per la massa di fluido presente entro il volume V di filtro.
Se ¥ & molto piccolo rispetto all'ingombro generale del filtro, e se & con-
temporaneamente molto grande nei confronti delle dimensioni trasversali
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dei meati percorsi dal fluido, il risultato della media non dipende piu dalla
particolare scelta di V: il risultato stesso pud essere associato all’istante ¢
impiegato nel calcolo e ad un generico punto x compreso entro ¥. Ne
risulta un carico piezometrico apparente

ha = ha(xs t)

che & definito anche nei punti interni alla struttura solida del filtro e che
livella le differenze minute presentate dal carico piezometrico vero in
seno al fluido. _

Il moto del fluido filtrante & retto dall’equazione ridotta di Navier

ov
of —gradp + uViv=o =,

che conviene riscrivere qui nella forma

Vo, 13V
| ~gradh+EV v—ga—t
per evidenziare il carico piezometrico % e la viscosita cinematica . Questa
equazione implica un legame di proporzionalita diretta fra le componenti
della velocita apparente e le componenti del gradiente del carico piezome-
trico apparente. Infatti, i procedimenti impiegati per definire le grandezze
apparenti q, ed A,, pur smussando le irregolaritd pit fini manifestate
dalle grandezze vere, conservano sostanzialmente inalterati, in media, i
valori delle velocita e delle relative derivate temporali, ed i valori dei gra-
dienti dei carichi. Per contro, I'ordine di grandezza del laplaciano della q, &
decisamente inferiore a quello del laplaciano della v. La sostituzione diretta
dei valori apparenti al posto di quelli veri sbilancerebbe I'equazione ridotta
di Navier: per ripristinare il peso relativo dei vari termini occorrerebbe
amplificare notevolmente, con un coefficiente correttivo uniforme, I'impor-
tanza del termine legato alla viscosita. Ma allora, anche in presenza di
moto vario, il termine con la derivata temporale della q, non ha piu in-
fluenza sulla distribuzione della velocitd apparente, e la q, stessa risulta
legata al solo gradiente di 4,, come premesso.
Si ha dunque '

Qe =—E [K.(grad h,). + Ko(gradho), + K(gradh,),]
o=~ E [Ku(grad ).+ Ko(grad 1), + Ko(gradh,),]

G = — £ (Ko(grad ). + K.(grad i), + K.(grad k)]
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con coefficienti K, indipendenti da grad /,. Queste relazioni possono essere
riassunte nella notazione

Q.= —‘%K‘gradha

introducendo cosi il tensore della conduttivita idraulica

KIE Kx‘l/ KIZ
K= sz Kw sz
Ku Kw Kzz

Le sue componenti K, vanno misurate in metri quadrati, m?, ed assu-
mono valori che dipendono dalla geometria minuta del filtro.

Spesso le caratteristiche geometriche del filtro sono omogenee ed iso-
trope, e risultano cio¢ indipendenti ‘dalla particolare porzione di filtro
presa in esame e dalla direzione sotto la quale lo si osserva. Il fatto non
puo essere generale, perché la tecnologia adottata nella produzione di un
filtro industriale pud determinare vie di percolazione con orientamenti
privilegiati, e perché le vicissitudini geologiche che hanno portato alla for-
mazione di ammassi filtranti naturali possono aver determinato inomo-
geneita nelle dimensioni e nelle direzioni medie dei meati. Tuttavia, I’'omo-
geneita e l'isotropia del filtro sono condizioni verificate nei casi che piu
frequentemente interessano in campo tecnico. Il tensore della conduttivita
idraulica assume allora la struttura

K= Kby,

nella quale 8, € il simbolo di Kronecker, ¢ K & un fattore indipendente
dalla posizione considerata. Il legame fra velocitd apparenti e gradienti
dei carichi apparenti si riduce quindi alla forma

qﬂ,=_g';Kgradha3

con K uniforme e permanente. Quest’ultima relazione & stata suggerita
da Darcy nel 1856, ed & percid nota oggi come equazione di Darcy. 11 fat-
tore K ¢& detto coefficiente di conduttivita idraulica, il monomio gK/v coeffi-
ciente di filtrazione. Come le componenti di K, anche il coefficiente di
conduttivita idraulica si misura in metri quadrati, m2; il coefficiente di fil-
trazione si misura invece in metri al secondo, m s
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Puo essere interessante notare che I'applicazione dell’operatore rotore
all’equazione di Darcy produce

rotq,=0

quando v & uniforme. Cosli il campo delle velocita apparenti &éirrotazionale.
11 campo delle-velocita effettive v resta invece rotazionale, dovendo essere,
in base all’equazione ridotta di Navier,

c

v v v
—V2y = —(grad divv—rot rotv) = ——rotrotv=—grad s — — .
g G ) =% g &
Si & gia notato che q, ¢ solenoidale, quando la densita del fluido &
uniforme e permanente. Percio, nei filtri omogenei ed isotropi percorsi
da fluido a densitd e viscosita costanti, la q, ¢ anche armonica:

V2q,=0.
Sotto le medesime ipotesi si ha pure
V2h,=0,

come si osserva subito applicando 'operatore divergenza all’equazione
di Darcy.

Assegnate le dimensioni generali del filtro ed il coefficiente di filtra-
zione, la conoscenza delle portate in transito & subordinata all’iscrizione
nel dominio occupato dal filtro della funzione armonica 4, compatibile
con le condizioni vigenti sul contorno del filtro. Cio richiede, in via preli-
minare, la traduzione in termini di 4, di tali condizioni di frontiera. Ad
esempio, in corrispondenza di superfici limite solide ed impermeabili, la
componente normale della velocitd apparente deve essere nulla, e nulla
deve essere percid anche la derivata normale del carico piezometrico appa-
rente. Invece, lungo le superfici limite a contatto con fluido esterno, attra-
verso le quali il fluido stesso entra od esce dal filtro, il carico piezometrico
apparente ¢ uniforme. Infatti, nel fluido esterno contiguo, la velocita vera e
confrontabile con la velocitd apparente che esiste internamente al filtro,
presso le stesse superfici, ed & percid cosi bassa da permettere di consi~
derare fermo il fluido esterno, ai fini del calcolo della distribuzione dei
carichi piezometrici.

Se sono presenti solo superfici di confine dei due tipi ora esaminati,
il calcolo della distribuzione di 4, ¢ ricondotto ad un problema misto di
Dirichlet e Neumann; se sono presenti anche superfici di confine di altro
tipo, il problema pud assumere forme piu complesse.
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9.13. Corrente uniforme che investe un cilindro od una sfera.

Nel caso di correnti inizialmente uniformi che investono ostacoli non ¢
pitl possibile, in generale, ricorrere all’equazione ridotta di Navier. Cio
perché, a distanza sufficientemente grande dall’ostacolo, la corrente tende
ad assumere assetto uniforme, ed in questa zona asintotica il termine del-
I’equazione di Navier legato alla viscosita, che contiene le derivate seconde
della velocita, tende ad annullarsi piu rapidamente del termine quadratico,
formato con il prodotto della velocita per il suo gradiente. Anche se tale
termine quadratico, in presenza di velocita sufficientemente basse, & pic-
colo e trascurabile di fronte al termine lineare in prossimita dell’ostacolo,
la stessa approssimazione tende a non essere piu accettabile man mano
che ci si allontana dall’ostacolo stesso.

Anziché ricorrere all’equazione di Navier, Oseen ha proposto nel 1910
di sostituire, in casi di questo genere, i termini quadratici con corrispon-
denti termini di prima approssimazione costruiti moltiplicando la velocita
asintotica uniforme va con il gradiente della velocita vera v. Cosi facendo
il grado di approssimazione si mantiene piu livellato in tutto il campo
del moto, e ’equazione di Navier ne risulta comunque semplificata perché
resa lineare nella velocita.

In questo paragrafo, all’equazione di continuita

divv=0,

verra associata I'equazione di Oseen
of — gradp + uV2v=p (2—: + Va-gradv) ,
che, in condizioni di moto permanente, assume la forma
of —gradp + uV2v = ovs-gradv .

Queste equazioni sono state utilizzate da Lamb nel 1911 per studiare
il moto stazionario di una corrente soggetta alle forze specifiche di massa

del geopotenziale ¢ = — gz che investe normalmente un cilindro a sezione
retta circolare.

Si assume I’asse x parallelo ed equiverso alla va, quello £ coincidente
con l’asse del cilindro, e quello y disposto in modo da formare una terna
ortogonale destra con i primi due.

Si isolano poi dalla velocita v la sua componente uniforme v, e la sua
conmponente irrotazionale e solenoidale v,. Per queste prime componenti &
ovviamente

diV (va.+ vl) =0 H
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ed ésiste un potenziale ¢(x, y) che rende_
| Va+ vi= grade
e cherisulta armonico. E infatti
Ve — div gradg = div(v,+ v) =0 .
| Si ha inoltre -
Vi(v, + v1) = grad div(¥, +v,) — 10t rot (v, + V) = 0.

Posto ancora che, come & sempre possibile, v, sia tale da rendere

. 0
grad(—0gz—p) = ova 5= (n+ V1),
I’equazione di continuita
divv =10

e Pequazione’ di Oseen

B
grad(—egz—p) + #Viv = evugvc

sono soddisfatte purché la componente residua v, della v sia in accordo
con le equazioni

diVV2= 0 >
(VZQD—V'L E%c) v,=0.

Cid avviene certamente se si esprimono le componenti di v, nella forma

v of v of
vzm—l");ax—f’ 1)21/—'&“53;
con’ f(x, ) soluzione della
&
ve_ U g
( v ax) f=0,
perché allora
iV (0o i) =2 (vt 2)r=
dlv (vzmlm + 021111/) - Va (V » ax) f_ 0 3

(v=2 Sewitoain = [L(-1+ 25)+L 2 2] (-2 &)r-o.

va0x) " Yvady ¥ ox
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La soluzione, evanescente a grande distanza dal cilindro, &

f=coexp [%x]Ko [%r]

ove r indica la distanza Vx®+ »? dallasse del cilindro e K, la funzione
di Bessel modificata di seconda specie € di ordine zero. Per valori di var/2v
sufficientemente piccoli si ha

f=—-c.,(1 +g~:x)(l“+lnvn—r)+

essendo
r =0,577215 665 ...

la costante di Euler ¢ Mascheroni. _
Trascurando sempre i termini contenenti a fattore var/2v, si ottengono
le velocita

_ref Var 1 \9o
Vpe= - 5> —f= [ (I‘—Hn 4v) (n-{—ix)axlnr—i-...]
» of v 1
Voy= o ay =—0Cy [(a—i—ix)é;lnr-l-]
e si controlla immediatamente che esse possono venir espresse anche come
1 var) ¥ 1, 02
vzzzco[z(l‘mﬂ—l-l 4v) o axlnr—i—‘4 2lnr—l—...],

v%:co[~v1 0 —Inr {—i x5y Inr+ .. ]

a
Quest’ultima forma suggerisce di adottare per il potenziale ¢ della velo-
cita v, 4 v, lo sviluppo
@ =tx 4 cylnr 4+ czmlnr—i—

che da

0 B3] o2
Vot le=£= vn—}-clalnr—l—czé}ilnr-}—...

a(p clf)lnr {—czé)y,) Inr+ ..

e che porta, a grande distanza dal cilindro, alfa velocitd va.
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Inflne, le componenti va-+ vy, + p, € vy, -+ v,y della velocita comples-
siva riescono nulle sulla superflcie r = r, del cilindro assegnando alle co-
stanti i valori

oo 20,
° 1 In varo
27 4y
v
€= —C
1 Va 0>
2
rs
Cz=—zco.

Presso la superficie del cilindro, ammesso sempre che var/2» sia abba-
stanza piccolo, le velocita complessive sono dunque

_ Va 1 va
Vy= va+i%r:a'vm[(r~«§—- )—I— (rz—ro)alenr*r ]
2 4y
v 1 o?
hy=1 e [i =)z % Inr + ] .
—T~In
2 4y

La vorticita ha una sola componente non nulla: quella lungo 2, di
intensita

_Ovyy  ODy, v of\ © (v of .
(rOtv)s_Ff_ oy ax(vu E)y) Sy\va 0x )_
_ @I__ 20s Us Ua
=3y '}_r—]nlﬂgexp[ ]ayK"[EE’]'
4y

Poiché la funzione K, tende, al crescere del suo argomento vwr/2v, alla

forma
Va ~ £ Ua
Ko[ger] = ) e[

la vorticita stessa tende al valore
a TYa Yy Vu
R Ch
2

finendo percid con il diventare insignificante a grandi distanze dal cilin-
dro r = ry: Ed anzi, dato che l'esponenziale cade all'l % circa del suo
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valore iniziale quando il suo argomento passa da 0 a — 5, la vorticita ¢ -
inapprezzabile anche al di fuori del paraboloide avente sezione retta

Va,
'i;(r“‘“X)— 5

e linea focale sull’asse del cilindro.
La pressione p & distribuita con la legge

0
grad (—ogz—p) = evn 5 grady,
che si riduce a quella
grad (—egz — pr) = —og grad (2 + ‘%‘) =0

a grande distanza dal cilindro, ove ¢ ormai ¢ = vax. Nelle altre zone,
la pressione supera quindi il livello idrostatico locale p, della quantita

—pi=— oo (P — )
D D1= —¢Qva ax [ 4 VaX),

che vale

2002 2oy x  rix?
o ero 4r2 par? 2 r*
2 4y

Contro il cilindro r = r,, sul quale & x = rycos?, riesce

_ 1 »cosd 1,
D—Py= - — [‘I_—“ —ﬁ—i'COS "(}+] .

l)a_ ro

con risultante per unitd di lunghezza assiale

an
Fiam [~ (r—pyrycos e — 2020
: l_ r—in 2o
0 2 4y

diretta nel verso della v..
Sul cilindro agiscono anche sforzi viscosi. Essi hanno componente tan-
genziale )

N (L=l I
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che si riduce a

_ év, 1 _  [e(—0v,sin? ii),cosﬁ)]
[T-roliar="—p [6‘_(-— r)]rﬁ” = ,u[ _ or rerte

per la condizione di aderenza, e componente normale

- v, ., [ew,co8% + v, sim?)] :
(Tolor.= =205 25) = 2] o

Mentre la prima € identicamente nulla al livello di approssimazione adot-
tato, la seconda vale

2ux %
ri 'l_P_ Va'yp
2 nz

[T-rﬂ]r =Ty — —

ed ammette risultante diretta nel verso della va. Con riferimento all’unita
di sviluppo assiale del cilindro, si ha '
27

F;z =f_ [T——r,r]r:r,ro cosddd =
1
0 - P-—]n

numericamente uguale al risultante Fy, delle pressioni non viscose.
Nel complesso, il risultante degli sforzi esercitati dal fluido sul cilin-
dro &, per unita di lunghezza,

E uso esprimere questo risultato con la formula

v2

. che definisce il coefficiente di resistenza C,. Essendo D = 2r,, si ha percid

8n Y

1 L 22l 20.7,°

2 4y

Cn,:

da cui, definendo il numero di Reynolds come

_ 0D __ 2ar,
v y

Re
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e tenendo presente il valore della costante di Euler e Mascheroni T, si
trae la formula di Lamb

M87r

Ch=——
Reln

74"
Re

A conclusione di questo esame del moto intorno al cilindro si ricorda
un’osservazione di Stokes del 1851: il moto stesso non pud essere inqua-
drato dall’equazione ridotta di Navier, prescindendo completamente dai
termini quadratici nella velocitd, perché la soluzione con velocitd nulle
sul cilindro presenterebbe in tal caso velocita crescenti oltre ogni limite
all’aumentare della distanza dal cilindro stesso.

Il procedimento usato per la corrente che lambisce il cilindro & stato
utilizzato da Lamb anche per lo studio della corrente di velocita iniziale =
uniforme che investe una sfera.

Pure in questo secondo caso conviene scindere la velocita v nei tre
addendi v,, v; € v,: Assunto 'asse x con la direzione ed il verso di v,, e
fissati gli altri due assi ¥ € £ in modo da formare una terna destra con
origine nel centro della sfera, la componente v, -+ v; pud essere derivata
da un potenziale armonico ¢(x, ¥) con r =+/x2| y2 |22, Le componenti
della velocitad v, possono essere espresse nella forma

v of
T
_rof
Voy = Ta ’@‘

v of
vz‘z‘—v—“ )

purché f soddisfi la
(vz_’-:i‘ %) f=0.
La soluzione, evanescente a grande distanza dalla sfera, &
f= cul exp [—ﬁ (r— x)]
r 2y
che, per piccoli valori di var/2v, ammette lo sviluppo

f:co(l Va  Va X )

P L
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e che porge, a meno di termini in var/2», le velocita

21 v @81 1 g O°
= (=35t ey s EE )

o fr 21 1, & 1
vz”‘cﬂ(a"é}?_"ﬁ—r W7+)’

y 91 1, & 1
P22 = Co (v_n 276 oxoEr )

Cid suggerisce di adottare per il potenziale ¢ la serie

o1
(P—Uu.X‘I‘C] +628xr+ s

dalla quale si derivano le velocita

o2 1
vu+ Vg = Uu+ € 5= ax P + 28}\72 + ver
01 % 1
Y1y Clayr+ 20x 0y oy
o1 o2 1

vuT Gy r+c2ax82)+ "

che si riducono alla sola va. a grande distanza dalla sfera.

[Cap. 9

La velocita complessiva diventa nulla sulla superficie r = r, se si asse-

gnano alle costanti i valori

Co= '2‘va.r0,

= —‘Evro 5
1

Cy == ZU&"%.

Ciod fatto, le stesse velocita assumono in prossimita della sfera, finché

vur[2v si mantiene abbastanza piccolo, le espressioni

1 2% 1
V== Va—0afy ~Zvar0(r2— rg) Py Tt
- 2
v, =— g aror*— )ax ay i
o2 1
p == ——"a — %)
be=—gvaro( =18 gom T
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in accordo con la soluzione presentata da Oseen nel 1910. I termini ripor-
tati coincidono inoltre, da soli, con la soluzione chiusa ottenuta da Stokes
nel 1851, partendo dall’equazione ridotta di Navier.

3

La vorticitd & sempre normale ai semipiani passanti per 1’asse x, ed
assume identica distribuzione su ciascuno di essi. Calcolandone l'inten-
sita su quello >0, si ha '

Val

+ 2v)exp [—%(r—x)] .

Cosl, la vorticita tende ad annullarsi al crescere della distanza dalla sfera,
ma & gia inapprezzabile anche al di fuori del paraboloide di equazione

Va '
ﬂ(r—x): S,

che ha il fuoco nel centro della sfera.
La pressione p & data dalla formula

2
grad(—ogz—p) = ova o grade

e supera percio il valore idrostatico p, compatibile con la condizione asin-
totica ¢ = vax della quantita
d
p—p=—etaz (p—t¥),

pari a

3 X
pP—Di= ——'2—Q‘Pl)& r0"3+ ees

Contro.la sfera, sulla quale & r=r, ed x =r,cos®, si ha

3 s?
P—D: =-.—~2‘~vi&% =+ ...,

0

con risultante, diretto nel verso di va, di intensita
B =f—(P—p,) 2ntrg sind cos? dd = 2novvar, .
) .

Le tensioni viscose, come le velocitd, non hanno componente normale
ai piani passanti per ’asse x, ed assumono su ciascuno di questi la mede-
sima distribuzione. Eseguendo il calcolo sul piano £ == 0, si trova che la
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tensione tangenziale agente sulla sfera &

o\ 1a=v)]
(Foiber == [y () +5 552, =
_ [B(—v,sin? + v, cos® %3 .
= s e J..= s,

e presenta un risultante di intensita
Epy= [~ [Tonglrer2mr3sin? & 49 — dmgrvnry
V) .

diretto ancora nel verso di va. Sempre sulla sfera, la componente normale
degli sforzi viscosi &

, _ dv, _ a(vx.cosﬁ + v, sin'ﬁ)
[T~r,r]r=ru— —2u [5(—~4")]r=r,—— 2‘“[ or ]r——-rn

e risulta identicamente nulla.
La forza complessiva ¢ dunque

F,= 6rgvvar, .

Volendo esprimere il risultato nella forma
vz o,
F:c = CRQ 5 TFo 5

definito i numero di Reynolds come

Re = vaD _ 21)8,}"0 ,

v v

occorre assegnare al coefficiente di resistenza C, il valore

_2
" Re’

Questa & nota come Sormula di Stokes, perché coincide con quella ricavata
da Stokes nel 1851 in base al calcolo fondato sulle equazioni di Navier.

Cr
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CAPITOL® DECIM®

MOTO TURBOLENTO

10.1. Moto laminare e moto turbolento.

Nel 1883 Reynolds descrisse una serie di osservazioni sperimentali,
rimaste classiche nello studio del moto dei fluidi. Un tubo cilindrico e
trasparente ¢ attraversato da una portata permanente di acqua limpida.
Presso la sezione iniziale del condotto & irnmesso invece un getto di acqua
colorata. Si osserva che il getto si mantiene rettilineo e parallelo all’asse
del tubo, e che si conserva integro per lungo tratto prima di essere di-
strutto dalla diffusione. Questo comportamento del getto evidenzia la pre-
senza di velocita dirette tutte parallelamente all’asse del tubo, come nello

studio effettuato nel paragrafo 9.6. 11 moto ora descritto, detto moto

laminare, si_manifesta perd solo quando la portata in transito & abba-
stanza bassa. |

Al crescere della portata impiegata, il getto colorato finisce con I’assu-
mere un tracciato irregolare e mutevole, pur mantenendosi ancora ben
distinto dalla massa di acqua limpida circostante. Nascono qui, eviden-
temente, delle velocita trasversali, pulsanti nel tenipo.

Un ulteriore aumento della portata, percentualmente modesto, con-
duce ad un nuovo assetto del moto. Dopo breve tratto di condotta, il
getto colorato si disintegra, disperdendosi in tutta la massa fluida e con-
ferendo ad essa una colorazione uniforme. In questo stadio, le compo-
nenti trasversali della velocitd assumono una intensitd ed una frequenza
particolarmente incisive. I1 moto € detto moto turbolento.

Le stesse esperienze di Reynolds, ora ricordate, permettono anche di
fissare un criterio atto ad individuare le condizioni nelle quali ha luogo
I'uno o 'altro dei due possibili tipi di moto. Nel tubo cilindrico a sezione
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circolare, detti », U, D, nell’ordine, la viscosita cinematica del fluido, la
sua velocitd media longitudinale ed il diametro del condotto, il moto si
mantiene laminare se _
D
Re = _[_]__

v

& minore di circa 2500, risulta invece turbolento se Re supera tale valore.

Un criterio analogo ¢ valido per i moti in ambienti con geometria
diversa. Cambia, da caso a caso, la velocita che conviene assumere ad
indice dell’intensita del moto, e la dimensione lineare che fissa I’ampiezza
del dominio attraversato dal fluido, ma il numero puro Re che ne risulta
mantiene la sua efficacia nell’individuare le condizioni di passaggio dal
moto laminare al moto rubolento. Il valore numerico di Re in corrispon-
denza del quale ha luogo la transizione dipende perd, oltre chedalla velo-
citad e dalla dimensione lineare adottate per costruirlo, anche dalla par-
ticolare geometria dell’ambiente, ivi compresa I’estensione degli eventuali
peli liberi.

Il numero puro Re & stato introdotto nel paragrafo 3.4. La sua deno-
minazione di numero di Reynolds, data allora, ricorda appunto gli essenziali
contributi apportati da Reynolds allo studio dei moti turbolenti.

Il passaggio al moto turbolento avviene per instabilita del moto lami-
nare di partenza. Si & infatti osservato sperimentalmente che & possibile
mantenere laminare il moto anche a numeri di Reynolds molto maggiori
di quello corrispondente alla transizione usuale, purché si eviti che la cor-
rente venga perturbata da vibrazioni.

Per inquadrare meglio le cause del passaggio sono state condotte anche
indagini analitiche, basate prevalentemente sullo schéma che segue. Dato
un moto laminare, si sovrappone ad esso un insieme di piccole oscilla-
zioni di velocita, sinusoidali nello spazio, e sinusoidali smorzate nel tempo.
Si richiede che il moto risultante soddisfi le stesse equazioni valide per il
moto base, e le medesime condizioni al contorno. Ne seguono, in fun-
zione della lunghezza d’onda e del periodo della perturbazione impressa, e
del numero di Reynolds del moto base, ben determinati valori del tasso
di smorzamento nel tempo delle oscillazioni inizialmente impresse. Se
risulta positivo, la perturbazione si attenua nel tempo, ed il moto base &
stabile, se risulta invece negativo, la perturbazione, una volta innescata,
si esalta progressivamente, ed il moto base ¢ instabile.

Studi di questo genere hanno mostrato che l'instabilita pud essere
dovuta ai valori assunti dalle accelerazioni degli elementi fluidi.

Per contro, studi dello stesso genere hanno messo in evidenza che
I'instabilita & dovuta a volte proprio alla viscosita del fluido. Un esempio &
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fornito dal moto fra cilindri coassiali, uno dei quali ruota rispetto all’al-
tro: l'instabilitd ¢ connessa allora ad un travaso di energia meccanica dal
moto base a quello di perturbazione, operato proprio dalle azioni viscose.
L’esempio ¢ istruttivo perché indica che la viscosita non ha solo un effetto
di smorzamento del moto attraverso la dissipazione dell’energia mecca-
nica, e quindi che non ha sempre un effetto stabilizzante.

10.2. 11 moto medio.

Nel moto turbolento, i valori locali ed istantanei delle varie grandezze
fisiche in gioco subiscono fluttuazioni continue e disordinate. Tuttavia,
una descrlzlone dei fenomeni cosi minuta non €& utile in campo tecnico:
di norma ¢ sufficiente considerare solo le medie temporali dei valori locali
ed istantanei, e prescindere dalle oscillazioni sovrapposte.

L’introduzione del moto medio ripropone, su scala diversa, e con dif-
ferenti modalita di media, le stesse osservazioni gia fatte a proposito dello
schema continuo nel paragrafo 4.1. Allora si & rinunciato all’esame di
dettaglio delle vicende delle singole molecole o dei singoli aggregati mole-
colari per concentrare I’attenzione solo su valori capaci di fornire, attra-
verso medie spaziali, grandezze atte a descrivere, istante per istante, il
comportamento di interi gruppi di molecole o di loro aggregati, che ven-
gono poi dissolti nel tempo dai moti di diffusione dei loro componenti.
Adesso, con lo studio del moto medio, si vorrebbe evitare I’esame com-
pleto dei valori locali ed istantanei, per costruire con essi medie temporali
capaci di mettere in evidenza gli eventi subiti da porzioni di fluido di
norma molto piut ampie, prescindendo dal fatto che esse vengono disin-
tegrate nel tempo dalla turbolenza, attraverso moti disordinati di com-
plesse unitd componenti.

Mediando le densita locali ed istantanee o(x, ¢) su intervalli di tempo T’
sufficientemente lunghi si finisce con I'ottenere valori che non dipendono
piu dalle fluttuazioni turbolente. Se poi, contemporaneamente, la du-
rata T & abbastanza breve rispetto ai templ di evoluzione del fenomeno
nel suo complesso, i valori

+T

e(x t)——fe(x t)de
t
non subiscono piu variazioni apprezzabili collocando 7 intorno all’istante ¢
in maniera diversa da quella indicata. Soddisfatte queste due condizioni

sulla durata T, si pud assegnare all’istante ¢ la media temporale ottenuta.
Si dice allora che il risultato g(x, ¢) & la densita media locale ed istantanea.
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La densita vera ¢ presenta fluttuazioni turbolente ¢’ intorno alla den-
sita media g tali che

e=g2+e¢.

Vista la scelta operata sulla durata dell’integrazione, si deve ammettere
che risulti

1t+T
T Q,dt=0,
¢
t+T
1 (- -
T odr=op.

t

La prima relazione sottolinea che I'intervallo T" & tanto grande da annul-
lare la media temporale delle fluttuazioni, la seconda che T & tanto breve

da consentire di trattare la densita media come costante durante il tempo
di integrazione.

Considerazioni analoghe portano a costruire la velocita media locale
ed istantanea v(x, t), ponendo

Scrivendo ora
v=v+V
e tenendo conto delle solite limitazioni sul valore di T si vede che

t+T

1
ngv’dt:O,
t
t+T
1 5dr=35¥v
T/ Y=
13

Le operazioni di media eseguite sulla densitd e sulla velocita vanno
effettuate anche sugli altri parametri locali ed istantanei di natura mec-
canica o termodinamica. Cosi, ad esempio, le forze specifiche di massa f,
il tensore degli sforzi T, la temperatura 7, ed il vettore densita del flusso
di potenza termica g vengono scissi nelle loro componenti medie e nelle
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loro componenti turbolente fluttuanti:

f =% 1,
T-T+T,
T =7 47,
qQ=q-+q .

Le scomposizioni stesse sono precisate dalle relazioni

t+T t+1T t+T

1 T -
ngfd;:g ngf dt=0 5 |efdr=of
t t

1¢+1- 1t+1' . t+T
Tdet=T TfT dr=0 Tdet=T
t t 1
L+ v t+T

% eTdi=¢7 % e7'dt=0 Tlfg?dt=§;

11 ¢ 11

t+T t+1'

1!+T l l
qudt=c’1 qudt=0 qudt=q.
t 11

Le durate T sulle quali eseguire le medie variano da pochi secondi
ad alcuni minuti, in connessione al fatto che le oscillazioni turbolente piu
vistose hanno di norma cadenze temporali centrate intorno ad uno o due
secondi, pur mantenendo ancora livelli apprezzabili per cadenze comprese
fra il cinquantesimo di secondo ed i cinque secondi.

L’insieme dei valori medi fornisce la descrizione del moto medio. Al
moto medio si trasferiscono direttamente tutte le caratterizzazioni definite
per il moto individuato dai valori locali ed istantanei. Si dice percid che
il moto si svolge con densita uniforme e permanente quando la densita
media p & sempre ed ovunque la stessa. Si parla anche di moto turbolento
permanente, quando le velocitd medie v sono indipendenti ‘dal tempo, di
moto turbolento irrotazionale, quando il rotore della velocita media &
nullo, e di moto turbolento isocoro, quando la velocitd media presenta
divergenza nulla. :
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10.3. Equazioni meccaniche per il moto medio.

Lo studio di un moto medio richiede equazioni indefinite che coin-
volgano i valori medi delle  grandezze in gioco. Per ricavarle, occorre
mediare nel tempo le equazioni indefinite relative ai valori locali ed
istantanei. '

Operando in questo modo sull’equazione di continuita
% 4 div(ev) =0
ot ' -

si ottiene subito la corrispondente equazione indefinita per il moto medio.
Nella stima dell’integrale

t+7T
1oy, 1 oate)
Tf 3t f .
t.

va tenuto presente che la durata T deve essere tanto grande da cancellare,
nella media, I’effetto delle escursioni turbolente o' della densita o, e percio
anche tanto grande da rendere

t+T

fag dr=0

e che, contemporaneamente, la stessa durata T deve essere tanto breve
da permettere di trattare la densitd media g, e quindi anche la sua deri-
vata temporale, come costante ai fini dell’integrazione, in modo da avere

t+T

f ath ag.

Inoltre, dato che I'ordine in cui si eseguono le operazioni di media sul

tempo e di derivazione rispetto alle variabili spaziali pud essere inver-
tito, si ha

t+T t+1

1, S N S
T fle(QV) di = leTfQV dt =div(ev),
t i .

in accordo con la definizione di velocita media v.
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Complessivamente, ’equazione di continuita per il moto medio &
08 |, 4. -
—a—t + div (Q ;’) =0

ed ha la stessa forma valida per il moto effettivo. Raggruppando in modo-
diverso i vari termini si ottiene la forma equivalente

D§ - gios_
E+gd1vv—0.

Entrambe, nel casoparticolare di moto turbolento isocoro, ed a mag-
gior ragione nel caso di moto turbo]ento a densita uniforme e permanente,
si riducono alla

divy = 0.

Operazioni analoghe possono essere effettuate sulla prima equazione
del moto

of —divT = o DDV

E intanto

1 t+7T
T f (of— divT) dr = gf—div T,
$

in base alle definizioni dei valori medi temporali della densita o, delle
forze specifiche di massa f e del tensore degli sforzi T, ed in base alla pos-
sibilita di posporre il calcolo della divergenza, che richiede derivate ri-
spetto alle coordinate spaziali, all’operazione di -media, che implica inte-
graaoni sul tempo.

Si osserva poi che se si aggiunge all’'ultimo termine dell’equazione del
moto la quantita, ovviamente nulla,

do . .
v{a—t + le(QV)}
il termine stesso pud essere scritto nella forma

D
QD‘;_Q at-i—ev gradv+V—+vd1v(9v)—

SIS RN TN ) LGNS R
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Si possono scindere ora le velocita nelle loro componenti medie e flut-
tuanti, e si pud eseguire la media temporale dei vari termini. Oltre alla
possibilitd di invertire 'ordine delle operazioni di derivazione rispetto a
variabili spaziali e di media rispetto al tempo, occorre qui tener presente
che la durata T dell’integrazione deve essere tanto grande da cancellarc
Peffetto sulla media delle escursioni di ev’, e percid anche tanto grande
da rendere

a(@V’)
T dt =

¢

e che, contemporaneamente, la medesima durata deve essere tanto breve
da permettere di scrivere

J‘ a(eV) dr = a(e V)
ot

e percid da trattare v come costante sull’intervallo di integrazione. Ne
segue

f a[e(v+v>1d )
t

z

1 ‘3 . Ofe(v: + o)t v3)]
e
a t+T i+ ‘+T
% {v,; ov, dt + v, gvkdt—l—vaJ.gv dt—l—T gv,»v,’,dt}z

3
= Zi,ic i 5“ {E’Ui vyt Qvivk}
1 Xy
in cui, al solito, il soprasegno indica la media temporale. Dunque
l+T

1 b
T —df = _(QV) -+ Zi,k | P e 5%, {oviv+ Qvak} =

{ 9+d1v(g-)}+g at—f—@? gradv+2”¢1ka (@v’vk)—

= Q Dt + zz klka (Qulvk)

1 1. MARCHI-RUBATTA,
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Infine, introducendo il tensore T, rappresentato dal quadro

! ! [N

oV, eV, oV,

Tr= | oviv,, ov,? ovL,
7.7 o 7
v, evY,  ovf

la sommatoria residua puod essere scritta nella forma

(A
?i.klk ax - leTn.

2

Complessivamente si ha

of —divT —divTe= Z)—I:% .

Questa prima equazione indefinita del moto medio & nota come equa-
zione di Reynolds, e risale al 1895. Essa differisce da quella relativa al
moto effettivo per la presenza del termine —divT .. Il risultato ottenuto
pud essere esposto anche dicendo che un’equazione formalmente ana-
loga a quella del moto effettivo sussiste pure per il moto medio, a patto
di aggiungere il tensore degli sforzi di Reynolds, T, alla media tempo-
rale T del tensore relativo agli sforzi presenti nel moto effettivo.

Per costruzione, il tensore T, & simmetrico: la sua aggiunta al tensore
simmetrico T produce un tensore anch’esso simmetrico. Cosi il tensore
degli sforzi complessivi soddisfa una seconda equazione indefinita per il
moto medio

(T + TR)ik = (T + Tn)ki

formalmente identica a quella del moto effettivo.

10.4. Equazioni termodinamiche del moto medio.

E utile applicare I'operazione di media nel tempo anche alla forma
indefinita dalla prima equazione fondamentale della termodinamica
Du -
@B}_—_T'D_dlvq .
Per il termine contenente il vettore densita del flusso di potenza ter-
mica g, si ha subito, effettuando le derivate spaziali connesse alla diver-




Par. 10.4] Equazioni termodinamiche del moto medio 323

genza dopo aver integrato sul tempo,

t+T

IJ.dlqut_le( fth) divg.

Nel caso del doppio prodotto del tensore degli sforzi T per il tensore
delle velocita di deformazione D conviene separare in partenza le com-
ponenti medie da quelle fluttuanti dei singoli fattori, scrivendo

11+T 1l+T3
TJ'T:D dz=Tf§,.,kT,.kD,.kdz=
| ‘ 172 (8, + 08) | 8+ )
_1 = 1[0+ v) | 8@+
- T fgz‘,k(Tﬂc + Tik) 2{ axi axk }
3

Ricordando poi che i valori medi T e v sono da trattare come costanti
sull’intervallo T, si ottiene

4T )
L (rpare < [3 1(06 8
s $ufnifme )
¢
T
avzc o, l% ov; _
( fT‘kd’) (axi axk) f i(ax, k)d’}—
= ?i-k{Tils Bik + —T.;kD:'k} TD +TZB’ .

Per trattare il primo membro, costituito dal prodotto della densita ¢
con la derivata sostanziale dell’energia interna specifica u, si aggiunge
la quantita nulla

L) .
u {a_t + le(QV)} .
Si ha allora
Du .
QDI_Qat +ov-gradu - u +ud1v(9v)=

a(eu) i Zk {( vk) a(@v:)} a(eu) + Ek S(ovxu)

0Xy

.
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e quindi

5

a(@u) _ o)
T f o

ot

t+T +7 ' (4T

3, 9 1 1
f o O(ZZ’;:‘) _Z {v"T gudt-}—v;,ngu dt4u T ovrdt --

1

t+T

1 3 a = —I—I
+ = T ovsu’ dt} %’“ﬁ (ov,u + oviu').

Percio
1!+TD ( )

u c(ou 9 _
T e 4= "5 —l-‘_ka (ov:ut + ovput’)

s 8 0 ,—y—y: —Ou
=a{§;+dw_(gv)}+>:k5);<evku)+e§+

+9Vgradu_@Dt+Eka (QU ,)-_QD +dIV(lm
intendendo con g il vettore di componenti
amzz (’va,zu’ s aﬂyz EDW ’ §R== Q_U_;?{? .
Raccogliendo i vari risultati, la prima equazione fondamentale per la
termodinamica del moto medio assume la forma
_D— t— —r—vi . - o =
e =— D—TD—divq—ivia.
D¢
Essa ¢ formalmente analoga a quella valida per il moto effettivo, salvo
la presenza del termine — T:D’, connesso a potenze meccaniche svilup-
pate dagli sforzi interni. effettivi a causa delle fiuttuazioni turbolente delle
velocita, e salvo la presenza del termine —divgg,, che tien conto del tra-
sporto di energia interna effettuato dalle medesime oscillazioni delle velo-
cita. Il vettore q,, pud essere chiamato vettore densita del flusso turbolento
dell’energia interna; il suo modulo e le sue componenti vanno misurate
in watt al metro quadro, Wm™.
La densita del flusso medio della potenza termica & descritta dal vet-

tore q. Si ammette ancora che, nel moto effettivo, q sia legato alla distri-
buzione della temperatura 7 dall’equazione costitutiva di Fourier

q=—kgradr.
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Per il moto medio deve essere percio

gq=—kgradr.

10.5. Aspetti del moto turbolento medio.

Al crescere della distanza dal contorno della zona interessata dal moto,
la turbolenza tende a diventare isotropa: le oscillazioni turbolente di velo-
cita assumono via via assetto sempre piu indipendente dalla particolare
direzione presa in esame. E percid

Qv;2= 91)1’,2_—__ o

® ol

Inoltre, la mancanza di correlazione di sorta fra componenti di oscilla-
zione lungo direzioni differenti rende nulle le medie temporali che con-
tengono i relativi prodotti. Cosi-gli sforzi tangenziali di Reynolds sono
tutti nulli:

7 /) — 1 I — ! I —
el vl = pul vl = gv,v]=0.

Complessivamente, il tensore degli sforzi di Reynolds diviene un tensore
isotropo.

Nelle medesime zone, l'intensa agitazione dovuta alla turbolenza opera
una continua cancellazione delle disuniformitad del moto medio, ed il moto
medio stesso appare come sostanzialmente solenoidale ed irrotazionale.
Come tale, esso € privo anche degli sforzi tangenziali legati alla viscosita, e
risulta percio descrivibile in termini delle equazioni di Euler, purché si
sommi la pressione di Reynolds a quella media.” Sussistono quindi, per
il moto medio, le conseguenze tratte nei capitoli 7 ed 8 dall’equazione
dei fluidi ideali, benché la dissipazione di energia meccanica per turbolenza
sia fatto importante. Resta valido, in particolare, il teorema di Bernoulli.

Avvicinandosi alle pareti solide, le velocita relative alle pareti stesse
devono ridursi progressivamente fino ad annullarsi, data la condizione
di aderenza. Cio significa che debbono annullarsi, in valore relativo, tanto
la velocita fluttuante, quanto la velocita media.

A seguito delle continue riduzioni di intensita delle fiuttuazioni tur-
bolente, gli sforzi di Reynolds locali divengono sempre piu piccoli. Per
contro, a causa della caduta della velocitd media, gli sforzi legati alla
viscositd assumono importanza relativa sempre maggiore, quanto piu ci
si avvicina alle pareti, senza che questo implichi I’esistenza in loco di un
moto laminare. Inoltre, proprio a causa della condizione di aderenza, il

moto medio non pud piu essere descritto accuratamente dalle equazioni
dei fluidi ideali.
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In prossimita di superfici di contorno di altro genere, le condizioni
sono ancora diverse. Ad esempio, su un pelo libero sono le sole compo-
nenti normali della fluttuazione turbolenta della velocita e della velocita
media che debbono essere nulle, mentre le componenti tangenziali non
sono vinecolate. Cosi, un pelo libero introduce anisotropia nel campo
della turbolenza.

10.6. La distribuzione delle velociti medie.

Le equazioni per il moto medio, presentate nei paragrafi 10.3 e 10.4,
non contengono solo funzioni dei valori medi delle variabili in gioco:
esse contengono anche termini legati in modo esclusivo alle fluttuazioni
turbolente. 11 loro impiego non & percio sufficiente ad inquadrare e stu-
diare il moto medio, senza occuparsi contemporaneamente anche delle
oscillazioni dovute alla turbolenza. Questo ostacolo pud essere aggirato
solo affiancando alle equazioni per il moto medio ulteriori relazioni, de-
dotte per via sperimentale diretta.

E risultato conveniente fissare senz’altro I'attenzione sui valori che la
velocita media » parallela ad una parete solida fissa assume all’aumentare
della distanza y dalla parete stessa. Cid perché le esperienze hanno per-
messo di accertare che -adimensionalizzando in modo adeguato v ed y,
il legame fra tali grandezze assume sostanzialmente la stessa forma nella
maggior parte dei casi di interesse tecnico.

11 parametro v, adatto per adimensionalizzare v & quello

%
ve= /2,

detto velocita di attrito, costruito con la densita media g del fluido, e con
lo sforzo tangenziale 7, presente contro la parete, sulla linea lungo la
quale si valuta jy.

Contemporaneamente, occorre rapportare la distanza y alla lunghezza

v
Yx v*,

costruita ricorrendo alla viscosita cinematica » del fluido.
In questo modo, il legame fra v ed y si presenta nella forma

=16

con f che, come si & detto, assume sostanzialmente la stessa struttura
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anche nei casi piu disparati. E precisamente

Questa relazione & nota come legge logaritmica per la distribuzione delle
velocita medie, ed & dovuta, nella sostanza, ad indicazioni di Prandt] risa-
lenti al 1925. 1 valori numerici introdotti sono quelli ricavati nel 1932 da
Nikuradse, con misure in tubi cilindrici circolari.

E chiaro che la legge logaritmica fornisce solo una descrizione appros-
simata del reale assetto della velocitd media. Essa, ad esempio, non &
utilizzabile nellimmediata prossimita della parete, perché, all’annullarsi
di y, finirebbe per porgere velocita negative, crescenti in modulo oltre
ogni limite. Inoltre, a seconda della porzione di corrente per la quale &
richiesta una rappresentazione piu accurata delle velocita, cambiano i
valori numerici da introdurre nella legge logaritmica. Cambiamenti ana-
loghi possono essere utili passando ad ambienti di moto con geometrie
generali diverse. Entrambi i r1tocch1 sono perd sempre di entitad percen-
tualmente modesta.

Nonostante le limitazioni ora esposte, la legge logaritmica costituisce
un valido strumento per lo studio del moto turbolento, e conduce a valori
sufficientemente approssimati delle portate volumetriche in transito e delle
resistenze complessive al moto. Come tale, essa verra sistematicamente
utilizzata in seguito, indicando eventualmente, caso per caso, i valori
numerici che i vari ricercatori hanno assegnato alle costanti per ottenere
una pil completa aderenza all’insieme dei dati sperimentali.

Sempre nel seguito, nell’esame di moti turbolenti, si dovranno con-
siderare in prevalenza i soli valori medi delle grandezze in gioco, e si potra
percid sottintendere il soprassegno che indica il riferimento al risultato
dell’operazione di media temporale.
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CAPITOLO UNDICESIMO

EQUAZIONI GLOBALI DELLA DINAMICA DEI FLUIDI

11.1. I teoremi meccanici globali.

L’equazione cardinale di continuita

D

v

e le equazioni cardinali del moto

D .
f@deJrfﬁrdA:—]j—tfevdV,

v

f(X— xo)Aof dV +f(x“xu)/\‘\' d4 = —1% f(x— x)AevdV,
v 4 b4 )

introdotte nel capitolo 4, costituiscono I’ossatura fondamentale di tutti
gli schemi per il moto dei fluidi. Schemi che differiscono fra loro per la
particolare dipendenza ammessa della densita ¢ dalle condizioni locali di
temperatura e pressione, oppure per lo specifico legame messo in conto
per collegare gli sforzi interni © con I'entita delle deformazioni o delle

velocita delle deformazioni subite dal fluido.

Quale che sia lo schema adottato, le stesse equazioni cardinali, appli-
cate a volumi finiti di fluido, forniscono sempre informazioni sui valori
globali delle varie grandezze in gioco. Questi ultimi dati, gia interessanti
di per sé, sono spesso proprio quelli di maggior importanza tecnica, e le
tre equazioni cardinali, utilizzate per volumi finiti di fluido, svolgono

pertanto un ruolo primario nello studio di molti fenomeni.
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Questo tipo di impiego € tanto frequente da giustiflcare I'introduzione
di terminologie particolari. Cosi, I’equazione cardinale di continuita &
detta equazione globale di continuita se applicata ad un volume finito di
fluido. Spesso I'equazione stessa & riscritta trasportando sotto il segno
d’integrale I'operazione di derivazione sostanziale rispetto al tempo. Come
si & visto nel paragrafo 4.2, se la densita ¢ e la velocita v sono di classe C?,
si ha

8
%f@dV:f-a—e;dV— ov-ndA
v 14 A

essendo A4 la superficie che racchiude ¥V, ed n il suo versore normale in-
terno. All'equazione globale di continuitad compete percid anche la forma

do _ )
fa—th—fgv ndA
14 A

nella quale V' & ora un volume fisso rispetto all’osservatore. Per sottoli-
neare quest’ultimo fatto si dice che V ¢& il volume di controllo adottato
per T'applicazione dell’equazione globale di continuita.

. . : inee di rente
Fig. 11.1. - Volume di controllo considerato finee di corrents

per descriverel'impiego globale delle equazioni
cardinali.

Spesso conviene suddividere 4 isolandone la porzione A4, sulla quale
v-n & positivo, e quella 4, sulla quale v-n & invece negativo. Su 4;, come
indicato in figura 11.1, la velocitd normale & diretta verso V, ed attra-
verso A; penetra in V la portata in massa di ingresso

Qut =“fevndA ;

su A4, per contro, la velocita normale & diretta verso la zona esterna a ¥,
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cosi che la portata in massa di uscita

Quu=—[ov-nda.,

An

che abbandona V attraverso A4,, riesce positiva.
Ricordando ancora che la massa di fluido presente in V all’istante ¢
vale

M =Vfg av,

si pud presentare I'equazione di continuita nella forma piu compatta

eM
g’é?' = QMi— QMu >

la quale mostra che il tasso di variazione nel tempo della massa presente
entro il volume V eguaglia la portata netta in massa che affluisce in V,
costituita dalla differenza fra la portata in massa che entra in V e quella
che lo abbandona.

Nel caso in cui le densitd non variano nel tempo, la derivata tempo-

rale della massa racchiusa nel voluime di controllo ¢ nulla, e I'equazione
globale di continuitd porge complessivamente

0v—0Qin=20,

indicando che la portata netta in massa che attraversa la superficie del
volume di controllo & nulla.

Se poi la densita del fluido € costante, conviene evidenziare le porrate
volumetriche

Q1=fV'ndAg, Q.= —|v'nd4,
Aj Au
entranti ed uscenti dal volume di controllo, che riducono ’equazione glo-
bale di continuita alla forma

Q—@Q.=0.

Questa nuova scrittura pud essere letta dicendo che, nel moto perma-
nente di fluido a densitd costante, la portata volumetrica attraverso le
varie superfici intersecate dalle medesime traiettorie rimane sempre la
stessa.

Trasformazioni del tutto analoghe possono essere effettuate anche sulle
due equazioni cardinali del moto, che, per essere ora applicate a volumi
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finiti, conviene denominare teorema della quantita di moto, e, nell’ordine,
teorenia del momento della quantitd di moto. Trasportando sotto il segno
di integrale le derivate sostanziali con la formula vista nel paragrafo 4.2,
sempre nell’ipotesi che ¢ e v siano di classe C, si ha, rispettivamente

fgde—i—f’rdA =f %dv_fgy(v-n)d/; ,

v A4 v 4

f(x —xp)AefdV -I-f(X—xo)/\'r d4d =

v

——f(x Xg) A\ C(Qv) dv —f(x —Xg)Aev(v-n)d4 .

Anche nel caso di questi due teoremi conviene distinguere in A le
parti -4, ed A4, sulle quali v-n & positivo oppure negativo. Attraverso A4,
si immettono nel volume di controllo la portata di quantita di moto

Q =fgv(v n) d4,
4;
e la portata di momento della quantita di moto rispetto ad X,
Qu :f(X— xXo)Aov(v-m)d4; .
Ay

Contemporaneamente, attraverso 4,, abbandonano il volume di controllo
le portate di quantita di moto e di momento della quantita di- moto

Qu = —fQV(V‘ n)d4,,

Qua=—[(x—xy)Nev(v'm) d Ao
A
Poiché
= [otav, H=frdA, 1= f“(‘”)dV
24 A4
costituiscono i risultanti delle forze di massa, degli sforzi di superficie e

del tasso di variazione nel tempo della quantita di moto locale, il teorema
della quantita di moto pud essere scritto pure nella forma

G+u=1+Q,-Q

a sottolineare il fatto che il risultante delle forze esterne uguaglia la somma
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delle inerzie locali 1 con la portata netta, Q (31, di quantita di moto

uscente dal volume di controllo.
Parallelamente, poiché

G, — f (X —Xo)AofdV,

1, =f(x—- X)) At dA

L. —f(x xo)/\a(QV)

rappresentano i momenti rispetto ad x, delle forze esterne di massa e di
superficie, ed il tasso di variazione nel tempo del momento della quantita
di moto locale, il teorema del momento della quantita di moto si pre-
senta come '

Gm + Hm= Im + Qmu"‘ Qmi

e cio pone in evidenza che il momento risultante delle forze esterne com-
pensa la somma delle inerzie girotoriche locali 1,, con la portata comples-

siva, Qmu— 6,,,,, di momento di quantitd di moto uscente dal volume di
controllo. _ '

E appena il caso di avvertire che I ed I,, sono nulli quando il moto &
permanénte e la densita & stazionaria.

11.2. Correnti e vene rettilinee.

Per il moto laminare di un fluido viscoso che presenti densita g, pres-
sione p e velocitd v di classe C, viscositd # e g’ uniformi, e che sia con-
nesso a forze specifiche di massa f di classe C? vale localmente I'equa-
zione di Stokes - -

. Dv
of —gradp + (p 4 p') graddivv -+ uViv = 0y =ea-

Le componenti di a normali a v si annullano quando le linee di corrente
sono rettilinee e parallele fra loro, e quando, inoltre, le velocita trasversa-
li restano costantemente nulle. Se poi v non muta lungo le singole linee di
corrente,  svanisce anche div v. In tal caso, proiettando ’equazione di
Stokes lungo due assi y e Z normali alle linee di corrente, posto che div v



Par. 11.2] Correnti e vene rettilinee 333

non dipenda da y e 7, si ha

0
va"*"é%:()’

op
Qf’i_—afz\=0)

e si vede cosi che la distribuzione delle pressioni su ciascun piano per-
pendicolare alle linee di corrente & descritta dalle stesse equazioni della
statica.

11 risultato & di impiego particolarmente frequente nel caso di densita
sempre ed ovunque costante, e di forze specifiche di massa dovute al geo-
potenziale: allora, su ciascuna sezione trasversale al flusso, il carico piezo-
metrico & uniforme.

Sempre nel campo del geopotenziale, la presenza di un moto a linee
di corrente rettilinee e reciprocamente parallele e con velocita trasversali
costantemente nulle pud presentarsi quando il moto stesso si svolge in
ambiente delimitato da pareti solide cilindriche. Si dice che la massa fluida
in moto costituisce una corrente rettilinea sostenuta dalla parete solida.
Va sottolineato che la corrente rettilinea pud presentare anche una super-
ficie di separazione da altro fluido, ed in particolare un pelo libero. Queste
ultime superfici hanno traccia orizzontale su ciascuna sezione normale,
per i motivi gia esposti nel paragrafo 6.3.

Nel campo del geopotenziale, un moto con le caratteristiche richieste
pud avvenire anche in assenza di pareti solide ed in seno ad un fluido
governato dalla medesima equazione di stato. Si dice, in questo caso,
che la massa fluida in moto & una vena rettilinea in un fluido di pari den-
sitd. Non pud aversi invece una vena del tipo in esame a contatto con un
fluido governato da equazione di stato differente, ed in particolare non
pud aversi una vena liquida rettilinea libera nell’atmosfera. Cid perché
verrebbe a mancare la spinta di sostentamento capace di controbilanciare
le forze del geopotenziale.

Anche quando la vena liquida libera pud essere assimilata per breve
tratto ad una vena rettilinea, la distribuzione interna della pressione &
molto diversa da quella statica. Infatti, assunto orizzontale I’asse y, si
ha ancora

p p
foy— == 0
y y
e cid mostra che la pressione si mantiene sempre uniforme su ciascuna
linea orizzontale e trasversale. Ora perd la sezione trasversale ¢ delimi-
tata dal bordo di contatto con I'atmosfera, che & soggetta a pressioni pra-

ticamente uniformi. Cosi la pressione interna assume lo stesso valore su
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tutte le linee orizzontali. Nella vena libera sostanzialmente rettilinea la
pressione interna € dunque uniforme, ed uguale alla pressione atmosferica.

A volte occorre tener conto della tensione superficiale o necessaria-
mente presente al contatto della vena liquida con l'aeriforme ambiente.
Se la sezione trasversale della vena libera & circolare, di raggio r, la mag-
gior pressione interna ammonta a

(9
Ap:;,

Nel caso particolare di una vena d’acqua di diametro 2r =1 cm, assunto
0c=17,35-102 Nm-1, si ha soltanto Ap= 14,70 N m~2, contro p,, 6 =
~10° N m-2,

Tutti i risultati esposti in questo paragrafo con riferimento al moto
laminare di fluido viscoso valgono a maggior ragione quando il fluido si
comporta come fluido ideale ed assume un moto descrivibile in termini
dell’equazione di Euler anziché di quella di Stokes.

Quando il moto & turbolento invece che laminare, si parla ancora di
correnti e vene rettilinee, con riferimento al moto medio. Le equazioni
da impiegare sono ora quelle di Reynolds, al posto di quelle di Stokes, e
le pressioni normali sulle superfici ortogonali alle linee di corrente risul-
tano aumentate dalle rispettive tensioni di Reynolds, gia considerate nel
paragrafo 10.4, e calcolabili solo unitamente alla risoluzione completa del
problema del moto. Tuttavia, ’analisi sperimentale ha permesso di sta-
bilire che le tensioni normali di Reynolds sono di solito trascurabili di
fronte agli altri sforzi di pressione. In questi casi i risultati gia esposti con
riferimento al moto laminare possono essere estesianche al moto turbolento.

Per le correnti di fluido a densitd uniforme e permanente, in noto con
traiettorie rettilinee e parallele, € possibile costruire un carico effettivo
uniforme su ciascuna sezione trasversale: basta aggiungere al carico piezo-
metrico, gia uniforme, l'altezza generatrice della velocita media U:

Uz
H = _—
lz+2g

Naturalmente, questo carico effettivo non coincide con la media dei
carichi effettivi presenti nella stessa sezione, proprio perché la velocita U
differisce punto per punto dalla velocita realmente presente. Spesso, tut-
tavia, le differenze fra i due carichi non sono importanti. La media delle
altezze generatrici delle velocita locali

1 [ 2
ﬁf@dg
2
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supera sempre l'altezza generatrice della velocita media

vz 1/1 2
EW(E!””Y

ma il rapporto fra le due quantitad varia da 1,01 ad 1,15 nella maggior
parte delle circostanze tecnicamente interessanti, specie quando il mesco-
lamento per turbolenza tende ad equalizzare le velocita nella sezione.
Possono riscontrarsi perd anche valori piu alti. Nel caso della corrente
laminare in condotto cilindrico circolare, la distribuzione delle velocita
lungo i singoli diametri & parabolica, come si & visto nel paragrafo 9.6.
Il rapporto fra la media delle altezze generatrici delle velocita locali
e ’altezza generatrice della velocita media vale allora 4/3, ossia circa 1,33.

11 carico effettivo per I'intera sezione della corrente acquista un signifi-
cato energetico importante quando il moto si svolge nel campo del geo-
potenziale, quando il moto stesso ¢ permanente, e quando la densita ¢
uniforme e stazionaria. Per metterlo in evidenza si pud applicare il primo
principio della termodinamica

I]))EJ‘(QM+ sz)dV fv @de—[— v-vdA +J.wdA
v

ad un tronco di corrente delimitato da due sezioni trasversali collocate
in zone ove la corrente stessa presenta traiettorie rettilinee e parallele.
Eseguendo la derivata sostanziale del termine contenente »%, si ha

intanto
2 Jllor [ s (o
B (igv)dV_jap(2gv dv 50V v-ndA.
14 v A

Ma la costanza nel tempo della densita ¢ e del modulo » della velocita
rende nullo il primo integrale a secondo membro. Per valutare il secondo
conviene scindere A nella sezione A4, di ingresso al tronco di corrente in
esame, sulla quale ¢ v-n=v, nella sezione A4, di uscita, sulla quale &
invece v-n = —uv, e nella superficie residua A, sulla quale, data la per-
manenza del moto, la velocitd v non pud avere componente normale.
Resta cosi

gt (éevz)dV_ —f( ov )vdA1+f (2902) vd4,.
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Si osserva poi che, posto. f = gradg, ¢
jv»gf av = j v-o gradg dv = f div (vog) dV =—j(ve¢) ‘nd4,
4 v 14 4

perché la costanza della densita implica divv = 0. Ne segue, con ¢ = — gz,
e con la decomposizione di 4 gia utilizzata

fv‘gde =f(@g2)v dA;%f(ggz)v dA4, .
14 45 Au
Accantonando per il momento la parte

fv-'rdAn
Ap .

dell’integrale contenente gli sforzi di superficie <, si nota ancora che

fV'TdA=fpv dAi——fpv dd, .
A1+ 4y 41 Ay
Nel riunire questi primi risultati parziali, si pud tener conto del fatto
che la portata volumetrica in transito attraverso le sezioni 4 ed 4, ¢ la
stessa:
Q:f:;dA,: vdd;
Al

Ay

del fatto che il carico piezometrico & uniforme su ciascuna di tali sezioni, e
del fatto che, avendo ammesso di poter confondere la media delle altezze
generatrici delle velocita locali con l'altezza generatrice della velocita

media, deve essere contemporaneamente, con approssimazione poco in-
feriore

| Y 1 ., Uy
f(,igv)vdAl—ng, f(igv)vdAu— Zng
Ay . . u .

Si ha percio

]%f (%sz) dV—fv'gdew—Jv- tvdd4d = yQ(H,—H) .
4 v A+ Ay

In base al primo principio della termodinamica deve essere contem-
poraneaimente o

yQ(Hu— Hy) =m]5p;fgudV+ V'TdAg"l-fwdA.

Ap 4
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Riprendendo ora dal paragrafo 4.10 le espressioni

Du De p..
Br = T—Et—Edlvv’
De_ﬁt /zd

Ds —?‘f‘ )

e ricordando che, per definizione,

fwdA =ngdV,

si giunge alla
D
Ef@udV—f«o dA = [opdV
14 4 14
perché divv = 0. Risulta cosi
yQH,—H) = v ddy—[opadV
Ap v

e 'incremento di carico effettivo, moltiplicato per la portata in peso, ap-
pare uguale alla potenza meccanica esercitata sulla corrente attraverso il
suo ‘contorno laterale, e depurata dalla potenza dissipata. In questo senso,
si puo attribuire al carico effettivo della corrente il significato di energia
per unita di peso di fluido in transito.

11.3. Fenomeni di efflusso libero.

L’efflusso di un fluido da un recipiente attraverso una piccola aper-
tura puod essere studiato in base allo schema di fluido ideale, se le dissi-
pazioni di energia si mantengono limitate rispetto alle energie cinetiche
messe in atto. Per giungere a risultati coerenti con I’esperienza occorre
ammettere che la vena effluente si stacchi dalla parete del recipiente in
corrispondenza del bordo dell’apertura, come indicato in figura 11.2. 11
getto uscente assume cosi carattere di vena libera in fluido fermo. L’espe-
rienza mostra che a distanze dall’apertura confrontabili con le sue dimen-
sioni trasversali la vena ha gia raggiunto la sezione minima ed & assimi-
labile, per breve tratto, ad una vena rettilinea. Le sezioni nelle quali sono
verificate queste circostanze vengono dette sezioni contratte.

In condizioni di moto permanente, in presenza delle sole forze spe-
cifiche di massa legate al geopotenziale, ossia delle forze specifiche f,= —g,
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S E
4
Y 2g
[
Ih=H, Rl
c= M,
ES
/ :
Ay
Za
Fig. 11.2. - Efflusso da un’apertura circolare
in parete pjana.

con l'asse z verticale e diretto verso l'alto, e per un fluido con peso spe-
cifico y sempre ed ovunque costante, la somma di Bernoulli

p
zZ4+E 4
y+2g

assume valore uniforme su ciascuna traiettoria. Fissata I’attenzione sulla
traiettoria indicata nella figura 11.2, che si svolge da un punto di quota z, e
pressione p,, scelto in una zona ove il fluido ha altezze generatrici della
velocitd v}/2g trascurabili rispetto al carico piezometrico b= z,+ p/y, €
che termina in un punto di quota z, e pressione p, scelto su una sezione
contratta, si ha subito

Pi_,  Po V&
ats =20t ” t g
il che porta all’espressione del modulo v, della velocita nel punto terminale
vo = Vzg(hl—-ho) .

A questo valore si da il nome di velocita torricelliana, per ricordare che
Torricelli consegui tale risultato nel 1644, ben prima dei lavori di Ber-
noulli. La velocita raggiunta & quella che assumerebbe un grave inizial-
mente fermo cadendo per un dislivello #,-—h, sotto la sola azione delle
forze descritte dal geopotenziale. _

Si osserva che il punto iniziale della traiettoria esaminata & stato scelto
in una zona in cui il fluido & sostanzialmente fermo: nella stessa zona il
carico piezometrico h; & percid essenzialmente uniforme. I1 punto ter-
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minale della stessa traiettoria & stato scelto invece in una sezione con-
tratta, ove la vena libera ¢ praticamente rettilinea. Qui il carico piezo-
metrico A, & uniforme se la vena & circondata da fluido di uguale densita:
in questo caso la velocita di effiusso & la stessa su tutta la sezione contratta.
Se invece la vena ¢ circondata da fluido di peso specifico molto inferiore, &
la pressione p, ad essere uniforme sul piano della sezione contratta: la
velocita terminale dipende allora dalla quota del punto finale considerato,
ed & presente percid una imodesta vorticita.

11 fatto che le dissipazioni di energia, benché piccole, non siano nulle
fa si che le velocita realmente misurate risultino sempre minori del valore
torricelliano. Altrettanto avviene per la velocitd media U, nella sezione
contratta. E uso porre

Uo= Cy \/Zg (hx— hGO) )

evidenziando il carico piezometrico 4., nel baricentro della sezione con-
tratta, ed introducendo il coefficiente riduttore della velocita, C,.
Insieme a questo coefficiente, si considera anche il coefficiente di con-
trazione C,, inteso come rapporto fra I'area £, della sezione contratta e
I'area @ dell’apertura.
La portata effiuente, data dal prodotto dell’area della sezione contratta
per la velocitd media sulla stessa sezione, vale pertanto

ove C,= C,C, & detto coefficiente riduttore della portata.
Per aperture circolari in parete piana, I’esperienza fornisce i valori medi

C,=098, C,=064, C,=062.

Dati e definizioni esposti per I’efflusso da aperture praticate su pareti
piane possono essere estesi a forme diverse di aperture, ad esempio a
quelle indicate in figura 11.3.

S

Fig. 11.3. - Efflusso da un serbatoio accompagnato da un boccaglio circolare, ed effjusso attraverso
un tubo addizionale interno a sezione circolare.
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Se le pareti, in corrispondenza dell’apertura, sono sagomate ad invito
sufficientemente dolce, si dice che 'apertura stessa costituisce un bocca-
glio. Per il boccaglio a sezione circolare, I'esperienza da

Cc,=097, C,=100, C,=097.

La riduzione di C, evidenzia le maggiori perdite dovute al pill lungo con-
tatto con le pareti solide della parte di vena gia animata da velocita sen-
sibili. I1 valore di C, indica che non esiste pill contrazione della vena.

Se, invece, 'apertura & all’inizio di una parete molto rientrante si dice
che l'apertura & formata a tubo addizionale interno. Si ha allora -

C,=098, C,=052, C,=0,51.

Questi ultimi valori sono largamente indipendenti dalla forma della
sezione trasversale dell’apertura. Inoltre, i due coefficienti C, e C, sono
direttamente collegati fra loro. Entrambi i fatti discendono subito dal
teorema della quantita di moto

G+H=Qu—ola

presentato nel paragrafo 11.1.

Fig. 11.4. - Volume di controllo per lo studio dell’effiusso attraverso un tubo addizionale interno.

Se si sceglie il volume di controllo come indicato in figura 11.4, e se
si considerano le componenti nella direzione orizzontale x di uscita del
getto, si osserva che G, ¢ nullo e che /7, ammonta a

'Q(pul— pGC) = Qgg(hl“‘ huo)

essendo 2 l'area dell’aperiura, e la densita, uniforme, del fluido, py; € Pee
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~ le pressioni esistenti all’altezza del baricentro G di 2 internamente al reci-
piente a grande distanza dall’apertura e, rispettivamente, nella sezione
contratta, mentre 4, ed h,, sono i carichi piezometrici corrispondenti.
Va da sé che considerando egh, al posto di py, non & pili necessario rife-
rirsi alla quota del baricentro G, dato che la stima & fatta in una zona
nella quale il fluido & sostanzialmente fermo, ed il carico piezometrico
uniforme. Altrettanto puo dirsi rispetto al valore ggh,,, se la vena effluente
scorre in ambiente occupato da fluido fermo e di pari densita; se invece
il fluido ambiente presenta densita radicalmente ininore, & la pressione a
valle dell’apertura che riesce uniforme, ed il riferimento alla quota bari-
centrica nella stima del carico piezometrico pud avere importanza.

La portata di quantita di moto, Ql, entrante nel volume di controllo &
trascurabile, perché la sezione di ingresso del fluido ¢ fissata in una zona
ove la velocita del fluido ¢ evanescente. La portata di quantita di moto

in uscita, Q,, & diretta invece nel verso delle x crescenti, ed ha modulo
— 2
Qu"— Q“Qc Uc ’

essendo Q, l'area della sezione contratta, ed assumendo che la velocita
media U, nella sezione contratta si confonda con le velocita ivi realmente
presenti.

Uguagliando il risultante delle forze esterne alla differenza fra le por-
tate di quantitd di moto uscente ed entrante, si ottiene

Qog(h— hgo) = 02, U,

ossia, tenendo conto dell’espressione torricelliana per la velocita di eflusso,
corretta con il coefficiente Cg,

Uo = Cv\/fg(hl—h(:.j ’
anche
2=20.C2,

In base alla definizione del coefficiente C, se ne conclude che deve essere
2c,C:=1.

Il ragionamento ora svolto non & utilizzabile per le altre geommetrie
dell’apertura, considerate in precedenza, in quanto le alte velocita del
fluido presso le pareti ed i bordi dell’apertura determinano riduzioni delle
pressioni contro le pareti stesse rispetto al livello idrostatico, e la com-
ponente nella direzione del getto uscente del risultante di tali depressioni
non pud essere valutata in partenza. E certo tuttavia che questa compo-
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nente & diretta nel verso delle velocita nella vena, il che ¢ in accordo con i
valori maggiori di 1/2 osservati per il coefficiente di contrazione. Con geo-
metrie ancora differenti, ad esempio con spina assiale a monte quale organo
di parzializzazione dell’apertura, il verso del risultante in questione puo
risultare opposto, ed il coefficiente di contrazione puo essere allora minore
di 1/2. _

11 moto considerato in questo paragrafo €, in generale, moto laminare:
il breve contatto della corrente con le pareti solide ¢ insufficiente per inne-
scare e diffondere la turbolenza.

11.4. Imbocco di condotte.

I vari fenomeni di efflusso attraverso aperture praticate nella parete
di un recipiente si realizzano anche quando la parete stessa, anziché ter-
minare bruscamente sull’apertura, prosegue verso valle per costituire suc-
cessivamente una condotta. Il getto effluente, dopo aver raggiunto la
sezione contratta, finisce ora con I'interessare I'intera sezione della condotta.

Le geometrie pit comunemente impiegate in campo tecnico sono quelle
riportate nella figura 11.5, insieme ad un’indicazione qualitativa della

forma assunta dal getto quando i numeri di Reynolds sono abbastanza
elevati.

AN e N e ——— AN e —————
e ﬁ_’//’/

Fig. 11.5. - Forme corrent; di collegamento di condotte a sezione circolare con serbatoj di testa:
boccaglio, innesto diretto, tubo addizionale interno.

Per lo studio della vena possono essere utilizzate le relazioni del capi-
tolo che precede, evidenziando nelle formule il carico piezometrico uni-
forme h, presente nella sezione contratta. E perd uso conglobare nello
studio dell’eflusso anche I’eventuale brusco allargamento della vena, che
comporta I'urto del fluido animato da velocita sostenute nel transito attra-
verso la sezione contratta con il fluido in moto comparativamente lento
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che occupa tutta la sezione della condotta.” L’urto stesso & associato ad
intenso rimescolamento, a forte turbolenza, ed a vistosi fatti dissipativi.

Ammesso che il fluido presenti densitda sempre ed ovunque costante, e
che il moto sia permanente, la potenza dissipata nell’imboccare la con-
dotta terminale, rapportata all’unita di peso in transito, & uguale alla
caduta di carico effettivo —AH, come si & visto nel paragrafo 11.2. Di
norma la caduta di carico effettivo viene espressa come frazione dell’ener-
gia cinetica residua per unitd di peso. Questa, trascurando le differenze
fra le velocita locali nella condotta gia totalmente occupata dalla corrente e
la velocitd media U, nella stessa zona, vale U}/2g.

Il coefficiente di perdita concentrata & che porge

_Ayzgg,
28

dipende dalla particolare geometria dell’imboccatura.
E sempre possibile esprimere la portata Q in transito con una rela-
zione del tipo

0= CQZQ '\/ig(hl_ ha) ’

in cui h, sta per il carico piezometrico nelle sezioni situate ove la corrente
ha gia interessato l'intera sezione della condotta, e Cg, svolge il ruolo di
coefficiente riduttore della portata. Essendo, per definizione,

2 2
—AH = h—h—3 = £ 31,

il coefficiente di portata C, ed il coefficiente di perdita ¢ sono collegati
fra loro dalla relazione
1
5 —1=¢.

Per il raccordo graduale fra le pareti del serbatoio e quelle della con-
dotta, e cioé nel caso di boccaglio di invito a sezione circolare, si ha

E=006, Cq=0970,

per il collegamento diretto della condotta, di sezione circolare, al serba-
toio, si trova

£=050, C,=0,815,
e nel caso di condotta innestata entro il serbatoio di partenza risulta

£=100, C,=0,707.
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Quest’ultimo valore, a differenza dei due precedenti che hanno origine
sperimentale diretta, pud. essere dedotto dal teorema della quantita di
moto, seguendo il medesimo ragionamento svolto nel paragrafo 11.3, a
proposito del getto libero che imbocca un’apertura rientrante, e che ha
portato al legame

2C,Ci=1

fra il coefficiente di contrazione C, ed il coefficiente riduttore della velo-
cita C, relativi alla sezione contratta della vena. Poiché ora ci si riferisce
ad una sezione gia completamente occupata dalla corrente, si deve porre
Cy= 1. Ne segue appunto

T
Car= CorCra= Con |/ 5= = ‘/;: 0,707.

Data la permanenza del moto e la costanza della densita, la portata Q
che passa attraverso la sezione contratta ¢ uguale a quella che attraversa
le sezioni di condotta interamente occupate dalla corrente, poste poco
piu a valle. Deve essere cioé

0= CQ'Q‘/zg(hl—T}Tc—) = Cqpf2 ‘/Zg(hl— ha) ,
e quindi
hy—ho _ Cop

Fi—h,  Cy°

E facile controllare, con i valori numerici riportati in questo paragrafo
ed in quello precedente, che il coefficiente riduttore della portata Cq, rife-

rito alla sezione piena della condotta non & mai inferiore al corrispon-
dente coefficiente C, relativo alla sezione contratta. Ne segue che & pure

ho<hsy.

Y

Questo aumento del carico piezometrico nel verso del moto & caratteri-
stica generale dei bruschi allargamenti di sezione delle correnti, come si
vedra meglio nel paragrafo 11.5.

11.5. Brusco allargamento di sezione della corrente.

Si considera qui una corrente delimitata da pareti solide cilindriche
che passano bruscamente da una sezione di area £2, ad una sezione di area
maggiore £,, come schematizzato in figura 11.6. Si sceglie quale volume
di controllo quello lungo L, ombreggiato in figura, che & compreso nella
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_AH=(§:_1)"ZL§
T

us
?—j Y /%

Uz £,
Il = 22122
t— 1ty 2 (] !)1)

Fig. 11.6. - Volume di controllo per I'esame del brusco allargamento di sezione in una condotta.

condotta di dimensioni maggiori, e che & delimitato longitudinahnente
dalla sezione nella quale avviene il salto di area trasversale e da quella
in cui la corrente occupa di nuovo tutta la sezione disponibile.

L’osservazione sperimentale mostra che la corrente in transito lungo
la condotta di sezione minore si distacca dalle pareti in corrispondenza
del brusco allargamento, per espandersi poi progressivamente.

Posto che la densita ¢ rimanga sempre ed ovunque costante, si puo
ammettere che la pressione sia distribuita in modo idrostatico sulla se-
zione terminale della condotta di monte, di area £;, perché ivi le traiet-
torie medie sono rettilinee e parallele fra loro. Anche sulla sezione anulare
di raccordo fra la condotta di monte e quella di valle la pressione deve
essere distribuita con legge idrostatica, dato che il fluido ¢ mediamente
fermo contro di essa. Di pill, per continuita, le due distribuzioni idrosta-
tiche devono portare alle stesse pressioni sul bordo comune delle due
aree. Pure nella sezione terminale del volume di controllo, di area £2,,
ove le traiettorie medie si presentano di nuovo rettilinee e reciprocamente
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parallele, si puo ritenere che la pressione vari con legge idrostatica. Infine,
si pone che sulla parete laterale del volume di controllo gli sforzi tangen-
ziali siano trascurabili. .

In accordo con tali considerazioni, le forze esterne agenti sul fluido
racchiuso nel volume di controllo hanno componente

0g2,Lsind + Q(p,— po)

nella direzione e nel verso del moto. Si intende che le forze specifiche di
massa sono quelle del geopotenziale ¢ = — gz, che 8 indica I'affondamento
angolare dell’asse della condotta rispetto all’orizzontale, e che p; ¢ p,
sono, nell’ordine, le pressioni nei baricentri delle sezioni estreme di monte e
di valle. Dette z, e z, le quote di tali baricentri, si ha

1.sind =z, —z,,
e cosi la componente in questione puod essere espressa anche nella forma
0g82,(hy—h,)

ricorrendo ai valori 4, ed h, del carico piezometrico nelle sezioni di monte e
di valle.

Nello stato di moto permanente, la portata netta di quantita di moto
uscente dal volume di controllo ha componente secondo il deflusso

eQU,—U)),

essendo, al solito, Q la portata volumetrica in transito, U, ed U, le velo-
cita medie nelle sezioni di area 2, ed £,, rispettivamente.

In accordo con il teorema della quantitd di moto visto nel para-
grafo 11.1, deve risultare

82 (h,— he) = oWU,—-U).

Dato che il moto ¢ permanente, e la densita semipre ed ovunque la
stessa, deve essere

Q=Q1U1=92U2,

e la relazione ora ottenuta pud essere trascritta nella forma
U 0

By —ha= 22(1 — 22\

! ? g (1 -Ql)

Si nota, in particolare, che il carico piezometrico aumenta nel verso del
moto, perché l'area 2, & maggiore di quella Q,.
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Parallelamente all’incremento del carico piezometrico ha luogo una
caduta di carico effettivo

CH - ut Q%)
H, Hg_(h1+zg)—(h2+2g

che vale

a8y 5-5)- 20
g\ Q) 2g\ ) 2g\e )
Come ricordato nel paragrafo 11.4, le perdite di carico effettivo che si
presentano su sviluppi di condotta confrontabili con le dimensioni trasver-
sali, ossia, in modo piu conciso, le perdite concentrate di carico effettivo

véngono espresse abitualmente in termini dell’altezza generatrice della
velocita media residua, ponendo

AH = H, H—é-U—g
— =11 2 =55

Nel caso ora esaminato il coefficiente di perdita & ha il valore

. (-Qz 1)2
s=\5—1) -
o

L’espressione per la perdita di carico effettivo non & piu utilizzabile
quando la sezione £2, & molto maggiore di quella £2;, come avviene per
esempio allo sbocco di una condotta in un serbatoio: 'altezza generatrice
della velocita media residua & allora evanescente, mentre & risulta enor-
memente pill grande dell’'unitd. In questi casi conviene trasformare I’espres-

sione della caduta del carico effettivo mettendo in evidenza I'altezza gene-
ratrice della velocita media iniziale. E

2772 02 2772
—AH:Hl——Hz:(% 1>U2 (93—1)%&:(1 ‘Ql)g

28\ 28 Q; 2g
che si riduce sostanzialmente a
U3
—AH = 28

quando £, & molto maggiore di £;. In questo caso limite, il carico piezo-
metrico resta invariato.
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Quanto osservato a proposito del brusco allargamento di sezione non
puo essere trasferito al caso del brusco restringimento di sezione. In un
condotto sagomato come in figura 11.7, la corrente in arrivo si contrae
nell’imboccare la condotta piu stretta, per espandersi successivamente fino
ad occupare tutta la sezione di valle. Si ripresentano qui fenomeni si-

K
2

—AH =2
22

Fig. 11.7. ~ Schema di brusco restringimento di sezione-in una condotta.

mili a quelli gia descritti nel paragrafo 11.4 con riferimento all'imbocco
delle condotte. Ora perd le dimensioni trasversali della condotta di monte
sono confrontabili con le dimensioni analoghe della condotta di valle, e
cid non consente di stimare I’area della sezione contratta servendosi dei
dati forniti allora. Di conseguenza, la caduta di carico effettivo che ha
luogo nel passaggio dalla sezione contratta a quella finale di valle non
puo essere calcolata con la formula relativa al brusco allargamento di
sezione. E uso ricorrere sempre alla definizione del coefficiente di perdita &

— Al = Hy— H,= 5’%
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e dedurre i valori di ¢ dall’esperienza diretta. Si & ottenuto

2,18, o1 02 03 04 05 06 07 08 0,9
3 0,48 0,44 0,41 0,35 0,30 0,24 0,18 0,13 0,06

Poiché l'altezza generatrice della velocita media di monte & ora infe-
riore a quella della velocitd media di valle, la perdita di carico effettivo
porta ad una caduta ancora maggiore del carico piezometrico.

11.6. Imiettore.

Lo studio dell’effetto dellimmissione di un getto entro una corrente
ad esso parallela ¢ strettamente connesso allo studio del brusco allarga-
mento di sezione, gia riportato nel paragrafo che precede.

Come indicato in figura 11.8, il getto, di sezione £ e velocita me-
dia U’, & abbandonato in una corrente di sezione 2" e di velocita media U,
ma di uguale densita ¢. Dopo breve tratto in ambiente cilindrico di se-
zione 2,= 2'+- Q", le due correnti risultano mescolate tanto da formare
un’unica corrente di velocitd media U,.

Con riferimento al volume di controllo ombreggiato in figura, la com-
ponente nella direzione generale del moto delle forze esterne mantiene
I’espressione

082(hi—h,)

valida per il brusco allargamento di sezione. Anche qui si intendono messe
in conto solo le forze specifiche di massa dovute al geopotenziale ¢ = — gz;
inoltre /, ed h, continuano ad indicare i carichi piezometrici nelle sezioni
di monte e di valle del volume di controllo.

Sempre in moto permanente, la portata netta della quantita di moto
uscente dal volume di controllo risulta invece diversa da quella relativa
al brusco allargamento di sezione: & ora

QUggz_gUlzg/_eUuzQu .
1l teorema della quantitd di moto fornisce cosi il legame
892, (hy—hy) = UiQ,— U2Q'—UQ" |

ossia quello

hy— hy= —{g—(U'f— U2-. Un..

ug Qll
Q, 0,



350 Equazioni globali della dinamica dei fluidi [Cap. 11

Uz

%

1
Py
1

Y

Fig. 11.8. — Iniettore: la corrente motrice di velocita v’ trascina la corrente di velocita v’, aumen-
tandone il carico piezometrico h ed il carico effettivo H.

Unendo la relazione
Q=4 "
all’equazione di continuita
U, 2,=U0'Q2 -+ U"2",
si puo esprimere la variazione di carico piezometrico in forma pill com-
patta. E, ad esempio,

2 2

et
0 U

Uply— UM Q"4 a_
' 2, Q9

— ‘é {_ U229H'___ U”zﬂ"+ 2U2U”-(2”} ,
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e quindi

QII
== — 7 (U U

In modo del tutto analogo, eliminando U”" anziché U’, si ha

19

hi—h,= i (U,— U}
Eliminando invece U, si ottiene
i 19,
hl"“hg:- —'g"Qig {U —_— U }2 .

Ciascuna di queste scritture mette in evidenza il fatto che il carico
piezometrico aumenta nel corso del mescolamento delle due correnti in
arrivo. Tale aumento rende il dispositivo capace di trasferire energia dal-
I’'una all’altra corrente. Il dispositivo stesso, che costituisce allora un
iniettore, viene alimentato da una corrente motrice, di portata U'Q’ e di
carico effettivo iniziale

)
Hl=lll+%é=

che trascina in moto la corrente di portata U"2" e di carico effettivo di
partenza piu basso

, Uz Uz

— H, =h,—h, -~ 22

" 2= et 2g  2g
1 Q'.Q” [(!2(‘91 .Qll)z (((IQI [(//{?//)2

- 208 203
Q” 7 " IQ” " QI
- -nlgro(i+g),
mentre la corrente passiva aumenta il proprio carico effettivo di

‘ — Ty o UTUTS

] QI / " [[QI ! Q”
Hy—H'= o (U'—U ){U o tu (1 + 52)} :
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11.7. Urti di getti,

Urti di vene contro ostacoli vengono utilizzati spesso nella tecnica.
In casi di questo genere i fenomeni dissipativi giocano di norma un ruolo
del tutto secondario, ed il moto pud essere descritto come moto di fiuido
ideale. Ugualmente irrilevante & I'azione delle forze specifiche di massa,
dalle quali si pud prescindere. Inoltre, si pud assumere che la densita ¢
del fluido sia costante. Qui, si esamineranno solo moti permanenti.

In accordo con le varie ipotesi elencate, la pressione ambiente & uni-
forme, la vena in arrivo & rettilinea, il suo contorno libero, non a con-
tatto con la parete solida investita, ¢ costituito da traiettorie, e lungo
ciascuna di queste traiettorie il modulo della velocita & uniforme. Que-
st’ultimo fatto & conseguenza immediata del teorema di Bernoulli.

Fig. 11.9. - Urto frontale di un getto contro una parete piana tanto ampia da deviare la velocita
di un angolo retto ¥ indicato il volume di controllo impiegato nello studio del moto.

Come primo esempio si considera il caso della vena a sezione circo-
lare, con velocita uniformemente distribuite all'inizio e percid coincidenti
in modulo con la velocitd media U, che investe normalmente una parete
piana molto ampia rispetto alla sezione 2 della vena incidente. 1L aspetto
generale della corrente ¢ quello indicato in figura 11.9. In particolare, il
fluido abbandona la lastra con velocita ad essa tangenti. Il teorema della
quantity di moto, applicato al volume di controllo tratteggiato in figura e
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proiettato nella direzione e nel verso x della velocita d’arrivo, porge subito
F=oU2Q = oQU

per il modulo F della spinta complessiva esercitata dalla vena sulla parete.
Infatti, poiché la pressione ambiente & uniforme, il risultante degli sforzi
esterni di pressione si riduce al risultante degli sforzi trasmessi dalla lastra
alla corrente, che vale —F. Nello stesso tempo la portata di quantita
di moto uscente dal volume di controllo ha componente nulla in dire-
zione x, e la componente nella direzione e nel verso x della portata di
quantitad di moto entrante nello stesso volume vale ¢QU. Per ragioni di
simmetria, il risultante F passa per ’asse del getto incidente.
Un’estensione immediata del risultato permette ’esame dell’'urto con-
tro una parete di ampiezza confrontabile con la sezione iniziale della vena.
Dopo l'urto, come indicato in figura 11.10, si forma una vena conica

Fig. 11.10. - Urto centrale di un getto a sezione circolare contro una parete di ampiezza cosi limi-
tata da consentire solo una deviazione ridotta del getto incidente, ed urto contro una parete sago-
mata in modo da riportare it getto sulla direzione di arrivo.

con angolo al vertice 8, dipendente dall’estensione della parete e dalla sua
forma generale. Si ammette inoltre che il fenomeno riesca simmetrico
rispetto all’asse della vena in arrivo e che le traiettorie d’uscita finiscano
con il risultare sensibilmente parallele fra loro su ciascun semipiano meri-
diano. Quest’ultima ipotesi assicura che la pressione &-uniforme anche
all'interno del getto uscente, e che il modulo delle velocita di uscita resta U.
Cosi, il teorema della quantitd di moto porta ora al valore

F = oU22(1 — cos8) = oQU(1 — cosh) .

In particolare, se la conformazione della parete ¢ tale da determinare un
getto d’uscita parallelo a quello incidente, e di direzione opposta, come

12, MARCHI-RUBATTA.
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schematizzato nella stessa figura 11.10, si ha 6 ==, e quindi
F=20U282=20U.

In ogni caso, la retta d’azione della spinta esercitata coincide con I’asse
del getto, per ragioni di simmetria.

Le condizioni di simmetria finora ammesse hanno un ruolo impor-
tante nella determinazione completa della spinta che il getto esercita sul-
l’ostacolo. Per illustrare meglio il fatto basta prendere in esame il .caso
della vena a sezione circolare che investe una lastra piana, molto ampia
rispetto al diametro della vena, ma inclinata in modo che la sua normale,
orientata dall’interno della vena verso la lastra stessa, formi un angolo 6
con la velocitd d’arrivo. 1l teorema della quantita di moto, proiettato su
tale normale, permette subito il calcolo del modulo della spinta in discus-
sione. E

F=0U2Qcos0 = QU cosb .

Inoltre, le traiettorie all’'uscita risultano parallele alla lastra, e le velocita
locali mantengono modulo di valore U.

Per completare ’esame con il solo impiego di equazioni globali occorre
ammettere adesso ’esistenza di qualche simmetria. Si pud considerare,
ad esempio, il caso del moto piano. Con riferimento all’unita di sviluppo
in direzione normale al piano di simmetria, Ja spinta vale

F'=pU2%dcos0,

essendo d lo spessore del getto in arrivo, come indicato in figura 11.11.

Fig. 11.11. — Urto di un getto piano contro una parete pjana inclinata.
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1l teorema della quantita di moto, proiettato ora nella direzione y pre-
cisata nella stessa figura, porge ‘

eU?d,— U2, —U?dsin6 =0,
Unendo a questa relazione quella
d = dl + d2 H]

dettata dall’equazione globale di continuita, si ottengono intanto gli spes-
sori d, e A, dei getti di uscita:

dlzg(l +sin0), dz:;(l —sin0) .

Ricorrendo poi al teorema del momento della quantita di nioto, con rife-
rimento all’intersezione della lastra con 1’asse del getto incidente, si ha
anche

di

—yF'= U5

il che, visti i valori di d; e d, gid ottenuti, conduce alla coordinata
d
— Lo
y 5 g

per la retta d’azione della spinta.

11.8. Turbine Pelton.

Fra le applicazioni tecniche dei fenomeni d’urto ricordati nel para-
grafo precedente, merita una descrizione particolare quella della turbina
Pelton. In queste macchine, un getto d’acqua sostanzialmente cilindrico,
animato da velocitd media U, & fornito da un ugello, la cui sezione & par-
zializzata da una spina centrale, 'ago Doble, per la regolazione della por-
tata. Il getto, come schematizzato in figura 11.12, investe successivamente
le pale a doppio cucchiaio, sistemate sulla periferia di una ruota, e ne
viene deviato fino all’annullamento della velocitd nella direzione iniziale:
resta solo una piccola velocitd parallela all’asse della ruota, necessaria per
allontanare e scaricare la portata. I] diametro della ruota & di norma tanto
grande rispetto alle dimensioni trasversali del getto da consentire di riguar-
dare il moto delle pale come moto rettilineo uniforme per tutto il tempo
del loro contatto con la vena d’acqua.
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Fig. 11.12. - Schema di turbina Pelton.

La spinta esercitata dal getto su ciascuna pala, che € ora in moto con
velocitd uniforme v, pud essere stimata da un osservatore solidale con
la pala, che vede in arrivo un getto di sezione 2 e velocita (U —v): & percio

Fi=20(U—v)2Q2.

Per valutare poi la spinta complessiva esercitata su tutte le pale contem-
poraneamente impegnate basta tener presente che il getto & via via fra-
zionato dalle varie pale sopravvenienti, e che i singoli tronconi di getto
continuano ad agire sulle pale rispettive fino ad esserne deviati assial-
mente. La spinta totale va quindi calcolata in base alla portata asso-
luta QU anziché a quella relativa 2(U—v), ed ammonta a

F=20QUU—").
La potenza meccanica ceduta alla ruota vale
Fy =20QU{U—0)v.

ed assume il suo valore massimo quando € v = UJ2. Quest’ultima & ap-
punto la velocita periferica prevista per la ruota: il passo di posiziona-.
mento delle pale sulla ruota & tale che ciascuna pala abbia tempo di de-
viare del tutto in direzione parallela all’asse di rotazione della macchina
il troncone di getto isolato dalla pala successiva prima di allontanarsi,
per effetto della rotazione, dalla traiettoria rettilinea del getto indisturbato.



Par. 11.9] Pompe e turbine a reazione 357

Se la velocita periferica della ruota € proprio pari alla meta della velo-
citad dell’acqua nel getto, I’energia cinetica per unita di peso effluente dal-
I'ugello

lQU 2QU
R
0gQU 2

eguaglia la potenza, riferita sempre all’unitad di peso effiuente, che viene
ceduta alla ruota

Fv 20Q2U(U —v)v 2

1
= U—v)v= U2,
0gU 0gU g( ) 2g

In queste condizioni, il rendimento della macchina sarebbe unitario; il
rendimento stesso risulta in realta poco inferiore, perché le pale devono
essere sagomate in modo da fornire una velocita residua assiale capace
di allontanare la portata utilizzata dalla zona di impatto, con conseguente
perdita di energia sotto forma cinetica.

11.9. Pompe e turbine a reazione,

Si considera, innanzi tutto, un condotto fisso, dotato di simmetria cir-
colare intorno ad un asse. Internamente a questo condotto ruota, intorno
allo stesso asse e con velocitd angolare w costante nel tempo, un’altra
parete, che ha il medesimo tipo di simmetria, ‘& che porta una serie di
palettature rigide, tutte sagomate nella stessa maniera, ugualmente di-
sposte e distribuite intorno all’asse di rotazione. Si ammette che la zona
spazzata dalle palettature sia sede di un moto permanente di un fluido a
densita ¢ uniforme e stazionaria. Si ammette inoltre che gli sforzi eser-
citati dalle pareti solide siano tutti normali alle pareti stesse.

Il teorema del momento della quantita di moto pud essere applicato
al fluido racchiuso nel volume di controllo ombreggiato in figura 11.13,
adottando come punto fisso x, per il calcolo dei momenti un punto del-
I’asse di rotazione, e proiettando poi il risultato nella direzione w.

Nel campo del geopotenziale, le forze esterne di massa hanno risul-
tante che passa per lasse di rotazione, date le simmetrie esistenti nel
volume di controllo, e che ha percid momento rispetto ad x, privo di
componente nella direzione w.

Anche gli sforzi applicati dalla parete fissa e da quella rotante al fluido
racchiuso nel volume di controllo, e quelli esercitati dal fluido contiguo
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attraverso le sezioni di ingresso e di uscita per il volume di controllo hanno
tutti rette d’azione passante per I’asse di rotazione a causa delle simmetrie

esistenti, ¢ non possono avere momento rispetto ad x; dotato di com-
ponente in direzione w.

Fig. 11.13. ~ Volume di controllo considerato per esaminare il comportamento idraulico delle
giranti di macchine a reazione.

L’unica componente in direzione w dei momenti delle forze esterne &
quella dovuta agli sforzi esercitati sul fluido dalla palettatura rotante:
se ne indica con 17, il valore.

La portata netta di momento della quantita di moto uscente dal vo-
lume di controllo & determinata da quella che transita attraverso le se-
zioni A; ed A, di ingresso e di uscita per il volume di controllo stesso,
dato che la velocita normale alla parete fissa ed a quella rotante & nulla.
Per esplicitare le portate di momento della quantita di moto che passano
attraverso le sezioni A, ed A, conviene scindere la velocita v presente nel
generico punto x nelle sue componenti normale e tangente alle superfici
in questione. La componente tangente, per ragioni di simmetria, & tan-
gente pure alla circonferenza passante per x, centrata sull’asse di rota-
zione e disposta su un piano ortogonale allo stesso asse. Fissato suila cir-
conferenza verso concorde con quello di rotazione, ed indicato con 0
I’angolo formato da v con la tangente alla circonferenza cosi orientata,
le componenti normale e tangente di v sono, nell’ordine, vsinf e v cos6.
Di conseguenza, la portata ai momento della quantita di moto uscente
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dal volume di controllo attraverso A, ¢ parallela all’asse di rotazione, e
vale
O =fgv“sinlurv\. cos0,dA,,

Au

essendo r la distanza di x dal medesimo asse. In modo analogo, la por-
tata di momento della quantita di moto entrante attraverso 4, &

le =f9vl sin 61 rv; COS 6; dAl .

44

Posto ora che »,cos#, e v,cosf, non dipendano da r, e che r, ed r; co-
stituiscano dei valori medi adeguati, le due espressioni possono essere
riassunte dalle scritture

Oy = o140y, cos 0, v, sin 0, d4, = pQr vy cOS b, ,
du

Om=o0r v cos(),fv, sinf;dA = eQryv, cosb,

44

essendo Q la portata volumetrica in transito.
Complessivamente riesce dunque

T, = 0Q(r,w,cos 0,— r,cos 0) .

Py (3

La potenza comunicata alla corrente & perci

2. = wll,,= eQuw(r,v,cos 0,— rv,cos b;)
ossia
2. = 0Q(v,,v, cos 6, — vy, cosh)),

intendendo con v, = wr, e v,,= wr, le velocita periferiche delle paletta-
ture alle distanze r, ed r,.

Non tutta la potenza meccanica fornita alla corrente si traduce in
aumento del carico effettivo della corrente stessa: parte della potenza
fornita viene dissipata.

Le perdite di energia meccanica divengono presto iimportanti man
mano che le velocita del fluido differiscono da quelle previste. Cid perché
un osservatore solidale con la palettatura rotante vede velocita del fluido
aventi componente ancora uguale a v,sinf, e v;sinf,, in direzione nor-
male alla superficie di uscita e di ingresso, rispettivamente, ma vede com-
ponenti periferiche pari a v, cosf,—v,, e, nell’ordine, v;cos6,—v,;. I bordi
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delle varie pale sono sagomati in modo da accompagnare una corrente
avente queste componenti della  velocita, ma se il rapporto fra tali com-
ponenti muta perché variano v, e v, nascono necessariamente fenomeni
di urto fra la corrente e le pale rotanti, con conseguenti fatti dissipativi
via via piu vistosi.

In campo tecnico, il dispositivo ora studiato costituisce il cuore delle
pompe cinetiche. Di norma la corrente in arrivo & assiale, ossia parallela
all’asse di rotazione. Mancano quindi componenti tangenziali della velo-
cita di ingresso, perché non esistono palettature fisse d’invito capaci di
imprimere alla corrente un moto elicoidale. E allora

'qm = QQvtuvu cos 0\: :

La corrente fluida, nel percorrere i condotti delimitati dalle palettature
mobili e dalla parete che le sostiene, ossia nel superare la zona di con-
tatto con la girante, aumenta il proprio carico effettivo di

Ho—Hh= gQ

essendo 7, il rendimento della girante. Parte di questo aumento compare
come incremento del carico piezometrico, #,—h,, parte come incremento
dell’'altezza generatrice della velocita, (U%/2g) — (U2/2g). A seconda dell'im-
portanza relativa di questi due incrementi, cambia la geometria generale
della macchina. Al crescere del grado di reazione

. _h ———h;

si ¢ riscontrato utile realizzare giranti sagomate per sezioni di uscita ini-
zialmente cilindriche e coassiali con 1’asse di rotazione, e via via inclinate
rispetto a questo fino a divenirne ortogonali. La figura 11.14 da un’idea
delle forme impiegate. Nell’'uso corrente, si dicono pompe centrifughe -
quelle con grado di reazione dell’ordine di 0,70-+0,80, pompe elicoidali
quelle previste per gradi di reazione prossimi a 0,85, e pompe ad elica
quelle che presentano i gradi di reazione piu elevati. In ogni caso, la cor-
rente in uscita & raccolta da una camera, eventualmente munita di palet-
tature fisse, che & parte integrante della pompa, e che indirizza la corrente
verso la tubazione di mandata. Anche le geometrie delle camere di raccolta
dipendono dal grado di reazione; come indicato nella stessa figura 11.14:
si passa dalle camere a chiocciola delle pompe centrifughe, alle camere
assiali, caratteristiche delle pompe ad elica, che sono dotate di paletta-
ture fisse in grado di eliminare il moto elicoidale presente all’'uscita della
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Fig. 11.14. - Forme costruttive adottate perle pompe in corrispondenza a diversi gradi di reazione.

girante. Nelle camere di raccolta avviene sempre una parziale trasforma-
zione dell’altezza generatrice della velocitd in carico piezometrico.
11 rendimento complessivo % della pompa, che tien conto anche delle

perdite di potenza meccanica nella camera di raccolta, & definito implici-
tamente dalla

7Pm
H,—H="2,
® egQ _
nella quale H,, & il carico effettivo alla bocca di mandata. Si dice preva-
lenza dinamica della pompa l'incremento

AH: Hmu— HI
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di carico effettivo, prevalenza manometrica T'incremento
Ah=h —h

dei carichi piezometrici, che differisce dal precedente solo quando le se-
zioni delle bocche di mandata e di ingresso hanno area differente.

La figura 11.15 riporta le caratteristiche di funzionamento delle pompe;
la figura 11.16 i loro rendimenti. Si nota subito che quando le mac-
chine vengono impiegate al di fuori delle condizioni di progetto le
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Fig. 11.15, — Caratteristiche di funzionamento delle pompe a reazione impiegate a velocitd costante.
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Fig. 11.16. — Rendimento delle pompe a reazione mosse a velocitd costante.
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prestazioni subiscono un deterioramento tanto piu rapido quanto piu
alto ¢& il grado di reazione. La tendenza & contrastata in modo efficace
nelle pompe ad elica, sia pure al prezzo di notevoli complicazioni costrut-
tive, ricorrendo al modello Kaplan, che ha pale giranti orientabili su co-
mando meccanico esterno, per. adeguarne volta a volta il calettamento
alle particolari condizioni di impiego.

20
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Fig. 11.17. — Potenza assorbita dalle pompe a reazione, a velocitd di rotazione costante.

La figura 11.17 mostra la potenza assorbita dalla pompa, rapportata a
quella assorbita a regime. Il grafico interessa in particolare durante le
manovre di avviamento ed indica, fra l’altro, che le pompe a piu alto
grado di reazione non devono mai essere avviate quando le eventuali
saracinesche inserite nella condotta di mandata sono chiuse.

La medesima struttura studiata all’inizio del paragrafo costituisce
anche la parte principale delle turbine a reazione. In questo caso, il mo-
mento /7, & resistente, e la potenza meccanica $m € sottratta alla cor-
rente. Inoltre, si fa in modo che la corrente che abbandona la girante sia
gia una corrente assiale, priva di moti elicoidali. Si ha percio

P = 0Qv,v cosb,.

La corrente fiuida, nell’attraversare la girante, subisce una perdita di
carico effettivo
P
H—H, = "
S 1020’
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essendo sempre 7, il rendimento della girante. Anche ora parte di questa
perdita si manifesta come caduta del carico piezometrico e parte comne
caduta dell’altezza generatrice della velocita. Si definisce grado di rea-
zione della turbina il valore :

£ — hl—hu_w
B Hi—‘Hu.

Le forme costruttive che sono risultate convenienti per le turbine
dipendono dal grado di reazione, come nel caso delle pompe. Si passa
cosl dalle turbine Francis lente, per e = 0,30--0,40, alle turbine Francis
veloci, con e, = 0,40+0,60, per giungere alle turbine ad elica, quando & &
ancora maggiore. Questi vari tipi hanno le strutture schematizzate in
figura 11.18. Per le turbine ad elica pud essere previsto un calettamento
della palettatura girante adeguabile a comando alla portata in transito;
esse vengono dette allora turbine Kaplan.

Fig. 11,18. ~ Forme costruttive per le turbine a reazione, e gradi di reazione corrispondenti.
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In tutti i casi, 'immissione avviene attraverso superfici cilindriche a
sezione circolare, coassiali con I'asse di rotazione della girante. E pre-
vista una camera munita di palettature di invito registrabili, che hanno
la funzione di indirizzare la corrente verso la girante con il giusto angolo
di incidenza, e attraverso la loro registrazione, pure quella di parzializ-
zare la portata in transito. Pill a monte & prevista una camera a chioc-
ciola, munita di palettature fisse, per distribuire uniformemente sulla peri-
feria della macchina la portata convogliata dalla condotta di alimenta-
zione. Le due camere, insieme, formano la camera di distribuzione. Gli
schemi di queste strutture sono riportati in figura 11.19.

11 rendimento complessivo # della turbina, tenuto conto delle inevitabili
perdite nella camera di distribuzione, ¢ dato implicitamente dalla formula

Pm
10gQ’
nella quale H, sta per il carico effettivo di alimentazione.

H,;]—Huz

Fig. 11.19. - La camera a spirale, la palettatura fissa ed il distributore regolabile di una turbina a
reazione.
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Fig. 11.20. — Rendimenti tipici delle turbine a reazione, per velocitd di rotazione costante.

La figura 11.20 mostra I’andamento tipico del rendimento al variare
delle condizioni di impiego della turbina. E evidente il miglioramento
delle prestazioni generali con il diminuire del grado di reazione. E sono
anche evidenti i vantaggi offerti dalla costruzione Kaplan rispetto a quella

della turbina ad elica fissa.

11.10. Eliche.

Si considera una corrente originariamente uniforme, di velocita v,,
che investe normalmente un’elica in rotazione. L’osservazione sperimen-
tale mostra che, nel moto permanente, le traiettorie della corrente in arrivo
convergono verso I'asse dell’elica, attraversano il disco che questa descrive
nel suo moto, e se ne allontanano successivamente con andamento eli-
coidale per assumere, dopo un’ulteriore convergenza verso I’asse, assetto
rettilineo e parallelo, con velocita finale v, diretta sostanzialmente come v,.
La situazione complessiva ¢ quella schematizzata in figura 11.21.

La spinta in direzione v, comunicata dall’elica al fluido ha modulo

Fs= (pv—pm)‘Qc ’

intendendo con £, I’area del disco descritto dall’elica, ed indicando con
Pm € D, le pressioni medie esistenti subito a monte ed a valle di esso. Se
la densita ¢ & sempre ed ovunque costante, e se le uniche forze specifiche
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djsco descritto dall'elica

R AR
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Fig. 11.21. = Volume di controllo adatto allo studio del comportamento di un’elica libera.

di massa presenti sono quelle del geopotenziale ¢ = —gz, si ha pure
F,= Qg(hv_ hm)‘Qe.s

ove h,, ed h, indicano i canchl p1ezometr1c1 medi immediatamente prima e
dopo l’ehca

La stessa spinta pud essere ricavata dal teorema della quantita di moto
applicato al volume di controllo delimitato dalle traiettorie che si appog-
giano al bordo del disco spazzato dall’elica, e troncato, molto a monte e
molto a valle di questo, da piani normali alla velocita v,. Si pud ammet-
tere che su tutta la superficie ora descritta il carico piezometrico si man-
tenga uniforme: & certamente uniforme sulle due sezioni piane di monte e
di valle, ove le traiettorie sono rettilinee e parallele, ed uniforme deve
essere sulla parte residua della superficie di contérno, che ¢ a contatto con
fluido sostanzialmente fermo. Ne segue che 'unicaspinta esterna ¢ quella F,
esercitata dall’elica.

Indicata ora con Q la portata in volume che attraversa in direzione v,
il disco descritto dall’elica, la portata netta di quantita di moto uscente
dal volume di controllo ha componente in direzione v,

~

Qn - Qi = EQ(UZ"— vn.) .
Si ha pertanto
F- = QQ(va—”a) ’
OVVETo
F,= Qvgge(va_-_vn) >

intendendo con v, la velocita media con la quale il fluido attraversa il
piano dell’elica.
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Mentre la velocita asintotica di monte v, e quella v, di attraversamento
del disco dell’elica sono normalmente assegnate, i carichi piezometrici
medi, 4, ed h,, prima e dopo lelica, e la velocita finale v, non lo sono:
nessuna delle due espressioni per la spinta F, fornisce direttamente que-
st’ultimo valore. ’ _

Per completare ’esame basta perd osservare che gli scambi energetici
fra la corrente che attraversa il disco dell’elica e I’esterno sono concen-
trati su tale disco e che, in confronto a questi, le dissipazioni nelle altre
zone sono trascurabili. A monte dell’elica il carico effettivo si mantiene
percid costante lungo ciascuna traiettoria, ed ¢ anzi uniforme in tutta
la corrente in arrivo perché & tale sulla sezione asintotica di monte, che
interseca tutte le traiettorie considerate, sezione nella quale il carico pie-
zometrico 4, e la velocita v, sono uniformi. Cosi

v v2
ha+zg'—hm+§§’

purché si ammetta che i valori medi di 4, e v, si presentino nello stesso
punto. Considerazioni analoghe per il tronco di corrente a valle dell’elica
portano a scrivere

2 2
hv"f"iv;‘_:ha"}‘%’

purché si ammetta in piu che le componenti di velocita in direzione nor-
male a v, connesse all’assetto elicoidale del moto siano trascurabili rispetto
alle componenti longitudinali.

Dal confronto delle due relazioni ora ottenute si trae

L, 1]
S =gt —ha= by,

ossia

. 1 .
hy—hn= i—g(ﬁgﬁvﬁ) .

Contemporaneamente, dal confronto fra le due espressioni per la
spinta F, esercitata dall’elica, si ha

1
hv_hmz““ © — V).
gv(v‘2 v,)

Deve percid essere

1
v.=§(vz+ v,) .
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il che significa che la velocita di attraversamento del disco dell’elica & la
media aritmetica fra le velocitd asintotiche di monte e di valle.
Valendosi di questo risultato, la spinta F, pud essere espressa come

Fe = ZQ.QBUB(UB—UE) )

in termini di grandezze di norma assegnate in partenza.
E possibile esprimere in funzione delle stesse grandezze anche I'incre-
mento globale del carico effettivo

H,—H,= (h + ”—5)—(h +”—3)-
2 [ a 2g a 2g .
si ottiene subito

H,—H,= %ve(ve— va) .

Si osserva infine che, data la permanenza del moto, la potenza mec-
canica comunicata dallelica al fluido vale

'@m = ggQ(HZ—Ha)
ossia
P = 200,0 v,—,) .

Le considerazioni ora esposte si adattano immediatamente alle varie
condizioni di impiego tecnico.

Se Telica ¢ mantenuta in rotazione con mezzi esterni e cede potenza
alla corrente, ma il suo disco & fermo rispetto all’esservatore, la velocita v,
appare nulla e risulta v,= 2v, & il caso dei ventilatori a pale non intu-
bate e dei rotori per elicottero.

Anche quando lelica & utilizzata come mezzo propulsore per mezzi
di trasporto, essa deve essere mantenuta in rotazione da motori esterni e
deve cedere potenza al fluido. Si ha ancora una volta »,=0 e quindi
v, = 2v,, perd il disco dell’elica & adesso in moto di traslazione rispetto
all’osservatore. Tutto il campo di moto va dedotto da quello gia studiato
sottraendo ad esso la velocita uniforme v,. In particolare, il disco del-
Ielica trasla con velocita —v,.

Quando l’elica ¢& trascinata in rotazione dalla corrente fluida, ma non
ne assorbe potenza, deve essere v,=v,, € quindi v,=v,: & il caso dei
mulinelli usati per la misura della velocita del fluido.

Se poi T’elica €& trascinata in rotazione dalla corrente e ne assorbe po-
tenza, deve risultare v, < v,, e di conseguenza v,= 2v,— v, < v,: la corrente
¢ ora ritardata. Questa situazione si presenta nel caso dei motori eolici.
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11.11. Propulsione a reazione,

Esaminando i fenomeni di efflusso, nel paragrafo 11.3, si & messa in
luce Tesistenza di una spinta complessiva esercitata dal recipiente sul
fluido contenuto. La corrispondente reazione sviluppata dal fiuido sul
recipiente pud essere impiegata quale elemento di propulsione del reci-
piente stesso.

Per illustrare meglio questo tipo di impiego conviene estendere un
poco le considerazioni svolte nel paragrafo 11.3, in modo da includere
quei particolari fenomeni di efflusso che la tecnica utilizza nella propul-
sione a reazione.

L’analisi verra condotta prescindendo dalle resistenze al moto del
mezzo mobile, e trascurando la presenza delle forze di massa, in modo
da concentrare l’attenzione sul solo fenomeno della reazione di efflusso.
Si ammettera anche che la densita p resti sempre ed ovunque costante e
che il moto del fluido sia permanente.

Comme primo esempio si considera il caso del reattore, fermo rispetto
all’osservatore, investito da una corrente iniziahnente uniforme di velo-
cita v,.

Sia ¢,Q, la portata in massa entrante nel reattore. Internamente al
reattore la portata in transito viene accelerata ed inviata all’uscita con
velocita uniforme v,. I particolari dispositivi iinpiegati per ottenere questo
scopo non hanno influenza sul risultato che ora interessa: possono essere
utilizzate eliche, come si fa nel caso degli idroreattori per mezzi navali,
oppure iniettori alimentati da gas provenienti da reazioni chimiche, come
si fa nei reattori a combustione da aereo. Va perd tenuto presente che nel
primo di questi casi la portata in massa uscente & ancora quella p,Q, di
ingresso, mentre nel secondo si aggiunge ad essa la portata ¢,Q, dei pro-
dotti immessi per la combustione.

Con riferimento al volume di controllo delimitato dalle traiettorie che
lambiscono i bordi di ingresso e di uscita del reattore, e troncato da due
piani ortogonali alle velocita di ingresso o di uscita, tracciati in zone di
distribuzione sostanzialmente uniforme delle velocita stesse, come indi-
cato in figura 11.22, sia F, il risultante degli sforzi esercitati dal reattore
sul fluido. Esso & anche il risultante degli sforzi applicati al fluido rac-
chiuso nel volume di controllo, perché, trascurando le forze di massa, si €
implicitamente ammesso che la pressione sia uniforme su tutta la super-
ficie del volume di controllo esterna al reattore.

La portata netta di quantita di moto uscente dal volume di controllo
vale, in modulo,

(Qu.Qu + Qch) V,— QAQn U,
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Fig. 11.22. - Volume di controllo per I'’esame di un reattore.

ove si ainmetta, come fatto nella figura 11.22, che il getto di ingresso e
quello di uscita siano paralleli.

Ne segue che la reazione F = —F, applicata al reattore ha inodulo

F= (0,004 0:00) 3~ 0.0,0,

ed & diretta in verso opposto a quello delle velocita asintotiche v, e v,.

11 risultato ha il suo impiego pitut frequente espresso sempre in termini
delle portate in gioco e della velocita di efflusso v,= v,, stimate da un
osservatore solidale con il reattore, ma evidenziando il modulo v, della
velocita v,.=—v, del reattore stesso, misurata da un osservatore che lo
veda dirigersi verso una zona nella quale il fluido ¢ fermo. Risulta allora

F= (gnQn+ Qch)UuMQnanr .

Nel caso particolare dell’endoreattore, che non incamera e non tratta
fluido ambiente, si ha

F= @uchu .

11.12. Teorema di Kutta e Joukowsky.

In accordo con il teorema di d’Alembert, ricordato nel paragrafo 7.7,
una corrente ‘'di fluido ideale che investe un ostacolo, e che assume assetto
uniforme a grande distanza da tale corpo solido, non puod esercitare sul-
l’ostacolo spinte dirette come la velocita asintotica. Cid non esclude 'la
presenza della componente ortogonale per il risultante delle spinte. Tale
componente normale alla velocita asintotica & indicata con il termine di
portanza.

Come esempio, si considera il caso del moto piano permanente di
fluido a densita ¢ sempre ed ovunque costante, che investe ortogonalmente
un ostacolo cilindrico. L’esame viene condotto prescindendo dalle forze
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di massa. Tuttavia, la presenza delle forze specifiche f dovute ‘al geopo-
tenziale: non cambia la natura del problema. Il loro effetto sarebbe sol-
tanto quello di determinare una componente additiva p, sulle pressioni,
in accordo con la legge idrostatica

of—gradp, =0,

cui corrisponderebbe una spinta archimedea sull’ostacolo.

Fig. 11.23. - Il moto irrotazionale piano che avvolge un ostacolo sviluppando circolazione deter~
mina contemporaneamente una portanza sull’ostacolo stesso.

Nella figura 11.23, 'ostacolo ¢ indicato come un profilo alare, per
ricordare il particolare problema tecnico che ha destato interesse per
questo tipo-di ricerche, ma il risultato non dipende direttamente dalla
forma della sezione trasversale del corpo cilindrico investito.

Si suppone irifine che la circolazione della velocita v,

I'=|v-dx,
A

lungo i vari circuiti chiusi L abbraccianti una volta 'ostacolo ed equiversi
abbia sempre lo stesso valore. Per inciso, si osserva che il moto deve essere
di conseguenza irrotazionale, giusta la formula di Kelvin del paragrafo 5.10.
Si fissa ora I'attenzione sul volume di controllo a tronco di cilindro,
delimitato normalmente al piano del disegno da due piani a distanza reci-
-proca b, ed avente come direttrice delle pareti il bordo dell’ostacolo e la
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curva L, tracciata in una zona tanto lontana dall’ostacolo da essere per-
corsa da traiettorie gia sensibilmente rettilinee e parallele. .

L’asse y & scelto sul piano del disegno, ortogonale alla velocitd asin-
totica v,, e con verso fissato ruotando di un angolo retto il vettore v, nel
verso opposto a quello assunto come positivo nel calcolare la circolazione 1.

Per ragioni di simmetria, il risultante degli sforzi di pressione esercitati
attraverso le due pareti piane € nullo. Ugualmente nullo & il risultante
degli sforzi esercitati attraverso la superficie cilindrica di direttrice L,
perché qui le pressioni sono uniformi. Il risultante delle forze esterne si
riduce quindi a quello delle pressioni trasmesse dall’ostacolo al fluido, e
coincide, a parte il verso, con la portanza F da calcolare.

Sulle due superfici piane e sulla superficie dell’ostacolo, la compo-
nente normale della velocitda & nulla, ed attraverso queste superfici non
pud aversi flusso di quantita di moto. La portata netta di quantita di moto
in direzione y uscente attraverso la superficie cilindrica che ha L come
direttrice vale invece

[Q.—Ql = [— f o0y iy(v-m) dL]v .

Ma qui la velocita v si confonde gia con quella asintotica v,, e percio si
pud scrivere anche

[Q.—QJ, = [—bv,,,f ov,i,, cosf dL]”
FA

essendo 0 I'angolo fra v, e la normale interna n: Si osserva ora che la cir-

.

colazione lungo L della velocita uniforme v, ¢ evidentemente nulla: la
circolazione di v lungo la stessa linea mantiene il valore I, in accordo
con le ipotesi fatte, se risulta

fv,, cos6dL =f(v,,i,,)'dx =1r.

Cosi

[Qu_ Qx]v= —bv,ol.

In conclusione, la spinta complessiva in direzione y esercitata dalla
corrente sul corpo investito &

F,=ov, T,

per unita di sviluppo del corpo stesso.
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Questo risultato & stato ottenuto da Joukowski nel 1905 e, indipen-
dentemente da Kutta nel 1902, ed & noto percid come teorema di Kutta e
Joukowsky.

Riferimenti citati.

Joukowsky, NIKoOLAI IEGOROWIC = JKykoBcknit, Hunkxonait Eroposuy, O prisoiedi-
nénnuich wichriach = O npucoeaAHHEHHEIX BHXpsiXx, Soc. Imperiale degli Amici
delle Sc. Nat.,, Mocxksa, Fasc. 2, 1905.

KutTA, MARTIN WILHELM, Auftriebeskrdfte in strémenden Flissigkeiten, llustrierte
aeronautische Mitteilungen, 1902, pp. 133-135.

TORRICELLI, EVANGELISTA, De motu gravium naturaliter descendentium et proiectorum,
Firenze, 1644. :




CAPITOLO DODICESIMO

STRATO LIMITE

12.1. 'Genesi della vorticita.

Si & gia notato, nel paragrafo 7.3, che un moto di fluido ideale puo
avere carattere irrotazionale, e mantenere nel tempo lo stesso carattere
se le forze specifiche di massa ammettono potenziale univoco e se il com-
portamento del fluido & barotropico.

L’osservazione resta valida, come si & visto nel paragrafo 8.1, nel
1moto originato dallo stato di quiete, ovviamente irrotazionale, dal movi-
mento imposto alle superfici solide che delimitano la massa fluida. Esclu-
dendo sempre I'azione della viscosita il moto instaurato resta irrotazionale,
ma presenta di solito velocitd tangenziali non nulle alla frontiera, € non
soddisfa, di norma, la condizione di aderenza alle porzioni di contorno
costituite da pareti solide.

L’aderenza del fluido alla parete solida deve causare una distorsione
del campo di moto previsto dallo schema irrotazionale, distorsione che,
almeno all’inizio, deve essere concentrata in prossimita delle pareti, e tale
da portare qui a valori non pil nulli della vorticitd w =rotv. Come si &
detto nel paragrafo 5.10, w & localmente parallelo alla parete solida: si
pud pensare quindi che il fluido poco distante dalla parete ed animato
dalla velocita tangenziale imposta dallo schema di moto irrotazionale
ponga in rotolamento lungo la parete il fluido a questa piu prossimo. In
tale fenomeno, la viscosita gioca un ruolo essenziale. '

Una volta generata presso la parete, la vorticita si diffonde successi-
vamente nella massa fluida. Pud avvenire che tutto il moto finisca con
il divenire rotazionale; pud accadere invece che la vorticitad rimanga sem-~
pre confinata presso la parete. Questa evoluzione temporale, che & legata
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all’azione della viscosita, pud essere descritta in base alle equazioni dei
fluidi newtoniani. Nei paragrafi 9.6 e 9.8 sono stati considerati fenomeni
che si concludono con un moto globalmente rotazionale. Nei quattro
paragrafi seguenti verranno esaminati invece altrettanti esempi classici di
confinamento permanente della vorticita.

12.2. Problema di Rayleigh.

11 semipiano y >0 & occupato da fluido di densita ¢ e viscosita cine-
matica » uniformi e permanenti, che & sottoposto a forze specifiche di
massa f anch’esse uniformi. Il piano y =0 ¢ formato dalla superficie di
un corpo solido. Fino all’istante # =0 le velocitd sono costantemente
nulle; dallistante ¢ =0 in poi il corpo solido & posto in moto con velo-
cita costante vy, parallela alla superficie y =0 del corpo stesso.

t Fig. 12.1. -~ Notazioni impiegate per lo studio
del problema di Rayleigh e di quello di Stokes.

Assegnati all’asse x direzione e verso di v, come in figura 12.1, e
scelto ’'asse z ortogonale alla v, stessa, si osserva subito che le compo-
nenti v, e v, della velocita v del fluido si mantengono necessariamente
nulle, e che la componente », deve essere indipendente da x e da z.

Nelle condizioni esposte, 'equazione di Navier

: 1 ‘ Dv

J— 2Y == ——

f Qgradp+vV V=T
ha proiezioni lungo gli assi y e 2 prive dei termini contenenti le velocita.
Altrettanto avviene per la proiezione lungo l'asse x, a distanza sufficien-
temente grande dalla superficie sclida, perché, in questo campo asinto-
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tico, v, si mantiene nulla. Complessivamente, la pressione p risulta percid
distribuita con la legge

f—%gradp =0

su ciascun piano normale all’asse x ed in tutta la zona piu lontana dalla
superficie solida. Per I'uniformita delle forze specifiche di massa f, ne
segue che la stessa legge € valida in tutta la massa fluida. L’equazione
di Navier si riduce di conseguenza alla forma

0%y, O,

Vayz—é?.

La condizione di aderenza impone che sia

0 per t <0,
[b2]s0= v, pert>0.

Inoltre, v, deve essere uniformemente nulla fino a ¢t =0 e risultare poi
evanescente al crescere di y.

E immediato controllare che la soluzione &

wievat

”mzvﬂ(l_vzﬁ f exp(— gz)dg):v“(l—erff\%ﬁ).

0

Si ha infatti

2%, 9 ( 20
ay* ¥y

Y ! »\ 1 \_ % (_zf_)_y_
“5(“7&‘3"" (“W)zvﬁ)_\/ﬁexp 4vt) 2vt /31’

B, 20y . B v <_y_2) Y
5= R PG = E\ ) T

Le distribuzioni delle velocita nei vari istanti sono tutte simili fra loro,
nel senso che esse possono essere ridotte allo stesso andamento rappor-
tando a 2Vv? le ordinate y, e dividendo contemporaneamente per v, le
velocita v,. Nella figura 12.2 & riportato questo andamento comune.

La v, si riduce all’'l % della v, gia quando

b4 ~
2 /vt =2,

-~
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A
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0 Fig. 12.2. -~ Velocitd indotte dal brusco
0 0,2 0,4 0,6 0,8 v 1,0 inizio dello scorrimento di una lastra piana.
1

cosi che il moto indotto nel fluido & apprezzabile solo fino alla distanza
dalla superficie solida

y = 47t

ed interessa quindi una fascia, contigua alla superficie solida, che si allarga
progressivamente con la radice quadrata del tempo.

La resistenza opposta dal fluido al moto della parete, rlferlta all’unita
d’area di quest’ultima, vale

. _ o, , [00a oy _ V7

e decresce con linverso della radice quadrata del tempo, diminuendo
percid man mano che si allarga lo strato di fluido nel quale si pud pen-
sare concentrato il salto di velocita da v, a zero.

Rayleigh ha studiato questo particolare problema di moto nel 1880.
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12.3. Problema di Stokes.

1l semipiano y >0 ¢ occupato da fluido di densita ¢ e viscosita cine-
matica » uniformi e costanti, le forze specifiche di massa f sono uniformi,
ed il piano y =0 & formato dalla superficie di un corpo solido, come
nel problema di Rayleigh, esaniinato nel paragrafo precedente. Ora perd
si ammette che il corpo solido sia animato da un moto sinusoidale retti-
lineo parallelamente alla propria superficie.

Scelto sempre ’asse x parallelo al moto del corpo solido, I'equazione
di Navier si riduce ancora alla forma

, %0 _ o0
oy ot

e garantisce ancora che la distribuzione della pressione p € quella idro-
statica, compatibile con la

f—%gradp =0,

purché v, tenda ad annullarsi al crescere dei valori di y.

La condizione di aderenza del fluido alla parete solida si traduce invece
in un vincolo del tipo
2

T

se v, € la velocitd massima della parete, e 7'il periodo delle sue oscillazioni.
Si verifica subito che deve essere di conseguenza

" 1/~ n V_—Tf_
V= uuexp_.(ﬂy ;T)COS Tt_y 3T) "

Le velocita in seno al fluido compiono quindi oscillazioni armoniche nel
tempo, smorzate lungo y. Le ampiezze massime

[v:c]vzl] = Uy COS z,

£
Vo €Xpl— Y 1—)7,

si riducono all’l % dell’ampiezza v, della velocita della parete quando

ki1

y'uT

cosi che il moto del fluido appare confinato entro la fascia

1T
y55l/";7

~5;
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di spessore tanto pilt piccolo quanto minori sono Ja viscosita cinematica
del fluido ed il periodo dell’oscillazione impressa. '

Si osserva inoltre che, a distanza y dalla parete, le escursioni della
velocita del fluido sono sfasate in ritardo di

1 /T

rispetto a quelle della parete stessa, e che si ripresentano percio in fase
tra loro dopo una distanza

Ay =2VmT.

3

L’aspetto generale del campo delle velocitd & rappresentato nella fi-
gura 12.3, in coordinate adimensionalizzate e per diversi istanti.

5
y
T
w i
4 !
in B
t-—-'é- '|
1 \
s {=7T 1
1
1=y
0

N
It
"

o//\\\

=1 —0,5 0 05 B

. by
Fig. 12.3. - Velocita indotte da una lastra piana oscillante.

La resistenza offerta dal fluido, rapportata all’unita d’area della super-
ficie solida, &

o ev, V?.;E'Jj 2T n
T.- zlv=0=— -— ‘.';—'-?':~ N = ot _ —_— —_ —
T [0(_},)]”20 o [ayJ,,=0 ovy |/ = cos ( =+ 4)
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ed ha percid i suoi massimi 1/8 di periodo prima che la parete oscillante
raggiunga la sua velocitd massima, ossia prima che la parete stessa passi
per la sua posizione media.

3

Il moto descritto & stato studiato da Stokes nel 1851.

12.4, Problema di Hiemenz.

1l confinamento della vorticita presso la superficie solida non & vinco-
lato al fatto che le velocita del fluido si estinguano a grande distanza dalla
parete, come avviene nei problemi di Rayleigh e di Stokes, esaminati nei
due paragrafi precedenti. Puo essere che le velocita si mantengano apprez-
zabili ovunque, e che proprio la loro presenza impedisca il diffondersi della
vorticita: le velocita stesse finiscono allora con I'assumere assetto irrota-
zionale man mano che ci si allontana dalla parete.

Fig. 12.4. — Problema di Hiemenz: una cor-
rente piana investe frontalmente una parete
piana, aderendo ad essa.

JN\

Quale esempio di questo secondo tipo di fenomeno viene qui esami-
nato il caso della corrente piana che, provenendo da regioni ad ascisse x
negative, investe normalmente la superficie impermeabile x =0, come
schematizzato in figura 12.4. .Si ammette ancora che la densita ¢ ¢ la
viscositd cinematica » siano uniformi e permanenti, e che le forze spe-
cifiche di massa f siano uniformi.
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Nell'ipotesi di moto irrotazionale ed isocoro, il problema ¢ gia stato
affrontato nel paragrafo 8.3. Esiste allora la funzione di corrente di
Lagrange

y’ = ny ]

con lasse y disposto sul piano di simmetria del moto, e con C costante
positiva. Le componenti della velocita hanno i valori

v,=—Cx, v,=Cy,

che non si annullano sulla parete x = 0. Indicando con p, una compo-
nente idrostatica della pressione, compatibile con la legge :

1
f——gradp,=0,
e
la pressione p ammonta a
—p—Lcxe 2
P=pi—5CH¥* 4 )).

Descrivendo invece il fenomeno in base all’equazione di Navier, si
puo richiedere il rispetto della condizione di aderenza. Poiché il moto
resta isocoro, esiste ancora una funzione di corrente y, naturalmente
diversa da quella valida per il moto irrotazionale. Nello stesso tempo,

risulta alterata anche la distribuzione della pressione. E facile verificare
che le espressioni di ¥ e p adatte al nuovo contesto sono

p= y\/z‘;f(~xV§)
P =px—§C2y2—QCvfp (_x Vg)

rispettivaniente. Sostituendo questi valori nella proiezione lungo y del-
Iequazione di Navier,

1 8(p—py) ... _ Do,
o ey TV =5/

si vede subito che la funzicne f deve soddisfare I’equazione alle derivate
ordinarie

f' ffr—f2+1=0.
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La f risulta cosi completamente determinata ricorrendo alla condizione
di aderenza

Mlos=0,
che implica

fO)=£'(0)=0,

~ ed imponendo che a grande distanza dalla parete solida le velocita si ridu-

cano a quelle dedotte con lo schema irrotazionale, ossia imponendo che
in tale campo asintotico sia

191

Nota la f, la sostituzione delle espressioni di % e di p nella proiezione
lungo x dell’equazione di Navier,

__l a(P*’Px) + »V2 Dvx

e . ox %= Dy

porta all’equazione ordinaria
fom 41

perla f,. La f, stessa ne resta determinata, a meno della costante di inte-
grazione. Si puo richiedere che sia

f,0)=0

in nmodo da avere p = p, nell’origine degli assi.

Il calcolo numerico, iniziato da Hiemenz nel 1911, ha condotto ai
valori di ", f', f ed f, riportati nella tabella 12.1. L’andamento delle
tre ultime funzioni & indicato anche nella figura 12.5.

Si nota in particolare che la velocita’

, C
v, = O (—xV;)
differisce da quella legata allo schema irrotazionale,

v,=Cy,

di meno dell'l % gia quando &

——ngf:ZA.
v
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TABELLA 12.1. — Funzioni connesse al problema di Hiemenz.,

—x.',/é r" r f 1,

v
0 1,2326 0 0 0
0,2 1,0345 0,2266 0,0233 0,2270
0,4 | 08463 0,4144 | 0,0881 0,4186
0,6 0,6751 0,5662 0,1867 0,5843
0,8 0,5251 0,6859 0,3124 0,7356
,0 0,3980 0,7778 0,4592 0,8676
1,2 0,2937 0,8467 0,6220 1,0246

1,4 0,2109 0,8968 0,7966 1,1987
1,6 0,1473 0,9324 0,9798 1,3970
1,8 0,0999 0,9569 1,1688 1,6247
2,0 0,0658 0,9732 _ 1,3619 1,8855
2,2 0,0420 0,9841 1,5577 2,1821
2,4 0,0260 0,9905 1,752 2,5160
2,6 0,0156 0,9946 1,9537 2,8883
2,8 0,001 0,9971 2,1529 3,2098
3,0 0,0051 0,9985 2,3525 3,7508 -
3,2 0,0027 09992 2,5522 4,2415
3,4 0,009 | 0999 2,7521 4,7721
3,6 0,0010 0,9998 2,9520 5,3426
3,8 0,0004 0,9999 3,1518 5,9530
4,0 0,0002 1,0000 3,3518 6,6034

16 16 8

~
T

~—-
%]

™~
Feen "o

B / - f" / B :'.
/ i . ll
4
. 4 ”
4 i
04 04 : 2

0 0,8 L6

2,4 232 . 2
e Y /e
"'*l/'i’ _,|/9

Fig. 12.5. ~ Funzioni collegate al problema di Hiemenz.
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La nuova velocitd & percid apprezzabilmente diversa da quella indicata
dallo schema irrotazionale solo entro una fascia, contigua alla parete
solida, avente spessore

v

2,4 ok

.indipendente da y. Del resto, il tipo di assetto della v, lungo x & indi-

pendente da y: a parita di x i valori di v, sono proporzionali alla y stessa.

La velocita
o C
v, = ‘\/C‘Vf(“-‘“x V;)

risulta invece diversa da quella
v,=—Cx

del moto irrotazionale su una fascia ben pit ampia. Poiché f, a distanza
sufficientemente grande dalla parete, pud essere approssimata da

C
fr 0,65 —x V;,

lo scarto delle nuove velocitd v, si riduce a meno dell’l % della corrispon-
dente velocitd irrotazionale solo quando

-—xVE:GS.
Y

Va osservato pero che il rotore associato alla nuova v,, ossia rot(v,ig), &
uniformemente nullo, cosi che la vorticita resta confinata entro la fascia
di spessore

v

24 ok

considerata in precedenza esaminando gli scarti della v, dalle indicazioni

dello schema irrotazionale.
La zona a pressioni perturbate ¢ ancora piit ampia. Si ha ora

C
p= p:w% C?y*—oOvf, (— x V;) »

con f, che, per valori sufficientemente elevati dell’argomento, tende a

C\, 1 C\2
fp’:6,6—0,65(—x‘/;)+§(_x 7) ,

13. MARCHI-RUBATTA.
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Lo scarto rispetto alla pressione calcolata in base allo schema irrotazionale
—p 222 Lo
p=pi—5Cy—5Cx
si riduce percid a meno dell’l % solo quando
—X Vg ~ 120.
v

La forza tangenziale esercitata dal fluido sulla parete investita, rappor-
tata all’'unita d’area di quest’ultima, ammonta a

Fales=—n|52] =02 oot )S
€, per essere
[fe0=1,2326,
vale

[Todem0=1,23260)C V.

12.5. Problema di Ekman.

Confinamenti della vorticitd presso la parete solida possono manife-
starsi anche in presenza di forze specifiche di massa non uniformi. Puo
servire da esempio il caso di una massa fluida che poggia su una superficie
solida orizzontale e che & in moto con velocitad uniforme a grande distanza
da tale superficie.

Separando nell’equazione di Navier le forze specifiche di massa uni-
formi g, dovute al geopotenziale, dalle forze specifiche di Coriolis — 2w, AvY,
connesse alla velocita di rotazione siderale w, del geoide, si ha

g——2wg/\v——;-gradp + 9V2y = —]l%—‘; .

Scelto ora I’asse z verticale e diretto verso I’alto, si cerca una soluzione
v(z) indipendente dal tempo, che soddisfi la condizione di aderenza v=0
sulla superficie solida z =0, e che si riduca in quota ad una velocita uni-
forme ed orizzontale v,. E comodo assumere I'asse x parallelo ed equi-
verso alla v,, come indicato in figura 12.6.
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nord

Fig. 12.6. — Coordinate e notazioni adottate per I'’esame del problema di Ekman.

Dato che la densita ¢ & uniforme e costante, ’equazione di continuita,
divv =0, unita alla condizione che v dipenda solo da z ed a quella di
impermeabilita del suolo,

[vz]z=0 =0,

avverte subito che la componente verticale della velocita & identicamente

nulla.
L’equazione del 1noto presenta cosi le componenti

1 op &2y,
— Qe — g it rgE =0,
1 op azvu _
_(ng/\v),,—; 3 + ot = 0,
1 op
_g—(ng/\V)Z—ESZ- ___O'

L’ultima di queste relazioni, derivata rispetto ad x, oppure ad y, mostra che

& (@)= 2(@) =0
oz\ox)  o0z\oy) ’
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e quindi che il gradiente orizzontale della pressione p & indipendente da z.
Conviene valutarlo percid ad alta quota, dove la velocita si riduce alla
velocita uniforme v,. In questo campo asintotico, indicata con ¢’ la lati-
tudine media locale, ossia il complemento a =/2 dell’angolo.formato da w¢
con la direzione positiva dall’asse z, le proiezioni orizzontali dell’equa-
zione del moto porgono

19

o ox

_lo = 2wgtasind

e dy

e questo risultato resta valido, come si & detto, in tutta la massa fluida.
Il problema & cosi ricondotto alla ricerca delle velocita v,(z) e v,(2)

che soddisfano le equazioni

— 2wg(V,— vs) 8INF' - » a:— =0,
Gz
che si annullano su z =0 e che tendono a v,, o, rispettivamente, a zero,
con laumentare di z. Determinato 'andamento delle velocita, la proie-
zione lungo z dell’equazione del moto consente infine di valutare il gra-
diente verticale della pressione.
E facile controllare che la soluzione cercata & quella

14

V= 4 v, sin V% exp [___ Vzﬂln__[

gia indicata da Ekman nel 1905, nella quale il segno superiore va utiliz-
zato per P'emisfero nord, dove & 9’ > 0, mentre quello inferiore va impie-
gato per 'emisfero sud, dove & ¢’ <O0. '

Gli scarti di queste velocita dal valore dssintotico v, della v, si ridu-
cono a meno dell’l % gia quando

22 wglsind’| _ 25
—— =

e la vorticita resta percid confinata entro la fascia piti prossima al suolo,

di spessore
¥
5 V‘(mm :
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Urn’idea dell’andamento effettivo delle velocita & fornito dalla fi-
gura 12.7, che si riferisce all’emisfero nord.

\
NI

//
0 el
@ 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0 2 1,2 —0,2 ¢ 02 & 0,4
v, b,
0,4
] S
v, L \
02 -~
! )
0 =
L Fig. 12.7. - Velocita nel
—0,2 —l. to di Ekman.
0 02 04 06 038 10 % 1.2 moto @i Eiman

Vo

Le correnti uniformi esistenti sui singoli piani orizzontali sono diverse
per intensitd e per direzione: avvicinandosi al suolo sono via via meno
intense e, per un osservatore che guardi il moto dall’alto, sempre pil
deviate in senso antiorario. Sull’emisfero sud la deviazione & inversa. La
deviazione massima rispetto alla direzione di v, vale, in modulo,

limarctg
2->0

vi/
&

L’andamento della pressione p(z), come si & visto, ¢ determinato dalla
proiezione lungo z dell’equazione del moto

. ) 19
—g—2wgcos?'(— v, sin @ + v.,,cos¢)-—-5 5§ =0,

nella quale @ & l'angolo di scostamento dell’asse x positivo dalla dire-
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zione nord, valutato in senso orario da un osservatore che guardi il moto
dall’alto. Indicata con p(0) la pressione al suolo, ne segue subito

p=p(0)—pgz—2ew,,cosP’ sin (p'_QCOSﬁ,U“V[s?ijﬁq%’[ exp [— Vl}’mjg;s_l;_lﬂ___l],

N B 111 22 olsin
-. {,* [COS ]/ém_w‘“ﬂ S n ]/i___wg!sm _|] sin o F
v ?
22 0 dain | =2 o lsin ' | 1
- [COS Viﬁ’flj}flﬂi+ sin ii)i]:‘__n_\] cm}

nella quale, al solito, il segno superiore riguarda l’emisfero nord, ed il
segno inferiore quello sud.

La forza orizzontale esercitata dal fluido sul suolo & uniforme ed ha
componenti, per unita d’area,

o "ov, | —
(Tosdeo=—ulgt = o [B] - en ool

o " &v, N o, . —
[T-cylico=—p lé_(:—-.";)_]ho = pv [az]g._.. = + e Vrwglsind'] ,

con la convenzione sul doppio segno gia piu volte citata.

12.6. Concetto di strato limite. -

Il moto di un fluido a distanza sufficientemente grande dalle pareti
solide pud essere inquadrato spesso nello schema di moto irrotazionale
ed isocoro: esempi del genere sono stati esposti nei quattro paragrafi che
precedono.

Quando il moto, a distanza abbastanza grande dalle pareti, si riduce
ad un moto irrotazionale ed isocoro, le componenti della velocita diven-
gono armoniche, come si € gia messo in evidenza nel paragrafo 5.7. Nelle
equazioni di Navier, i termini legati alla viscosita sono allora identicamente
nulli, e le equazioni stesse si riducono a quelle di Euler.

L’effetto della viscosita riesce invece, di norma, essenziale per descri-
vere il moto in prossimita delle pareti: risulta infatti dalle conclusioni
del paragrafo 7.7 che lo schema di fluido ideale non pué fornire, abi-
tualmente, campi di velocitd continui che soddisfino la condizione di ade-
renza del fluido alla parete solida. Lo schema di fluido viscoso, per con-
tro, consente di rispettare la condizione di velocitd nulla alla parete, al
prezzo dell’introduzione di una adeguata vorticita presso la parete stessa.
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Se questa vorticita resta confinata vicino alla parete, si dice che la
zona costituisce uno strato limite del campo del moto.

L’introduzione del concetto di strato limite non sempllﬁca di per s,
lo studio del moto: si tratta sempre di risolvere le equazioni di Navier,.
anche se si ammette in partenza che I'importanza relativa dei termini con-
tenenti la viscosita si estingua al crescere della distanza dalla parete.

Spesso, pero, lo spessore dello strato limite ¢ veramente esiguo nei
confronti delle dimensioni generali del campo interessato dal moto, e
questo consente di introdurre notevoli semplificazioni nelle equazioni di
Navier. Il genere di approssimazioni utilizzabili verra esposto nel para-
grafo seguente, a proposito di un problema che costituisce il capostipite
degli studi sullo strato limite.

12.7. Strato limite laminare.

Una corrente con velocitd v, inizialmente uniforme giunge a lambire
una lastra piana, disposta parallelamente alla v,, ed avente spessore irri-
levante. Si ammette che il fluido abbia densita ¢ e viscosita cinematica »
uniformi e permanenti, e che sia soggetto a forze specifiche di massa f
uniformi. Si ammette inoltre che la vorticita sviluppata a contatto con
la lastra resti confinata in una zona di spessore limitato rispetto alla dimen-
sione longitudinale della lastra stessa. :

Date le ipotesi fatte, si richiede che il moto, a distanza sufficientemente
grande dalla lastra, soddisfi ’'equazione di Euler

1 Dv
f——gradp = =
Qgr p D:’
che corrisponde all’equazione .di Navier privata del termine contenente
la viscosita, e che soddisfi invece I'equazione completa di Navier
1 Dv
f—— rad Wiy = —
gradp + Di
entro lo strato limite interessato dalla vortlclta In entrambe le zone, vale
I’equazione di continuita

divv=0.

Si vuole infine che la velocita v si annulli sulla superficie della lastra.
Al solito, si pud concentrare l’attenzione, anziché sulla pressione effet-
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" tiva p, solamente sul suo eccesso rispetto al valore idrostatico p;, deter-
minato in base all’equazione

f——:)-gradpl= 0.

In particolare, tale-eccesso si riduce a zero nelle zone in cui la velocita &
uniforme.

Le altre possibili semplificazioni del problema sono invece caratteristi-
che della teoria dello strato limite. Esse sono state indicate da Prandtl
nel 1904.

Si puo ritenere che, internamente allo strato limite e lungo le singole
normali alla parete, le variazioni dell’eccesso di pressione sul livello idro-
statico siano inapprezzabili. Cid equivale ad ammettere che la pressione
abbia il valore idrostatico in tutta la massa fluida, perché si & gia ricono-
sciuto che essa ha tale valore esternamente allo strato limite.

Nell'ulteriore ipotesi che lo.spessore dello strato limite aumenti lenta-
mente nella direzione della corrente esterna, si pud assumere che, almeno
al confine esterno dello strato, la componente di velocita parallela alla
parete sia molto pill importante della componente ad essa normale. Sotto
la medesima ipotesi di lenta variazione dello spessore dello strato limite,
si pud assumere pure che, entro tutto lo strato, le derivate prime e seconde
della velocita parallela alla parete, eseguite nella direzione della corrente,

siano molto minori delle analoghe derivate eseguite in direzione normale
alla parete.

= U, g

strale limite

A L v ; T X

Fig, 12.8. — Schema di strato limite laminare.

Adottato I’asse x parallelo ed equiverso alla v,, con origine sul bordo
d’attacco della lastra, e l’asse y normale alla lastra stessa, come indicato
in figura 12.8, queste ultime ipotesi si traducono nelle scritture

0,
ox

ov,
B

02,

ox?

0%y,
oy?

[ > (1], < <

>
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Infine, osservando che il moto & piano, si conclude che, per la zona
occupata dallo strato limite, I'equazione di Navier assume la forma

v, O, o,
v gy—z‘ =, 'a—x- -+ v, —87 .
Per il quadrante x >0, y>0, ed in termini della funzione % di La-
grange, la soluzione & del tipo

¥= \/vvaxf(y l WC) )
Essa rappresenta le velocita

v,= v’

17 VYl Ua '
w=5 ) RV —1).
Sostituendo, si controlla subito che la funzione incognita f deve soddi-
sfare ’equazione

" 1 o __
Ftff=0.

La f risulta poi completamente determinata dalle condizioni di aderenza
alla parete y =0

f0)=Ff©) =0,

e dalla condizione che, al crescere della distanza dalla parete, dove la v,
tende al valore v,, la f’ si riduca ad 1.

Il calcolo numerico, iniziato da Blasius nel 1908, conduce ai valori
riportati nella tabella 12.2; 'andamento delle velocita v, e v, & indicato
nella figura 12.9.

Intendendo che lo strato limite termini quando la v, differisce solo
dell’l % dalla velocita asintotica v,, il che avviene per

s
YV ™ 5,
si pud dire che lo spessore dello strato limite vale
v
Un ’
Cosi, lo strato limite nasce sul bordo d’attacco della lastra ed assume
uno spessore via via crescente con la radice della distanza dal bordo. Per
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TABELLA 12.2. — Funzioni impiegate nello studio dello strato limite laminare.

- T

y]/ % # I f »i I # f
VX X
0 . 0,3321 0 0 4,0 | 0,0642 0,9555 2,3058

0,2 0,3320 0,0664 0,0066 4,2 0,0505 0,9670 2,4981
0,4 0,3315 0,1328 0,0266 4,4 0,0390 0,9759 2,6924 .
0,6 0,3301 0,1989 0,0597 4,6 0,0295 0,9827 2,8883
0,8 0,3274 0,2647 0,1061 4,8 0,0219 0,9878 3,0853
1,0 0,3230 0,3298 0,1656 5,0 0,0159 0,9916 3,2833

1,2 0,3166 0,3939 0,2380 5,2 0,0113 0,9943 3,4819
1,4 0,3079 0,4563 0,3230 5,4 0,0079 0,9962 3,6809
1,6 0,2967 0,5168 0,4203 5,6 0,0054 0,9975 3,8803
1,8 0,2829 0,5748 0,5295 5,8 0,0037 0,9984 4,0799
2,0 0,2668 0,6298 0,6500 6,0 0,0024 0,9990 4,2796

2,2 0,2484 0,6813 0,7812 6,2 0,0016 0,9994 4,4795
2,4 0,2281 0,7290 0,9223 6,4 0,0010 0,9996 4,6794
2,6 0,2065 0,7725 1,0725 6,6 0,0006 0,9998 4,8793
2,8 0,1840 0,8115 1,2310 6,8 0,0004 0,9999 5,0793
3,0 0,1614 0,8461 1,3968 7,0 0,0002 0,9999 5,2793

3,2 0,1391 0,8761 1,5691 7,2 0,0001 1,0000 5,4793
3,4 0,1179 0,9018 1,7470 7,4 0,0001 1,0000 5,6792
3,6 0,0981 0,9233 1,9295 7,6 0,0000 1,0000 5,8792
3,8 0,0801 0,9411 2,1161 7,8 0,0000 1,0000 6,0792
4,0 0,0642 0,9555 2,3058 8,0 0,0000 1,0000 6,2792

v=1,14-10- m2 s71, come pud essere per 'acqua nelle normali condi-
zioni ambienti, e per v,= 1 ms~2, lo spessore dello strato limite & ancora
di soli 5 mm ad 1 m dal bordo d’attacco. Per l’aria, nella stessa situa-
zione, ma con » = 14,6-10-¢ m? s-%, si ha invece uno spessore terminale
di circa 19 mm.

Esternamente allo strato limite risulta

!t~ ~ ___ U._‘I.
RN PURST PR I

e percio la componente trasversale della velocitd tende qui al valore

v, = 0,86 %

non nullo. La presenza di questa velocita di allontanamento dalla parete ¢
connessa con il fatto che, al crescere di x, cresce lo spessore dello strato
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Ve
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Fig. 12.9. — Distribuzione delle velocitd entro lo strato limite laminare.

limite, ossia lo spessore della zona interessata da velocita longitudinali
ridotte. La stessa velocitd v, ¢ comunque cosi modesta rispetto a v, da
permettere di ritenere irrotazionale il moto all’esterno dello strato limite.

E immediato verificare, per contro, che le limitazioni per le compo-
nenti della velocita e per le loro derivate, poste alla base della teoria dello
strato limite, non sono piu soddisfatte in prossimita del bordo d’attacco,
quando x ¢ minore di circa »/v,. In questa zona, la teoria stessa non &
piu applicabile. Ma i risultati conseguiti per valori di x piu elevati con-
cordano bene con i rilievi sperimentali di velocita. Accordo ugualmente
soddisfacente si ¢ avuto per i valori delle forze tangenziali esercitate dallo
strato limite sulla parete lambita,




396 Strato limite 7 [Cap. 12

Lo sforzo trasmesso dal fluido alla lastra ¢

dv,] [ _ VT ,
[T—v,z]v=0= M [E]vﬂ)_ ev [ay]uﬂo— oU, E:x" [f ]v:0 s

si ha
"~ [f'l.e=0,332.
Se la lastra ha sviluppo L nella direzione x, la forza nel verso delle x cre-

scenti, F', complessivamente esercitata dal fluido su una faccia della lastra
per metro di larghezza vale

z — L
= = 2 1 .r..}.'..._ _— HV 'L
F f [T-yly-odx 0,3329051/% f Jrdr=ogsset ]/ L.
0 0
11 risultato & posto abitualmente nella forma
2
F'= Cro %L,

introducendo il coefficiente di resistenza C,, al quale compete il valore

Ce= 1,328 Vv"”

Naturalmente, se & richiesta la forza per unita di larghezza 2F’ esercitata
su entrambe le facce opposte della lastra, il coefficiente C, risulta rad-
doppiato. '

12.8. Attrito fra correnti laminari parallele.

Fenomeni analoghi a quelli che si svolgono presso una parete piana
lambita da una corrente ad essa parallela avvengono pure alla superficie
di separazione fra due correnti parallele a contatto reciproco.

Si pud pensare, ad esempio, a due correnti piane, separate fino ad
x =0 da una parete solida di spessore irrilevante collocata sul piano
y =0, come schematizzato in figura 12.10. Trascurando gli strati limite

-sviluppatisi a contatto con la parete, si ammette che le due correnti si

presentino uniformi sull’ascissa x = 0. Siano v,,, ¢, € #, la velocita lungo x,
la densita e la viscosita cinematica della corrente che attraversa il semi-
piano y>0; e siano v,,, gy, € », i-corrispondenti valori per la corrente in
transito-ove & y < 0. Si ammette inoltre che le densita e le viscosita cine-
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e —

01— ]

AT

Fig. 12.10. — Correnti parallele che giungono a contatto reciproco sviluppando uno strato limite
laminare.

matiche non dipendano da x, e che le componenti lungo I'asse x delle
velocita conservino i valori ora indicati anche al crescere dell’ascissa x,
purché l'ordinata y sia, in modulo, abbastanza elevata.

Nello strato limite che si forma intorno al semipiano x positivo, si
ritengono utilizzabili le equazioni approssimate

vy vy 0V
41 "a");"z”' =Un e 2% a_y 5
0%, v, Sy

HE T R Ty

in tutto analoghe a quelle viste nel caso della corrente che si muove paral-
lelamente ad una lastra piana. Ora i due strati limite, oltre che raccor-
darsi con le correnti indisturbate esterne, devono anche saldarsi fra loro.
Occorre percid che entrambe le velocita trasversali v,, e v,, siano nulle sul
semipiano positivo y =0, e che, sullo stesso semipiano, siano continui
gli sforzi tangenziali esercitati da ciascuna corrente sull’altra. Quest'ultima
condizione, che si traduce nella scrittura

y [@fz}] _ Bz
€11 ay 11':0_92”2 ay vmo’

implica una discontinuitd nei gradienti trasversali delle velocita lungo x,
quando i1 due fluidi hanno viscosita dinamiche ¢» differenti.
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L’uniformita delle ¢ consente di ricorrere ancora alle funzioni di cor-
tente di Lagrange per descrivere i campi delle velocita. Si verifica subito
che la coppia di soluzioni richieste & del tipo

Y= \/vlvale} (y Vm) ,

nX

— o
Yo = ‘/”zvuxfz (y -1) >

Vo X
purché le due funzioni f; ed f; soddisfino le equazioni indefinite
1t + _1_ f " — 0
1 2 i I
" + lf ] — 0
2 2 27z 3
abbiano derivate prime tendenti asintoticamente ai valori
v
f]{’: 1 > fZI': 2

Vay

per grandi distanze da y = 0, e siano in accordo con le condizioni di

avi o /3
wvi A

’17

NN

Q /
g / 0 0,5
Uy
) f/
N f’:;
4 I/vzx
—4
=65 0.2 04 0,6 0.8 1, v WO
o v

Fig. 12.11. - Velocita nello strato limite laminare prodotto da correnti parallele inizialmente uniformi.
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saldatura :
[fl]u=0: [f2]11=0= 0 P
o Vlfilieo= 0 Vnlfi] 0.

La figura 12.11 riporta le velocita longitudinali relative

Un ' Vs (2 / Va1

et o M )
ottenute con integrazioni numeriche. Tali funzioni, oltre che dal loro
argomento, dipendono solo dal rapporto g, V,/e; V', e da quello v,,/v,; .
L’uso nella figura di due diverse scale per le ordinate fa si che il rapporto
fra i coefficienti angolari delle due tangenti in y =0 a ciascuna curva
non si mantenga inalterato passando a scale reali, uniformi. Si & gia notato
in precedenza che i profili delle velocita longitudinali hanno un flesso su
y =0 quando i due fluidi presentano la medesima viscosita dinamica gw.
Per essere

g lal o Pt . o Va2 o a2

CVm Va1 v_ai U Uny Va1
dy PR AN 9y . Vo X
(> V«:;se) o))

vy X’
compare un flesso analogo nella figura in esame se e solo se, contempo-
raneamente, & pure vV = V%, ¢ quindi ¢, V,/0, Vv, = 1.

¥l

ST ———

Fig. 12.12. ~ Corrente uniforme che abbandona tangenzialmente una parete in corrispondenza di
uno spigolo vivo, trascinando in moto il fluido ambiente.
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Le curve tracciate in figura 12.11" per v,= 0 riguardano il caso di
una corrente avente velocitd di arrivo v,; che lambisce una massa fluida
altrimenti ferma. Sul semipiano x =0, y<0 puo essere allora collocata
una parete solida, come indicato in figura 12.12, ed i risultati esposti
riguardano percid anche il moto di una corrente che abbandona tangen-
zialmente uno spigolo vivo. Il valore 230 del parametro e,V fo, V¥ si -
presenta quando il fluido in arrivo & aria ed il fluido lambito & acqua.

12.9. Separazione dello strato limite.

Non sempre il moto in prossimitd di un corpo solido si svolge in
assenza di gradienti longitudinali di pressione diversi da quelli atti a
compensare 'effetto delle forze esterne di massa. Nel paragrafo 8.3 si &
visto, ad esempio, che una corrente ideale piana che investe normalmente
una lastra piana presenta pressioni in eccesso sul livello idrostatico via
via minori man mano che ci si allontana dal punto di ristagno. Per contro,
come si & osservato nello stesso paragrafo 8.3, nel caso del cilindro
circolare immerso in una corrente asintoticamente uniforme e normale
al suo asse l'eccesso di pressione a poppa aumenta progressivamente
quando ci si avvicina al punto di ristagno terminale.

L’esperienza mostra che un gradiente di pressione netta orientato in
modo da favorire il moto costipa sempre lo strato limite. Nel caso par-
ticolare della lastra piana investita frontalmente, il gradiente di pres-
sione & tale da impedire del tutto il progressivo aumento dello spessore
dello stratolimite, giustoil calcolo di Hiemenz riportato nel paragrafo 12.4.

Invece, un gradiente di pressione netta che contrasti il moto espande
sempre lo strato limite, giungendo pure, quando & abbastanza intenso,
ad allontanare dalla parete solida la corrente principale.

In quest’ultimo caso, si ha uno scollamento dello strato limite dalla

Fig. 12.13. - Distacco della corrente da una parete,
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parete e la formazione, piu a valle, di un nuovo strato limite con velo-
cita contrarie a quelle di partenza. Nascono cosi due zone distinte, sepa-
rate dalla linea di corrente che si distacca dalla parete nel punto d’inver-
sione della velocita longitudinale. La situazione ¢ quella schematizzata
in figura 12.13.

Basandosi soltanto sulle informazioni generali acquisite per via spe-
rimentale, la collocazione del punto di distacco della vena si presenta
evidente a priori solo in pochi casi: ad esempio, in corrispondenza di
uno spigolo vivo e convesso della parete deve avvenire un distacco di
vena. Casi del genere sono gia stati presi in esame nei paragrafi 11.3 ed
11.4, a proposito dell’efflusso da un’apertura di un serbatoio o dell'im-
bocco di una condotta.

Ma quando mancano spigoli di questo tipo la posizione del punto
di distacco dipende, fra I’altro, dall'andamento generale del moto, e non
pud essere indicata disgiuntamente dall’esame globale del moto stesso:
nell’esempio del cilindro investito dalla corrente uniforme il punto di
scollamento pud spostarsi avanti od indietro, lungo la circonferenza, a
seconda dei valori assunti dalla velocitid della corrente in arrivo, dal dia-
metro del cilindro e dalla viscositad cinematica del fluido.

Difficolta analoghe sono legate alla collocazione dell’eventuale punto
di riattacco della vena alla parete, ed-alla determinazione dell'ampiezza e
della forma della sacca di fluido che la vena separata racchiude a valle,
escludendola dal moto d’insieme. Una situazione tipica & schematizzata
nella figura 12.14.

Fig. 12,14, — Corrente che aderisce di nuovo alla parete.

In ogni caso i fenomeni di separazione dello strato limite dipendono
sempre dal verso generale del moto. Affinando lo schema di fluido ideale
con la considerazione dei fatti connessi allo strato limite si possono percio
aggirare le difficoltad d’impiego del puro schema di fluido ideale dovute
alla reversibilitd di questi tipi di moto, cui si & fatto cenno nel para-
grafo 7.7.
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12.10. Strato limite turbolento.

Il campo di moto entro lo strato limite puo risultare modificato, oltre
che da fenomeni di distacco della vena del genere ‘considerato nel para-
grafo che precede, anche dal passaggio del deflusso dal regime laminare a
quello turbolento, per trasformazioni analoghe a quelle viste nel para-
grafo 10.1.

Ad esempio, nel caso della corrente di velocita v,, inizialmente. uni-
forme, che lambisce una lastra ad essa parallela, come nel problema esa-
minato nel paragrafo 12.7, l’esperienza mostra che lo strato limite si
mantiene laminare solo finché il numero di Reynolds

__ X
v

Re

definito con la distanza x dal bordo di attacco, resta inferiore ad un livello
compreso nell’intervallo
Reyy, = 3-10°+3-10¢,

livello che & tanto maggiore quanto meno intensa & la turbolenza gia pre-
sente nella corrente in arrivo.

Per numeri di Reynolds piu alti del valore critico, inizia lo sviluppo
di turbolenza entro lo strato limite. Il processo, di norma, si conclude
quando il numero di Reynolds supera il valore

Re =~ 108

anche se permane ancora, a contatto con la parete solida, un substrato
di spessore estremamente ridotto, entro il quale il moto, almeno in forma
sporadica, ¢ ancora dominato dalle tensioni viscose. Questo substrato
residuo & comunque destinato ad essere distrutto dalla turbolenza quando
il numero di Reynolds cresce ulteriormente. La situazione generale & sche-
matizzata in figura 12.15.

Un’analisi completa del moto turbolento di strato limite in base ai
principi generali della meccanica dei fluidi viscosi presenta le difficolta
gia esposte nel paragrafo 10.6. Cid che pud essere ottenuto abbastanza
agevolmente & un legame fra lo spessore assunto dallo strato limite e la
resistenza complessiva trasmessa alla parete, assumendo in partenza una
distribuzione lungo la normale alla lastra delle velocita medie longitudi-
nali ricavata per via sperimentale, e ricorrendo poi al teorema della quan-

tita di moto.
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strato limite turbolento

strato limite faminare

et soltostrato dominato dalla viscosita

Fig. 12.15. — Passaggio dallo strato limite laminare a quello turbolento.

Se si fissa I'attenzione sul volume di controllo indicato con tratteggio
nella figura 12.15, e se si ammette che la densita resti sempre ed ovunque
costante, e che le pressioni siano distribuite con legge idrostatica, il risul-
tante delle forze esterne per unita di sviluppo della lastra in direzione
normale a v, si riduce alla forza di modulo F'(x) esercitata in direzione x,
ma in verso contrario, dalla lastra sulla corrente.

La portata di quantitd di moto uscente dal volume di controllo attra-
verso la sua sezione terminale ha componente nella direzione e nel verso x
pari a

k2%
2
Of evzdy,

sempre con riferimento all’unita di sviluppo trasversale della lastra. Ana-
logamente, attraverso il lembo libero dello strato limite, di ordinata y,(x),
versore normale interno n, ed area A’ per unitd di sviluppo trasversale,
esce una portata di quantita di moto con componente lungo x pari a

—[eulv(y) nlda’ .

In condizioni di moto stazionario, I'equazione globale di continuita
assicura che

o0 mda=u.ay.

ya

Cosi, la portata complessiva di quantita di moto uscente in direzione x
dal volume di controllo pud essere espressa nella forma

2%
Q= — QJ‘U:c(Da"‘ v,)dy.
0






