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Meccanica Quantistica

[’evoluzione temporale della funzione d’onda (e dunque del
sistema fisico da essa rappresentato) ¢ data dall’equazione:

17 E Y = H\|I Equazione Di Shrodinger

In cut H ¢ loperatore Hemiltoniano, ovvero l'operatore
quantistico assegnato all’espressione classica dell’energia
totale del sistema considerato

Per 1 sistemi1 conservativi:

HY = EYW




La Meccanica Quantistica:
alcuni esempi




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Caso di una particella libera di massa m (caso
unidimensionale)

La sua energia potenziale ¢ nulla

Quale sara la sua equazione agli autovalori?

2 2 2
£ -g =P oy d (56)

2m 2m dx?

h° d%y(X) 7° d%y(x)
— =Ey(X)=
2m  dx? y(X) 2m  dx?

+Ew(x)=0

Quest’equazione che tipo di soluzioni ammette?
v, (X) = Acos(kx)
v, (X) = Bsin(kx)




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Esempiol
v, (x) = Acos(kx)
ne dy(x)

2m  dx?
2

_ I ake cos(kx) + EAcos(kx) =0

+Ew(x)=0

2m
_[2mE _VJ2mE /

K= 5 =~ )

In perfetto accordo con la lunghezza d’onda ricavata da de Broglie

(34)

Solo che qui ci stamo arrivati senza alcuna considerazione a priori,

5

ma utilizzando il formalismo della meccanica quantistica



Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Quanto vale 'energiar

w (X) = Acos(kx)

Non ¢ 'unica funzione d’onda ammissibile!
Anche

v, (x) = Bsin(kx)

E otterremmo lo stesso risultato, sia per k che,
ovviamente, petr E




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Piu in generale, possiamo affermare che Iintegrale
generale in questo esempio specitico ¢ della forma:

w (X) = Acos(kx) + Bsin(kx) (58)

Il che wvuol dire che Pequazione d’onda di una
particella libera ¢ rappresentata da un’onda piana ad
ampiezza costante in tutto lo spazio.

Inoltre, avendo detto che tale funzione d’onda e una
funzione complessa, ponendo A=1 e B=i

w (X) = cos(kx) +isin(kx) = e™ (59)
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Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Caso di una particella confinata.

Considertamo ora il caso di una “particella in una
scatola”, ovvero quello di una particella di massa m
confinata in una “buca di potenziale” di larghezza L e di
pareti di potenziale infinitamente alte.

+ 100 +00

Vo= D Vo= H0

$(x)=0¥x <0 fel(x)=0Vx>1




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Facciamo alcune consideraziont:
* Il potenziale ¢ infinito per x = 0 e perx = LL

* Il potenziale ¢ nullo per 0 <x <L

Cosa significa questo?

Ragionevolmente la funzione d’onda al di fuori di tale
intervallo e nulla!

Probabilita di trovare la particella al di fuori della buca ¢
nulla!

All'interno della buca la particella si comporta come una
particella libera, non ¢ soggetta ad alcuna forza.

Abbiamo pero delle condizioni al contorno




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

D’integrale dell’equazione ovvero la funzione d’onda

allinterno della buca avra sempte soluzione:
w (X) = Acos(kx) + Bsin(kx)
w(0)=0= Acos(0)=0= A=0
w(L)=0= Bsin(kL) =0

KL=nrx

B=0 soluzione non accettabile

Dalla (57) <«
J2mE,
h

L=nx




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

B, ¢ 'energia della particella confinata nella buca
Da tale relazione st puo evincere che:

in una buca di potenziale avente spessore L una particella
non puo assumere tutti i valori di energia, ma solo
valori discreti

S1 ¢ gilunti, senza alcuna assunzione ad hoc, ma
semplicemente tramite lo schema concettuale della

meccanica quantistica, ad wuna condizione di
DISCRETIZZAZIONE DELLO SPETTRO DI

ENERGIE DI UN SISTEMA FISICO. !




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

W (X) = Bsin(”T” X)

/1_2_7z_h_ h 2L
k P 2mE N

n

Funzione d'onda ¥




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

W (X) = Bsin(nTﬂ X)

[CACE

[ . ,N7
= szsinz—xdx=
S L

off

[w*(0=1 ¢  funsioni

normalizzate!

Cerchiamo 1l wvalore di B che
normalizza la funzione.




Meccanica Quantistica: alcune applicazioni

Notate che per la particella libera tutte le energie erano
permesse, perché non c’erano restrizioni: la particella
libera puo avere qualsiasi energia cinetica (si ¢ Visto
che per esempio l'elettrone viene accelerato inizialmente
da una differenza di potenziale, che puo essere scelta
arbitrariamente)

Viceversa, per la particella nella scatola le condizioni
al contorno impongono restrizioni alle funzioni d’onda e
quindi all’energia, che € ora quantizzata. Appare per la
prima volta un numero quantico, che ¢ il numero
mnteron =1,23. ..




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale

Consideriamo 1l caso di un elettrone libero che st muove
verso un gradino di potenziale

V(®)

elettrone
di energia E

.% . gradino di potenziale
i dialtezzaE

assc X




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale

Distinguiamo due cast
1) E<E,
2) E>E,

Scriviamo l’equazione di Schroedinger associata al
problema

LV () =Ep ()
X

V() =0 se x<()
V) =E, sex=0




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale
Caso1E <E,

Per x<0 l’elettrone si propaga come una particella libera

alla quale puo sovrapporsi un’onda riflessa, abbiamo che

la soluzione dovra essere del tipo:

v, (X) = Ae™ + Be ™

v,(X) =Ew,(x)

“(E-Ey) lv,(x)=0

hZ
E-E, <0




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale

Poniamo:

o € un numero reale
pOositivo
d2
dx?
w,(x)=Ce™
accettibile

W, (X)— o'y, (x) =0

Probabilita non nulla di trovare P’elettrone a destra
del gradino! :




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale

Imponiamo ora le condizioni di raccordo sia sulla
funzione d’onda che sulla sua dertvata prima

Per E <E,

v,(0) =w,(0)

dy,(0) _ dy,(0)
dx dx

Otteniamo 1l seguente sistema:

A+B=C
IKA —1kB = —aC




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale
_(k+a)A

k-«

_ 2IkaA

k-

w, (X) = A|:eikx = ('k + ) eikx:|

B

C

IK — o
21KA
W, (X) = - e
K — o
La probabilita che Pelettrone oltrepassi il gradino ¢ data da | vy | 2

w,|” =[C[ e




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale
Secondo le leggoi della meccanica quantistica

Esiste una probabilita non nulla che Pelettrone
attraversi il gradino di potenziale

LLa funzione d’onda trasmessa tende a decrescere
allontanandosi da x=0, e alPaumentare di «

Per E,= ’onda trasmessa ¢ nulla

wo|” =|Cl e

‘ Vix)

e
V'l

x=0




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale
Caso E>E,

Per x<0 la trattazione ¢ identica

w,(x) = Ae"™ + Be™™

Per x20 equazione diventa

j y,(X) + Py, (X) = O
X

3 ¢ un numero reale
POSItivO




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale

Imponiamo ora le condizioni di raccordo sia sulla
funzione d’onda che sulla sua dertvata prima

Per E > E,

v,(0) =w,(0)

dy,(0) _ dy,(0)
dx dx

Otteniamo:




Meccanica Quantistica: gradino di potenziale

ke

V' C\z
T = 2
V| Al

K+ 5

_ B[ 2k

kK| k+ /3

Consideriamo il coefficiente di
riflessione

Secondo le leggi della meccanica quantistica esiste una
probabilita non nulla che Pelettrone venga riflesso dal
gradino di potenziale, anche se la sua energia ¢ maggiore*




Meccanica Quantistica: barriera di potenziale

Consideriamo 1l caso di un elettrone libero che
incontra una barriera di potenziale come quella in
figura

V(x)

b
elettrone di I

nergia E | . . .
energ . barriera di potenziale

._> : di altezza E 0

'

barriera di
spessore a

Ancora una volta, equazione associata e:

v (X) = Ey(x)




Meccanica Quantistica: barriera di potenziale

In questo caso

V() =0 x <0
Vx)=E, 0=x=a
V() =0 X>a
Caso E <E,
(X)) = Ae
v, (X) =Ce” + De™™
w,(X) = Fe'? 4 Ge '

ik X —ik X

+ Be

La componente +ox esiste
perché in questo caso la
barriera ¢ di larghezza finita,
al  contrario del caso
precedente

Si puo pero dimostrare che
C<<D > solo
smorzamento

Inoltre non ho particelle che

vengono da destra 2 G=0
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Meccanica Quantistica: barriera di potenziale

Facciamo alcune considerazioni

La componente +ax (all’interno della barriera)
esiste perché in questo caso la barriera ¢ di larghezza
finita, al contrario del caso precedente.

La soluzione per x>a ha un’ampiezza F inferiore ad
A perché vi sara in parte riflessione dell’onda incidente
¢ in parte smorzamento all’interno della barriera

Anche in questo caso posso ricavarmi i valori delle
costanti imponendo le condizioni di raccordo




Meccanica Quantistica: Effetto Tunnel

Dobbiamo capire se ¢ possibile che una particella
fuoriesca dal gradino di potenziale

A noi in realta interessa determinare A ed I e il loro
rapporto e vedere che esiste un coefficiente di
trasmissione diverso da 0 e che aumenta a diminuire
dello spessore della barriera

B Aik e %@ N 4ik ore—*"® o202
A (a+ik)’e*® —(a—ik)“e**® (o +1ik)?

T _ ||:|2 ~|: 40!k :|e4a'a

_|A|2 ~ 052+k2




Meccanica Quantistica: Effetto Tunnel

Secondo le leggi della meccanica quantistica esiste
una probabilita non nulla che un elettrone (qualsiasi
particella materiale) con energia inferiore alla
barriera di potenziale, possa superare tale barriera

EFFETTO TUNNEL

V(x)

ASSE X

\ AN
VUV




Meccanica Quantistica: barriera di potenziale
Caso E > E,

v, (X) = Aeikc | Beikx

w, (X) =Ce” 4+ De '

W, (X) = Eeikx

Per le leggi della meccanica quantistica esiste una
probabilita non nulla che ’onda venga riflessa dalla

barriera di potenziale
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Meccanica Quantistica: barriera di potenziale

Anche in questo caso, imponendo le condizioni al contorno
posso ricavarmi 1 coetficienti A ed F e calcolare 1l coetficiente di

trasmissione T=F/A
Esistono dei valori di F dell’elettrone incidente per i quali la
barriera ¢ trasparente!

Coefficiente di trasmissione

SEg Energia elettrone incidente




Microscopia a Effetto Tunnel

La superficie del campione viene analizzata tramite una sonda

Un movimentatore piezoelettrico funziona da trasduttore e serve a
muovere il campione rispetto alla punta, o viceversa, nel modo
desiderato. Al fine di poter raggiungere la risoluzione atomica esso deve
essere in grado di eseguire degli spostamentt con la precisione
dell’Angstrom.

Il segnale ricavato dall’interazione sonda-campione permette di ottenere
informazioni sulla morfologia del campione

contirol voltages for piezotube

tunneling
current distance control
amplifier  and scanning unit

with electrodes

piezoelectric tube

data processing
and display

tunneling
voltage

Interazione punta-campione:
Cotrente di tunneling = Scanning Tunneling Microscopy (STM)




