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PREFAZIONE

Questa dispensa tratta alcuni

aspetti della trasformazione di
Legendre in modo più elementare

rispetto ai testi in circolazione,
che il Lettore potrà consultare

per approfondire l’argomento.

SINTESI

La trasformazione di Legendre è

un’operazione che fa passare da
una data funzione convessa ad una

altra funzione, ancora convessa,

detta “trasformata”, che può es-
sere più adatta per determinati

scopi.

Ad esempio, la trasformazione

di Legendre in meccanica raziona-

le fa passare dalla lagrangiana
L(q, q̇, t) alla hamiltoniana H(p, q,
t).

Di conseguenza, le equazioni dif-

ferenziali del moto (che sono del
secondo ordine) diventano del pri-

mo ordine al prezzo di raddoppia-

re di numero.

È anche possibile ritornare in-

dietro alla funzione data appli-
cando la trasformazione inversa.

Una notevole proprietà della

trasformazione di Legendre è che
la sua trasformazione inversa è la

medesima trasformazione: in al-
tri termini, la trasformata della

trasformata è la funzione inizia-

le.

TRASFORMATA DI LEGENDRE DI

UNA FUNZIONE DI UNA VARIA-
BILE

Seguiremo, inizialmente, un’im-
postazione ispirata al libro di Ar-

nold [A]. Un’altra definizione del-

la trasformata di Legendre sarà
presentata a pag. 7.

Consideriamo una funzione f ∈
C2((a, b)), con −∞ ≤ a < b ≤ +∞,

e supponiamo che sia strettamen-
te analiticamente convessa, cioè

f ′′(x) > 0 per ogni x ∈ (a, b).

Di conseguenza, la derivata pri-

ma f ′(x) è continua e strettamen-
te crescente, quindi la sua imma-

gine è un intervallo, che indichia-
mo con (c, d). Inoltre per ogni m

∈ (c, d) esiste un unico punto x0 ∈
(a, b) tale che

m = f ′(x0). (1)

Geometricamente, esiste un unico

punto di tangenza x0 ∈ (a, b) dove
la retta tangente al grafico di f

ha per coefficiente angolare pro-
prio m.

La trasformata di Legendre di

f risponde alla domanda: dato m,
quanto vale il termine noto q di

quella retta?

Più precisamente, la trasfor-
mata di Legendre della funzione

f(x) è la funzione

f ∗(m) = −q(m)

dove il segno meno garantisce che

anche quest’ultima funzione è con-

vessa.
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ESEMPIO 1

Poniamo f(x) = ax2, con a ∈ (0,+∞),
e cerchiamo di esprimere −q(m).

Fissato m ∈ (−∞,+∞), il punto

x0 in cui il coefficiente angolare

della retta tangente vale m è

x0 =
m

2a

e l’equazione di tale retta è

y = m (x− x0) +
m2

4a
.

Il termine noto è dunque

q = −mx0 +
m2

4a
= −

m2

4a
.

Si conclude che la trasformata di
Legendre di ax2 è la funzione

f ∗(m) =
m2

4a
. (2)

Si noti che quest’ultima funzione

è ancora strettamente analitica-

mente convessa.

Ponendo a = 1/2 si trova, inol-

tre, che la trasformata di x2/2
è ancora x2/2: infatti la lettera
che denota la variabile indipen-

dente si può scegliere a piacere.

Sviluppando quest’ultima idea,
cerchiamo ora la trasformata di

x2/(4a): basta scrivere 1/(4a) al po-
sto di a nella (2).

Cos̀ı facendo, si trova che la

trasformata di x2/(4a) è ax2.

Si constata, dunque, che tra-

sformando due volte la funzione

ax2 si riottiene la stessa funzione.

TRASFORMATA DI LEGENDRE DI

UNA FUNZIONE DI N VARIABILI

Consideriamo un aperto connes-
so Ω ⊂ R

N , ed una funzione f ∈

C2(Ω) strettamente analiticamen-
te convessa, cioè avente matrice

hessiana D2f(x) definita positiva
per ogni x ∈ Ω.

Tali ipotesi, tramite il teorema

dell’applicazione inversa, implica-
no che l’immagine della funzione

∇f(x) è un aperto connesso di RN ,
che indicheremo con B.

Inoltre, per ogni vettore p =
(p1, . . . , pN) ∈ B esiste un unico pun-
to x0 ∈ Ω tale che

∇f(x0) = p. (3)

Geometricamente, esiste un unico
punto x0 ∈ Ω dove il piano tan-

gente al grafico di f ha equazione
della forma

z =
N
∑

i=1

pi xi + q (4)

La trasformata di Legendre di f
risponde alla domanda: dato p,

quanto vale il termine noto q ?

Più precisamente, la trasfor-
mata di Legendre della funzione

f(x) è la funzione

f ∗(p) = −q(p)

dove il segno meno garantisce che

anche quest’ultima funzione è con-

vessa.
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ESEMPIO 2

Poniamo f(x) = a ‖x‖2, con a ∈

(0,+∞), e cerchiamo di esprimere
−q(p).

Fissato p ∈ R
N , il punto x0 in cui

l’equazione del piano tangente ha

la forma (4) è

x0 =
p

2a

e l’equazione di tale piano è

z = p · (x− x0) +
‖p‖2

4a
.

Il termine noto è dunque

q = −p · x0 +
‖p‖2

4a
= −

‖p‖2

4a
.

Si conclude che la trasformata di
Legendre di a ‖x‖2 è la funzione

f ∗(p) =
‖p‖2

4a
.

Questo esempio è particolarmente

significativo perché l’energia ci-
netica 1

2
m‖v‖2 di un punto mate-

riale di massa m è una funzione
della forma a ‖x‖2 con a = 1

2
m e

x = v.

L’energia cinetica, a sua volta,
interviene nell’espressione della

lagrangiana, che è proprio la fun-
zione tipicamente soggetta a tra-

sformazione di Legendre in mec-
canica.

ESEMPIO 3

Estendiamo l’esempio preceden-
te considerando la forma quadra-

tica f(x) = xAx
T , dove x è un vet-

tore riga, xT è il suo vettore tra-

sposto (colonna), e A è una matri-
ce simmetrica e definita positiva.

Indicate con aij le componenti del-
la matrice A, possiamo scrivere

f(x) =
N
∑

i,j=1

aij xi xj.

Con le usuali regole di derivazio-

ne, si trova

∂f

∂xk
=

N
∑

i,j=1

aij (δik xj + xi δ
jk)

essendo δij il delta di Kronecker.

Sfruttando la simmetria di A, si
ottiene

∂f

∂xk
= 2

N
∑

i=1

aki xi.

Quindi, fissato p ∈ R
N , il punto x0

in cui l’equazione del piano tan-

gente ha la forma (4) è dato da

x
T
0
=

1

2
A−1

p
T

dove A−1 denota la matrice inver-
sa di A. L’equazione del piano tan-

gente in x0 è

z = p · (x− x0) +
1

4
pA−1

p
T .

Il termine noto è dunque

q = −
1

4
pA−1

p
T .

Si conclude che la trasformata di

Legendre di xAx
T è la funzione

f ∗(p) =
1

4
pA−1

p
T .
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RELAZIONE FRA UNA FUNZIO-

NE E LA SUA TRASFORMATA

Consideriamo un aperto connesso

A ⊂ R
N , ed una funzione f ∈ C2(A)

avente matrice hessiana D2f(x) de-
finita positiva per ogni x ∈ A.

Fissato un vettore p nell’imma-

gine B dell’applicazione ∇f , cer-
chiamo il termine noto q dell’e-

quazione del piano tangente (4).

Il punto di tangenza è l’unico

punto x0 ∈ A che soddisfa la (3).

L’equazione del piano tangente

è pertanto

z = p · (x− x0) + f(x0)

ed il termine noto è

q = −p · x0 + f(x0).

Indicata con f ∗(p) la trasformata
di Legendre di f(x), possiamo quin-

di scrivere

f ∗(p) = p · x0 − f(x0) (5)

essendo x0 il punto individuato dal-
la (3). Questa relazione, mol-

to usata in pratica, non fornisce,
tuttavia, un’espressione esplicita

di f ∗(p) perché resta da determi-
nare x0.

L’espressione esplicita di f ∗(p),
in generale, è difficile da trova-

re.

Alcuni casi significativi in cui vi

si riesce sono descritti, ad esem-
pio, nei paragrafi precedenti e nei

testi [A], [FM] citati in bibliogra-

fia.

CAMBIAMENTO DI VARIABILI

Da ora in avanti scriveremo x

in luogo di x0, per semplicità, co-
sicché la (3) diventa

p = ∇f(x). (6)

Derivando ambo i membri si trova
( ∂pi
∂xj

)

= D2f(x)

dove il primo membro rappresenta
la matrice jacobiana della funzio-

ne (6), ed il secondo membro è la

matrice hessiana di f .

Essendo quest’ultima una matrice
invertibile per ipotesi, il teore-

ma della funzione inversa garan-
tisce l’esistenza di una funzione

x = x(p), inversa della (6), la cui
matrice jacobiana è

( ∂xi
∂pj

)

= (D2f(x))−1, (7)

cioè la matrice inversa di D2f(x).
Si intende che il primo membro va

calcolato in un punto p, ed il se-
condo in un punto x legati fra lo-

ro dalla relazione (6).

La corrispondenza biunivoca isti-

tuita dalla (6) viene spesso chia-
mata “cambiamento di variabili”:

si badi che tale cambiamento di-
pende dalla particolare funzione

f che si intende trasformare.

Per contro, i cambiamenti di va-
riabili più familiari, come ad esem-

pio il passaggio da coordinate car-
tesiane a coordinate polari, non

dipendono dalla funzione conside-

rata.
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GRADIENTE ED HESSIANA DEL-

LA TRASFORMATA DI LEGEN-
DRE

Riscriviamo la relazione (5) come

f ∗(p) = p · x− f(x) (8)

=
(

N
∑

i=1

pi xi

)

− f(x).

Poiché sappiamo che x è una fun-

zione di p, ed è regolare, derivan-

do rispetto a pj troviamo

∂f ∗

∂pj
=

N
∑

i=1

(

δij xi + pi
∂xi
∂pj

)

−

N
∑

i=1

∂f

∂xi

∂xi
∂pj

.

Ricordando che pi = ∂f/∂xi per la

(6), si conclude che

∂f ∗

∂pj
= xj

e, per l’arbitrarietà di j, possiamo

scrivere

∇f ∗(p) = x. (9)

Abbiamo dunque stabilito una
relazione reciproca rispetto alla

(6). Derivando ancora una volta,
e tenendo conto della (7), si con-

clude che

D2f ∗(p) = (D2f(x))−1. (10)

Poiché la matrice D2f(x) è defini-

ta positiva per ipotesi, ne segue
che anche D2f ∗(p) lo è, e quindi

la trasformata f ∗ è strettamente

analiticamente convessa.

DEFINIZIONI ALTERNATIVE

La definizione adottata alle pa-

gine 3 e seguenti è ispirata al li-
bro di Arnold [A]. Spesso si utiliz-

za, invece, la seguente definizio-
ne, suggerita dalla relazione (8).

Consideriamo un aperto connesso

A ⊂ R
N , ed una funzione f ∈ C2(A)

avente matrice hessiana D2f(x) de-
finita positiva per ogni x ∈ A.

Essendo D2f definita positiva per

ipotesi, la funzione

p = ∇f(x) (11)

è iniettiva. In altri termini, indi-
cata con B l’immagine di tale fun-

zione, per ogni p ∈ B esiste un
unico x ∈ A che soddisfa la (11),

dunque resta definita una funzio-
ne x = x(p).

La trasformata di Legendre della

funzione f è la funzione f ∗ data da

f ∗(p) = p · x(p)− f(x(p)).

Questo approccio è quello segui-
to, ad esempio, nel testo di Fasano

e Marmi [FM].

È anche possibile definire la

trasformata di Legendre di fun-

zioni prive delle derivate secon-
de, procedendo come nel libro di

Brézis [B].
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TRASFORMAZIONE INVERSA

Consideriamo un aperto connesso

A ⊂ R
N , ed una funzione f ∈ C2(A)

avente matrice hessiana D2f(x) de-
finita positiva per ogni x ∈ A.

Dalla (10) sappiamo che la fun-

zione f ∗(p) è strettamente analiti-

camente convessa, dunque ammet-
te a sua volta una trasformata di

Legendre f ∗∗.

Per la (9), i valori del gradien-

te ∇f ∗ sono i punti x ∈ A, dun-

que denoteremo con x la variabi-
le da cui dipende f ∗∗, e scriveremo

f ∗∗(x).

Per esprimere f ∗∗(x) appliche-

remo la relazione (8) alla funzio-

ne f ∗ in luogo di f . Tenendo conto
della (9), la (8) porge

f ∗∗(x) = x · p− f ∗(p).

Abbiamo dunque ottenuto un’uti-
le rappresentazione della funzio-

ne f ∗∗(x). Sostituendo in essa l’e-
spressione di f ∗(p) data dalla (8),

si giunge alla notevole conclusio-
ne che

f ∗∗(x) = f(x).

Dunque la trasformazione inversa

della trasformazione di Legendre
è la stessa trasformazione.

Si badi che vi sono semplici fun-
zioni di una variabile che hanno la

stessa proprietà: ad esempio ϕ(x)
= x ha la proprietà che ϕ(ϕ(x)) = x,
come pure ϕ(x) = 1/x e ϕ(x) = −x+q

per ogni q ∈ R.

TRASFORMATA DI FUNZIONI

CHE DIFFERISCONO PER UNA
COSTANTE

Consideriamo un aperto connesso

A ⊂ R
N , ed una funzione f ∈ C2(A)

avente matrice hessiana D2f(x) de-
finita positiva per ogni x ∈ A.

Cerchiamo la trasformata di Le-
gendre della funzione

g(x) = f(x) + C,

essendo C una costante arbitra-
ria. La matrice hessiana di g è

uguale a quella di f , dunque è de-
finita positiva. Pertanto la fun-

zione g è trasformabile.

Al variare di x in A, il gradien-
te di g(x) e quello di f(x), essendo
uguali, descrivono lo stesso insie-
me B.

Inoltre, per ogni p ∈ B, il pun-

to x ∈ A tale che ∇g(x) = p è lo
stesso punto dove ∇f(x) = p.

Applicando la relazione (8) al-

la funzione g, troviamo

g∗(p) = p · x− (f(x) + C).

Confrontando quest’ultima rela-

zione con la (8), si conclude che

g∗(p) = f ∗(p)− C.

Dunque la somma di una costante
C alla funzione f provoca la sot-

trazione della stessa costante al-
la trasformata di Legendre.
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ESEMPIO 4

Consideriamo la funzione

L(q, q̇, t) = K(q̇)− V (q, t) (12)

dove K è strettamente analitica-
mente convessa, e V è una funzio-

ne arbitraria.

Per il momento, il simbolo q̇ =
(q̇1, . . . , q̇N) denota N variabili indi-

pendenti.

Solo alla fine di questa dispen-
sa prenderemo in considerazione

le derivate di q1, . . . , qN rispetto
a t.

Fissate le variabili q, t, il valo-

re di V (q, t) resta costante, e pos-
siamo applicare quanto visto nel

paragrafo precedente.

Dunque la trasformata di Le-
gendre di L(q, q̇, t) rispetto alle

variabili q̇1, . . . , q̇N è la funzione

K∗(p) + V (q, t), (13)

dove K∗ è la trasformata di Le-

gendre di K.

TRASFORMATA RISPETTO AD

ALCUNE VARIABILI

Estendiamo l’esempio precedente
prendendo in considerazione una

funzione L che dipende in modo
arbitrario dalle variabili (q, q̇, t),
e non ha necessariamente la for-
ma (12).

Una qualunque funzione L(q, q̇, t)
diventa una funzione delle sole
variabili (q̇1, . . . , q̇N) se si pensano

fissate tutte le altre.

Se, dunque, la funzione L è stret-
tamente analiticamente convessa

rispetto alle variabili (q̇1, . . . , q̇N)
per ogni valore fissato di (q, t), es-
sa è trasformabile.

La trasformata di Legendre, cos̀ı
ottenuta, dipende non solo dalle

variabili (p1, . . . , pN), ma anche dai
particolari valori che sono stati

assegnati ai parametri (q, t), e per-
ciò è una funzione di (p, q, t).

Con riferimento alla meccani-

ca, chiameremo tale funzione “ha-
miltoniana”, e la indicheremo con

H(p, q, t). Chiameremo “lagrangia-
na” la funzione L(q, q̇, t).

Antonio Greco – La trasformata di Legendre – Pag. 9



DERIVATE PARZIALI DELL’HA-

MILTONIANA

Fra l’hamiltoniana e la lagran-
giana sussiste, in conseguenza del-

la (8), la seguente relazione:

H(p, q, t) = p · q̇ − L(q, q̇, t) (14)

a patto di prendere p = ∇q̇L(q, q̇, t),
intendendosi con ciò che

pi =
∂L

∂q̇i
(q, q̇, t) per ogni i. (15)

Per effetto della (9), sussiste

inoltre la relazione

∇pH(p, q, t) = q̇. (16)

Le altre derivate parziali dell’ha-

miltoniana si trovano facilmente

derivando la (14):

∇qH(p, q, t) = −∇qL(q, q̇, t), (17)

∂H

∂t
(p, q, t) = −

∂L

∂t
(p, q, t).

EQUAZIONI DI HAMILTON

Consideriamo ora una funzione

q = q(t) soddisfacente le equazioni
di Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇i
−

∂L

∂qi
= 0 (18)

dove L(q, q̇, t) è una funzione tra-
sformabile rispetto alle variabi-

li q̇i, e indichiamo con H(p, q, t) la
corrispondente hamiltoniana.

Sostituendo al secondo membro

della (15) la funzione q(t) e la sua
derivata q̇(t), andiamo a definire

la funzione

p(t) = ∇q̇L(q(t), q̇(t), t).

In questo modo il punto (p(t),
q(t), t) è, per ogni t, proprio quello

che la teoria sin qui svolta fa cor-
rispondere al punto (q(t), q̇(t), t).

Pertanto la relazione (16) con-
tinua a valere ponendo p = p(t),
q = q(t) e q̇ = q̇(t), cioè possiamo
scrivere

q̇(t) = ∇pH(p(t), q(t), t). (19)

La derivata di p(t), invece, si legge
dalla (18) e, vista la (17), è data
da

ṗ(t) = −∇qH(p(t), q(t), t). (20)

Le equazioni (19)-(20) costitui-

scono un sistema di 2N equazioni
scalari del primo ordine, equiva-

lenti alle (18) e dette equazioni
di Hamilton in onore di Sir Wil-

liam Rowan Hamilton (1805–1865).
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