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PREFAZIONE

QUESTA DISPENSA TRATTA ALCUNI
ASPETTI DELLA TRASFORMAZIONE DI
LEGENDRE IN MODO PIU ELEMENTARE
RISPETTO Al TESTI IN CIRCOLAZIONE,
CHE IL LETTORE POTRA CONSULTARE
PER APPROFONDIRE L’ARGOMENTO.

SINTESI

LA TRASFORMAZIONE DI LEGENDRE E
UN’OPERAZIONE CHE FA PASSARE DA
UNA DATA FUNZIONE CONVESSA AD UNA
ALTRA FUNZIONE, ANCORA CONVESSA,
DETTA “TRASFORMATA”, CHE PUO ES-
SERE PIU ADATTA PER DETERMINATI
SCOPI.

AD ESEMPIO, LA TRASFORMAZIONE
DI LEGENDRE IN MECCANICA RAZIONA-
LE FA PASSARE DALLA LAGRANGIANA
L(q,q,t) ALLA HAMILTONIANA H(p,q,

).

D1 CONSEGUENZA, LE EQUAZIONI DIF-
FERENZIALI DEL MOTO (CHE SONO DEL
SECONDO ORDINE) DIVENTANO DEL PRI-
MO ORDINE AL PREZZO DI RADDOPPIA-
RE DI NUMERO.

E ANCHE POSSIBILE RITORNARE IN-
DIETRO ALLA FUNZIONE DATA APPLI-
CANDO LA TRASFORMAZIONE INVERSA.

UNA NOTEVOLE PROPRIETA DELLA
TRASFORMAZIONE DI LEGENDRE E CHE
LA SUA TRASFORMAZIONE INVERSA E LA
MEDESIMA TRASFORMAZIONE: IN AL-
TRI TERMINI, LA TRASFORMATA DELLA
TRASFORMATA E LA FUNZIONE INIZIA-
LE.

TRASFORMATA DI LEGENDRE DI
UNA FUNZIONE DI UNA VARIA-
BILE

SEGUIREMO, INIZIALMENTE, UN’IM-
POSTAZIONE ISPIRATA AL LIBRO DI AR-
NOLD [A]. UN’ALTRA DEFINIZIONE DEL-
LA TRASFORMATA DI LEGENDRE SARA
PRESENTATA A PAG. 7.

CONSIDERIAMO UNA FUNZIONE f €
C?*((a,b)), CON —oc0 < a < b < +oo,
E SUPPONIAMO CHE SIA STRETTAMEN-
TE ANALITICAMENTE CONVESSA, CIOE

f"(x) > 0 PER OGNI z € (a,b).

DI CONSEGUENZA, LA DERIVATA PRI-
MA f'(x) E CONTINUA E STRETTAMEN-
TE CRESCENTE, QUINDI LA SUA IMMA-
GINE E UN INTERVALLO, CHE INDICHIA-
MO CON (¢,d). INOLTRE PER OGNI m
€ (¢,d) ESISTE UN UNICO PUNTO xy €
(a,b) TALE CHE

m = f'(zo). (1)
GEOMETRICAMENTE, ESISTE UN UNICO
PUNTO DI TANGENZA zy € (a,b) DOVE
LA RETTA TANGENTE AL GRAFICO DI f
HA PER COEFFICIENTE ANGOLARE PRO-
PRIO m.

LA TRASFORMATA DI LEGENDRE DI
f RISPONDE ALLA DOMANDA: DATO m,
QUANTO VALE IL TERMINE NOTO ¢ DI
QUELLA RETTA?

PIU PRECISAMENTE, LA TRASFOR-
MATA DI LEGENDRE DELLA FUNZIONE
f(z) E LA FUNZIONE

fr(m) = —q(m)
DOVE IL SEGNO MENO GARANTISCE CHE

ANCHE QUEST’ULTIMA FUNZIONE E CON-
VESSA.
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ESEMPIO 1

PoNIAMO f(z) = az?, cON a € (0, +00),
E CERCHIAMO DI ESPRIMERE —¢q(m).

FISSATO m € (—00,400), IL PUNTO
xo IN CUI IL COEFFICIENTE ANGOLARE
DELLA RETTA TANGENTE VALE m E

_m
- 2a

E L’EQUAZIONE DI TALE RETTA E

Lo

m2

y:m(:v—afo)+£.

IL TERMINE NOTO E DUNQUE

SI CONCLUDE CHE LA TRASFORMATA DI
LEGENDRE DI az? E LA FUNZIONE
m

fm) =22 §)

SI NOTI CHE QUEST'ULTIMA FUNZIONE
E ANCORA STRETTAMENTE ANALITICA-
MENTE CONVESSA.

2

PONENDO a = 1/2 SI TROVA, INOL-
TRE, CHE LA TRASFORMATA DI z%/2
E ANCORA 2?/2: INFATTI LA LETTERA
CHE DENOTA LA VARIABILE INDIPEN-
DENTE SI PUO SCEGLIERE A PIACERE.

SVILUPPANDO QUEST ULTIMA IDEA,
CERCHIAMO ORA LA TRASFORMATA DI
2% /(4a): BASTA SCRIVERE 1/(4a) AL PO-
STO DI a NELLA (2).

CoSI FACENDO, SI TROVA CHE LA
TRASFORMATA DI z2/(4a) E az?.

SI CONSTATA, DUNQUE, CHE TRA-
SFORMANDO DUE VOLTE LA FUNZIONE
ax? SI RIOTTIENE LA STESSA FUNZIONE.

TRASFORMATA DI LEGENDRE DI
UNA FUNZIONE DI N VARIABILI

CONSIDERIAMO UN APERTO CONNES-
so © c RY, ED UNA FUNZIONE f €
C?*()) STRETTAMENTE ANALITICAMEN-
TE CONVESSA, CIOE AVENTE MATRICE
HESSTIANA D?f(x) DEFINITA POSITIVA
PER OGNI x € ).

TALI IPOTESI, TRAMITE IL TEOREMA
DELL’APPLICAZIONE INVERSA, IMPLICA-
NO CHE L’'IMMAGINE DELLA FUNZIONE
Vf(z) E UN APERTO CONNESSO DI RY,
CHE INDICHEREMO CON B.

INOLTRE, PER OGNI VETTORE p =

(p1,...,pN) € B ESISTE UN UNICO PUN-
TO Xy € () TALE CHE
Vf(xzo) = p. (3)

GEOMETRICAMENTE, ESISTE UN UNICO
PUNTO x; € () DOVE IL PIANO TAN-
GENTE AL GRAFICO DI f HA EQUAZIONE
DELLA FORMA

N
2= pizitq (4)
=1

LA TRASFORMATA DI LEGENDRE DI f
RISPONDE ALLA DOMANDA: DATO p,
QUANTO VALE IL TERMINE NOTO ¢q 7

PIU PRECISAMENTE, LA TRASFOR-
MATA DI LEGENDRE DELLA FUNZIONE
f(x) E LA FUNZIONE

f(p) = —q(p)

DOVE IL SEGNO MENO GARANTISCE CHE
ANCHE QUEST’ULTIMA FUNZIONE E CON-
VESSA.
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ESEMPIO 2

PoNIAMO f(x) = al|z||?, CON a €
(0,+00), E CERCHIAMO DI ESPRIMERE

—q(p)-

FissaTo p € RY, IL PUNTO 2y IN CUI
L’EQUAZIONE DEL PIANO TANGENTE HA
LA FORMA (4) E

_p
2a

E L’EQUAZIONE DI TALE PIANO E

Lo

Ip|”

z=p-(x—x0) + ™

IL. TERMINE NOTO E DUNQUE
lpl* _ I’
4a da

SI CONCLUDE CHE LA TRASFORMATA DI

LEGENDRE DI «a ||z||> E LA FUNZIONE

q=—p-xo+

2
i = ot

QUESTO ESEMPIO E PARTICOLARMENTE

SIGNIFICATIVO PERCHE L’ENERGIA CI-

NETICA 1ml|v|[[* DI UN PUNTO MATE-

RIALE DI MASSA m E UNA FUNZIONE

DELLA FORMA a||z|? CON a = im E

r="7.

L’ENERGIA CINETICA, A SUA VOLTA,
INTERVIENE NELL’ESPRESSIONE DELLA
LAGRANGIANA, CHE E PROPRIO LA FUN-
ZIONE TIPICAMENTE SOGGETTA A TRA-
SFORMAZIONE DI LEGENDRE IN MEC-
CANICA.

ESEMPIO 3

ESTENDIAMO L’ESEMPIO PRECEDEN-
TE CONSIDERANDO LA FORMA QUADRA-
TICA f(x) =z Ax’, DOVE & E UN VET-
TORE RIGA, ! E IL SUO VETTORE TRA-
SPOSTO (COLONNA), E A E UNA MATRI-
CE SIMMETRICA E DEFINITA POSITIVA.

INDICATE CON ¢ LE COMPONENTI DEL-
LA MATRICE A, POSSIAMO SCRIVERE
N
flx) = Z a"’ x; x;.
1,5=1
CON LE USUALI REGOLE DI DERIVAZIO-
NE, SI TROVA

or _

637k

N

Z a' (6™ xj + x; 67F)

1,5=1

ESSENDO 6% 1L DELTA DI KRONECKER.
SFRUTTANDO LA SIMMETRIA DI A, SI
OTTIENE

QUINDI, FISSATO p € RY, IL PUNTO x
IN CUI L'EQUAZIONE DEL PIANO TAN-
GENTE HA LA FORMA (4) E DATO DA
T 1 —-1_7T
rxy, =-A"p
2

DOVE A~! DENOTA LA MATRICE INVER-
SA DI A. L’EQUAZIONE DEL PIANO TAN-
GENTE IN x E

r
z=p-(x—xy) +-pA'p.

4
IL. TERMINE NOTO E DUNQUE
1
— A—l T.
q 1 b

SI CONCLUDE CHE LA TRASFORMATA DI
LEGENDRE DI £ Az’ £ LA FUNZIONE

* 1 —
f'(p)=;pA tp.
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RELAZIONE FRA UNA FUNZIO-
NE E LA SUA TRASFORMATA

CONSIDERIAMO UN APERTO CONNESSO
A C RY, ED UNA FUNZIONE f € C?(A)
AVENTE MATRICE HESSIANA D?f(x) DE-
FINITA POSITIVA PER OGNI x € A.

FISSATO UN VETTORE p NELL'IMMA-
GINE B DELL’APPLICAZIONE Vf, CER-
CHIAMO IL TERMINE NOTO ¢ DELL’E-
QUAZIONE DEL PIANO TANGENTE (4).

[, PUNTO DI TANGENZA E L’UNICO
PUNTO &y € A CHE SODDISFA LA (3).

L’EQUAZIONE DEL PIANO TANGENTE
E PERTANTO

z=p-(x—x0)+ f(20)
ED IL TERMINE NOTO E
q=—p-xo+ f(x0).

INDICATA CON f*(p) LA TRASFORMATA
DI LEGENDRE DI f(x), POSSIAMO QUIN-
DI SCRIVERE

f*(p) =p- @ — f(x0) (5)

ESSENDO @y IL PUNTO INDIVIDUATO DAL-

LA (3). (QUESTA RELAZIONE, MOL-
TO USATA IN PRATICA, NON FORNISCE,
TUTTAVIA, UN’ESPRESSIONE ESPLICITA
DI f*(p) PERCHE RESTA DA DETERMI-
NARE .

L’ESPRESSIONE ESPLICITA DI f*(p),
IN GENERALE, E DIFFICILE DA TROVA-
RE.

ALCUNI CASI SIGNIFICATIVI IN CUI VI
SI RIESCE SONO DESCRITTI, AD ESEM-
PIO, NEI PARAGRAFI PRECEDENTI E NEI
TESTI [A], [FM] CITATI IN BIBLIOGRA-
FIA.

CAMBIAMENTO DI VARIABILI

DA ORA IN AVANTI SCRIVEREMO @
IN LUOGO DI @y, PER SEMPLICITA, CO-
SICCHE LA (3) DIVENTA

p = Vf(z). (6)

DERIVANDO AMBO I MEMBRI SI TROVA
Op:
(50-) = D*f(a)
(9$j
DOVE IL PRIMO MEMBRO RAPPRESENTA
LA MATRICE JACOBIANA DELLA FUNZIO-

NE (6), ED IL SECONDO MEMBRO E LA
MATRICE HESSIANA DI f.

ESSENDO QUEST’ULTIMA UNA MATRICE
INVERTIBILE PER IPOTESI, IL TEORE-
MA DELLA FUNZIONE INVERSA GARAN-
TISCE L’ESISTENZA DI UNA FUNZIONE
x = x(p), INVERSA DELLA (6), LA CUI
MATRICE JACOBIANA E

(5) = @ @
CIOE LA MATRICE INVERSA DI D?f(x).
SI INTENDE CHE IL PRIMO MEMBRO VA
CALCOLATO IN UN PUNTO p, ED IL SE-
CONDO IN UN PUNTO & LEGATI FRA LO-
RO DALLA RELAZIONE (6).

LA CORRISPONDENZA BIUNIVOCA ISTI-
TUITA DALLA (6) VIENE SPESSO CHIA-
MATA “CAMBIAMENTO DI VARIABILI”:
SI BADI CHE TALE CAMBIAMENTO DI-
PENDE DALLA PARTICOLARE FUNZIONE
f CHE SI INTENDE TRASFORMARE.

PER CONTRO, I CAMBIAMENTI DI VA-
RIABILI PIU FAMILIARI, COME AD ESEM-
PIO IL PASSAGGIO DA COORDINATE CAR-
TESIANE A COORDINATE POLARI, NON
DIPENDONO DALLA FUNZIONE CONSIDE-
RATA.
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GRADIENTE ED HESSIANA DEL-
LA TRASFORMATA DI LEGEN-
DRE

RISCRIVIAMO LA RELAZIONE (5) COME

ffp) = p-z— f(x) (8)

= (zN:pz ZUZ) — f(x).

POICHE SAPPIAMO CHE & E UNA FUN-
ZIONE DI p, ED E REGOLARE, DERIVAN-
DO RISPETTO A p; TROVIAMO

N

g;j;‘ - (52, + g;;;)

I A
i1 8371 3pj'

RICORDANDO CHE p; = 0f/0z; PER LA
(6), SI CONCLUDE CHE

of
8]?]'

Lj

E, PER L’ARBITRARIETA DI j, POSSIAMO
SCRIVERE

Vfi(p) = z. (9)

ABBIAMO DUNQUE STABILITO UNA
RELAZIONE RECIPROCA RISPETTO ALLA
(6). DERIVANDO ANCORA UNA VOLTA,
E TENENDO CONTO DELLA (7), SI CON-
CLUDE CHE

D*f*(p) = (D*f(x))"".  (10)

POICHE LA MATRICE D?f(x) E DEFINI-
TA POSITIVA PER IPOTESI, NE SEGUE
CHE ANCHE D?f*(p) LO E, E QUINDI
LA TRASFORMATA f* E STRETTAMENTE
ANALITICAMENTE CONVESSA.

DEFINIZIONI ALTERNATIVE

LA DEFINIZIONE ADOTTATA ALLE PA-
GINE 3 E SEGUENTI E ISPIRATA AL LI-
BRO DI ARNOLD [A]. SPESSO SI UTILIZ-
ZA, INVECE, LA SEGUENTE DEFINIZIO-
NE, SUGGERITA DALLA RELAZIONE (8).

CONSIDERIAMO UN APERTO CONNESSO
A C RY, ED UNA FUNZIONE f € C?(A)
AVENTE MATRICE HESSIANA D?f(x) DE-
FINITA POSITIVA PER OGNI x € A.

ESSENDO D?f DEFINITA POSITIVA PER
IPOTESI, LA FUNZIONE

p=Vf(x) (11)

E INIETTIVA. IN ALTRI TERMINI, INDI-
CATA CON B L'IMMAGINE DI TALE FUN-
ZIONE, PER OGNI p € B ESISTE UN
UNICO & € A CHE SODDISFA LA (11),
DUNQUE RESTA DEFINITA UNA FUNZIO-
NE x = x(p).

LA TRASFORMATA DI LEGENDRE DELLA
FUNZIONE f E LA FUNZIONE f* DATA DA

fi(p) =p-z(p) — f(z(p)).

QUESTO APPROCCIO E QUELLO SEGUI-
TO, AD ESEMPIO, NEL TESTO DI FASANO
E MARrRMI [FM].

E ANCHE POSSIBILE DEFINIRE LA
TRASFORMATA DI LEGENDRE DI FUN-
ZIONI PRIVE DELLE DERIVATE SECON-
DE, PROCEDENDO COME NEL LIBRO DI
Brezis [B].
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TRASFORMAZIONE INVERSA

CONSIDERIAMO UN APERTO CONNESSO
A C RY, ED UNA FUNZIONE f € C?%(A)
AVENTE MATRICE HESSIANA D?f(x) DE-
FINITA POSITIVA PER OGNI x € A.

DALLA (10) SAPPIAMO CHE LA FUN-
ZIONE f*(p) E STRETTAMENTE ANALITI-
CAMENTE CONVESSA, DUNQUE AMMET-
TE A SUA VOLTA UNA TRASFORMATA DI
LEGENDRE f**.

PER LA (9), I VALORI DEL GRADIEN-
TE Vf* SONO I PUNTI & € A, DUN-
QUE DENOTEREMO CON & LA VARIABI-
LE DA CUI DIPENDE f**, E SCRIVEREMO

f ().

PER ESPRIMERE f**(x) APPLICHE-
REMO LA RELAZIONE (8) ALLA FUNZIO-
NE f* IN LUOGO DI f. TENENDO CONTO
DELLA (9), LA (8) PORGE

[ (x)=x-p— f(p)

ABBIAMO DUNQUE OTTENUTO UN’UTI-
LE RAPPRESENTAZIONE DELLA FUNZIO-
NE f**(x). SOSTITUENDO IN ESSA L'E-
SPRESSIONE DI f*(p) DATA DALLA (8),
SI GIUNGE ALLA NOTEVOLE CONCLUSIO-
NE CHE

() = f(=).
DUNQUE LA TRASFORMAZIONE INVERSA

DELLA TRASFORMAZIONE DI LEGENDRE
E LA STESSA TRASFORMAZIONE.

S1 BADI CHE VI SONO SEMPLICI FUN-
ZIONI DI UNA VARIABILE CHE HANNO LA
STESSA PROPRIETA: AD ESEMPIO ¢(z)
= = HA LA PROPRIETA CHE ¢(p(x)) = z,
COME PURE ¢(z) =1/z E p(x) = —x+q
PER OGNI g € R.

TRASFORMATA DI FUNZIONI
CHE DIFFERISCONO PER UNA
COSTANTE

CONSIDERIAMO UN APERTO CONNESSO
A C RY, ED UNA FUNZIONE f € C?(A)
AVENTE MATRICE HESSIANA D?f(x) DE-
FINITA POSITIVA PER OGNI x € A.

CERCHIAMO LA TRASFORMATA DI LE-
GENDRE DELLA FUNZIONE

g(x) = f(x) +C,

ESSENDO C UNA COSTANTE ARBITRA-
RIA. LA MATRICE HESSIANA DI ¢ E
UGUALE A QUELLA DI f, DUNQUE E DE-
FINITA POSITIVA. PERTANTO LA FUN-
ZIONE g E TRASFORMABILE.

AL VARIARE DI x IN A, IL GRADIEN-
TE DI g(x) E QUELLO DI f(x), ESSENDO
UGUALI, DESCRIVONO LO STESSO INSIE-
ME B.

INOLTRE, PER OGNI p € B, IL PUN-
TO * € A TALE CHE Vg(x) = p E LO
STESSO PUNTO DOVE Vf(x) = p.

APPLICANDO LA RELAZIONE (8) AL-
LA FUNZIONE ¢, TROVIAMO

g)=p-z—(f(x)+C).

CONFRONTANDO QUEST ULTIMA RELA-
ZIONE CON LA (8), SI CONCLUDE CHE

DUNQUE LA SOMMA DI UNA COSTANTE
C ALLA FUNZIONE f PROVOCA LA SOT-
TRAZIONE DELLA STESSA COSTANTE AL-
LA TRASFORMATA DI LEGENDRE.
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ESEMPIO 4

CONSIDERIAMO LA FUNZIONE

L(q,q,t) = K(q) — V(q,1) (12)

DOVE K E STRETTAMENTE ANALITICA-
MENTE CONVESSA, E V' E UNA FUNZIO-
NE ARBITRARIA.

PER IL MOMENTO, IL SIMBOLO q =
(G1,---,4n) DENOTA N VARIABILI INDI-
PENDENTI.

SOLO ALLA FINE DI QUESTA DISPEN-
SA PRENDEREMO IN CONSIDERAZIONE
LE DERIVATE DI ¢i1,...,qn RISPETTO
At.

FISSATE LE VARIABILI @, t, IL VALO-
RE DI V(g,t) RESTA COSTANTE, E POS-
SIAMO APPLICARE QUANTO VISTO NEL
PARAGRAFO PRECEDENTE.

DUNQUE LA TRASFORMATA DI LE-
GENDRE DI L(g,q,t) RISPETTO ALLE
VARIABILI ¢i,...,(y E LA FUNZIONE

K*(p) + V(q,1), (13)

DOVE K* E LA TRASFORMATA DI LE-
GENDRE DI K.

TRASFORMATA RISPETTO AD
ALCUNE VARIABILI

ESTENDIAMO L’ESEMPIO PRECEDENTE
PRENDENDO IN CONSIDERAZIONE UNA
FUNZIONE L CHE DIPENDE IN MODO
ARBITRARIO DALLE VARIABILI (q,q,t),
E NON HA NECESSARIAMENTE LA FOR-
MA (12).

UNA QUALUNQUE FUNZIONE L(q,q,t)
DIVENTA UNA FUNZIONE DELLE SOLE
VARIABILI (¢i,...,4n) SE SI PENSANO
FISSATE TUTTE LE ALTRE.

SE, DUNQUE, LA FUNZIONE L E STRET-
TAMENTE ANALITICAMENTE CONVESSA
RISPETTO ALLE VARIABILI (¢i,...,q4N)
PER OGNI VALORE FISSATO DI (q,t), ES-
SA E TRASFORMABILE.

LA TRASFORMATA DI LEGENDRE, COSI
OTTENUTA, DIPENDE NON SOLO DALLE
VARIABILI (p1,...,pPN), MA ANCHE DAI
PARTICOLARI VALORI CHE SONO STATI
ASSEGNATI Al PARAMETRI (q,t), E PER-
CIO E UNA FUNZIONE DI (p, q,t).

CON RIFERIMENTO ALLA MECCANI-
CA, CHIAMEREMO TALE FUNZIONE “HA-
MILTONIANA”, E LA INDICHEREMO CON
H(p,q,t). CHIAMEREMO “LAGRANGIA-
NA” LA FUNZIONE L(q,q,t).
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DERIVATE PARZIALI DELL’HA-
MILTONIANA

FRA L'HAMILTONIANA E LA LAGRAN-
GIANA SUSSISTE, IN CONSEGUENZA DEL-
LA (8), LA SEGUENTE RELAZIONE:

H(p,q.t)=p-q—L(g,q,t) (14)
A PATTO DI PRENDERE p = Vg L(qg,q,t),
INTENDENDOSI CON CIO CHE
OL
04
PER EFFETTO DELLA (9), SUSSISTE
INOLTRE LA RELAZIONE

VpH(p,q,t) = q. (16)

LE ALTRE DERIVATE PARZIALI DELL HA-
MILTONIANA SI TROVANO FACILMENTE
DERIVANDO LA (14):

OH OL

W(pa q, t) — __(p7 q, t)

D = (g,q,t) PER OGNI 7.  (15)

EQUAZIONI DI HAMILTON

CONSIDERIAMO ORA UNA FUNZIONE
q = q(t) SODDISFACENTE LE EQUAZIONI
DI LAGRANGE

d oL 9L
dt g 0 B

0 (18)

DOVE L(q,q,t) E UNA FUNZIONE TRA-
SFORMABILE RISPETTO ALLE VARIABI-
LI ¢;, E INDICHIAMO CON H(p,q,t) LA
CORRISPONDENTE HAMILTONIANA.

SOSTITUENDO AL SECONDO MEMBRO
DELLA (15) LA FUNZIONE ¢(t) E LA SUA
DERIVATA ((t), ANDIAMO A DEFINIRE
LA FUNZIONE

p(t) = Vg L(g(1). 4(t), ).

IN QUESTO MODO IL PUNTO (p(t),
q(t),t) E, PER OGNI t, PROPRIO QUELLO
CHE LA TEORIA SIN QUI SVOLTA FA COR-
RISPONDERE AL PUNTO (q(t),q(t),t).

PERTANTO LA RELAZIONE (16) CON-
TINUA A VALERE PONENDO p = p(t),
qg = q(t) E g = q(t), CIOE POSSIAMO
SCRIVERE

q(t) = Vp H(p(t), q(1), ). (19)

LA DERIVATA DI p(t), INVECE, SI LEGGE
DALLA (18) E, VISTA LA (17), E DATA
DA

p(t) = —VgH(p(t),q(t),1).  (20)

LE EQUAZIONI (19)-(20) COSTITUI-
SCONO UN SISTEMA DI 2N EQUAZIONI
SCALARI DEL PRIMO ORDINE, EQUIVA-
LENTI ALLE (18) E DETTE EQUAZIONI
DI HAMILTON IN ONORE DI SIR WIL-
LIAM ROWAN HAMILTON (1805-1865).
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