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SINTESI



PREMESSA

L’IMPORTANZA DELLA TEORIA DEL-
LA MISURA E DELL'INTEGRAZIONE E TA-
LE DA NON POTER ESSERE DESCRITTA
COMPLETAMENTE IN QUESTE DISPENSE:
PER APPROFONDIRE L’ARGOMENTO, LO
STUDENTE E INVITATO A CONSULTARE I
TESTI ESISTENTI (VEDASI PER ESEMPIO
L’ELENCO A PAG. L37).

RELAZIONE TRA MISURA E IN-
TEGRAZIONE

OSSERVIAMO, INNANZITUTTO, CHE MI-
SURA (DI INSIEMI) E INTEGRAZIONE (DI
FUNZIONI) SONO STRETTAMENTE LEGA-
TE. INFATTI, SE £ E UN QUALUNQUE
SOTTOINSIEME MISURABILE DI R", SI
HA:

1. SE f: E — [0,+00) E UNA FUNZIONE
MISURABILE E NON NEGATIVA, ALLORA

f-

{(@y)eeb yel f@Y O

QUESTA E LA CELEBERRIMA interpre-
tazione geometrica dell’integrale: SI VE-
DANO, AD ESEMPIO, [7, (91.20), PAG.
496], [8, TEOREMA 2.4, PAG. 201], E
[11, (3.7), pAG. 407].

2. LA MISURA |E| DELLINSIEME E
COINCIDE CON L’INTEGRALE SU E DEL-
LA COSTANTE 1:

2= [ 1 @)

S1 VEDANO [7, (90.3), PAG. 475], [11
OSSERVAZIONE 2.3, PAG. 383 E ESEM-
P10 3.1, PAG. 406], E [13, PAG. 37].
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L’ INTEGRAZIONE NON COINCI-
DE CON LA RICERCA DELLE
PRIMITIVE

UNA SECONDA OSSERVAZIONE CHE
CONVIENE PREMETTERE AL RESTO DEL
DISCORSO E CHE NELL'OTTOCENTO, IN
PARTICOLARE PER OPERA DI CAUCHY
E RIEMANN, SI DEFINISCE L'INTEGRALE
COME LIMITE DI SOMME E NON COME
OPERAZIONE INVERSA DELLA DERIVA-
ZIONE (V. [9, vOL. 2, pAG. 1116 E
SEGG.] E [2, PANNELLO N. 12]). QUE-
STA IMPOSTAZIONE E QUELLA USATA
ANCORA OGGI.
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LE MOTIVAZIONI DI RIEMANN

RIEMANN FORMULO LA DEFINIZIONE
DELL'INTEGRALE NELLA SUA DISSERTA-
ZIONE PER L’ABILITAZIONE A DOCENTE
UNIVERSITARIO, INTITOLATA:

“SULLA RAPPRESENTABILITA DI UNA
FUNZIONE TRAMITE UNA SERIE TRIGO-
NOMETRICA” (1854).

IN SINTESI, LA DEFINIZIONE DELL’INTE-
GRALE SERVIVA PER DETERMINARE RI-
GOROSAMENTE I COEFFICIENTI DI FOU-
RIER DI UNA DATA FUNZIONE f

INFATTI I COEFFICIENTI DI FOURIER
SONO DATI DA a; = < ["_ f(z) coskz dx
E b, == [" f(z)senkx dx.

NELLA SUA OPERA “THEORIE ANALYTI-
QUE DE LA CHALEUR” (1821), FOURIER
AVEVA CONCEPITO INTUITIVAMENTE aj
E b, FACENDO RIFERIMENTO ALL’AREA
DELLE REGIONI PIANE DELIMITATE DAL-
L’ASSE DELLE  E DAL GRAFICO DELLE
FUNZIONI f(z) coskz E f(x) senkx.
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LE ORIGINI DEL PROBLEMA
DELLA MISURA

I PROBLEMA DELLA MISURA AFFON-
DA LE SUE RADICI NELL’ANTICHITA, IN
RELAZIONE ALLA NECESSITA DI MISU-
RARE L’ESTENSIONE DI FIGURE PIANE
(APPEZZAMENTI DI TERRENO, PIANTE
DI EDIFICI) E SOLIDE (RECIPIENTI, VO-
LUMETRIE DI EDIFICI).

IL METODO PIU SEMPLICE

LA MANIERA PIU SEMPLICE DI CON-
FRONTARE FRA LORO DUE FIGURE, PER
ESEMPIO DUE FIGURE PIANE, CONSISTE
NELLA LORO SCOMPOSIZIONE IN UN NU-
MERO FINITO DI PARTI SOVRAPPONIBI-
LI.

PER ESEMPIO, UN RETTANGOLO SI PUO
SEMPRE SCOMPORRE IN DUE TRIANGO-
LI RETTANGOLI CONGRUENTI, DUNQUE
L’AREA DI CIASCUN TRIANGOLO E LA
META DI QUELLA DEL RETTANGOLO DA-
TO. SIMILMENTE, UN POLIGONO REGO-
LARE CON n LATI SI PUO SCOMPORRE
IN . TRIANGOLI ISOSCELI, ECCETERA.



LA NECESSITA DI USARE I LIMI-
TI

BEN PRESTO SI INCONTRANO FIGU-
RE IMPORTANTI CHE TUTTAVIA NON SI
POSSONO SCOMPORRE IN UN NUMERO
FINITO DI TRIANGOLI, E UNA DI QUE-
STE E IL CERCHIO.

PER CALCOLARE L’AREA DEL CER-
CHIO, ARCHIMEDE DI SIRACUSA, NEL
IIT sec. A.C., SI SERVE DI UNA SUCCES-
SIONE DI POLIGONI REGOLARI INSCRIT-
TI E DI UNA SUCCESSIONE DI POLIGONI
REGOLARI CIRCOSCRITTI AD ESSO.

USANDO LA NOTAZIONE MODERNA,
SE INDICHIAMO CON P UN GENERICO
POLIGONO E CON |P| LA SUA AREA, AR-
CHIMEDE SI RENDE CONTO CHE L’AREA
|C| DEL CERCHIO C' SI PUO ESPRIMERE
COME SEGUE:

|C| = sup |P| = inf |P|.
PcC Po>C

IN ALTRI TERMINI, INDICATA CON a,
L’AREA DEL POLIGONO REGOLARE CON
n > 3 LATI INSCRITTO, E CON A, L’A-
REA DEL POLIGONO REGOLARE CON n >
3 LATI CIRCOSCRITTO AL CERCHIO DA-
TO, RISULTA

lim A,.

|IC| = lim a,=
n—-+00

n——+00
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LA MISURA DI PEANO-JORDAN

IL METODO DI ARCHIMEDE AVEVA
FUNZIONATO NON SOLO PER IL CER-
CHIO, MA ANCHE PER ALTRE FIGURE
PIANE COME PER ESEMPIO LA PARTE DI
PIANO DELIMITATA DA UN ARCO DI PA-
RABOLA E DALLA CORDA SOTTESA AD
ESSO. TUTTAVIA I POLIGONI DA USARE
PER L’ESECUZIONE DEI CALCOLI VAN-
NO APPOSITAMENTE SCELTI A SECONDA
DELLA FIGURA.

PIU RECENTEMENTE GIUSEPPE PEA-
NO (1858-1932) E CAMILLE JORDAN
(1838-1922) GENERALIZZANO L’IDEA DI
ARCHIMEDE.

PER MISURARE L’ESTENSIONE DI UN
INSIEME LIMITATO F C R? SI CONSIDE-
RANO TUTTI I RICOPRIMENTI DI £ CON
UN NUMERO FINITO DI RETTANGOLI, LA
CUI AREA SI ESPRIME ELEMENTARMEN-
TE, DOPODICHE SI CONSIDERA L'ESTRE-
MO INFERIORE DELLE AREE DI TALI RI-
COPRIMENTI: ESSO E, PER DEFINIZIO-
NE, LA MISURA ESTERNA DI FE SECON-
DO PEANO-JORDAN.

SIMILMENTE, L’ESTREMO SUPERIO-
RE DELLE AREE DEI SOTTOINSIEMI DI
E COSTITUITI DA UN NUMERO FINITO
DI RETTANGOLI E LA MISURA INTERNA
DI F¥ SECONDO PEANO-JORDAN. SI IN-
TENDE CHE GLI INSIEMI LIMITATI IL CUI
INTERNO E VUOTO HANNO MISURA IN-
TERNA NULLA.

LA DEFINIZIONE SI ESTENDE FACIL-
MENTE AI SOTTOINSIEMI DI R" PER
OGNI n > 1.



GLI INSIEMI NON MISURABILI

SORPRENDENTEMENTE, PUO ACCA-
DERE CHE LA MISURA INTERNA SIA DI-
VERSA DALLA MISURA ESTERNA!

PER LA MISURA DI PEANO-JORDAN
CIO ACCADE, PER ESEMPIO, QUANDO
L'INSIEME F E UN QUALUNQUE QUA-
DRATO PRIVATO DEI PUNTI DI ASCISSA
RAZIONALE.

IN TAL CASO, SI DICE CHE L’INSIEME
E non e misurabile SECONDO PEANO-
JORDAN. QUANDO, INVECE, LA MISURA
ESTERNA E UGUALE ALLA MISURA IN-
TERNA, SI DICE CHE L'INSIEME E E MI-
SURABILE, E LA SUA MISURA E, PER DE-
FINIZIONE, IL COMUNE VALORE DELLA
MISURA INTERNA E DI QUELLA ESTER-
NA E SI INDICA CON |E]|.

LEGAME TRA LA MISURA DI
PEANO-JORDAN E I’INTEGRA-
LE DI RIEMANN

LA MISURA DI PEANO-JORDAN E
LEGATA ALL'INTEGRALE DI RIEMANN
PERCHE UN QUALUNQUE SOTTOINSIEME
LIMITATO E DI R"™ E MISURABILE SE-
CONDO PEANO-JORDAN SE E SOLO SE
LA SUA FUNZIONE CARATTERISTICA E
INTEGRABILE SECONDO RIEMANN [11,
OSSERVAZIONE 2.3, PAG. 383]. IN TAL
CASO, VALE LA (2).

SE, INOLTRE, UNA FUNZIONE f: F
— [0,+00) E INTEGRABILE SECONDO
RIEMANN, ALLORA VALE ANCHE LA (1)
(7, (80.32), pPAG. 427].
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IL LIMITE DI UNA SUCCESSIO-
NE DI INSIEMI

OLTRE ALL’ESISTENZA DI INSIEMI NON
MISURABILI, UN ALTRO DIFETTO DELLA
MISURA DI PEANO-JORDAN E CHE IL LI-
MITE DI UNA SUCCESSIONE DI FIGURE
MISURABILI PUO NON ESSERE MISURA-
BILE.

PER FARE UN ESEMPIO, INDICHIAMO
CON ¢: N— QnN(0,1) UNA CORRISPON-
DENZA BIUNIVOCA FRA GLI INSIEMI N E
QN(0,1), E CON R IL QUADRATO APER-
TO R = (0,1)> C R%.. PER OGNI k € N,
L'INSIEME

k
Re= R\ ({a0)) x 0.1) @)

E UNIONE DI UN NUMERO FINITO DI
RETTANGOLI E QUINDI E MISURABILE
SECONDO PEANO-JORDAN, MA NON LO
E L INSIEME LIMITE DI R, PER k& —
+00, E CIOE IL SEGUENTE:

+00
lim Ry = ﬂ R,
k=0

k——+o00

= (0.0\Q) x(0,1). (@)

SI CONFRONTI QUESTA OSSERVAZIONE
CON LA PROPRIETA (24) DELLA MISURA
DI LEBESGUE (CONTINUITA DELLA MI-
SURA).

UN ALTRO ESEMPIO DI INSIEME MI-
SURABILE SECONDO LEBESGUE MA NON
SECONDO PEANO-JORDAN SI TROVA A
PAG. L34.



IL PASSAGGIO AL LIMITE SOT-
TO IL SEGNO DI INTEGRALE

IL FATTO CHE ESISTANO SUCCESSIO-
NI DI INSIEMI MISURABILI IL CUI LIMITE
E UN INSIEME NON MISURABILE SI RI-
PERCUOTE IMMEDIATAMENTE SUL CO-
SIDDETTO PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO
IL SEGNO DI INTEGRALE: CIOE ESISTO-
NO SUCCESSIONI DI FUNZIONI INTEGRA-
BILI SECONDO RIEMANN LA CUI FUNZIO-
NE LIMITE NON LO E.

AD ESEMPIO, LA FUNZIONE CARATTERI-
STICA Y g, DELL'INSIEME Rj DATO DAL-
LA (3) E INTEGRABILE SECONDO RIE-
MANN PER OGNI k, E CONVERGE ALLA
FUNZIONE CARATTERISTICA DELL’INSIE-
ME INDICATO NELLA (4), LA QUALE NON
E INTEGRABILE SECONDO RIEMANN.

ALTRE SUCCESSIONI DI FUNZIONI IN-
TEGRABILI SECONDO RIEMANN E CON-
VERGENTI A FUNZIONI NON INTEGRABI-
LI SI TROVANO A PAG. L35.

SI BADI CHE IL PASSAGGIO AL LIMI-
TE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE E
DI FONDAMENTALE IMPORTANZA NELLA
MATEMATICA MODERNA PERCHE PER
RISOLVERE I PROBLEMI ASSOCIATI ALLE
EQUAZIONI DIFFERENZIALI, OPPURE 1
PROBLEMI DEL CALCOLO DELLE VARIA-
ZIONI, SI RICORRE SPESSO ALLA RAP-
PRESENTAZIONE DELLA SOLUZIONE CO-
ME LIMITE DI FUNZIONI OPPORTUNA-
MENTE SCELTE.
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VANTAGGI DELLA MISURA E
DELL’INTEGRAZIONE DI LEBE-
SGUE

IN SINTESI, I VANTAGGI SONO DUE:

1. SEBBENE ESISTANO INSIEMI CHE
NON SONO MISURABILI NEMMENO SE-
CONDO LEBESGUE (VEDERE [7, PAGINE
467-468| E [13, PAG. 18]), TUTTI GLI
INSIEMI MISURABILI SECONDO PEANO-
JORDAN RISULTANO MISURABILI ANCHE
SECONDO LEBESGUE, ED IL VALORE
NUMERICO DELLA MISURA E LO STES-
SO.

INOLTRE, ALCUNI INSIEMI NON MI-
SURABILI SECONDO PEANO-JORDAN RI-
SULTANO MISURABILI SECONDO LEBE-
SGUE: AD ESEMPIO L’'INSIEME INDICATO
NELLA (4) E MISURABILE SECONDO LE-
BESGUE ED HA MISURA 1.

2. L’INSIEME LIMITE DI UNA SUCCES-
SIONE DI INSIEMI MISURABILI SECONDO
LEBESGUE E UN INSIEME MISURABILE.

PER QUANTO RIGUARDA LE FUNZIO-
NI, IL LIMITE (AMMESSO CHE ESISTA) DI
UNA SUCCESSIONE (f,,) DI FUNZIONI IN-
TEGRABILI SECONDO LEBESGUE E UNA
FUNZIONE f PER LA QUALE RESTANO
INDIVIDUATI (FINITI O INFINITI) GLI IN-
TEGRALI [ f* E [ f~ DELLA PARTE PO-
SITIVA E DELLA PARTE NEGATIVA DI f.

I CELEBRI TEOREMI SUL PASSAGGIO
AL LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTE-
GRALE DANNO DELLE CONDIZIONI SUF-
FICIENTI AFFINCHE [ f, — [ f.



SPAZI P E SPAZI DI SOBOLEV

SULLE PROPRIETA DELLA MISURA E
DELL'INTEGRALE DI LEBESGUE SI FON-
DANO, A LORO VOLTA, LE PROPRIETA
DEGLI spazi LP(2) E DEGLI spazi di So-
bolev WEP(Q).

GL1 spAzI LP(2), CON p € [1,400),
SONO COSTITUITI DA TUTTE LE FUNZIO-
NI f: € — R TALI CHE

/ |f(x)|P de < +o0,
0

E DOVE DUE FUNZIONI f, g SI IDENTIFI-
CANO SE f(z) = g(z) PER QUASI OGNI
r € Q (CIOE SE L'INSIEME {z € Q
| f(x) # g(x)} HA MISURA NULLA).
QUI 2 DENOTA UN dominio (CIOE UN
SOTTOINSIEME NON VUOTO, APERTO E
CONNESSO) DI R".

GLI SPAZI DI SOBOLEV W#P(Q), coN
ke NEpe]l,+00), SONO COSTITUITI
DA TUTTE LE FUNZIONI DI LP(§2) LE CUI
DERIVATE PARZIALI FINO ALL’ORDINE k-
ESIMO, DEFINITE IN UN SENSO PARTI-
COLARE DETTO debole, APPARTENGONO
ANCORA AD LP(Q).

ALLINTERNO DI TALI SPAZI, GRAZIE
A PROPRIETA DI completezza E DI com-
pattezza, ST DIMOSTRA L'ESISTENZA DEL-
LE SOLUZIONI DI PROBLEMI DI MINIMO
DEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI E DI
PROBLEMI ASSOCIATI AD EQUAZIONI AL-
LE DERIVATE PARZIALI.

CIO NON RIESCE ALTRETTANTO BE-
NE CON I PIU FAMILIARI SPAZI C*(Q)
COSTITUITI DALLE FUNZIONI f: Q) — R
LE CUI DERIVATE PARZIALI FINO AL-
L’ORDINE k-ESIMO ESISTONO IN SENSO
CLASSICO E SONO CONTINUE.
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RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [7]

Interpretazione geometrica dellintegrale: formula (91.20), pag. 496
Misura di Peano-Jordan: formule (79.15), (79.16) e (79.18), pag. 416

Insieme non misurabile secondo Peano-Jordan: pagg. 417 e 463 (e-
sempio 1)

Insieme non misurabile secondo Lebesgue: esempio 7, pagg. 467-468

Spazi LP: paragrafo 93, pagine 536 e seguenti
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DEFINIZIONE DELLA MISURA



MISURA ESTERNA

CHIAMIAMO INTERVALLO IN R" UN SOT-
TOINSIEME [ C R" DEL TIPO

I = [al,b1] X oo X [an;bn]a

DOVE a; < b; PER 7 =1,...,n, E PONIA-
MO

n

m(1) = 1 = TJ(b: — ).

1=1

SEGUENDO L'IDEA IN [10, PAGG. 237 E
244], LA MISURA ESTERNA n-DIMENSIO-
NALE me(E) DI UN INSIEME LIMITATO
E C R" ST PUO DEFINIRE COME

me(E) = inf{ +fm(fk) ‘ Ec Dolk}
k=1 k=1

QUESTA DEFINIZIONE E ADOTTATA, AD
ESEMPIO, IN [14]. ALTRI TESTI, COME
[7], UTILIZZANO LA DEFINIZIONE EQUI-
VALENTE
me(£) = inf m(A),

DOVE CON LA LETTERA A SI DENOTANO
GLI APERTI DI R” CONTENENTI L’INSIE-
ME E, E m(A) E LA MISURA INTERNA
DI A SECONDO PEANO-JORDAN (VEDE-
RE A PAG. L6).

L12

EQUIVALENZA DELLE DUE DE-
FINIZIONI

L’EQUIVALENZA DELLE DUE DEFINIZIO-
NI DELLA MISURA ESTERNA DISCENDE
DALLE SEGUENTI DUE OSSERVAZIONI:

1. OGNI SOTTOINSIEME APERTO A C
R"™ SI PUO RAPPRESENTARE COME UNIO-
NE DI UN’OPPORTUNA SUCCESSIONE DI
INTERVALLI (CHIUSI):

(5)

2. L’UNIONE DI UNA QUALUNQUE SUC-
CESSIONE DI INTERVALLI (CHIUSI) SI
PUO APPROSSIMARE PER ECCESSO, BE-
NE QUANTO SI VUOLE, CON UN APERTO
OPPORTUNO.

QUEST’ULTIMA AFFERMAZIONE SI VERI-
FICA SFRUTTANDO IL FATTO CHE

+00 1
2o

k=1

= 1.

INFATTI, A PARTIRE DAGLI INTERVALLI
I, PER CIASCUN k SI PRENDE UN IN-
TERVALLO .J;; UN PO’ PIU GRANDE DI [},
E TALE CHE

g
il < Tl + o

CoSI FACENDO, POSTO

+00 R
A= U ks
k=1
SI TROVA
+00
A< (Y1) +e,
k=1

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.



PER VERIFICARE LA (5), INDICHIA-
MO CON Qj(z) L'IPERCUBO DI R" DATO

DA
21 21+ 1
Qul2) = 575 | %
Zn 2Zn+1
<[5 5] ©

CON k€ NE z € Z". LA SUCCESSIO-
NE DEGLI [;; ST PUO ALLORA DEFINIRE
PRENDENDO INNANZITUTTO TUTTI GLI
IPERCUBI DEL TIPO (Jo(z) CHE RISULTA-
NO INCLUSI NELL’APERTO DATO A.

SUCCESSIVAMENTE SI PRENDONO GLI
IPERCUBI (1(2) C A NON INCLUSI IN
QUELLI GIA PRESI AL PASSO PRECE-
DENTE, E COSI VIA.

IN TAL MODO SI OTTIENE UNA SUC-
CESSIONE DI IPERCUBI [, C A, QUINDI
—+00
Unca (7)
k=1
PER DIMOSTRARE CHE VALE L'UGUA-

GLIANZA, FACCIAMO VEDERE CHE OGNI
PUNTO zy € A APPARTIENE AD UN Ij,.

ESSENDO A APERTO, ESISTE UN RAGGIO
r TALE CHE B,(xy) C A. POICHE LA
DIAGONALE d; DEGLI IPERCUBI Qx(2) E
DATA DA dj, V1 /2%, TUTTI QUELLI
DI LATO SUFFICIENTEMENTE PICCOLO E
CHE CONTENGONO xj3 SONO INCLUSI IN
B,.(zp) E DI CONSEGUENZA SONO INCLU-
SI IN A.

PER COSTRUZIONE, L'IPERCUBO Qj(z)
C A CONTENENTE zjy E DI LATO PIU
GRANDE POSSIBILE E UNO DEGLI INTER-
VALLI INDICATI CON [; NELLA (7), E
LA (5) SEGUE.
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OSSERVAZIONE

NELLA COSTRUZIONE TESTE ILLUSTRA-
TA, GLI INTERVALLI [ SONO A DUE A
DUE PRIVI DI PUNTI INTERNI IN COMU-
NE.

CI SI PUO ALLORA CHIEDERE SE E
POSSIBILE ESPRIMERE UN DATO APER-
TO A # () COME UNIONE NUMERABI-
LE DI INTERVALLI CHIUSI A DUE A DUE
DISGIUNTI. LA RISPOSTA E NEGATIVA.
PER MOTIVARLA, PREMETTIAMO IL SE-
GUENTE LEMMA.

LEMMA. CONSIDERIAMO UNA SUC-
CESSIONE DI INTERVALLI APERTI J, =
(v, Br) € R, DECRESCENTE NEL SENSO
CHE —00 < ap < apy1 < By < By <
+00 PER OGNI n. SE LE SUCCESSIONI
(ay,) E (B,) NON SONO DEFINITIVAMEN-
TE COSTANTI, ALLORA

DIMOSTRAZIONE. INDICHIAMO CON « E
£ 1 LIMITI (FINITI)
lim a, =a <= lim f,.
n—-+00 n——+00
VERIFICHIAMO CHE «, 3 € J, PER OGNI
n. SCELTO AD ARBITRIO UN INDICE ny,

PER IPOTESI ESISTE UN n > ng TALE
CHE

Uy < S << By < Py,

E PERCIO «, 3 € J,,. PER L’ARBITRA-
RIETA DI ng, IL LEMMA SEGUE.



TEOREMA. CONSIDERIAMO UNA SUC-
CESSIONE DI INTERVALLI CHIUSI [}
lax, br] € (0,1) A DUE A DUE DISGIUNTI.
LA DIFFERENZA INSIEMISTICA

E=01\|JI
k=1

NON E VUOTA.

DIMOSTRAZIONE. LA DIFFERENZA IN-
SIEMISTICA (0,1)\ I} E COSTITUITA DAI
DUE APERTI (0,a1) E (b1,1). SCEGLIA-
MO IL PRIMO DEI DUE, E PONIAMO J; =

(041, 51) = (0, al).

SE NESSUNO DEGLI [ INTERSECA Jp,
ALLORA J; C E E IL TEOREMA E DIMO-
STRATO.

SE, INVECE, RISULTA [, C J; PER QUAL-
CHE k, DENOTIAMO CON k; IL PIU PIC-
COLO VALORE DI k TALE CHE [, C J;.

LA DIFFERENZA INSIEMISTICA Jp \ Iy,
E COSTITUITA DAI DUE APERTI («, ay,)
E (by,,01). SCEGLIAMO QUESTA VOLTA
IL SECONDO DEI DUE, E PONIAMO J; =

(a2, B2) = (b, B1)-

PROCEDENDO IN QUESTO MODO POSSO-
NO VERIFICARSI DUE CASI: NEL PRIMO
CASO, SI GIUNGE AD UN INTERVALLO
APERTO J,, # () CHE NON INTERSECA
I, PER NESSUN k, QUINDI J,, C £/ E IL
TEOREMA E DIMOSTRATO.

ALTRIMENTI, SI GENERA UNA SUC-
CESSIONE DECRESCENTE DI INTERVALLI
APERTI J,, = (ay,, B,) OGNUNO DEI QUA-
LI CONTIENE [;, E NON INTERSECA [}
PER NESSUN k < k,,.
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INOLTRE, L'INTERVALLO SUCCESSIVO
Jy+1 E DATO DA

\

(an,ag,) SE n E PARI,

(bk‘n; Bn)

PER IL LEMMA ALLA PAGINA PRECE-
DENTE, ESISTE ALMENO UN ELEMENTO
Ty NELL'INTERSEZIONE

Jn+1 =
SE n E DISPARI.

+00
() 7. € (0,1).
n=1

RESTA DA VERIFICARE CHE zg € E, OV-
VERO CHE z( € [, QUALUNQUE SIA k. A
TAL FINE, SCEGLIAMO ARBITRARIAMEN-
TE UN INTERVALLO [;, E DETERMINIA-
MO DI CONSEGUENZA UN 7o TALE CHE kj,
> k.

PER LA DEFINIZIONE DI J;, TALE IN-
TERVALLO NON INTERSECA [;. MA SIC-
COME z( € J;, NE SEGUE CHE x( ¢ ;.
PER L’ARBITRARIETA DI k, LA TESI SE-
GUE.



MISURA INTERNA

SEGUENDO L'IDEA IN [10], LA MISU-
RA INTERNA n-DIMENSIONALE DI UN IN-
SIEME LIMITATO E C R" SI PUO DEFI-
NIRE INTRODUCENDO UN INTERVALLO [
TALE CHE E C I E PONENDO

mi(E) = [I| =me(I\ E).  (8)

ALTRI TESTI, COME [7], UTILIZZANO LA
DEFINIZIONE EQUIVALENTE
mi(E) = sup m(K),
KCE
DOVE CON LA LETTERA K SI INDICANO I
SOTTOINSIEMI COMPATTI DI F, E m(K)
E LA MISURA ESTERNA DI K SECONDO
PEANO-JORDAN (VEDERE A PAG. L6).

EQUIVALENZA DELLE DUE DE-
FINIZIONI

L’EQUIVALENZA DELLE DUE SUDDETTE
DEFINIZIONI DELLA MISURA INTERNA SI
PUO VERIFICARE COME SEGUE.

FISSATO UN INTERVALLO [ ED UN IN-
SIEME LIMITATO F/ C I, VOGLIAMO VE-
RIFICARE CHE

|I| = inf m(A)+ sup m(K), (9)

I\ECA KCE
DOVE SI INTENDE CHE A E APERTO E K
COMPATTO.

UTILIZZEREMO L’ADDITIVITA DELLA
MISURA NEI CASI PARTICOLARI (22) E
(23) CONSIDERATI IN DETTAGLIO PIU
AVANTI.

SCEGLIAMO (IN TEORIA) UNA SUC-
CESSIONE DI APERTI LIMITATI Aj TALI
CHE [ \ E C A, PER OGNI k, E

lim m(Ax) = inf m(A).
k—+00 I\ECA

L’INSIEME K = I\ Ax E UN COMPATTO
INCLUSO IN F E DISGIUNTO DA Aj.
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PoNENDO A = A, E K = K}, NEL-
LA (22) OTTENIAMO

MA siccoME [ C A, UI = A, U K, NE
SEGUE CHE

[T < |Ag| + sup m(K),
KcCFE
E PASSANDO AL LIMITE PER k — 400 SI
OTTIENE LA (9) CON IL SEGNO DI < AL
POSTO DELL'UGUAGLIANZA.

PER COMPLETARE LA DIMOSTRAZIO-
NE, CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE
DI COMPATTI K. C F/ TALI CHE

lim m(K}) = sup m(K),
k—+o00 KCE

ED UNA SUCCESSIONE DI INTERVALLI [},
TALI CHE [ C I}, E

li I = |I].
Jm 15 = 11

L’APERTO A; = I; \ K} SODDISFA L’IN-
CLUSIONE [ \ ¥ C Ay E L'UGUAGLIANZA
I, \ Ay = K. PERCIO, PONENDO A =
A, E B = I; NELLA (23), OTTENIAMO

1| = | Ar| + | K4

> inf m(A)+ |Ky.

INEcA
PASSANDO AL LIMITE PER k — —+o00 SI
OTTIENE LA (9) CON IL SEGNO DI > AL
POSTO DELL'UGUAGLIANZA, E LA DIMO-
STRAZIONE E CONCLUSA.



RELAZIONE TRA MISURA IN-
TERNA E MISURA ESTERNA

COME SUGGERISCONO I LORO NOMI,
LE MISURE INTERNA ED ESTERNA SE-
CONDO LEBESGUE DI UN QUALUNQUE
INSIEME LIMITATO E C R"™ SODDISFA-
NO LA DISUGUAGLIANZA

mi(E) < me(E). (10)

PER VERIFICARLA, SEGUIAMO IL RA-
GIONAMENTO INDICATO IN [10, PAG.
238].

CONSIDERIAMO UN RICOPRIMENTO
DELL'INSIEME E FATTO CON UN NU-
MERO FINITO O UNA SUCCESSIONE DI
INTERVALLI [, A DUE A DUE PRIVI DI
PUNTI INTERNI IN COMUNE.

CONSIDERIAMO, INOLTRE, UN INTER-
VALLO [ TALE CHE E C I, ED UN RI-
COPRIMENTO DELL’INSIEME [ \ £ FATTO
CON UN NUMERO FINITO O UNA SUC-
CESSIONE DI INTERVALLI J;, A DUE A
DUE PRIVI DI PUNTI INTERNI IN COMU-
NE. ESSENDO

+o00 +00
I C (U[k> U (Ujk)
k=1 k=1
SI HA
400 +o0o
1] < <Z[k> + (ZJ,Q
k=1 k=1
PER L’ARBITRARIETA DEI SUDDETTI RI-
COPRIMENTI, SI DEDUCE CHE
|I| < me(E) + me(I \ E)

A QUESTO PUNTO, PER LA DEFINIZIO-
NE (8) DELLA MISURA INTERNA, LA
(10) SEGUE.
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INSIEMI MISURABILI

UN INSIEME LIMITATO F C R"™ SI DI-
CE MISURABILE SECONDO LEBESGUE SE

ml(E) = me(E).

IN TAL CASO, LA MISURA DI LEBESGUE
n-DIMENSIONALE DELL’INSIEME F E DA-
TA DAL COMUNE VALORE DI m;(E) E
me(E), E SI DENOTA CON m(E) O CON
|E|.

QUESTA IMPOSTAZIONE SI RITROVA,
AD ESEMPIO, IN [10] ED IN [7].

UN INSIEME ILLIMITATO £ SI DICE MI-
SURABILE SECONDO LEBESGUE SE L’IN-
TERSEZIONE Ej, = EN B(0), CHE E LI-
MITATA, E MISURABILE QUALUNQUE SIA
IL RAGGIO k. IN TAL CASO SI DEFINI-
SCE

lim m(Ey) < 4o0.
k—+o0
EQUIVALENTEMENTE, L'INSIEME FE, LI-
MITATO O MENO, SI DICE MISURABILE
SECONDO LEBESGUE SE, QUALUNQUE
SIA L'INSIEME X C R"” (ANCHE NON MI-
SURABILE) I DUE PEZZI X NFE E X \
SODDISFANO L’UGUAGLIANZA

Me(X N E) + me(X \ E) = mo(X).

IN TAL CASO, LA MISURA DI LEBESGUE
n-DIMENSIONALE DELL'INSIEME F E DA-
TA DA me(FE).

QUEST’ULTIMA E L'IMPOSTAZIONE DI
[14], ATTRIBUITA AL MATEMATICO GRE-
cO CONSTANTIN CARATHEODORY.
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L'IMPORTANZA DELLA DIMEN-
SIONE

SI NOTI CHE L’ INTERVALLO (0,1) C
R HA MISURA DI LEBESGUE UNIDIMEN-
SIONALE UGUALE AD 1, MENTRE IL SEG-
MENTO S DATO DA

S={(z,0) eR* |2 € (0,1)}

HA MISURA DI LEBESGUE BIDIMENSIO-
NALE NULLA.

L’IMPORTANZA DELLA MISU-
RABILITA

L’IMPORTANZA DEGLI INSIEMI MISU-
RABILI STA NEL FATTO CHE PER TALI
INSIEMI VALGONO LE CONSUETE PRO-
PRIETA DELL’AREA E DEL VOLUME, CO-
ME AD ESEMPIO LA (19).

PER CONTRO, USANDO GLI INSIEMI
NON MISURABILI SI POSSONO OTTENE-
RE RISULTATI APPARENTEMENTE PARA-
DOSSALL.

AD ESEMPIO, SI PUO SUDDIVIDERE
UNA SFERA DATA IN UN NUMERO FINI-
TO DI PARTI CON LE QUALI, RIACCO-
STANDOLE OPPORTUNAMENTE FRA LO-
RO, SI POSSONO RICOSTRUIRE DUE SFE-
RE UGUALI A QUELLA INIZIALE [12].



SIGMA-ALGEBRE

I SOTTOINSIEMI MISURABILI DI R"
COSTITUISCONO UNA SIGMA-ALGEBRA
IN QUANTO:

1. L’INSIEME VUOTO E MISURABILE;
2. Lo spAzIO R" E MISURABILE;

3. IL. COMPLEMENTARE DI QUALUNQUE
INSIEME MISURABILE E ANCORA UN IN-
SIEME MISURABILE;

4. L’UNIONE DI UNA QUALUNQUE SUC-
CESSIONE DI INSIEMI MISURABILI E AN-
CORA UN INSIEME MISURABILE.

UN’ALTRA IMPORTANTE SIGMA-AL-
GEBRA E COSTITUITA DAI SOTTOINSIEMI
DI BOREL DI R", DETTI ANCHE BORE-
LIANI.

ALTRE MISURE

IN GENERALE, UNA MISURA IN UN IN-
SIEME {2 E UNA FUNZIONE pu: M — |0,
+00] AVENTE PER DOMINIO UNA SIGMA-
ALGEBRA M DI SOTTOINSIEMI DI ) E
TALE CHE:

L. p(0) = 0;

2. PER OGNI SUCCESSIONE DI INSIEMI
E, € M, A DUE A DUE DISGIUNTI, PO-

STO
+00
E=|]JE
k=1
RISULTA
+00
u(E) = 3 (B,
k=1

OLTRE ALLA MISURA DI LEBESGUE, SO-
NO IMPORTANTI LE COSIDDETTE MISU-
RE DI PROBABILITA, CIOE QUELLE PER
LE QUALI u(92) = 1.

SPAZI MENSURALI

UNO SPAZIO MENSURALE, DETTO AN-
CHE SPAZIO DI MISURA, E UNA TRIPLA
(2, M, 1) COSTITUITA DA UN INSIEME
(), UNA SIGMA-ALGEBRA M DI SOT-
TOINSIEMI DI ), ED UNA MISURA /.

UN’INTRODUZIONE ALLA TEORIA A-
STRATTA DELLA MISURA SI PUO TROVA-
RE, AD ESEMPIO, IN [16].



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [7]

Misura interna, misura esterna, e relazione fra di esse: pag. 456
Insiemi misurabili limitati: pag. 456

Insiemi illimitati: pag. 459

Cubi diadici (6): formula (91.1) pag. 494

Sviluppo di un aperto in serie di chiusi: pag. 494
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PROPRIETA DELLA MISURA



TEOREMA DI TONELLI PER LE
SERIE (CFRr. [17])

UNO DEGLI ENUNCIATI ALLA BASE
DALLA TEORIA DELLA MISURA DI LE-
BESGUE E IL SEGUENTE, MEDIANTE IL
QUALE SI PUO DIMOSTRARE, AD ESEM-
PIO, CHE LA MISURA DEGLI APERTI E
NUMERABILMENTE ADDITIVA.

INDICHIAMO CON f: N — N2 UN’AP-
PLICAZIONE BIUNIVOCA, E CON a: N? —
[0,+00) UNA FUNZIONE ARBITRARIA A
VALORI REALI NON NEGATIVI. SCRIVE-
REMO a;; AL POSTO DI a(i, j), E afy) AL
POSTO DI a(f(k)).

IN SINTESI, L’ORDINE CON IL QUALE
VENGONO SOMMATI I TERMINI @; ; NON
CONTA. PIU PRECISAMENTE, SI HA:

PER OGNI APPLICAZIONE BIUNIVOCA
f: N — N2, ED OGNI FUNZIONE NON NE-
GATIVA a: N? — [0, +00) RISULTA

+00 +o0 400
2 =2 2 ey (1)
k=0 =0 j5=0

PER MEGLIO COMPRENDERE L'IDEA
DELLA DIMOSTRAZIONE E CONSIGLIABI-
LE RAPPRESENTARE I TERMINI q;; IN
UNA MATRICE INFINITA. INDICATA CON

Sp = > afm) LA SOMMA RIDOTTA DEL-
k=0
LA PRIMA SERIE, PER OGNI n RISULTA

m /
Sp < Z Z a;

i=0 j=0
PUR DI PRENDERE m,{ € N SUFFICIEN-
TEMENTE GRANDI. BASTA PRENDERE,
AD ESEMPIO, m > Iilgg(ﬂ'l(f(k)) E /(>

max m(f(k)), DOVE T E Ty SONO LE
n

PROTEZIONI CANONICHE DATE DA (4,
J)=1E m(i,j) = J.
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4 +oo
POICHE ) a;; < ) a;;, POSSIAMO
j=0 j=0
m +00
SCRIVERE S, < > > a;; PER m GRAN-
i=0 j=0
DE, E A MAGGIOR RAGIONE

8
8

+oo +

Sn S Qg j.

i

I
o
.

I
o

PASSANDO AL LIMITE PER n — 400,
OTTENIAMO LA (11) CON IL SEGNO DI
< AL POSTO DELL'UGUALE.

PER COMPLET&RE LA DIMOSTRAZIO-
0

NE, POSTO S = ) agy), OSSERVIAMO
k=0
CHE PER OGNI m ED { FISSATI, RISULTA

(0,...,m}y x {0,....0} ¢ f({0....,n})
PUR DI PRENDERE n SUFFICIENTEMEN-
TE GRANDE, E QUINDI

m
Z Qjj <

4 n
i=0 j=0

> a8

k=0

¢
Posto T;y = 3 a; j, POSSIAMO SCRIVE-
j=0

m
RE > T;y < S, E PASSANDO AL LIMITE
1=0

m
PER { — 400 RICAVIAMO lim > T;, <
{—~+0o0 i=0 ’
S.

D’ALTRO CANTO, PER IL TEOREMA
SUL LIMITE DI UNA SOMMA, RISUL-

m —+00 m

TA > Y a; lim > 7,, E QUINDI
=0 j=0 t=+00 =0

m +00

Z Z Qj_ j < S.

i=0 j=0

FACENDO TENDERE m ALL'INFINITO
OTTENIAMO LA (11) CON IL SEGNO DI >
AL POSTO DELL'UGUALE, E LA DIMO-
STRAZIONE E CONCLUSA. O



FRANTUMAZIONE E SMISTA-
MENTO

PER DIMOSTRARE ALCUNE PROPRIETA
DELLA MISURA DI LEBESGUE SI USA LA
PROCEDURA APPRESSO DESCRITTA, QUI
DEFINITA “FRANTUMAZIONE E SMISTA-
MENTO” .

CONSIDERIAMO UNA SUCCESSIONE DI
APERTI A;, C R", ANCHE SOVRAPPOSTI
L'UNO ALL’ALTRO MA CIASCUNO DIVER-
SO DA R", E PONIAMO

+00
A:UAk
k=1

FISSATO UN SOTTOINSIEME CHIUSO E
LIMITATO K C A, PER IL TEOREMA
DI HEINE-BOREL ESISTONO Ay, ..., A
TALI CHE

N

N
K c| Ay (12)

J=1

PosTo F; = R" \ A, LA FUNZIONE

N
f@:iﬁm@@)

RISULTA CONTINUA PERCHE SOMMA DI
FUNZIONI CONTINUE, DUNQUE AMMET-
TE MINIMO SUL COMPATTO K:

min f(z) = dp.

lin (13)

INOLTRE SI HA dy > 0 PERCHE f(x) SI
ANNULLA SE E SOLO SE dist(z, F;) = 0
PER OGNI 7 = 1,..., N, DUNQUE SE E
SOLO SE x € F; PER OGNI j, IL CHE NON
AVVIENE IN K PER LA (12).
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LEMMA. FISSATO UN kg € N SODDI-
SFACENTE LA CONDIZIONE 2% ,/n <
do/N, PER OGNI z € Z" ESISTE j TA-
LE CHE

KN QkO(Z) C Akj7

DOVE (i, (2) E DEFINITO COME NEL-
LA (6).

INFATTI, SE COSI NON FOSSE, ESI-
STEREBBE IN K N @Q,(z) UN PUNTO DI
F; PER OGNI j = 1,..., N, E PERCIO,
SCELTO UN zy € K N Qy,(2), SI AVREB-
BE dist(zo, F;) < 27%,/n (DIAGONALE
DI Qk,(2)) PER OGNI j.

POICHE SOMMANDO SU j SI OTTIENE
f(zo) < dy, CONTRO LA (13), IL LEMMA
E DIMOSTRATO.

L’APPELLATIVO DI “FRANTUMAZIO-
NE E SMISTAMENTO” E DOVUTO AL FAT-
TO CHE IL LEMMA CONSENTE DI DE-
COMPORRE IL COMPATTO K IN UN NU-
MERO FINITO DI PARTI, AVENTI LA FOR-
MA

KN Qko(z),

CIASCUNA DELLE QUALI E INCLUSA IN
UNO DEGLI APERTI DATI.



FORMULA DI SCOMPOSIZIONE

UNA DELLE PROPRIETA PIU SEMPLI-
CI E NATURALI DELLA MISURA DI LEBE-
SGUE E LA SEGUENTE: SE A E B SONO
DUE INSIEMI MISURABILI, ALLORA

|JAUB|+ |ANB|=|A|+|B|. (14)
IL CASO DEGLI APERTI LIMITA-
TI

VERIFICHIAMO LA (14) NEL CASO PAR-
TICOLARE IN CUI A E B SONO APERTI
LIMITATI. PER OGNI INSIEME LIMITATO
E C R", ED OGNI k € N, PONIAMO

P(E)= |J @2
Qr(z)CE
DOVE (Qi(z), CON z € Z", DENOTA L’I-
PERCUBO (6). DALLA DEFINIZIONE DI
|A| = m(A) SEGUE CHE
Al = lim [B(A)],

k—+00

(15)

MENTRE |P;(A)| E SEMPLICEMENTE LA
SOMMA (FINITA) DEI VOLUMI DEGLI I-
PERCUBI CHE COSTITUISCONO Fj(A).

POICHE OGNI IPERCUBO @ (z) DI P(A)
O E INCLUSO IN AN B OPPURE NO, POS-
SIAMO SCRIVERE P(ANB)UP.(A, B) =

Pr(A), DOVE
Pi(AB)= | @)
Qr(z)CA

Qr(z)ZANB

PoicHE |AN B| > |P.(AN B)|, OTTE-
NIAMO

|AN Bl + |Py(A, B)| > |P.(A)].  (16)

OSSERVIAMO CHE I Q;(z) CHE COSTI-
TUISCONO Pi(A, B), ESSENDO INCLUSI
IN A MA NON IN AN B, NON SONO IN-
CLUSI IN B E QUINDI NON ENTRANO A
FAR PARTE DI Py(B).
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QUINDI L’INSIEME Py (A, B) U Py(B)
E UNIONE DI IPERCUBI (j(2) DISTINTI
E INCLUSI IN AU B.

PER QUESTO, E PER LA DEFINIZIO-
NE DI MISURA DI UN APERTO LIMITA-
TO, ABBIAMO |A U B| > |P(A,B) U
Py(B)| = |Pu(A, B)|+|Py(B)|. SOMMAN-
DO LA (16) A QUEST’ULTIMA DISUGUA-
GLIANZA, OTTENIAMO

[AUB|+ AN B[ > |P.(A)[ + | Pi(B)].

FACENDO TENDERE k A +00 SI OTTIENE
LA (14) CON IL SEGNO DI > AL POSTO
DELL'UGUALE.

PER CONCLUDERE LA DIMOSTRAZIO-
NE, VERIFICHIAMO CHE NELLA (14) VA-
LE IL SEGNO DI <.

PER OGNI k SUFFICIENTEMENTE GRAN-
DE POSSIAMO “SMISTARE” GLI IPERCUBI
DI P,(AUB) COME A PAG. LL22 E QUIN-
DI SCRIVERE P, (AUB) = F4UF,, DOVE

FA — U Qk‘(z)a
Qr(2)CP(A)
F = U a2

Qk(Z)CPk (AUB)
Qr(2)ZA

SICCOME |F4| < |A|, OTTENIAMO
[PL(AU B)| < |A] + [Fy]. (17)

INOLTRE, I QQx(2) IN Fj RISULTANO IN-
CLUSI IN P (B) E NON HANNO PUNTTI IN-
TERNI IN COMUNE CON P;(ANB), QUIN-
DI |P,(ANB)|+|F))| = |Pr(ANB)UF)| <
|B|. SOMMANDO LA (17) A QUEST’UL-
TIMA DISUGUAGLIANZA, OTTENIAMO

|P.(AUB)| + |P.(AN B)| < |A| + |B|.
FACENDO TENDERE k A +00 SI OTTIENE

LA (14) CON IL SEGNO DI < AL POSTO
DELL'UGUALE.



SUBADDITIVITA

UNA DELLE PRINCIPALI PROPRIETA
DELLA MISURA DI LEBESGUE E LA SU-
BADDITIVITA: SE DUE INSIEMI A E B
(NON NECESSARIAMENTE DISGIUNTI) SO-
NO MISURABILI, ALLORA

|AU B| < |A| + |B]. (18)

LA (18) E UNA CONSEGUENZA IMME-
DIATA DELLA (14).

IL CASO DEGLI APERTI LIMITA-
TI

VERIFICHIAMO DIRETTAMENTE LA (18)
NEL CASO IN CUI A E B SONO APERTI
LIMITATI.

CON L’INTENZIONE DI ESPRIMERE | A
U B|, CONSIDERIAMO IL PLURINTERVAL-
LO Pi(A U B) DEFINITO COME NELLA
(15) cON UN k € N SUFFICIENTEMEN-
TE GRANDE DA POTER EFFETTUARE LO
“SMISTAMENTO” DESCRITTO A PAGINA
L22.

DUNQUE OGNI IPERCUBO Q(z) DI
Py(AUB) E INCLUSO IN A O IN B, E POS-
SIAMO SCRIVERE P,(AU B) = Fq U F)
DOVE

Fa= |J Ql2),
Qk(Z)CA
Fy= |J .
Qk(Z)CAUB
Qr(2)ZA

POICHE Fy C A E F)y C B, NE SEGUE
CHE |Py,(AUB)| < |A|+|B|, E FACENDO
TENDERE k A +00 SI OTTIENE LA (18).
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ADDITIVITA FINITA

UNA DELLE PRINCIPALI PROPRIETA
DELLA MISURA DI LEBESGUE E L’ADDI-
TIVITA: SE DUE INSIEMI A E B SONO
MISURABILI E DISGIUNTI, ALLORA

|AU B| = |A|+|B|. (19)

VERIFICHIAMO LA (19) NEL CASO IN
Ccul A E B SONO COMPATTI DISGIUN-
TI. POSTO

P(E)= |J @ (0
Qr(2)NE#D
RISULTA |A| = lim |P/(A)|, E SIMIL-
k—+o0

MENTE PER B, E PER IL COMPATTO A
U B.

PoicHE AN B = () PER IPOTESI, E
PER LA COMPATTEZZA DI A E B, RI-
SuLTA P[(A) N P/(B) = () DEFINITIVA-
MENTE, E PRECISAMENTE PER TUTTI I
k TALI CHE

27 \/n < dist(A, B).

PER TALI k RISULTA P/ (AUB) = P/(A)U
P{(B) E |P,(AUB)| = [P{(A)|U|P{(B)|.
FACENDO TENDERE k A 400 SI OTTIE-
NE LA (19).



LEMMA 1. VERIFICHIAMO CHE SE A E
B SONO APERTI LIMITATI, CON A C B,
E SE K = Py(A) E IL PLURINTERVALLO
DATO DALLA (15) PER UN ARBITRARIO
k € N, ALLORA

|B| = [K|+|B\ K|. (21)

QUESTA UGUAGLIANZA CORRISPON-
DE ALLA (19) SE GLI INSIEMI A E B
DELLA (19) SONO SOSTITUITI, RISPET-
TIVAMENTE, DA K E B\ K.

PER PROVARE LA (21) COMINCIAMO
COL PRENDERE j > k ED OSSERVIAMO
CHE K U Pj(B\ K) C P;(B).

SICCOME IL COMPATTO P;(B\ K) E
DISGIUNTO DA K, POSSIAMO APPLICA-
RE LA FORMULA (19) APPENA VERIFI-
CATA PER I COMPATTI DISGIUNTI.

NE SEGUE CHE |P;(B)| > |K| + |P;(B \
K)|, E FACENDO TENDERE j A +00 SI
OTTIENE |B| > |K|+ |B\ K]|.

PER COMPLETARE LA DIMOSTRAZIO-
NE DELLA (21) SCRIVIAMO F;(B) = KU
F};, DOVE

o= UJ @i

Qj(z)CcB

Qi(2)ZK
E QUINDI |P;(B)| = |K|+ |Fj|. Ma
L'INTERNO DI Fj; E UN SOTTOINSIEME
APERTO DI B\ K ED HA LA STESSA MI-
SURA DI F, DUNQUE |Fg| < |B\K| E DI
CONSEGUENZA |P;(B)| < |K|+|B\ K|.

PASSANDO AL LIMITE PER p — +00
SI OTTIENE |B| < |K|+|B\K|, E LA (21)
SEGUE.
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LEMMA 2. SE A E UN APERTO LIMI-
TATO, E SE AL POSTO DI B PONIAMO
K\ A, DOVE K E UN COMPATTO, LA
(19) DIVENTA

AUK|=|A|+|K\ Al (22)

PER VERIFICARLA, CONSIDERIAMO IL
PLURINTERVALLO FP;(A) DATO DALLA
(15) PER UN ARBITRARIO k € N.

L’INSIEME Py, (A)U(K\ A) E UN COM-
PATTO, UNIONE DI DUE COMPATTI DI-
SGIUNTI, CONTENUTO IN AU K: DUN-
QUE mi(AUK) > |P,(A) U (K \ A)|.

MA L’ADDITIVITA DELLA MISURA E GIA
STATA DIMOSTRATA A PAGINA L24 PER
L'UNIONE DI DUE COMPATTI DISGIUNTI,
DUNQUE m;i(AU K) > |P(A)| + | K\ Al.
FACENDO TENDERE k A +00 SI TROVA

mi(AUK) > A+ |K\ Al

PER COMPLETARE LA DIMOSTRAZIONE
DELLA (22), INDICHIAMO CON B UN
APERTO LIMITATO TALE CHE K\ A C B.
DA CIO DISCENDE CHE

AUK Cc AUB.

QUESTA INCLUSIONE, LA DEFINIZIONE
DELLA MISURA ESTERNA, E LA (18) IM-
PLICANO m.(AUK) < |A|+|B|. SOsTI-
TUENDO |B| CON

Bl = [K\ A

inf
K\ACB

SI RICAVA
m(AUK) < |A]+ K\ A,

DUNQUE L'INSIEME AUK E MISURABILE
E LA SUA MISURA SODDISFA LA (22).



LEMMA 3. VERIFICHIAMO CHE SE A
E B SONO APERTI LIMITATI, CON A C
B, ALLORA

B = [A[ +[B\ A. (23)

QUESTA UGUAGLIANZA CORRISPONDE AL-

LA (19) SE LINSIEME B DELLA (19) E
SOSTITUITO DA B\ A.

POICHE L'INSIEME B\ A NON E, IN
GENERALE, NE APERTO NE CHIUSO, PER
PROVARE LA (23) STUDIAMO SEPARATA-
MENTE LA SUA MISURA INTERNA E LA
SUA MISURA ESTERNA.

PER UN ARBITRARIO k € N CON-
SIDERIAMO IL COMPATTO Py (B) DATO
DALLA (15).

PER LA (22), L'INSIEME AU Py(B) E
MISURABILE E ST HA |A U Py(B)| = |A|
+ |P(B) \ A|]. POICHE, BANALMENTE,
Py(B) C AUP,(B), NE SEGUE |P,(B)| <
Al + |P(B)\ Al

MA L'INSIEME Py(B)\ A E UN SOT-
TOINSIEME COMPATTO DI B\ A, DUN-
QUE PER LA DEFINIZIONE DELLA MISU-
RA INTERNA SI HA | P (B)| < |A|+mi(B\
A), E FACENDO TENDERE k A +00 SI OT-
TIENE |B| < |A|+mi(B\ A).

PER CONCLUDERE LA DIMOSTRAZIO-
NE DELLA (23), CONSIDERIAMO ORA IL
COMPATTO Pi(A).

LINSIEME B \ P.(A) E APERTO E
CONTIENE B\ A, DUNQUE m.(B\ A) <
|B\ Pi(A)|. PER LA (21) s1 HA |B\
Pi(A)| = |B| — |P:(A)|, QUINDI me(B \
A) <|B| = |P(A)].

FACENDO TENDERE k£ A +00 SI OT-
TIENE mo(B\ A) < |B| —|A| E LA (23)
SEGUE.
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DIMOSTRAZIONI ALTERNATIVE

SE A E B SONO DUE APERTI LIMITA-
TI QUALUNQUE, SOSTITUENDO AUB AL
POSTO DI B NELLA (23) SI TROVA

|AUB| = |A|+|B\ A|.

SOSTITUENDO, INVECE, ANB AL POSTO
DI A NELLA (23) SI OTTIENE

1Bl =|ANnB|+ |B\ A|.
CONFRONTANDO FRA LORO LE DUE
UGUAGLIANZE PRECEDENTI SI RICAVA,

PER ALTRA VIA, LA FORMULA DI SCOM-
POSIZIONE (14).

ESISTONO DUNQUE DIVERSE POSSI-
BILITA DI PROCEDERE NELLO SVILUPPO
DELLA TEORIA DELLA MISURA: L’'INSIE-
ME DEI TEOREMI E LO STESSO, MA LA
LORO SUCCESSIONE E UNA SCELTA STI-
LISTICA, E CAMBIA A SECONDA DEL TE-
STO SEGUITO.

UNA SITUAZIONE SIMILE SI RITROVA
IN MOLTI ALTRI SETTORI DELLA MATE-
MATICA.

TANTO PER FARE UN ESEMPIO, CON
RIFERIMENTO ALLA PROPRIETA DI COM-
PLETEZZA DELL’INSIEME DEI NUMERI RE-
ALI, RICORDIAMO CHE I NUMERI REA-
LI SI POSSONO DEFINIRE COME SEZIO-
NI DEL CAMPO DEI RAZIONALI, E POI
SI PUO DIMOSTRARE CHE OGNI SUCCES-
SIONE DI CAUCHY DI NUMERI REALI E
CONVERGENTE.

VICEVERSA, I NUMERI REALI SI POS-
SONO DEFINIRE COME CLASSI DI EQUI-
VALENZA DI SUCCESSIONI DI CAUCHY DI
RAZIONALI, DOPODICHE SI PUO DIMO-
STRARE CHE OGNI SEZIONE DEL CAM-
PO DEI NUMERI REALI HA UN ELEMEN-
TO SEPARATORE.



CONTINUITA DELLA MISURA

LA PROPRIETA PIU IMPORTANTE DEL-
LA MISURA DI LEBESGUE E LA CON-
TINUITA, DI SOLITO ENUNCIATA NEL-
LA FORMA DELLA NUMERABILE ADDITI-
VITA (33).

IN PARTICOLARE, SE (A4;) E UNA SUC-
CESSIONE DECRESCENTE DI INSIEMI DI
MISURA FINITA, ALLORA

+00

4

j=1

‘ (24)

J—+00
VERIFICHIAMO LA (24) IN QUALCHE
CASO PARTICOLARE.

IL CASO DEI PLURINTERVALLI

SUPPONIAMO CHE CIASCUN A; SIA
COSTITUITO DA UN NUMERO FINITO DI
IPERCUBI DEL TIPO Qk(2) (6), CON k E
z CHE POSSONO ASSUMERE DIVERSI VA-
LORI, E PONIAMO

PER LA MONOTONIA DELLA MISURA, SI
HA |R| < |A;| PER OGNI j, DUNQUE

IR| < lim |4, (25)
J—+0o0

SI NOTI CHE IL LIMITE AL SECONDO

MEMBRO ESISTE PERCHE LA SUCCESSIO-

NE DELLE MISURE DEGLI Aj E MONOTO-

NA.
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RESTA DA DIMOSTRARE CHE LA DI-
SUGUAGLIANZA (25) VALE ANCHE CON
IL >.

A TAL FINE, OSSERVIAMO CHE L’IN-
SIEME R E COMPATTO E LA SUA MISU-
RA, PER DEFINIZIONE, E DATA DA

R = A

inf
RCA
A aperto
Alimitato

SIA DUNQUE A UN APERTO LIMITATO
CONTENENTE R. IL COMPLEMENTARE
F =TR"\ A E CHIUSO, COME PURE GLI
INSIEMI A; \ A= A; N F PER OGNI j.

(26)

SE QUESTI ULTIMI INSIEMI FOSSERO
NON VUOTI PER OGNI j, ALLORA, PER
LA COMPLETEZZA DI R", SAREBBE NON
VUOTA ANCHE LA LORO INTERSEZIONE.
SI AVREBBE CIOE

+00

()(A;\A) = R\ A #0.

j=1
MA CIO NON E POSSIBILE PERCHE R C
A, DUNQUE DEVE ESISTERE ALMENO UN
jo TALE CHE A; \A = (). POICHE A, C
A; PER OGNI j, NE SEGUE A;\ A = () PER
OGNI 7 > jg.

DUNQUE OGNI APERTO LIMITATO A
CONTENENTE R CONTIENE ANCHE TUT-
TI GLI A; DA UN CERTO PUNTO IN POI, E
PERCIO SODDISFA |A| > |A;| PER j > jp.

PASSANDO AL LIMITE PER j — 400
SI TROVA

J—+oo

QUINDI, RICORDANDO LA (26), SI DE-
DUCE
R|> lim |4
J—+0o0

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.



IL CASO DEGLI APERTI

VERIFICHIAMO LA (24) NEL CASO IN
CUI GLI A; SONO APERTI LIMITATI E
NON VUOTI (SE UNO DI ESSI E VUOTO
LA CONCLUSIONE E IMMEDIATA).

IN QUESTO CASO NON E DETTO CHE
L’ INTERSEZIONE

SIA UN INSIEME APERTO: DOVREMO VE-
RIFICARE CHE E UN INSIEME MISURABI-
LE STUDIANDO LA SUA MISURA INTERNA
E LA SUA MISURA ESTERNA.

POICHE GLI A; SONO APERTI LIMI-
TATI, PER LA DEFINIZIONE DELLA MI-
SURA DI UN APERTO ESISTE PER OGNI j
UN PLURINTERVALLO P; C Aj;, UNIONE
DI UN NUMERO FINITO DI IPERCUBI DEL
TIPO (Qk(z) E TALE CHE

£
A\ Pl =14 = Bl < o (@7)
[’UGUAGLIANZA NELLA (27) SI OTTIE-
NE PONENDO B = A; E K = P; NELLA
(21). PER PROSEGUIRE CON LA PRE-
SENTE DIMOSTRAZIONE, PONIAMO

Fi=P

1=1

SICCOME PER IPOTESI A; C A; PER
OGNI 7 < j, RISULTA

A s cJan e

1=0
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MA POICHE 1 P; SONO STATI PRE-
SI IN MODO DA SODDISFARE LA (27), E
PER LA SUBADDITIVITA (18) DELLA MI-
SURA DEGLI APERTI LIMITATI, SI HA
/ £

[Ajl = [F5 = [N il < )

i=1

<e. (28)

Posto
+00 +o00
F=(F=P:
j=1 j=1

PER LA (25) RISULTA lim |Fj| = |F| E
—+00
PERTANTO, PASSANDO AL LIMITE NEL-

LA (28), TROVIAMO lim |A4;| < |F|+e.
J—+o0

PoIiCcHE ' E UN COMPATTO CONTE-

NUTO IN A, NE SEGUE CHE lim |4;| <
J—+o0

mi(A)+e. INFINE, PER L’ARBITRARIETA
DI € SI OTTIENE

J—+00
D’ALTRO CANTO L’INSIEME A SODDI-
SFA BANALMENTE L'INCLUSIONE A C A;
PER OGNI j, E QUINDI

me(A) S hm ‘A]‘

J—+00

DUNQUE A E MISURABILE, E VALE LA
(24).



SUBADDITIVITA NUMERABILE

VERIFICHIAMO CHE, DATA UNA SUC-
CESSIONE DI APERTI A; C R", E POSTO

“+o00
A={]4; (29)
7=1
RISULTA
+00
A<D 14y, (30)
j=1

A TAL FINE OSSERVIAMO CHE CIASCUN
PLURINTERVALLO P;(A), DEFINITO CO-
ME NELLA (15), PUO ESSERE “FRANTU-
MATO E SMISTATO” COME DESCRITTO A
PAG. L22.

IN SINTESI, GLI IPERCUBI (%(2) CHE
COSTITUISCONO P;(A) VENGONO SCRIT-
TI COME UNIONE DI IPERCUBI Qy,(2),
CON kg > k, CIASCUNO DEI QUALI RI-
SULTA INCLUSO IN UN A;.

PER COMPATTEZZA, SOLO UN NUME-
RO FINITO DI APERTI Aj INTERVIENE
NELLO SMISTAMENTO. SE NE DEDUCE,
A MAGGIOR RAGIONE, CHE

400
Pu(A) < 14,
j=1

E FACENDO TENDERE k A 400 ST RICAVA
LA (30).
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VERIFICHIAMO ORA CHE, DATA UNA
SUCCESSIONE DI INSIEMI LIMITATI FEJ},
NON NECESSARIAMENTE MISURABILI, SE
L'INSIEME

E LIMITATO, ALLORA RISULTA

me(E) < Zme(Ej). (31)

A TAL FINE, FISSATO ¢ > (, BASTA
PRENDERE PER CIASCUN [E; UN APERTO
A; D Ej TALE CHE

€

27

DEFINITO L’APERTO A COME NELLA
(29), RISULTA F C A, E, PER LA (30),

4; < me(Ej)

400
me(E) < JA] < |4
j=1

< (ime@)) +e.

PER L’ARBITRARIETA DI €, LA (31) SE-
GUE.



SUPERADDITIVITA NUMERABI-
LE

VERIFICHIAMO CHE, DATA UNA SUCCES-
SIONE DI INSIEMI Ej, NON NECESSARIA-
MENTE MISURABILI MA A DUE A DUE
DISGIUNTI, SE L'INSIEME

E LIMITATO, ALLORA SI HA

)=y m(E). (3)

A TAL FINE, FISSATO € > (, PRENDIAMO
PER CIASCUN E; UN COMPATTO K; C E;
TALE CHE

g
mi(E;) < [Kjl + o5

PER OGNI N = 1,2,... IL COMPATTO

Ry DATO DA
N
— U K
j=1

E INCLUSO IN E. INOLTRE, ESSENDO I
K; A DUE A DUE DISGIUNTI ED IN NU-
MERO FINITO, PER LA (19) ST HA

Z 5l
FACENDO TENDERE N A +00 SI RICAVA
+00
B) = (Yo miEy)) e,
j=1

DA CUI LA (32) SEGUE PER L’ARBITRA-
RIETA DI €.

mi(E) > [Ry| =

NUMERABILE ADDITIVITA

LA PROPRIETA PIU IMPORTANTE DELLA
MISURA DI LEBESGUE E LA NUMERABI-
LE ADDITIVITA: DATA UNA SUCCESSIO-
NE DI INSIEMI MISURABILI Ej, A DUE A
DUE DISGIUNTI, L'INSIEME

+o00
E = U E,
k=1
E MISURABILE, E SI HA

+00
Bl =) |El. (33)
k=1

TALE PROPRIETA SI PUO EQUIVALEN-
TEMENTE ESPRIMERE SOTTO FORMA DI
CONTINUITA DELLA MISURA: VEDERE
AD ESEMPIO A PAG. L27.

VERIFICHIAMO LA (33) NEL CASO
PARTICOLARE IN CUI L'INSIEME E E LI-
MITATO. PER LA (32) SI HA

+00

> 1Bl < mi(E)

k=1

E PER LA (31)

+00
E) <) |E.
k=1

LLA TESI SEGUE.



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [7]

Subadditivita (18) della misura: formula (87.8), pag. 457
Additivita finita (19): formula (87.12), pag. 457
Numerabile additivita: formula (88.10), pag. 461

Continuita (24) della misura: formula (88.27), pag. 464
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INSIEMI NOTEVOLI



UN APERTO LA CUI FRONTIERA
HA MISURA POSITIVA

PER COMINCIARE A FARSI UN’IDEA
DELLA PORTATA E DELLE CONSEGUEN-
ZE DELLA TEORIA DELLA MISURA, E
IMPORTANTE STUDIARE ALCUNI ESEMPI
PARTICOLARMENTE SIGNIFICATIVI.

IN QUESTO PARAGRAFO CONSIDERIA-
MO UN CLASSICO ESEMPIO DI INSIEME
APERTO LA CUI FRONTIERA HA MISURA
POSITIVA.

CIO E NOTEVOLE PERCHE NEI CASI
PIU COMUNI, COME AD ESEMPIO SE L’A-
PERTO E UN CERCHIO, LA FRONTIERA
HA MISURA NULLA.

PER COSTRUIRE UN APERTO LA CUI
FRONTIERA HA MISURA POSITIVA CON-
SIDERIAMO UNA CORRISPONDENZA BIU-
NIvocA ¢: N — QN (0,1) E, PER OGNI
e € (0,400), INDICHIAMO CON A. L’A-
PERTO DEFINITO COME SEGUE:

+00

Ac = (a(n) = 557, a(n) + 557).

n=0

PER LA SUBADDITIVITA DELLA MISURA
DI LEBESGUE, LA MISURA DI A, SODDI-
SFA LA DISUGUAGLIANZA

+o00 c
n=0

D’ALTRO CANTO, PER LA DENSITA
DELL’INSIEME DEI NUMERI RAZIONALI IN
QUELLO DEI REALI, LA CHIUSURA A, =
A.UOA, CONTIENE L'INTERVALLO [0, 1].

2¢. (34)
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IN ALTRI TERMINI, OGNI PUNTO DI
TALE INTERVALLO O E UN PUNTO DI A,
O SE NO, ESSENDO LIMITE DI UN’OPPOR-
TUNA SUCCESSIONE DI NUMERI RAZIO-
NALI,  UN PUNTO DI ACCUMULAZIONE
DI A., DUNQUE [0,1] C A..

PER LA MONOTONIA DELLA MISU-
RA, NE SEGUE CHE 1 < |A.|. INOLTRE,
PER L’ADDITIVITA DELLA MISURA, RI-
SULTA |A.UOA.| = |A:|+|0AL|, E QUINDI
1 < |A.| + |0A.|]. INFINE, RICORDANDO
LA (34), POSSIAMO SCRIVERE

0A| > 1 — 2e.

E CHIARO DUNQUE CHE SE £ 1 MINORE
DI %, LA FRONTIERA DELL’APERTO A.
HA MISURA POSITIVA. INOLTRE, CON
£ < ﬁ SI E CERTI CHE LA MISURA DI A,
E PIU PICCOLA DI QUELLA DELLA SUA
FRONTIERA!

PER INFORMAZIONI SULL'INTERSEZIONE
DI TUTTI GLI A., CON ¢ > 0, SI CON-
FRONTINO [18, THEOREM 5.5] E [18,
EXERCISE 5.A (111)].



UN APERTO NON MISURABILE
SECONDO PEANO-JORDAN

VERIFICHIAMO CHE PER ¢ <

5 L’A-
PERTO A. NON E MISURABILE SECONDO
PEANO-JORDAN. UN ALTRO ESEMPIO E

DATO DALLA (4).

PER STIMARE LA MISURA INTER-
NA DI A. (SECONDO PEANO-JORDAN),
CONSIDERIAMO UN NUMERO FINITO DI
INTERVALLI CHIUSI CONTENUTI IN ES-
SO.

PER LA DEFINIZIONE DELLA MISURA
DI LEBESGUE DI UN APERTO, LA MI-
SURA DELL’UNIONE DI TALI INTERVAL-
LI NON SUPERA |A.|, E QUINDI NON SU-
PERA 2¢. DI CONSEGUENZA, ANCHE
LA MISURA INTERNA DI A. SECONDO
PEANO-JORDAN NON SUPERA Z2e.

PER STIMARE LA MISURA ESTERNA
DI A. SECONDO PEANO-JORDAN DOB-
BIAMO CONSIDERARE INVECE UN AR-
BITRARIO RICOPRIMENTO DI A. FATTO
CON UN NUMERO FINITO DI INTERVALLI
CHIUSI E LIMITATI.

L’UNIONE DI TALI INTERVALLI E CHIU-
SA, DUNQUE CONTIENE LA CHIUSURA DI
A, LA QUALE A SUA VOLTA CONTIENE
L'INTERVALLO [0,1]. DUNQUE LA MI-
SURA DEL RICOPRIMENTO CONSIDERA-
TO (E QUINDI LA MISURA ESTERNA DI
A.) DEV’ESSERE ALMENO 1.

SE, COME ANNUNCIATO, PRENDIAMO
e < %, LA MISURA INTERNA DI A, SE-
CONDO PEANO-JORDAN DIFFERISCE DA
QUELLA ESTERNA, E QUINDI A. NON E
MISURABILE SECONDO PEANO-JORDAN
(MENTRE TUTTI GLI APERTI SONO MI-
SURABILI SECONDO LEBESGUE).
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MISURA POSITIVA, E INTERNO
VUOTO

L’APERTO A. VIENE SOLITAMENTE UTI-
LIZZATO PER VERIFICARE CHE L’INSIE-
ME DEI NUMERI RAZIONALI HA MISURA
NULLA: RISULTA INFATTI

QN (0,1) C A

PER OGNI € > (0. DA CIO SEGUE CHE
L’INSIEME

E:(071>\Q

HA MISURA 1. CIO E NOTEVOLE GIAC-
CHE FE = (.

VERIFICHIAMO CHE, COME VUOLE LA
DEFINIZIONE DELLA MISURA INTERNA,
ESISTONO SOTTOINSIEMI COMPATTI DI
E LA CUI MISURA E VICINA AD 1 TANTO
QUANTO SI VUOLE: BASTA PRENDERE

5 1=5 VA
=[5 12 N R\ A).

K.

J:€

L’INSIEME LIMITATO K. E CHIUSO
PERCHE INTERSEZIONE DI DUE CHIUSL
RISULTA INOLTRE

51— C K UA,
E QUINDI, PER LA MONOTONIA E L’AD-
DITIVITA DELLA MISURA,
11— % S ‘Kj,s| + |A€|
<|Kj| + 2¢,

DA CUI SEGUE CHE |Kj.| > 1—2— 2.
PER L’ARBITRARIETA DI j = 1,2,... E
DI € > 0, SI CONCLUDE CHE ESISTONO
COMPATTI K. C E C (0,1) DI MISURA
VICINA AD 1 TANTO QUANTO SI VUOLE
E CON INTERNO VUOTO.



UNA FUNZIONE NON INTEGRA-
BILE SECONDO RIEMANN

FISSATO £ < 1, INDICHIAMO CON x.(z)

LA FUNZIONE CARATTERISTICA DELL’A-
PERTO A.:

L,
0,

x € A,

xe(@) = reR\ A

ESSENDO L’APERTO A. NON MISURABI-
LE SECONDO PEANO-JORDAN, LA FUN-
ZIONE Y. NON E INTEGRABILE SECONDO
RIEMANN SULL’ INTERVALLO [—1,2] CHE
CONTIENE A..

CIO NON OSTANTE POSSIAMO COSTRUI-
RE UNA SUCCESSIONE DI FUNZIONI f; €
C°(R) TALI cHE 0 < fi(z) < fr()
PER OGNI x € RED OGN1 £ =0,1,2,...,
CONVERGENTE PUNTUALMENTE A Y-.

A TAL FINE SFRUTTIAMO IL FATTO
CHE L’APERTO A. SI PUO SCRIVERE CO-
ME UNIONE DI OPPORTUNI INTERVALLI
APERTI [; = (a;,b;), A DUE A DUE DI-
SGIUNTI (LE COMPONENTI CONNESSE DI

AL): .
A =1,
j=0

INDICATA CON d;(x) = min{ z — a;, b; —
& } LA DISTANZA DI x € I; DALLA FRON-
TIERA OI; = { a;, b; }, PONIAMO

min{ kd;(x), 1},
0,

SUG]j,

fil#) = r e R\ A..

SI CONCLUDE CHE UNA SUCCESSIO-
NE MONOTONA E LIMITATA DI FUNZIONI
CONTINUE [}, PUO BENISSIMO CONVER-
GERE AD UNA FUNZIONE NON INTEGRA-
BILE SECONDO RIEMANN.
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LA CLASSICA FUNZIONE NON
INTEGRABILE

L’ESEMPIO TIPICO DI FUNZIONE NON
INTEGRABILE E LA FUNZIONE DI DIRI-
CHLET

1,
0,

xr e Q,
r e R\ Q.

COSTRUIAMO UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI fr TALI CHE 0 < fi(z) <
fr+1(x) PER OGNI z € R ED OGNI k
0,1,2,... EINTEGRABILI SECONDO RIE-
MANN, CONVERGENTE PUNTUALMENTE
AD f.

fx) =

A TAL FINE CONSIDERIAMO UNA COR-
RISPONDENZA BIUNIVOCA ¢: N — Q E
PONIAMO

2

1, SE x =¢q(n) PER QUAL-

CHE n < k,
fe(z) = <

0, SE x # q(n) PER OGNI

n < k.

LE FUNZIONI fj SONO INTEGRABILI SE-
CONDO RIEMANN SU OGNI INTERVALLO
LIMITATO PERCHE SONO LIMITATE ED
HANNO UN NUMERO FINITO DI PUNTI DI
DISCONTINUITA.

CON L’OCCASIONE OSSERVIAMO CHE
NON ESISTE UNA SUCCESSIONE DI FUN-
ZIONI CONTINUE ¢; CONVERGENTI ALLA
FUNZIONE f IN TUTTI I PUNTI DI UN IN-
TERVALLO (a,b): VEDERE [18, COROL-
LARY 11.5].

UN’ALTRA SUCCESSIONE DI FUNZIO-
NI INTEGRABILI SECONDO RIEMANN E
CONVERGENTI AD UNA FUNZIONE NON
INTEGRABILE E INDICATA A PAG. LS.



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO [7]

Un aperto la cui frontiera ha misura di Lebesgue positiva: (88.22),
pag. 463
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