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RESUMOO objetivo deste trabalho é o estudo dos grá�os mínimos no grupo de Heisenberg dedimensão três. Primeiramente �zemos uma desrição deste grupo omo grupo de Lie esua álgebra de Lie. Veri�amos que a apliação exponenial é um difeomor�smo globalentre a álgebra de Lie e o grupo de Heisenberg. Seguindo o ilo natural, passamosa estudar a geometria Riemanniana do grupo de Heisenberg om métria invariante àesquerda, alulando os ampos invariantes à esquerda, as urvaturas, as geodésias, osampos de Killing e o grupo de isometrias deste espaço. Subseqüentemente, estudamosa apliação normal de Gauss para grá�os no grupo de Heisenberg, onluindo, entreoutras propriedades, a não existênia de superfíies totalmente umbílias neste grupo.Classi�amos todas as superfíies mínimas ujo posto da apliação de Gauss é zero ou ume onluindo que tais superfíie são regradas. Finalizando, analisamos alguns exemplosde grá�os mínimos ompletos uja apliação de Gauss tem posto dois. A lassi�açãode grá�os mínimos om apliação de Gauss de posto dois é ainda um problema emaberto.
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ABSTRACTThe purpose of this work is study minimal surfaes in tri-dimensional Heisenberggroup. Firstly, we made a desription of Heisenberg group as Lie group and its Liealgebra. We examined that the exponential appliation is a global difeomor�sm betweenLie algebra and Heisenberg group. Thereafter, we investigate Riemann Geometry of leftinvariant metri Heisenberg group, we onsider left invariant �elds, urvatures, geodesis,Killing �elds and isometry group of this spae. Subsequently, we examined the Gaussnormal appliation to surfaes in Heisenberg group and we onlude a series of peuliarityas, for example, the not existene of umbili surfaes in this group. We lassi�ed allminimal surfaes with rank-zero Gauss appliation or rank-one Gauss appliation andwe onlude that these surfaes are ruled. To put an end, we analyzed some examplesof omplete minimal surfaes with rank-two Gauss appliation. The lassi�ation ofminimal surfaes with rank-two Gauss appliation is a open problem.
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IntroduçãoA teoria das superfíies mínimas em R
3 omeça em 1760 om o trabalho do mate-mátio italiano Lagrange ([La℄). Ele se prop�s a estudar o seguinte problema:Dado um aberto Ω ⊆ R

2 e uma função1 g : ∂Ω −→ R, ahar as funções f : Ω −→ Rtais que f |∂Ω = g e o grá�o de f tem área mínima em relação ao grá�o de qualqueroutra função om o mesmo valor em ∂Ω.Ele determinou a equação diferenial parial que a (eventual) solução do problematem que veri�ar. Esta equação é onheida omo a equação dos grá�os mínimos.Vale ressaltar que satisfazer a equação dos grá�os mínimos é uma ondição nees-sária, para que o grá�o seja um mínimo da área, mas não su�iente. Em geral umasolução da equação será um ponto rítio da função área.Alguns anos depois, o matemátio franês Meusnier, deu uma interpretação da equa-ção dos grá�os mínimos em termos das urvaturas prinipais. Este avanço foi signi-�ativo pois, além de permitir estender o oneito de superfíie mínima ao aso desuperfíies que não são neessariamente grá�os, permite também estender o oneitopara subvariedades de uma variedade Riemanniana arbitrária. E este é o ponto que nosinteressa neste trabalho.Um famoso teorema, devido ao matemátio russo Bernstein, garante que uma soluçãoda equação dos grá�os mínimos, de�nida em Ω = R
2, tem que ser a�m, isto é, seu grá�otem que ser um plano.Este teorema tem motivado grande parte das pesquisas sobre superfíies mínimasem R

3 ou, para um aso mais geral, sobre hipersuperfíies mínimas em R
n.Nosso objetivo neste trabalho é estudar o problema análogo no grupo de Heisenberg

H3. Este grupo é o grupo das matrizes 3 × 3 dadas por:
H3 =








1 x z
0 1 y
0 0 1


 : x, y, z ∈ R



 ,que será identi�ado om R

3 através da bijeção:1todas as funções onsideradas serão �su�ientemente difereniáveis�.
1



ϕ(x, y, z) =




1 x z + 1
2
xy

0 1 y
0 0 1


 .Esta identi�ação é essenialmente a apliação exponenial da álgebra de Lie h3 dogrupo de Heisenberg, om H3.Com esta identi�ação temos um plano privilegiado, o plano {z = 0}, por ser orto-gonal ao entro de h3.Portanto, é relevante estender o problema de Lagrange para grá�os sobre este plano.A situação interessante é que o Teorema de Bernstein não vale neste ontexto. Portantoum problema atraente é tentar lassi�ar os grá�os mínimos ompletos de H3. Nestetrabalho tentaremos entender melhor este problema.A linha que seguiremos é a seguinte: para superfíies em um grupo de Lie tridimen-sional temos, em analogia ao aso das superfíies em R

3, o oneito de apliação normalde Gauss. São, portanto, nossos objetivos neste trabalho:
• Classi�ar as superfíies mínimas �vertiais�, isto é, as superfíies mínimas ujaapliação normal de Gauss é onstante.
• Classi�ar os grá�os mínimos uja apliação normal de Gauss tem posto um.
• Produzir exemplos de grá�os mínimos ompletos, isto é, de�nidos em todo {z =

0}, uja apliação normal de Gauss tem posto dois.Vamos desrever a estrutura e os pré-requisitos do trabalho:
• Suporemos que o leitor esteja familiarizado om os oneitos e resultados básios dateoria das variedades difereniáveis. Na primeira seção do primeiro apítulo, iremosenuniar os resultados que preisaremos, prinipalmente para �xar as notações.
• Iremos disutir os fatos básios de geometria Riemanniana, ora demonstrando-os, ora somente dando as idéias das demonstrações, ou às vezes dando apenasreferênias, ao longo do restante do primeiro apítulo.
• No segundo apítulo disutiremos a geometria Riemanniana (onexão, geodésias,urvatura) do grupo de Heisenberg H3 e as propriedades básias das superfíiesdeste espaço mostrando, em partiular, a não existênia de superfíies umbílias.
• No tereiro apítulo disutiremos a equação dos grá�os mínimos e lassi�aremosas superfíies mínimas de posto um (nossa demonstração se baseia na tese dedoutorado de C. Figueroa Serrudo).Finalizaremos esta introdução observando que a lassi�ação dos grá�os mínimosompletos de H3 é ainda um problema em aberto.2



Capítulo 1Coneitos básios de GeometriaRiemannianaNeste primeiro apítulo apresentaremos uma introdução a alguns oneitos básios deGeometria Riemanianna. Assumiremos que o leitor seja familiarizado om os oneitosbásios da teoria das variedades difereniáveis. Suporemos todas as variedades diferen-iáveis Hausdor� e om base enumerável. As duas hipóteses são ondições neessárias esu�ientes para a existênia de uma partição da unidade.11.1 Variedades difereniáveis e grupos de Lie: FatosbásiosNesta primeira sessão vamos lembrar, essenialmente para �xar as notações, as de-�nições e os fatos básios da teoria. A referênia básia será ([W℄).Considerando M uma variedade difereniável, usaremos as seguintes notações:
• C∞(M) é o espaço das funções difereniáveis em M a valores reais.
• TpM é o espaço tangente a M em p, isto é, as apliações R-lineares X(p) :

C∞(M) −→ R tais que:
X(p)(fg) = X(p)(f)g(p) +X(p)(g)f(p).

• TM :=
⋃

p∈M
TpM é o �brado tangente a M e π : TM −→ M é a projeção natural.O �brado tangente tem uma estrutura natural de variedade difereniável uja dimensãoé o dobro da dimensão da variedade e, além disso, torna π uma apliação difereniável.1A existênia de uma partição da unidade permite provar a existênia de uma métria Riemannianana variedade (ver [C℄, pg. 47) 3



• X(M) é o espaço dos ampos de vetores tangentes difereniáveis, isto é, as funçõesdifereniáveis X : M −→ TM tais que π ◦X = 11M. Este espaço será identi�ado omo espaço das apliações R-lineares X : C∞(M) −→ C∞(M) tais que:
X(fg) = X(f)g +X(g)f.

• Observamos que a omposição de dois ampos em X(M) não é, em geral, umampo. Porém o omutador é, novamente, um ampo. De�nimos portanto o produto:
[·, ·] : X(M) × X(M) −→ X(M), [X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X.Com este produto, hamado de produto de Lie ou olhete de Lie dos ampos, X(M)adquire uma estrutura de álgebra de Lie, isto é, de espaço vetorial om produto queveri�a as duas seguintes ondições:1. [X, Y ] = −[Y,X],2. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (identidade de Jaobi).

• Se γ : I ⊆ R −→ M é uma urva difereniável, um ampo ao longo de γ é umafunção difereniável X : I −→ TM tal que π ◦X = γ. Os ampos ao longo de γ temuma estrutura natural de espaço vetorial real e de módulo sobre a álgebra das funções
C∞ de I em R. Tal espaço será denotado por X(γ). Generalizando, se f : N −→ Mé uma apliação difereniável, um ampo ao longo de f é uma função difereniável
X : N −→ TM tal que π ◦X = f . Este espaço será denotado om X(f).

• Se ψ : Ω ⊆ R
n −→ M é uma arta loal, ∂

∂xi
(p) será o vetor tangente e:

∂

∂xi
(p)(f) =

∂(f ◦ ψ)

∂xi
(ψ−1(p)).Tais notações são análogas para ampos de vetores em X(ψ(Ω)).

• Se γ : (a, b) −→ M é uma urva difereniável, o vetor tangente em t0 ∈ (a, b) éde�nido omo:
γ̇(t0)(f) :=

d

dt
(f ◦ γ)t=t0 .

• Se X ∈ X(M), o problema de valor iniial:
γ̇x(t) = X(γx(t)), γx(0) = x ∈ M,tem uma solução em um intervalo su�ientemente pequeno, ontendo 0 ∈ R, e é úniase �xarmos o intervalo. Tal urva será hamada de urva integral do ampo X.

• A apliação Φ(x, t) := γx(t), de�nida em um determinado aberto de M × R, éhamada de �uxo de X. Se �xarmos x ∈ M, Φ(x, t) é uma urva integral do ampo, seao invés disso, �xarmos t, fornee uma apliação φt, de�nida em um determinado aberto4



de M em M, que é loalmente inversível. De fato, se �xarmos x ∈ M, φt ◦ φs e φt+ssão duas urvas integrais om a mesma ondição iniial e portanto, pela uniidade dasurvas integrais, oinidem. Em partiular (φt)
−1 = φ−t.

•O �uxo é uma apliação difereniável de�nida em um determinado aberto deM×R,pois as soluções de uma equação diferenial ordinária, om oe�ientes difereniáveis,dependem difereniavelmente das ondições iniiais.
• O ampo X é dito ompleto se as suas urvas integrais são de�nidas para todovalor de t ∈ R ou, equivalentemente, o �uxo é de�nido em todo M× R. Por exemplo,se M é ompata, todos os ampos são ompletos. Neste aso, o �uxo pode ser vistoomo uma apliação:

Φ̃ : R −→ Di�(M), Φ̃(t)(x) := Φ(x, t),onde Di�(M) é o grupo dos difeomor�smos de M (onde a operação é a omposição).Além disso Φ̃ é um homomor�smo do grupo aditivo R em Di�(M), pois φt ◦ φs = φt+s,omo observado anteriormente.Uma lasse extremamente importante de variedades difereniáveis é a lasse dosgrupos de Lie.De�nição 1.1.1. Um grupo de Lie é um grupo G om uma estrutura difereniável talque para todo g, h ∈ G, temos que a apliação:
G×G −→ G, (g, h) −→ gh−1,é difereniável.Desta de�nição é imediato que, dado g ∈ G, as translações à esquerda e à direitadadas respetivamente por
Lg : G −→ G, Lg(h) := gh,

Rg : G −→ G, Rg(h) := hg,
(1.1)são apliações difereniáveis. E mais, são difeomor�smos, visto que Lg ◦ Lg−1 = Rg ◦

Rg−1 = 11G.De�nição 1.1.2. Um ampo de vetores X em G é dito invariante à esquerda se
(dLh)k(X(k)) = X(hk), ∀k, h ∈ G.Analogamente podemos de�nir os ampos de vetores invariantes à direita.Os ampos invariantes à esquerda �am inteiramente determinados pelos seus valoresna identidade e ∈ G do grupo, pois para todo h ∈ G temos X(h) = (dLh)e(X(e)). Empartiular o espaço dos ampos invariantes à esquerda pode ser identi�ado om TeG.Um fato básio é o seguinte: 5



• Se X e Y são ampos invariantes à esquerda, então [X, Y ] é invariante à esquerda.O mesmo aontee om ampos invariantes à direita.Podemos então de�nir um produto:
[·, ·] : TeG× TeG −→ TeG,da seguinte maneira. Se X, Y ∈ TeG, estendemos X, Y a ampos invariantes à esquerda,tomamos o produto de Lie, e alulamos o mesmo em e ∈ G.Com este produto, TeG torna-se uma álgebra de Lie que será hamada de álgebra deLie de G e será denotada om g.Podemos também de�nir a representação adjunta na estrutura de álgebra de Lieomo:

ad(X) : g −→ g, ad(X)(Z) = [X,Z]. (1.2)Pode-se mostrar que os ampos invariantes à esquerda são ompletos. Em partiularas urvas integrais são de�nidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R. Isso permitede�nir a apliação exponenial:
e : g −→ G, e(X) := eX := γX(1),onde γX é a urva integral do ampo invariante à esquerda, determinado por X ∈ g.O argumento usado anteriormente para o �uxo de um ampo de vetores mostra que,�xado X ∈ g, a apliação:

t ∋ R −→ etX ∈ G,é um homomor�smo do grupo aditivo dos reais em G. A imagem de tal homomor�smoé hamada de subgrupo a um parâmetro determinado por X. Em partiular, a apliaçãoexponenial leva as retas tX, t ∈ R, X ∈ g, em subgrupos a um parâmetro.Observação 1.1.1. O aso mais interessante de grupos de Lie é o aso de subgruposdo grupo GL(n,R) das matrizes n× n om entradas reais, e determinante não nulo.2Neste aso temos que:
• A álgebra de Lie é uma álgebra de matrizes e o produto de Lie é o omutador dematrizes.
• A apliação exponenial é a usual exponenial de matrizes:

eA =

∞∑

0

1

k!
Ak.Esta apliação não deve ser onfundida, em geral, om a apliação exponenialRiemanniana, que introduziremos nas próximas seções.2De fato é possível mostrar que, pelo menos loalmente, todo grupo de Lie é subgrupo de GL(n, R)(Teorema de Ado). 6



1.2 Métrias Riemannianas e onexão de Levi-CivitaDe�nição 1.2.1. Uma métria Riemanniana em uma variedade difereniável M é umaorrespondênia que assoia a ada ponto p de M um produto interno 〈·, ·〉p no es-paço tangente TpM, que varia difereniavelmente om p. Isto signi�a que se X, Y ∈
X(M) são ampos difereniáveis, a função que assoia ao ponto p ∈ M o número real
〈X(p), Y (p)〉p, é uma função difereniável.Uma variedade difereniável om uma dada métria Riemanniana é hamada devariedade Riemanniana.Seja M ⊆ R

n uma subvariedade difereniável e X, Y ∈ X(M). Se γ é uma urvaintegral de Y podemos onsiderar a derivada direional:
d

dt
|t=0X(γ(t)).Porém, d

dt
|t=0X(γ(t)) em geral não é tangente a M. Logo, se quisermos derivarampos, devemos introduzir uma estrutura que permita fazê-lo.De�nição 1.2.2. Uma onexão a�m em uma variedade difereniável M é uma aplia-ção
∇ : X(M) × X(M) −→ X(M), (X, Y ) −→ ∇XY,que satisfaz as seguintes propriedades:1. ∇fX+hY Z = f∇XZ + h∇Y Z,2. ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ,3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,onde X, Y, Z ∈ X(M), f, h ∈ C∞(M).Além disso:

• A onexão é dita simétria se, para todo X, Y ∈ X(M), tivermos
∇XY −∇YX = [X, Y ]. (1.3)

• Se M for uma variedade Riemanniana, a onexão é dita ompatível om a métriase:
X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉, ∀ X, Y, Z ∈ X(M).Uma onexão simétria e ompatível om a métria Riemanniana é hamada de onexãode Levi-Civita ou onexão Riemanniana. 7



Teorema 1.2.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (M, 〈·, ·〉) existe umaúnia onexão de Levi-Civita assoiada à métria 〈·, ·〉 dada pela seguinte fórmula, ditaa fórmula de Kozul:
2〈∇XY, Z〉 =X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

− 〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 − 〈[X,Z], Y 〉, X, Y, Z ∈ X(M).
(1.4)Demonstração. Seja ∇ uma onexão de Levi-Civita e X, Y, Z ∈ X(M). Pela ondiçãode ompatibilidade temos as seguintes identidades:

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉,
Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉 + 〈Z,∇YX〉,
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉 + 〈X,∇ZY 〉.Somando as primeiras duas, subtraindo a tereira e usando a simetria temos a fórmulade Kozul. Portanto, se a onexão de Levi-Civita existir, é unia.Por outro lado, de�nindo ∇ pela fórmula de Kozul, veri�a-se failmente que ∇ éuma onexão de Levi-Civita. Portanto a onexão de Levi-Civita existe e é unia.É fáil ver que uma onexão (não neessariamente simétria ou ompatível omuma métria Riemanniana) é um operador loal, isto é, o valor de ∇YX em p ∈ M,depende somente do valor de X, Y em uma vizinhança de p. Na realidade ∇YX em

p ∈ M depende somente dos valores de Y (p) e dos valores de X ao longo de uma urva
γ : (−ǫ, ǫ) −→ M, γ(0) = p, tal que γ̇(0) = Y (p). Isso permite �derivar� amposde�nidos em abertos de M.Em partiular, se ψ : Ω −→ M é uma arta loal, podemos onsiderar os amposoordenados ∂

∂xi
. De�nimos:

• gij(x) :=

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉

ψ(x)

, a expressão loal da métria.
• ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
:=
∑

k

Γkij
∂

∂xk
, a expressão loal da onexão.As funções Γkij são hamadas de símbolos de Christo�el da onexão.Observamos que os símbolos de Christo�el são de�nidos para qualquer onexão.1.3 Transporte paralelo e geodésiasPodemos de�nir, usando o oneito de onexão, a derivada ovariante de um ampoao longo de uma urva difereniável. Mais preisamente temos:8



Proposição 1.3.1. Dada uma urva difereniável γ : [a, b] ⊂ R −→ M em umavariedade om uma onexão ∇, existe um únio operador R-linear:
∇
dt

: X(γ) −→ X(γ),tal que:1. Se f : [a, b] −→ R é uma função difereniável e ξ ∈ X(γ), temos:
∇
dt

(fξ) =
df

dt
ξ + f

∇
dt
ξ.2. d

dt
〈ξ, η〉 = 〈∇

dt
ξ, η〉+ 〈ξ, ∇

dt
η〉, ∀ξ, η ∈ X(γ).3. Se ξ è a restrição a γ de um ampo de M, então:

∇
dt
ξ = ∇γ̇ξ.Demonstração. Observamos novamente que a primeira propriedade implia que, se umtal operador existe, é loal, isto é, em um ponto γ(t), ∇

dt
ξ depende somente dos valoresde γ e ξ em uma vizinhança de t. Podemos então supor a imagem de γ ontida em umavizinhança oordenada.Suponha que tal operador exista. Esrevendo ξ(t) =
∑

i ξi(t)
∂

∂xi
(γ(t)), as proprie-dades impliam:

∇
dt
ξ =

∑ dξi
dt

∂

∂xi
+ ξi∇γ̇

∂

∂xi
. (1.5)Portanto o operador é, se existir, univoamente determinado.Além disso, a fórmula aima de�ne um operador que goza das propriedades quequeremos.Usaremos também a notação ξ′(t) ou ξ̇ para indiar ∇
dt
ξ(t).De�nição 1.3.1. Seja γ : [a, b] ⊆ R −→ M uma urva difereniável.

• Um ampo ξ ∈ X(γ) é paralelo ao longo de γ se ξ̇ := ∇
dt
ξ = 0.

• Uma urva γ : (a, b) ⊆ R −→ M é uma geodésia se γ̇ é paralelo ao longo de γou, equivalentemente, se γ̈ := ∇
dt
γ̇ = 0.

9



As propriedades fundamentais relaionadas aos oneitos introduzidos são as seguin-tes:
• A equação ξ̇ = 0 é uma equação diferenial linear3 de primeira ordem. Portanto, dadauma urva γ : [0, 1] −→ M e ξ0 ∈ Tγ(0)M existe um únio ampo paralelo ξ ∈ X(γ) talque ξ(0) = ξ0. Este fato permite de�nir uma apliação:

Pγ : Tγ(0)M −→ Tγ(1)M, Pγ(ξ0) = ξ(1),hamada de transporte paralelo ao longo de γ. Tal apliação é linear, pois a equação oé, e, no aso em que a onexão é ompatível om uma métria Riemanniana, a apliaçãoé uma isometria linear.4É onveniente ter uma expressão da equação do paralelismo em oordenadas loais.Seja γ(t) = (x1(t), ..., xn(t)) a expressão da urva γ em um sistema de oordenadas loaise ξ(t) =
∑
ξi(t)

∂

∂xi
a expressão de ξ ∈ X(γ) na base dos ampos oordenados. Então aequação pode ser esrita omo:

ξ̇ =
∑

k

[ξ̇k +
∑

ij

xiξjΓ
k
ij] = 0. (1.6)

• Se γ é uma geodésia, γ̇ é paralelo ao longo de γ. Se a onexão é ompativel om umamétria Riemanniana, a norma de γ̇ é onstante. Portanto, neste aso, as geodésiassão parametrizadas proporionalmente ao omprimento de aro, isto é, o vetor tangentetem norma onstante.
• A equação γ̈ := ∇

dt
γ̇ = 0 é uma equação diferenial ordinária de segunda ordem (nãolinear) e portanto, dados p ∈ M e ξ0 ∈ TpM, existe ǫ > 0 e uma únia geodésia

γξ0 : [0, ǫ) −→ M om γ(0) = p, γ̇(0) = ξ0.Em uma vizinhança oordenada, om oordenadas loais {x1, . . . , xn}, se γ(t) =
(x1(t), . . . , xn(t)), a equação γ̈ = 0 se esreve na forma:

ẍk +
∑

i,j

Γkij ẋiẋj = 0, k = 1, . . . , n. (1.7)Observamos expliitamente que em (1.6) as funções xi(t) são dadas e portanto aequação do transporte paralelo é uma equação linear diferenial de primeira ordem. Em(1.7), as funções xi(t) são inógnitas e portanto a equação é diferenial de segunda ordeme não linear.De agora em diante vamos assumir, por simpliidade, que M seja uma variedadeRiemanniana e ∇ seja a onexão de Levi-Civita.3isto é, se ξ, η são soluções e a, b ∈ R, então aξ + bη é também solução.4Se use a propriedade: d
dt
〈ξ(t), η(t)〉 = 〈ξ′(t), η(t)〉 + 〈ξ(t), η′(t)〉.10



Seja γ uma geodésia. De (1.7) segue que, �xado s ∈ R, a urva γ̃(t) := γ(st) é,onde de�nida, uma geodésia e ˙̃γ(0) = sγ̇(0). Em partiular, se ‖ξ0‖ é su�ientementepequena, ǫ > 1 e γ(1) é de�nido. Esta observação permite de�nir uma apliação:
expp : V −→ M, expp(ξ) = γξ(1),de uma vizinhança V de 0 ∈ TpM in M. Tal apliação é hamada de apliação expo-nenial. Usando esta apliação podemos esrever a geodésia γξ0 na forma:

γξ0(t) = expp(tξ).A apliação exponenial é diferéniavel, pois as soluções de uma equação diferenialordinária, om oe�ientes difereniáveis, dependem difereniavelmente das ondiçõesiniiais.Um álulo simples mostra que, módulo a usual identi�ação T0(TpM) = TpM , temos
dexpp(0) = 11 e portanto expp é um difeomor�smo de uma vizinhança de 0 ∈ TpM de raio
ǫ(p), sobre sua imagem. O extremo superior de tais ǫ(p) se hama o raio de injetividadeem p e será denotado por r(p). O extremo inferior de tais r(p) é hamado o raio deinjetividade de M e será denotado om r(M).Uma vizinhança de p, ontida na imagem via expp do diso aberto de raio rp, hama-se de vizinhança normal.1.4 Geodésias de um ponto de vista variaionalA estrutura Riemanniana permite de�nir omprimento de urvas. Se γ : [a, b] −→ Mé uma urva difereniável, o omprimento de γ é:

L(γ) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖dt.É fáil ver, pela fórmula de mudança de variáveis nas integrais, que o omprimentoé invariante por reparametrizações, isto é, se φ : [c, d] −→ [a, b] é um difeomor�smo,
L(γ) = L(γ ◦ φ). Além disso, o oneito de omprimento se estende de maneira óbviaao aso de urvas difereniáveis por partes.5Dada uma variedade RiemannianaM e pontos p, q ∈ M, denotaremos por Ω(M, p, q)(ou simplesmente Ω, quando laro do ontexto) o onjunto das urvas γ : [0, 1] −→ M,difereniáveis por partes, e tais que γ(0) = p, γ(1) = q. Podemos então de�nir:

dM(p, q) := inf{L(γ) : γ ∈ Ω}. (1.8)É laro que dM é uma função não-negativa, simétria e veri�a a propriedade trian-gular. Além disso, omo onseqüênia do Lema de Gauss (1.4.1), temos que dM(p, q) = 05Uma urva γ é difereniável por parte se é ontínua e existe uma subdivisão t0 = a < t1 < · · · <

tk = b do intervalo de de�nição [a, b], tal que γ|[ti,ti+1] é difereniável, ∀i = 0, . . . , k.11



se, e somente se, p = q. Portanto dM é uma métria e esta métria induz a topologiade M.Classiamente, as geodésias foram introduzidas omo "urvas de menor ompri-mento entre dois pontos", isto é, omo mínimos da função L : Ω −→ R. Vamos agoraexplorar este ponto de vista.É oportuno, por motivos que não expliaremos aqui, onsiderar, ao invés da função
L, a função energia:

E : Ω −→ R, E(γ) :=

∫ 1

0

‖γ̇(t)‖2dt.Observamos que, ao ontrario de L, a função E não é invariante por reparametriza-ções. Módulo este fato, as duas funções tem os mesmos mínimos. Mais preisamente:Proposição 1.4.1. Se γ ∈ Ω é um mínimo de E, então é um mínimo de L. Se é ummínimo de L e é parametrizada proporionalmente ao omprimento de aro (isto é, ‖γ̇‖é onstante), então é um mínimo de E.Demonstração. Lembramos a desigualdade de Shwarz para funções de [0, 1] em R:
∫ 1

0

f(t)g(t)dt ≤
(∫ 1

0

f(t)2dt

)1/2(∫ 1

0

g(t)2dt

)1/2

,onde a igualdade vale se, e somente se, g é um múltiplo de f . Em partiular, tomando
g(t) = 1 e f(t) = ‖γ̇(t)‖ temos:

[L(γ)]2 ≤ E(γ),e vale a igualdade se, e somente se, ‖γ̇(t)‖ é onstante, isto é, γ é parametrizada pro-porionalmente ao omprimento de aro. Suponhamos que γ seja um mínimo de E e
σ ∈ Ω. Seja σ̃ uma reparametrização proporional ao omprimento de aro de σ. Temosentão:

L(γ)2 ≤ E(γ) ≤ E(σ̃) = L(σ̃)2 = L(σ)2.Portanto γ é um mínimo de L.Por outro lado, supondo que γ seja mínimo de L e seja parametrizada proporional-mente ao omprimento de aro, temos:
E(γ) = L(γ)2 ≤ L(σ)2 ≤ E(σ).Portanto γ é um mínimo de E.A pesquisa dos mínimos ou, mais geralmente, dos pontos rítios de uma funçãoé, geralmente, feita olhando os zeros da diferenial da função. No nosso ontexto issopode ser feito de�nindo em Ω uma estrutura de variedade de dimensão in�nita. Nãoseguiremos aqui este aminho e teremos uma postura mais direta.Dado um �ponto� γ ∈ Ω, de�niremos urvas em Ω passando por γ ao tempo s = 0,alularemos a função ao longo destas urvas e sua derivada no tempo s = 0.12



De�nição 1.4.1. Uma variação (própria) de γ em Ω é uma função:
Γ : [0, 1] × (−ǫ, ǫ) −→ M,tal que:1. Γ(t, 0) = γ(t), ∀t ∈ [0, 1].2. Γ(0, s) = p, Γ(1, s) = q, ∀s ∈ (−ǫ, ǫ).3. Γ é ontínua e existe uma subdivisão t0 = 0 < · · · < tk = 1 do intervalo [0, 1], talque Γ|[ti,ti+1] × (−ǫ, ǫ) é difereniável.O ampo variaional assoiado a Γ é o ampo ao longo de γ dado por:
W (t) = dΓ(t,0)

(
d

ds

)
,por t 6= ti. Este ampo será denotado também omo ∂Γ

∂s
.Observação 1.4.1. Podemos onsiderar Γ omo a função que assoia a s ∈ (−ǫ, ǫ) aurva γs(t) = Γ(t, s) em Ω. Neste sentido Γ é uma �urva de urvas� isto é, uma urvaem Ω (pela segunda ondição), que passa por γ no tempo s = 0 (pela primeira ondição)e é "difereniável por partes"(pela tereira ondição), ujo "vetor tangente em s = 0"éo ampo variaional.No aso lássio de variedades difereniáveis, um vetor tangente em um ponto é ovetor tangente a varias urvas que passam pelo ponto. No nosso aso temos a mesmasituação. Se W ∈ X(γ) om W (0) = 0 = W (1) e valem ertas hipóteses de regularidade,temos várias variações que tem W omo ampo variaional. Uma delas é dada por

Γ(t, s) = expγ(t)sW (t).Seja γ ∈ Ω e Γ uma variação �xada. Consideramos a função:
E(s) = E(γs) =

∫ 1

0

〈
∂Γ

∂t
,
∂Γ

∂t

〉
dt.Temos então:

E ′(0) = 2
∑

i

∫ ti+1

ti

〈∇
ds

∂Γ

∂t
,
∂Γ

∂t

〉
|s=0 dt = 2

∑

i

∫ ti+1

ti

〈∇
dt

∂Γ

∂s
,
∂Γ

∂t

〉
|s=0 dt.Usando a relação ∂

∂t

〈
∂Γ

∂s
,
∂Γ

∂t

〉
=

〈∇
dt

∂Γ

∂s
,
∂Γ

∂t

〉
+

〈
∂Γ

∂s
,
∇
dt

∂Γ

∂t

〉, onseqüênia daompatibilidade da onexão om a métria, e alulando para s = 0:
E ′(0) = 2

∑

i

〈W (t), γ̇(t)〉|ti+1

ti − 2
∑

i

∫ ti+1

ti

〈W (t), γ̈(t)〉dt. (1.9)A fórmula (1.9) é hamada de fórmula da primeira variação da energia.13



Teorema 1.4.1. Se, para qualquer variação Γ de γ, temos E ′(0) = 0, então γ é umageodésia.Em partiular se γ é um mínimo de E, então γ é uma geodésia.Demonstração. Primeiramente provaremos que γ é uma geodésia por partes, isto é,
γ̈(t) = 0, t 6= ti. Suponhamos que, para algum t 6= ti temos γ̈(t) 6= 0. Então γ̈(s) 6=
0, s ∈ (t − ǫ, t + ǫ) para algum ǫ > 0, e podemos assumir ti /∈ (t − ǫ, t + ǫ). Seja φ(t)uma função difereniável não negativa que vale 1 em (t − ǫ/2, t + ǫ/2) e zero fora de
(t − ǫ, t+ ǫ). Seja W (t) = φ(t)γ̈(t). Claramente W é um ampo difereniável em [0, 1]que se anula nos extremos e portanto é o ampo variaional de uma variação Γ de γ(veja (1.4.1)). Para esta variação temos, pela fórmula (1.9):

0 = E ′(0) =

∫ t+ǫ

t−ǫ
φ(t)‖γ̈(t)‖2dt > 0,ou seja, uma ontradição.Vamos agora mostrar que γ̇ é ontínuo. Sejam γ̇(t−), γ̇(t+) os limite esquerdo edireito de γ̇(s), s −→ t, e δt = γ̇(t−) − γ̇(t+). Esolhemos um ampo W tal que

W (ti) = δti . Por uma variação que tem W omo vetor variaional temos, pela fórmula(1.9)que:
0 = E ′(0) =

∑

i

‖δti‖2.Portanto γ é uma geodésia por partes om vetor tangente ontínuo. Pela uniidadeda geodésia om dado vetor tangente iniial segue que γ é uma geodésia.O Teorema (1.4.1) nos diz, entre outras oisas, que podemos restringir nossas on-siderações às urvas difereniáveis. É útil ter também uma desrição da fórmula daprimeira variação em oordenadas loais.Seja φ : Ω ⊆ R
n −→ M uma arta loal. Se X ∈ X(M), onsideramos sua expressãonos ampos oordenados:

X =

n∑

1

ẋi
∂

∂xi
.O vetor X é então determinado pelas 2n oordenadas {xi, ẋj}, i, j = 1, ..., n. Usandoa notação ompata x = (x1, . . . , xn) e ẋ = (ẋ1, . . . , ẋn), de�nimos a função:

E(x, ẋ) :=
∑

gij(x)ẋiẋj .Se γ(t) = x(t), t ∈ [0, 1], é uma urva difereniável em Ω e Γ(t, s) = x(t, s) é umavariação própria difereniável de γ, a função E(s) orrespondente é dada por:
E(s) =

∫ 1

0

E(x(t, s), ẋ(t, s))dt.14



A derivada de E(s), alulada em s = 0, após álulos similares aos de (1.4.1), édada por:
d

dt
E|s=0 =

∫ 1

0

(
∂E
∂x

− d

dt

∂E
∂ẋ

)
∂x

∂s
dt,onde tudo é alulado em s = 0.Raioinando de novo omo anteriormente, temos que:Teorema 1.4.2. γ(t) é uma geodésia se, e somente se:

∂E
∂x

(x(t), ẋ(t)) − d

dt

∂E
∂ẋ

(x(t), ẋ(t)) = 0.O Teorema (1.4.1) nos diz, na realidade, que geodésias são pontos rítios de E, nãoneessariamente mínimos. O resultado a seguir, onheido omo Lemma de Gauss, nosdiz que se γ é uma geodésia e γ(0), γ(t0) são su�ientemente próximos, então γ|[0,t0] éum mínimo de E.Seja p ∈ M e ǫ < r(p), onde r(p) é o raio de injetividade em p. Seja Ũ = {X ∈
TpM : ‖X‖ < ǫ} e U = expp(Ũ). Então expp : Ũ −→ U é um difeomor�smo. Seja
ω : [a, b] −→ U \{p} uma urva difereniável por partes. Então a urva pode ser esrita,de modo únio, omo:

ω(t) = expp(r(t)V (t)), r(t) = ‖ exp−1 ω(t)‖, V (t) =
exp−1 ω(t)

‖ exp−1 ω(t)‖ .Lema 1.4.1. (Lema de Gauss) L(ω) ≤ |r(b) − r(a)| e a igualdade vale se, e somentese, r(t) é monótona e V (t) é onstante.Uma demonstração do Lema de Gauss pode ser enontrada em [C℄.De�nição 1.4.2. Uma geodésia entre p, q que é um mínimo de E, e portanto de L, édita uma geodésia minimal.Seguindo as mesmas notações temos:Corolário 1.4.1. Se q ∈ U , a geodésia expp(tV (q)), 0 ≤ t ≤ r(q), é uma geodésiaminimal entre p e q.O orolário anterior garante a existênia de uma geodésia minimal unindo "pontospróximos". A questão que aparee naturalmente é: quando dois pontos, não neessari-amente próximos, podem ser unidos por uma geodésia minimal?Esta questão onduz ao oneito de ompletude.De�nição 1.4.3. Uma variedade Riemanniana é dita ompleta se a métria de�nidaem (2.4) é ompleta.Teorema 1.4.3. Seja M uma variedade Riemanniana. As ondições abaixo são equi-valentes: 15



1. M é ompleta.2. Existe um ponto p ∈ M tal que expp é de�nida em todo TpM (isto é, as geodésiasque saem de p são de�nidas em todo R).3. ∀ p ∈ M, expp é de�nida em todo TpM (isto é, todas as geodésias são de�nidasem todo R).4. Um onjunto K ⊆ M é ompato se e somente se é fehado e limitado.Além disso, se M é ompleta, todo par de pontos pode ser unidos por uma geodésiaminimal.O Teorema (1.4.3) é onheido omo o Teorema de Hopf e Rinow. A parte não trivialda demonstração é a a�rmação que dois pontos quaisquer de uma variedade ompletapodem ser unidos por uma geodésia minimal. Para outras propriedades das variedadesompletas e para uma demonstração de (1.4.3), pode-se usar a referênia [C℄.1.5 CurvaturaA noção de urvatura para superfíies em R
3 foi introduzida por Gauss, em seu tra-balho publiado em 1827 ([Ga℄). Ele de�niu a urvatura omo uma forma de mediro quanto uma superfíie M se afasta, em ada ponto p ∈ M, do seu plano tangenteem p, TpM. Mais tarde a de�nição de urvatura foi generalizada para variedades Rie-mannianas. Este oneito mede, intuitivamente, o quanto a métria difere da métriaeulidiana gij = δij .De�nição 1.5.1. A urvatura R de uma variedade RiemannianaM é a orrespondêniaque assoia a ada par X, Y ∈ X(M) a apliação

R(X, Y ) : X(M) → X(M), R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ + ∇[X,Y ]Z,onde Z ∈ X(M) e ∇ é a onexão de Levi-Civita.Seja ψ : U ⊂ R
n → M um sistema de oordenadas loais. Então, podemos esrever:

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=
∑

l

Rijkl
∂

∂xl
.As funções Rijkl são as omponentes da urvatura R na parametrização (U, ψ).Claramente R é um operador loal e R-linear em ada uma das três variáveis, pois aonexão o é. Cabe-nos destaar o seguinte resultado:Proposição 1.5.1. R é C∞(M) linear em ada variável, isto é, R é um tensor. Empartiular, R(X, Y )Z(p) depende somente dos valores de X, Y, Z em p ∈ M.16



Demonstração. Seja f ∈ C∞(M). Substituindo fX em X na de�nição, temos que ostermos na soma à direita são substituídos por:1. Y (f)∇XZ + f∇Y∇XZ,2. −f∇X∇YZ,3. −Y (f)∇XZ + f∇[X,Y ]Z.Somando estes termos teremos R(fX, Y )Z = f R(X, Y )Z.Cálulos similares mostram a C∞(M)-linearidade nas outras variáveis.Além disso, o tensor urvatura tem as propriedades de simetria listadas na proposiçãoabaixo.Proposição 1.5.2. A urvatura R de uma variedade Riemanniana possui as seguintespropriedades:1. R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0 ( primeira identidade de Bianhi),2. R(X, Y ) = −R(Y,X),3. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )W,Z〉,4. 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉.Demonstração. (Idéia) A primeira a�rmação segue expandido o termo a esquerda, se-gundo a de�nição, e usando a simetria da onexão e a identidade de Jaobi. Em parti-ular vale para qualquer onexão simétria.A segunda segue diretamente da de�nição.A tereira é equivalente a mostrar que 〈R(X, Y )Z,Z〉 = 0, ∀X, Y, Z ∈ X(M). Denovo expandindo a expressão e usando as propriedades da onexão de Levi-Civita, he-gamos à demonstração.Para a quarta, esrevemos a identidade de Bianhi para as quatro permutações íliados argumentos X, Y, Z,W . Somando as quatro hega-se ao resultado.A partir do tensor urvatura, podemos de�nir várias medidas de urvatura. Umadas mais importante é a urvatura seional.Seja M uma variedade Riemanniana, p ∈ M e X, Y ∈ TpM vetores linearmenteindependentes. De�nimos:
K(X, Y ) =

〈R(X, Y )X, Y 〉
‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2 . (1.10)Seja σ ⊆ TpM o subespaço 2-dimensional gerado por X e Y . Não é difíil ver quese {X ′, Y ′} é também base de σ, K(X, Y ) = K(X ′, Y ′). Portanto K(X, Y ) dependesomente de σ e é hamada de urvatura seional de σ.17



Se n = 2 a urvatura seional oinide om a urvatura Gaussiana.A importânia da urvatura seional vem de vários fatos; destaaremos, aqui, doisdeles:
• A urvatura seional determina o tensor de urvatura, isto é, se duas métriasRiemannianas em M tem as mesmas urvaturas seionais, elas tem o mesmotensor urvatura.
• A urvatura seional aparee naturalmente, e de maneira deisiva, na fórmula dasegunda variação da energia, isto é, na derivada segunda do funional da energia.Logo, é deisiva em deidir se uma geodésia é um mínimo (loal) da energia, e,portanto do omprimento.Veja ([C℄) para mais detalhes. Também podemos dizer que espaços de urvatura se-ional onstante são aquele que têm mais "simetrias", isto é, grupo de isometrias dedimensão maior (veja a proxima seção). Tais espaços são lassi�ados, em oportunashipóteses:Teorema 1.5.1. Seja M uma variedade Riemanniana ompleta, simplesmente onexae de urvatura seional onstante c. Então:1. Se c > 0, M é isométria à esfera.2. Se c = 0, M é isométria ao espaço Eulideano.3. Se c < 0, M é isométria ao espaço hiperbólio.Observação 1.5.1. Para o oneito de isometria, veja a próxima seção.1.6 Isometrias e ampos de KillingO oneito natural de equivalênia entre variedades Riemannianas é o oneito deisometria.De�nição 1.6.1. Dadas duas variedades Riemannianas, M,N , diremos que um dife-omor�smo f : M −→ N é uma isometria se:

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p), (1.11)para todo p ∈ M, u, v ∈ TpM.As vezes é útil onsiderar também o oneito de isometria loal.De�nição 1.6.2. Uma função f : M −→ N é uma isometria loal se, para todo
p ∈ M, existe uma vizinhança aberta Up de p tal que f |Up é uma isometria sobre umaberto f(Up) ⊆ N . 18



Uma isometria (loal) f : M −→ N preserva todas as propriedades geométrias(loais) da variedade Riemanniana, em partiular:
• df(∇YX) = ∇df(Y )df(X).
• df(R(X, Y )Z) = R(df(X), df(Y ))df(Z).
• K(σ) = K(df(σ)).
• Se γ é uma geodésia de M, então f ◦ γ é uma geodésia de N .Se M = N , denotaremos om Iso(M) o onjunto das isometrias de M. Iso(M) élaramente um subgrupo do grupo dos difeomor�smos de M e pode-se demonstrar queé um grupo de Lie. Indiaremos om Iso0(M) a omponente onexa de Iso(M) queontém a identidade 11M.Vamos agora dar uma interpretação geométria do grupo Iso0(M). Seja M uma va-riedade Riemanniana onexa de dimensão n. Consideramos a variedade dos refereniaisortonormais de M:

O(M) := {(p, e1, . . . , en) : p ∈ M, {e1, . . . , en}, base ortonormal deTpM}.Caso M seja uma subvariedade de R
n, fato não restritivo pelo Teorema de Nash,

O(M) é uma subvariedade de R
n×R

n e herda naturalmente uma estrutura de variedadeRiemanniana.Fixamos agora um elemento (p, e1, . . . , en) ∈ O(M) e onsideramos a apliação:
Φ : Iso0(M) −→ O(M), Φ(f) = (f(p), dfp(e1), . . . , dfp(en)).Proposição 1.6.1. Φ é injetiva.Demonstração. Temos que mostrar que se f e g são isometrias tais que f(p) = g(p) e

dfp = dgp, então f = g. Por isso é su�iente mostrar que se h é uma isometria tal que
h(p) = p, dhp = 11TpM, então h = 11M

6. Consideremos então:
U = {q ∈M : h(q) = q, dhq = 11TqM}.Pela ontinuidade de h e dh, U é um onjunto fehado em M e não vazio pois p ∈ U .Vamos mostrar que U é aberto. Seja q ∈ U e V ⊆ M uma vizinhança aberta de qtal que por qualquer q′ ∈ V existe uma únia geodésia γ : [0, 1] −→ V unindo q e q′(por exemplo uma vizinhança normal de q). Consideramos h(q′) e h ◦ γ. Esta última éuma geodésia entre h(q) = q e h(q′) e, pela nossas hipóteses, o vetor tangente iniial é

dhq(γ̇(0)) = γ̇(0). Portanto γ = h ◦ γ e, em partiular, h(q′) = q′. Segue que h|V = 11Ve, portanto, V ⊆ U . Segue então que U é aberto e, sendo M onexa, U = M.6Considerando h = f ◦ g−1. 19



Com um pouo mais de trabalho é possível mostrar que Φ é uma imersão e, empartiular, Iso0(M) é uma subvariedade de O(M).Observamos que a dimensão de O(M) é n + n(n−1)
2

= n(n+1)
2

. Portanto a dimensãode Iso0(M) é menor ou igual a n(n+1)
2

. Além disso, é simples veri�ar que se a dimensãode Iso0(M) é igual a n(n+1)
2

, M tem urvatura seional onstante.Um fato interessante, que não demonstraremos neste trabalho, é o seguinte Teoremade Fubini (veja [?℄):Teorema 1.6.1. Não existe variedade Riemanniana n-dimensional, n ≥ 2, om grupode isometrias de dimensão n(n+1)
2

− 1.Uma maneira de ahar isometrias de uma variedade riemanniana é através do on-eito de ampo de Killing. Dado um ampo X ∈ X(M), onsideremos o �uxo assoiado,em partiular as funções φt de�nidas na seção 1.1.De�nição 1.6.3. X é um ampo de Killing se φt é, onde de�nida, uma isometria.Antes de araterizar os ampos de Killing, vamos reordar o oneito de derivadade Lie, que usaremos a seguir e também mais adiante. Seja X ∈ X(M). A derivada deLie na direção X, LX , é o operador de�nido a seguir:
• Se f ∈ C∞(M), LXf := Xf .
• Se Y ∈ X(M), LXY := [X, Y ].
• Se ω ∈ X(M)∗ (o dual de X(M)), LX(ω)(Y ) := X(ω(Y )) − ω([X, Y ]).Podemos estender a tereira de�nição ao aso de p-formas, isto é, apliações p-multilineares de X(M) × · · · × X(M), p-vezes, em C∞(M), exigindo que a derivada deLie seja uma derivação em relação ao produto exterior:
• Se θ é uma p-forma e X1, . . . , Xp ∈ X(M),

(LXθ)(X1, ..., Xp) = LX(θ(X1, ..., Xp)) −
p∑

i=1

θ(X1, .., LXXi, ..., Xr)

= X(θ(X1, ..., Xp)) −
p∑

i=1

θ(X1, .., [X,Xi], ..., Xp).Estamos mais interessados no aso de métria Riemanniana g = 〈·, ·〉, onde a de�ni-ção anterior, para p = 2, e as propriedades da onexão Riemanniana, nos dá:
LXg(Y, Z) = 〈∇YX,Z〉 + 〈Y,∇ZX〉. (1.12)20



Observação 1.6.1. Em termos do �uxo φt do ampo X, a derivada de Lie de uma
p-forma θ é dada por:

LXθ = lim
t→0

1

t
((φt)

∗θ − θ). (1.13)Vamos agora araterizar os ampos de Killing:Proposição 1.6.2. X ∈ X(M) é um ampo de Killing se, e somente se:
〈∇ZX, Y 〉 + 〈Z,∇YX〉 = 0.Demonstração. Se X é um ampo de Killing, a métria é onstante ao longo do �uxode X, isto é, φ∗

tg = g. Portanto, por (1.13) e (1.12), temos:
0 = LXg(Y, Z) = 〈∇YX,Z〉 + 〈Y,∇ZX〉.Por outro lado, se vale a equação aima, g é onstante ao longo do �uxo de X eportanto φt é uma isometria (onde de�nida).Consideramos X(M) omo álgebra de Lie om o produto dado pelo omutador. Umálulo simples mostra que:Proposição 1.6.3. Os ampos de Killing são uma sub-álgebra de X(M).Seja M uma variedade Riemanniana e ξ um ampo de Killing ompleto. Então ξgera um subgrupo a um parâmetro do grupo de Lie Iso(M), isto é, um homomor�smodifereniável do grupo aditivo dos reais em Iso(M), φξ(t) := φt, onde φt é o �uxo de ξ.Em partiular, podemos identi�ar a álgebra de Lie de Iso(M) om a sub-álgebra deLie de X(M) dos ampos de Killing ompletos.1.7 Imersões isométrias: Coneitos básiosDe�nição 1.7.1. SejamM e N variedades Riemannianas. Uma apliação difereniável

f : M → N é uma imersão isométria se
〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p),para todo p ∈ M, u, v ∈ TpM.Se f : M −→ N é uma imersão isométria então, f é uma imersão no sentido dateoria das variedades difereniáveis, isto é, dfq : TqM −→ Tf(q)N é 1-1. Segue da teoriageral das variedades difereniáveis que, dado p ∈ M, existe uma vizinhança U ∋ p talque f(U) é uma subvariedade de N e f |U é um difeomor�smo sobref(U).Para todas as onsiderações de arater loal, identi�aremos U ⊆ M om a subva-riedade f(U) ⊆ N . 21



Se a dimensão de M é n, a dimensão de N é n + k, k ≥ 0. O inteiro k é hamadode odimensão de M em N .Um ponto de vista essenialmente equivalente, e muito útil, é o que segue.Seja M uma variedade difereniável, N uma variedade Riemanniana e f : M −→ Numa imersão, isto é, dfq : TqM −→ Tf(q)N é injetora. De�nimos um produto esalarem TpM oloando
〈X, Y 〉p = 〈dfp(X), dfp(Y )〉f(p), p ∈ M, X, Y ∈ TpM.Este produto esalar de�ne uma métria Riemanniana emM tal que f é uma imersãoisométria. A métria assim de�nida em M é hamada de métria induzida por f .Para ada ponto p ∈ M, onsiderando a identi�ação natural TpM ∼= dfp(TpM),temos uma deomposição ortogonal:
Tf(p)N = TpM⊕ νpM, νpM := (TpM)⊥ (em Tf(p)N ). (1.14)Se X ∈ Tf(p)N , indiaremos om X⊤, X⊥ as projeções ortogonais de X em TpM e

νpM (respetivamente).Lembramos que um ampo de vetores difereniável ao longo de f é uma apliaçãodifereniável
X : M −→ TN , X(p) ∈ Tf(p)N .Quando não der onfusão, em partiular para todas as onsiderações loais, india-remos om X(M) o espaço dos ampos ao longo de f , isto é, as apliações difereniáveis

X : M −→ TN tais que X(p) ∈ dfp(TpM), ∀ p ∈ M, e om X(M)⊥ os ampos para osquais X(p) ∈ νpM, ∀ p ∈ M.O espaço νpM será hamado de espaço normal aM em p e o espaço νM :=
⋃

p∈M
νpMde �brado normal de M.Denotamos por ∇, ∇ as onexões Riemannianas de M, N , respetivamente. Sejam

X, Y ∈ X(M), ξ ∈ X(M)⊥, podemos estender, loalmente, estes ampos a ampos em
N . As derivadas ovariantes são operadores loais, e portanto podemos derivar um emrelação ao outro. Deompondo de aordo om equação (1.14), temos:

{
∇XY = (∇XY )⊤ + (∇XY )⊥,
∇Xξ = (∇Xξ)

⊤ + (∇Xξ)
⊥.É fáil ver que:

• A apliação (X, Y ) −→ (∇XY )⊤ veri�a as propriedades da onexão de Levi-Civita de M, portanto (∇XY )⊤ = ∇XY .
• A apliação (X, Y ) −→ (∇XY )⊥ é C∞(M)-bilinear e simétria. Portanto é umtensor que denotaremos om B(X, Y ) e hamaremos de segunda forma fundamen-tal. 22



• A apliação (X, ξ) −→ (∇Xξ)
⊤ é C∞(M)-bilinear. O operador AξX := −(∇Xξ)

⊤será hamado de operador de Weingarten, ou operador de forma, na direção ξ.
• A apliação (X, ξ) −→ (∇Xξ)

⊥ veri�a as propriedades de uma onexão em νMque é ompatível om a métria. O operador ∇⊥
Xξ := (∇Xξ)

⊥ será hamado deonexão normal.Resumindo, temos as hamadas fórmulas de Gauss e Weingarten:
{

∇XY = ∇XY +B(X, Y ),
∇Xξ = −AξX + ∇⊥

Xξ.
(1.15)Os operadores B e A são ligados pela relação abaixo (que também justi�a a esolhado sinal menos na de�nição de operador de Weingarten).Proposição 1.7.1. 〈B(X, Y ), ξ〉 = 〈AξX, Y 〉.Demonstração. 〈B(X, Y ), ξ〉 = 〈∇XY, ξ〉 = −〈Y,∇Xξ〉 = 〈AξX, Y 〉.Observamos que, pela Proposição 1.7.1, a simetria de B implia na simetria de Aξ.Em partiular Aξ é diagonalizável.De�nição 1.7.2. Os autovalores de Aξ são hamados de urvaturas prinipais na dire-ção ξ. Os autovetores são hamados de direções prinipais na direção ξ.Usando a onexão normal ∇⊥, podemos de�nir a urvatura normal:

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥
Y∇⊥

Xξ −∇⊥
X∇⊥

Y ξ + ∇⊥
[X,Y ]ξ,onde X, Y ∈ TM e ξ ∈ TM⊥.Dada uma imersão isométria f : M −→ N , indiamos por R e R os tensoresurvaturas de M e N respetivamente. Estes tensores, e o tensor urvatura normal,são relaionados por três equações fundamentais, as equações de Gauss, Codazzi e Rii.Antes de enuniar estas relações, vamos de�nir a derivada ovariante da segunda formafundamental7 omo sendo:

(∇XB)(Y, Z) := ∇⊥
X(B(Y, Z)) − B(∇XY, Z) −B(Y,∇XZ).Teorema 1.7.1. Temos as seguintes relações:

• Equação de Gauss:
〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈B(X,W ), B(Y, Z)〉− 〈B(X,Z), B(Y,W )〉, (1.16)7Em geral, uma onexão em um �brado vetorial induz uma derivada ovariante, na direção de umvetor tangente à variedade, de ampos tensoriais do �brado.23



• Equação de Codazzi:
(R(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥

XB)(Y, Z) − (∇⊥
YB)(X,Z), (1.17)

• Equação de Rii:
〈R(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉, (1.18)onde X, Y, Z,W ∈ TM, ξ, η ∈ TM⊥ e [Aξ, Aη] := Aξ ◦ Aη − Aη ◦ Aξ é o omutadorusual de operadores.Demonstração.

∇X∇Y Z = ∇X(∇Y Z +B(Y, Z)) = ∇X∇Y Z +B(X,∇Y Z) −AB(Y,Z)X + ∇⊥
XB(Y, Z).Analogamente:

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ +B(Y,∇XZ) − AB(X,Z)Y + ∇⊥
YB(X,Z),e

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z +B([X, Y ], Z).Somando om os sinais oportunos, e fazendo o produto esalar om um vetor Wtangente a M, temos a equação de Gauss. Fazendo o produto esalar om um vetor ξ,normal a M, temos a equação de Codazzi.Um álulo similar prova a equação de Rii.Observação 1.7.1. Caso N seja uma variedade de urvatura seional onstante, tam-bém onheidas omo formas espaiais, as equações de Codazzi e Rii se simpli�ambastante pois os termos ontendo o tensor de urvatura de N se anulam.No aso de hipersuperfíies, isto é, no aso de odimensão um, abe observar que, se
ξ é um ampo unitário normal, temos que ∀X ∈ X(M) resulta:

0 = X〈ξ, ξ〉 = 2〈∇Xξ, ξ〉.Em partiular ∇Xξ é tangente a M e ∇⊥
Xξ = 0.Neste aso a equação de Rii é a identidade trivial e a equação de Codazzi pode seresrita omo:

(R′(X, Y )ξ)T = ∇Y (AξX) −∇X(AξY ) + Aξ[X, Y ]. (1.19)No nosso trabalho estaremos interessados essenialmente no aso de superfíies emvariedades tridimensionais. Neste aso vamos introduzir algumas notações lássias.Seja ψ : Ω ⊆ R
2 −→ N uma parametrização loal e seja {ψx, ψy} a base de TpMdos ampos oordenados. 24



O produto esalar, lassiamente hamado de primeira forma fundamental, pode seresrito, na base dos ampos oordenados {ψxψy}, da seguinte forma:
E := 〈ψx, ψx〉, F := 〈ψx, ψy〉, G := 〈ψy, ψy〉. (1.20)Logo temos a métria dada, nas mesmas oordenadas loais, pela matriz:

(gij) =

(
E F
F G

)ou, equivalentemente pela expressão:
g = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2.Tomando um vetor normal unitário:

ξ =
ψx ∧ ψy

‖ψx ∧ ψy‖
.Os oe�ientes da segunda forma fundamental são de�nidos omo:

l = −〈∇ψxξ, ψx〉, m = −〈∇ψxξ, ψy〉, n = −〈∇ψyξ, ψy〉. (1.21)E, por �m, a expressão da segunda forma fundamental, na base {ψx, ψy} é dada por:
B = l(dx)2 + 2m(dx)(dy)2 + n(dy)2.
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Capítulo 2Geometria do grupo de Heisenberg H3Neste apítulo estudaremos a geometria Riemanniana básia do grupo de Heisenberguma das variedades Riemannianas 3-dimensionais mais interessante, depois dos espaçosde urvatura onstante. De fato, de um ponto de vista algébrio é 2-nilpotente (ouquase-abeliano), a situação mais perto de ser abeliano, isto é, isomorfo a R
3, e de umponto de vista geométrio o grupo das isometrias tem dimensão 4, o que, tendo em vistao Teorema de Fubini (1.6.1) é a dimensão máxima possível para o grupo de isometriasde uma variedade Riemanniana tridimensional de urvatura seional não onstante.Após a primeira seção, na qual disutiremos generalidades sobre a geometria Rie-manniana dos grupos de Lie, vamos estudar o aso partiular do grupo de Heisenberge determinar a onexão, as geodésias, a urvatura e o grupo das isometrias. A seguir,apresentaremos as propriedades básias das superfíies neste grupo demonstrando, empartiular, a não existênia de superfíies umbílias. Neste apítulo usaremos novamentea notação G para denotar um grupo de Lie.2.1 A geometria Riemanniana básia dos grupos deLieDe�nição 2.1.1. Uma métria Riemanniana em G é dita invariante à esquerda (respe-tivamente invariante à direita), se as translações à esquerda (respetivamente à direita)são isometrias.Uma métria invariante à esquerda em G é univoamente determinada pelo seusvalores na sua álgebra de Lie g. De fato, se 〈·, ·〉 é uma tal métria, temos:

〈X, Y 〉g := 〈dL−1
g X, dL−1

g Y 〉e. (2.1)Reiproamente, se 〈·, ·〉e é um produto esalar em g, podemos estende-lo a uma métriaRiemanniana invariante à esquerda, usando a equação (2.1).26



Observação 2.1.1. Observamos expliitamente que para uma métria invariante à es-querda, o grupo das isometria ontém um subgrupo isomorfo a G, pois as translações àesquerda são isometrias.Também, temos que as geodésias passando por p ∈ G são imagem, por Lp, dasgeodésias passando por e ∈ G e a urvatura R(X, Y )Z em um ponto p ∈ G é a urvaturados ampos invariantes à esquerda determinados por X, Y, Z, (sendo tudo alulado em
e ∈ G). Portanto a geometria de G é ompletamente determinada pela geometria em
e ∈ G.Um aso partiularmente interessante é o aso das métrias bi-invariantes, isto é,métrias para as quais translações à direita e à esquerda são isometrias. Neste aso asestruturas algébrias e Riemannianas são intimamente ligadas:Teorema 2.1.1. Seja G um grupo de Lie om uma métria bi-invariante e X, Y, Zampos invariantes à esquerda. Então:1. As geodésias que passam pelo elemento neutro e ∈ G são os subgrupos a umparâmetro. Em partiular, a apliação exponenial grupal oinide om a Rieman-niana.2. 〈[X, Y ], Z〉 = 〈X, [Y, Z]〉,3. 2∇XY = [X, Y ],4. 4 R(X, Y )Z = [[X, Y ], Z]. Em partiular, a urvatura seional é sempre nãonegativa.Não demonstraremos este teorema. No aso que estudaremos, o grupo de Heisenberg,a métria invariante à esquerda que onsideraremos, não é bi-invariante. De fato, omoveremos, as geodésias não são todas subgrupos a um parâmetro e a urvatura seionalmuda de sinal.2.2 O grupo de Heisenberg H3Consideramos o espaço vetorial M(n,R), das matrizes n× n a entradas reais. Iden-ti�aremos este espaço, de maneira óbvia, om R

n2. O subonjunto GL(n,R) = {A ∈
M(n,R) : det(A) 6= 0} é um aberto de R

n2, pois det : M(n,R) −→ R é uma funçãoontínua e, portanto, tem uma estrutura natural de variedade difereniável e é um grupoem relação ao produto de matrizes. Este produto tem uma expressão polinomial nas en-tradas das matrizes e, então, é uma função difereniável. Também a apliação inversãotem uma expressão polinomial nas entradas de uma matriz em GL(n,R) e é, também,difereniável. Portanto GL(n,R) é um grupo de Lie.27



De�nição 2.2.1. O grupo de Heisenberg H3 é o subgrupo de GL(3,R) dado por:
H3 =








1 x z
0 1 y
0 0 1


 : x, y, z ∈ R



 .A identi�ação natural de H3 om R

3 fornee uma estrutura difereniável naturalem H3. Esta estrutura e o produto de matrizes, de�nem uma estrutura de grupo de Lieem H3, tal que ele se torna um subgrupo de Lie de GL(3,R).Seja γ(t) a urva difereniável em H3:
γ(t) =




1 x(t) z(t)
0 1 y(t)
0 0 1


 .Então o vetor tangente em t = 0 é dado por:

γ̇(0) =




0 ẋ(0) ż(0)
0 0 ẏ(0)
0 0 0


 .Portanto, a álgebra de Lie h3 de H3 é a álgebra das matrizes do tipo:




0 a b
0 0 c
0 0 0


 , a, b, c ∈ R,e o produto de Lie é o omutador de matrizes.É simples ver que H3 é um grupo 2-nilpotente (ou quase abeliano), isto é, o produtode Lie de três elementos de h3 se anula.A apliação exponenial é dada por:

eA = 11 + A +
1

2
A2,pois An = 0, n ≥ 3. Identi�ando o elemento (x, y, z)t ∈ R

3 om a matriz:



0 x z
0 0 y
0 0 0


 ∈ h3,temos que a apliação exponenial é dada por:

ϕ : R
3 −→ H3, ϕ(x, y, z) =




1 x z + 1
2
xy

0 1 y
0 0 1


 .A operação grupal de H3 induz, via ϕ, o seguinte produto em R

3:28






x
y
z


 ∗




x′

y′

z′


 = ϕ−1


ϕ




x
y
z


× ϕ




x′

y′

z′




 =




x+ x′

y + y′

z + z′ + 1
2
(xy′ − x′y)


 ,ou seja, dados ν = (x, y, z)t e ω = (x′, y′, z′)t em R

3, temos:
ν ∗ ω = ν + ω +

1

2
ad(ν)ω,onde

ad(ν) =




0 0 0
0 0 0
−y x 0


é a matriz da representação adjunta de�nida em (1.2).Em resumo, o grupo de Heinsenberg H3 é isomorfo, omo grupo de Lie, a R

3 munidodo produto
(x, y, z)t ∗ (x′, y′, z′)t =

(
x+ x′, y + y′, z + z′ +

xy′

2
− x′y

2

)t
.Também, sendo a parametrização ϕ a apliação exponenial (grupal), os subgruposa um parâmetro são as retas que passam pela origem.Vamos agora onstruir uma métria Riemanniana invariante à esquerda emH3. Paraisso, omo vimos na seção anterior, usamos os difereniais das translações à esquerda de

H3, que são os difeomor�smos dados por:
(dLp)e =




1 0 0
0 1 0

−1
2
y 1

2
x 1


 , p = (x, y, z) ∈ H3.Com respeito à esolha da parametrização global ϕ : R

3 → H3, uma base do espaçotangente TeH3 à identidade e = (0, 0, 0) do grupo é dada por:
X1 =

(
∂

∂x

)

e

, X2 =

(
∂

∂y

)

e

, X3 =

(
∂

∂z

)

e

.Estendendo os vetores Xi, i = 1, 2, 3, a ampos invariantes à esquerda pela fórmula:
Ei(p) = (dLp)eXi, p ∈ H3, i ∈ {1, 2, 3},temos: 




E1 = ∂
∂x

− 1
2
y ∂
∂z

E2 = ∂
∂y

+ 1
2
x ∂
∂z

E3 = ∂
∂z
,29



ou também: 



∂
∂x

= E1 + 1
2
yE3

∂
∂y

= E2 − 1
2
xE3

∂
∂z

= E3.

(2.2)É fáil veri�ar que
[E1, E2] = E3 e [E1, E3] = 0 = [E2, E3]. (2.3)Em partiular, o entro1 de h3 é a reta tE3, t ∈ R.Podemos introduzir uma métria Riemanniana invariante à esquerda requerendo queos ampos invariantes {Ei} sejam, em ada ponto p ∈ H3, uma base ortonormal de TpH3.Em termos dos ampos oordenados, a métria é dada pela matriz:

g(p) =




1 + 1
4
y2 −1

4
xy 1

2
y

−1
4
xy 1 + 1

4
x2 −1

2
x

1
2
y −1

2
x 1



, p = (x, y, z)t ∈ H3.Logo, a métria invariante à esquerda é:

g = (1 +
1

4
y2)dx2 + (1 +

1

4
x2)dy2 + dz2 − 1

2
xy dxdy + y dxdz − x dydz

= dx2 + dy2 +
(y

2
dx− x

2
dy + dz

)2

.

(2.4)Observe que det(g) = 1 e portanto as formas volume de H3 e de R
3 (om a métria

gij = δij) oinidem.No deorrer deste trabalho onsideraremos sempre H3 om a métria que aabamosde de�nir.2.3 A onexão de Levi-Civita em H3Vamos agora determinar a onexão de Levi-Civita assoiada à métria g. Observamosque se X, Y, Z são ampos invariantes à esquerda, a fórmula (1.4) pode ser esrita omo:
2〈∇XY, Z〉 = 〈[Y,X], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z,X], Y 〉. (2.5)1O entro de uma álgebra de Lie é o subespaço dos vetores que tem produto de Lie nulo om qualqueroutro vetor da álgebra. 30



De fato, os produtos esalares dos ampos são onstante, pois a métria é invarianteà esquerda e, portanto, suas derivadas se anulam.Temos então:
∇E1

E2 = 〈∇E1
E2, E1〉E1 + 〈∇E1

E2, E2〉E2 + 〈∇E1
E2, E3〉E3,portanto, usando as equações (1.4) e (2.3), teremos:

2〈∇E1
E2, E1〉 = 〈[E1, E2], E1〉 − 〈[E2, E1], E1〉 + 〈[E1, E1], E2〉

= 〈[E1, E2], E1〉 − 〈−[E1, E2], E1〉
= 2〈E3, E1〉 = 0,

2〈∇E1
E2, E2〉 = 〈[E1, E2], E2〉 − 〈[E2, E2], E1〉 + 〈[E2, E1], E2〉

= 〈[E1, E2], E2〉 + 〈−[E1, E2], E2〉 = 0,

2〈∇E1
E2, E3〉 = 〈[E1, E2], E3〉 − 〈[E2, E3], E1〉 + 〈[E3, E1], E2〉 = 1,e

∇E1
E2 =

1

2
E3.Além disso, usando a equação (1.1), segue que

∇E2
E1 = −1

2
E3.Analogamente, hegamos a:

∇E1
E3 = −1

2
E2 = ∇E3

E1,

∇E2
E3 =

1

2
E1 = ∇E3

E2,

∇Ei
Ei = 0, i = 1, 2, 3.2.4 Geodésias do espaço H3Dada a métria Riemanniana invariante à esquerda g, de�nida em (2.4), e a onexãode Levi-Civita a ela assoiada iremos, nesta seção, araterizar as geodésias do espaço

(H3, g).Dada uma urva γ : [0, 1] −→ H3, γ(t) = (x(t), y(t), z(t)), tal que γ(0) = (0, 0, 0) e
γ̇(0) = (ẋ(0), ẏ(0), ż(0)) = (a, b, c), queremos saber quando ela é uma geodésia. Usandoo Teorema (1.4.2), temos:

γ̇ = ẋE1 + ẏE2 +

[
ż +

1

2
(ẋy − ẏx)

]
E3,e hamando de ω = ż + 1

2
(ẋy − ẏx), esrevemos:

E = ẋ2 + ẏ2 + ω2.31



Assim,
∂E
∂z

− d

dt

∂E
∂ż

= − d

dt
2ω = 0 =⇒ ω̇ = 0,

∂E
∂x

− d

dt

∂E
∂ẋ

= −ωẏ − d

dt
(2ẋ+ ωy) = −ωẏ − 2ẍ− ω̇y − ẏω

= 2ẍ+ 2ẏω = 0,

∂E
∂y

− d

dt

∂E
∂ẏ

= −ωẏx− d

dt
(2ẏ + xω) = ωẋ− 2ÿ + ẋω − xω̇

= 2ÿ − 2ẋω = 0.Da primeira equação resulta ω = c, c ∈ R, e também:




ż +
1

2
(ẋy − ẏx) = c

ẍ+ cẏ = 0
ÿ − cẋ = 0.Então, {

ẋ+ cy = a
ẏ − cx = b,onde a, b ∈ R. Se c = 0 temos que

{
x(t) = at
y(t) = bt,ou seja, a geodésia γ(t) é uma reta do plano z = 0, que é um subgrupo a um parâmetro.
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xFigura 2.2: Geodésia do es-paço H3 para a = b = 1 e
c = 0.Supondo c 6= 0 e integrando o sistema:

{
ẍ+ c2x+ cb = 0
ÿ − c2y − ca = 0,32



temos a seguinte parametrização da geodésia γ(t) (que não é um subgrupo a um parâ-metro): 



x(t) =
b

c
cos(ct) +

a

c
sin(ct) − b

c

y(t) =
b

c
sin(ct) − a

c
cos(ct) +

a

c

z(t) =

[
c− a2 + b2

2c

]
t+

(
a2 + b2

2c2

)
sin(ct).
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Figura 2.3: Geodésia do es-paço H3 para a = b = c = 1.
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2.5 Calulando a urvatura de H3Nesta seção vamos alular a urvatura do grupo de Heisenberg. De�nindo:
Rijkl = 〈R(Ei, Ej)Ek, El〉,(que não são os Rijkl de�nidos anteriormente!), temos:

R(E1, E2)E1 = ∇E1
∇E2

E1 −∇E2
∇E1

E1 + ∇E3
E1

= −1

2
∇E1

E3 −∇E3
E1

=
3

4
E2,

(2.6)e, portanto:
R1211 = 0,

R1212 =
3

4
,

R1213 = 0.

(2.7)Um álulo similar mostra que as outras Rijkl não nulas são:
R1212 = R2121 =

3

4
,

R1221 = R2112 = −3

4
,

R1313 = R2323 = R3131 = R3232 = −1

4
,

R1331 = R2332 = R3113 = R3223 =
1

4
.A partir de (1.10) temos, para as urvaturas seionais:

K(E1, E2) =
3

4
, K(E1, E3) = −1

4
= K(E2, E3),de onde deduzimos que H3 é um espaço de urvatura seional não onstante.2.6 O grupo de isometriasNosso objetivo nesta seção é determinar a forma explíita da omponente onexa deIso(H3, g) que ontém a identidade 11H3

, Iso0(H3, g).A proposição a seguir arateriza este grupo (veja também ([B℄)):Proposição 2.6.1. Os elementos φ ∈ Iso0(H3, g) são dados por
φ(p) =




cos θ − sen θ 0
sen θ cos θ 0
− b

2
a
2

1


 (p) +




C
D

ef
2

+ g


 , (2.8)34



onde p ∈ H3, C = a cos θ − b sen θ e D = a sen θ + b cos θ, om a, b, c, θ ∈ R.Demonstração. Seja
X =

3∑

i=1

αi(x, y, z)εi, εi = Ei(e),um ampo de Killing genério na variedade (H3, g). Temos que
LXg(εj, εk) = X(g(εj, εk)) − g([X, εj], εk) − g([X, εk], εj)

= X(gjk) +

3∑

i=1

gik∂jαi +

3∑

i=1

gji∂kαi = 0, j, k = 1, 2, 3,
(2.9)onde gjk = g(εj, εk). Portanto, integrando esta equação, obtemos a seguinte solução daequação de Killing:

X = (ay + b)
∂

∂x
+ (d− ax)

∂

∂y
+
(
c+

by − dx

2

) ∂
∂z
, onde a, b, c, d ∈ R,que pode ser esrita omo:

X = a

(
y
∂

∂x
− x

∂

∂y

)
+ b

(
∂

∂x
+
y

2

∂

∂z

)
+ c

∂

∂z
+ d

(
∂

∂y
− x

2

∂

∂z

)
. (2.10)Da equação (2.10) hegamos a uma base para o espaço dos ampos de Killing dada por:

X1 = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
,

X2 =
∂

∂x
+
y

2

∂

∂z
,

X3 =
∂

∂y
− x

2

∂

∂z
,

X4 =
∂

∂z
.

(2.11)
Calulemos agora o �uxo de ada ampo da base, integrando ada uma das equações de(2.11).Seja φ1(t, p) = (x1(t), y1(t), z1(t)), o �uxo do ampo X1 = y ∂

∂x
− x ∂

∂y
. Para integrareste ampo basta resolver o seguinte sistema:

{
d

dt
φ1(t, p) = X1(φ(t, p))

φ1(0, p) = p = (x, y, z).
(2.12)Assim, (x′1(t), y

′
1(t), z

′
1(t)) = (y1(t),−x1(t), 0), de onde:




x′1(t) = y1(t) =⇒ x′′1(t) = y′1(t) = −x1(t)
y′1(t) = −x1(t)
z′1(t) = 0, 35



ou ainda: 



x′′1(t) + x1(t) = 0
y′′1(t) + y(t) = 0
z1(t) = c, c ∈ R.Portanto,

x1(t) = A cos t+B sen t,

y1(t) = A′ cos t+B′ sen t,

x′1(t) = −A sen t+B cos t,

y′1(t) = −A′ sen t+B′ cos t,

x′′1(t) = −A cos t− B sen t,

y′′1(t) = −A′ cos t− B′ sen t.Usando a ondição iniial (x1(0), y1(0), z1(0)) = (x, y, z), temos:
(A,A′, c) = (x, y, z),de onde: {
x1(t) = x cos t+B sen t
y1(t) = y cos t+B′ sen t,mas também x′1(t) = y1(t) e daí:

−x sen t+B cos t = −y cos t− B′ sen tlogo, B = y e B′ = −x. O que nos dá:
x1(t) = x cos t+ y sen t,

y1(t) = y cos t− x sen t,

z1(t) = z.Mais espei�amente:
φ1(t, p) =




cos t sen t 0
− sen t cos t 0

0 0 1






x
y
z


 .Com álulos análogos podemos enontrar os �uxos φ2, φ3, φ4, respetivamente dos am-pos X2, X3, X4, que são dados por:

φ2(t, p) =




1 0 0
0 1 0
0 t

2
1






x
y
z


+




t
0
0


 ,

36



φ3(t, p) =




1 0 0
0 1 0
− t

2
0 1






x
y
z


+




0
t
0


 ,

φ4(t, p) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1






x
y
z


+




0
0
t


 .Para enontrar a forma geral das isometrias de H3 basta então �xar t em ada φi,

i = 1, 2, 3, 4, e ompor as isometrias resultantes, visto que ada φi é �uxo de um ampode Killing e, portanto, �xando t, temos uma isometria loal. Assim desta omposiçãoobtemos a equação (2.8), o que onlui a nossa demonstração.Observamos que o grupo Iso(H3, g) tem dimensão quatro. Pelo Teorema de Fubini(1.6.1), esta é a máxima dimensão possível para o grupo de isometrias de uma variedadeRiemannina tridimensional om urvatura seional não onstante (omo no aso de
H3).2.7 Super�ies em H3: Fatos básios.Sejam G um grupo de Lie de dimensão (n + 1) om uma métria g invariante àesquerda, M uma hipersuperfíie orientável de G e ξ um ampo unitário normal a M.Para simpli�ar as notações denotaremos om ∇ a onexão de Levi-Civita do espaçoambiente.Em analogia ao aso de hipersuperfíies de R

n, de�nimos a apliação normal deGauss:
γ : M −→ Sn = {v ∈ TeG = g : ‖v‖ = 1},transladando, no sentido do grupo, o vetor ξ(p) ∈ TpG, p ∈ M, para a álgebra de Lie.Mais preisamente:

γ(p) = (dLp−1)p(ξ(p)), p ∈ M.Note que
dγp(TpM) ⊆ Tγ(p)S

n

= {γ(p)}⊥ = (dLp−1)p(ξ(p)
⊥)

= (dLp−1)p(TpM).Logo (dLp)e(dγp(TpM)) ⊆ TpM e, portanto, (dL(·))e ◦ dγ é um tensor em TM.O teorema a seguir, devido a Ripoll, (ver [R℄), fornee uma relação entre a apliaçãonormal de Gauss e a geometria extrínsea da hipersuperfíie M.Teorema 2.7.1. Seja M uma hipersuperfíie do grupo de Lie G, então
(dLp)e ◦ dγp(v) = −(Aξ(v) + αξ(v)), v ∈ TpM,37



onde Aξ é o operador de Weingarten e αξ(v) = ∇vξ, sendo ξ um ampo invariante àesquerda tal que ξ(p) = ξ(p).Demonstração. Sejam ξ =
3∑

i=1

niEi um ampo unitário normal a M, onde {E1, E2, E3}é uma base ortonormal de ampos invariantes à esquerda e v ∈ TpM, então
γ(p) = (dLp−1)p(ξ(p)) =

3∑

i=1

ni(p)Ei(e),logo
dγp(v) =

3∑

i=1

v(ni)(p)Ei(e)e
(dLp)e ◦ (dγ)p(v) =

3∑

i=1

v(ni)(p)Ei(p).Temos também
∇vξ|p =

3∑

i=1

(
v(ni)(p)Ei(p) + ni(p)∇vEi|p

)

=
3∑

i=1

v(ni)(p)Ei(p) + ∇v

3∑

i=1

ni(p)Ei|p

= (dLp)e ◦ dγp(v) + ∇vξ|p.Portanto
−Aξ(v) = (dLp)e ◦ dγp(v) + αξ(v)e o teorema �a demonstrado.Vamos agora onsiderar o aso de superfíies do grupo de Heisenberg, de tipo grá�o,isto é:





G = H3,

g = dx2 + dy2 +
(y

2
dx− x

2
dy + dz

)2

,

M2 é o grá�o X(x, y) = (x, y, f(x, y)),

(2.13)onde f é uma função difereniável de�nida para x, y ∈ U ⊂ R
2 = {z = 0}.Vejamos agora, omo determinar as matrizes que representam (dLp)e ◦ dγp, Aξ e αξ.Uma base do espaço tangente TpM é

{
Xx = E1 + f1E3,

Xy = E2 + f2E3,
(2.14)38



e o ampo normal unitário é dado por
ξ = − 1

w
(f1E1 + f2E2 −E3),onde 




f1 = fx +
y

2

f2 = fy −
x

2

w =
√

1 + f 2
1 + f 2

2 .

(2.15)Assim, om esta parametrização, temos a seguinte representação:
M γ // S2

Y
��

U

X

OO

Y ◦γ◦X // Vonde Y é a projeção normal sobre o plano xy. Já vimos que:
γ(p) = (dLp−1)p(ξ(p)), p ∈ TpM,logo, usando a parametrização X temos:

γ(p) =
1

w




1 0 0
0 1 0

−1
2
y 1

2
x 1






−f1

−f2

1


 =

1

w




−f1

−f2
y
2
f1 − x

2
f2 + 1


 .Agora, fazendo a projeção, temos a representação da apliação de Gauss dada por:

Y ◦ γ ◦X(x, y) = −
(
f1

w
,
f2

w

)
= −

(
fx + y

2

w
,
fy − x

2

w

)
.Assim a matriz que representa dLp ◦ dγp na base {Xx, Xy} é

(dLp)e ◦ dγp =




−
(
fx+ y

2

w

)
x

−
(
fx+ y

2

w

)
y

−
(
fy−x

2

w

)
x

−
(
fy−x

2

w

)
y


 . (2.16)Para enontrar Aξ para a mesma base {Xx, Xy} preisamos alular ∇Xxξ e ∇Xyξ emtermos desta base, isto é:

∇Xxξ = aXx + bXy

∇Xyξ = cXx + dXy,
(2.17)39



então teremos a matriz Aξ dada por:
Aξ = −

(
a c
b d

)
.Temos:

∇Xxξ = ∇Xx

[
−
(
fy − x

2

w

)
E1 −

(
fy − x

2

w

)
E2 +

1

w
E3

]

= −
((

fx + y
2

w

)

x

+
1

2w

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

))
E1

−
((

fy − x
2

w

)

x

− 1

2w

((
fx +

y

2

)2

− 1
))

E2

+

(
− 1

2w

(
fy −

x

2

)
+

(
1

w

)

x

)
E3.

(2.18)
Usando a equação (2.17) resulta que:

∇Xxξ = a E1 + b E2 +

(
a
(
fx +

y

2

)
+ b
(
fy −

x

2

))
E3,logo

a = −
(
fx + y

2

w

)

x

− 1

2w

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

)
,

b = −
(
fy − x

2

w

)

x

+
1

2w

((
fx +

y

2

)2

− 1
)
.Por outro lado, para ahar as entradas c e d alulamos:

∇Xyξ = ∇Xy

[
−
(
fy − x

2

w

)
E1 −

(
fy − x

2

w

)
E2 +

1

w
E3

]

= −
((

fx + y
2

w

)

y

+
1

2w

((
fy −

x

2

)2

− 1
))

E1

−
((

fy − x
2

w

)

y

− 1

2w

(
fx +

y

2

)(
fy −

x

2

))
E2

+

(
1

2w

(
fx +

y

2

)
+

(
1

w

)

y

)
E3.

(2.19)
Novamente por (2.17):

∇Xyξ = c E1 + d E2 +

(
c
(
fx +

y

2

)
+ d

(
fy −

x

2

))
E3,

40



então
c = −

(
fx + y

2

w

)

y

− 1

2w

((
fy −

x

2

)2

− 1

)
,

d = −
(
fy − x

2

w

)

y

+
1

2w

(
fx +

y

2

)(
fy −

x

2

)
.Portanto, a matriz Aξ é dada por

Aξ =




(
fx+ y

2

w

)
x

+ 1
2w

(
fy − x

2

) (
fx + y

2

) (
fx+ y

2

w

)
y
+ 1

2w

( (
fy − x

2

)2 − 1
)

(
fy−x

2

w

)
x
− 1

2w

( (
fx + y

2

)2 − 1
) (

fy−x
2

w

)
y
− 1

2w

(
fx + y

2

) (
fy − x

2

)


 .Usando o Teorema 2.7.1 determinamos a matriz que representa αξ fazendo αξ = −(dLp◦

dγp + Aξ), ou seja:
αξ =

1

2w




−
(
fy − x

2

) (
fx + y

2

)
−
(
fy − x

2

)2
+ 1

(
fx + y

2

)2 − 1
(
fx + y

2

) (
fy − x

2

)


 .Lembramos que uma hipersuperfíie M de uma variedade Riemanniana é umbíliase:

Aξ = λ11TM,onde ξ é um dos dois possíveis ampos normais unitários. Se λ = 0 temos, em partiular,que M é totalmente geodésia, isto é, as geodésias de M são geodésias do espaçoambiente.No aso do ambiente ser o espaço R
n, om a métria plana, as hipersuperfíiesumbílias são abertos de esferas (λ 6= 0) ou de hiperplanos (aso totalmente geodésio,

λ = 0) 2.Vamos agora usar os álulos anteriores para mostrar o resultado a seguir, devido avários autores, entre os quais Sanini e Piu.Teorema 2.7.2. Não existem, em H3, superfíies umbílias (em partiular não existemsuperfíies totalmente geodésias).Demonstração. Vamos dividir nosso estudo em duas partes. Primeiramente onsiderare-mos o aso em que a superfíie é parametrizada omo grá�o de uma função difereniável
f , ou seja

X(x, y) = (x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ U ⊂ R
2. (2.20)2λ é onstante nas omponentes onexas de M.41



Depois analisaremos o aso em que a superfíie é vertial, podendo onsiderá-la omouma superfíie regrada por retas vertiais, que são geodésias em H3, e que pode-separametrizar por:
X(t, s) = (t, a(t), s), (t, s) ∈ U ⊂ R

2. (2.21)Vamos então iniiar o estudo do primeiro aso, para isso preisamos da equação deCodazzi para hipersuperfíies já apresentada pela equação (1.19), que é dada por
(R(Xx, Xy)ξ)

T = (∇XyAξ)Xx − (∇XxAξ)Xy.Para o aso umbílio temos
(∇XxAξ)Xy = ∇XxAξ(Xy) −Aξ(∇XxXy)

= ∇Xx(λXy) − λ∇XxXy

= Xx(λ)Xy + λ∇XxXy − λ∇XxXy

= Xx(λ)Xy,segue então, a equação de Codazzi para hipersuperfíies umbílias:
R(Xx, Xy)ξ = Xy(λ)Xx −Xx(λ)Xy, (2.22)onde a função λ = λ(x, y) é tal que Aξ = λId. Usando as propriedades de urvaturadadas no primeiro apítulo e as equações (2.14) temos:

R(Xx, Xy)ξ = − 1

w
R(E1 + f1E3, E2 + f2E3)(f1E1 + f2E2 + E3)

= − 1

w
(f1 R121 +f1f2 R131 +f 2

1 R321 +f2 R122 +f 2
2 R132 +f1f2 R322 −R123

− f2R133 − f1R323)

= − 1

w

(3

4
f1E2 −

1

4
f1f2E3 −

3

4
f2E1 +

f1f2

4
E3 −

3

4
E1 −

1

4
f2E1 +

f1

4
E2

)

= − 1

w
(f1E2 − f2E1).Por outro lado,

Xy(λ)Xx−Xx(λ)Xy = λy(E1 +f1E3)−λx(E2 +f2E3) = λyE1−λxE2 +(f1λy−λxf2)E3.Assim, visto que (2.22) é válida, onluímos que:
− 1

w
(f1E2 − f2E1) = λyE1 − λxE2 + (f1λy − λxf2)E3.Conseqüentemente

λx = −
(
fx + y

2

w

)
,

λy = −
(
fy − x

2

w

)
.

(2.23)42



Portanto (dLp)e ◦ dγp é uma matriz simétria na base {Xx, Xy}, visto que λxy = λyx.Assim temos que αξ é também simétria, então
− 1

2w

((
fy −

x

2

)2

− 1
)

=
1

2w

((
fx +

y

2

)2

− 1
)
,e, portanto, ((

fy −
x

2

)2

− 1
)

+
((

fx +
y

2

)2

− 1
)

= 0.Lembrando que
w =

√
1 +

(
fx +

y

2

)2

+
(
fy −

x

2

)2

,podemos obter: (
fx +

y

2

)2

+
(
fy −

x

2

)2

= w2 − 1,o que nos dá:
w2 − 3 = 0 =⇒ w =

√
3.Mas, visto que λxy = λyx, teríamos:

(
fx +

y

2

)
y

=
(
fy −

x

2

)
x
,ou seja, uma ontradição.Para o segundo aso, quando tratamos de superfíies vertiais parametrizadas pelaequação (2.21), usamos a seguinte base do espaço tangente TpM:

Xt = E1 + ȧE2 +
1

2
(a− tȧ)E3,

Xs = E3,
(2.24)e a normal unitária á superfíie M é

ξ =
Xt ∧Xs

||Xt ∧Xs||
=

ȧ√
1 + ȧ2

E1 −
1√

1 + ȧ2
E2.Usando a fórmula (1.20) alulamos os oe�ientes da primeira forma fundamental paraestas superfíies:

E = 1 + ȧ2 +
1

4
(a− tȧ)2,

F =
1

2
(a− tȧ),

G = 1.
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Para alular os oe�ientes da segunda forma preisaremos alular iniialmente ∇Xtξe ∇Xsξ, logo se w̄ =
√

1 + ȧ2 temos:
∇Xtξ = ∇Xt

(
ȧ

w
E1 −

1

w
E2

)

=
äw − ȧẇ

w2 E1 +
ȧ

w
∇XtE1 +

ẇ

w2E2 −
1

w
∇XtE2

=

(
äw − ȧẇ

w2 +
tȧ− a

4w

)
E1 +

(
tȧ2 − ȧa

4w
+

ẇ

w2

)
E2 +

(−1 − ȧ2

2w

)
E3,

∇Xsξ = ∇Xs

(
ȧ

w
E1 −

1

w
E2

)

=
ȧ

w
∇XsE1 −

1

w
∇XsE2

= − 1

2w
E1 −

ȧ

2w
E2.Logo, usando as equações (1.21), os oe�ientes da segunda forma fundamental sãodados por:
l =

a− tȧ− tȧ3 + aȧ2 − 2ä

2w
,

m =
w

2
,

n = 0.

(2.25)Mas, visto que a superfíie é umbília, as entradas 12 e 21 de Aξ são nulas em qualquerbase, em partiular na base {Xt, Xs}. Sendo que nesta base a matriz Aξ é dada por:
Aξ =




−äw+ȧẇ
w2 − tȧ−a

4w
1

2w

w
2

0


 ,temos uma ontradição.
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Capítulo 3Super�íes mínimas de H3Neste apítulo estudaremos alguns aspetos da teoria das super�íes mínimas dogrupo de Heisenberg, em partiular o aso das superfíies de tipo grá�os, e seus aspetosrelaionados om o problema de Bernstein, que disutimos na introdução.3.1 A equação dos grá�os mínimosNesta seção vamos determinar a equação dos grá�os mínimos no espaço de Heisen-berg (H3, g) e demonstremos que eles são estáveis.Consideramos um aberto D ⊆ R
2 = {(x, y, z) ∈ H3 : z = 0}, uma função difereniá-vel f : D −→ R e seu grá�o Γ(f) = {(x, y, f(x, y)) ∈ H3 : (x, y) ∈ D}.O oneito de minimalidade para Γ(f) pode ser introduzido, omo vimos na intro-dução, de duas maneiras equivalentes:

• O ponto de vista variaional (Lagrange): Γ(f) é uma superfíie mínima se é umponto ritio da função área, isto é, dada uma qualquer função difereniável η : D −→ Rom η|∂D = 0, e de�nindo A(t) = área(Γ(f + tη)), temos:
d

dt
A(t)|t=0 = 0.

• O ponto de vista geométrio (Meusnier) : A superfíie Γ(f) tem urvatura médianula, i.e.:
1

2
Traço(Aξ) = 0,onde ξ é um vetor normal a Γ(f) e Aξ é o operador de Weingarten na direção ξ (otermo 1

2
obviamente irrelevante, aparee somente para enfatizar que se trata da médiadas urvaturas prinipais). 45



Vamos determinar a equação que f tem que satisfazer, para que seu grá�o seja umasuperfíie mínima, segundo os dois ponto de vista. Isso também mostrará a equivalêniaentre os ponto de vista, pois a equação resultante é a mesma nos dois asos.
1. O ponto de vista variaional.Seja M ⊂ H3 uma superfíie mínima dada omo grá�o de uma função difereniável

f , de�nida no feho de um aberto limitado D ⊂ R
2, ou seja

M := Γ(f) := X(x, y) = (x, y, f(x, y)), (x, y) ∈ D.Uma base do espaço tangente TpM, assoiada a esta parametrização, é dada por:




Xx =
∂

∂x
+ fx

∂

∂z
= E1 +

1

2
yE2 + fxE3,

Xy =
∂

∂y
+ fy

∂

∂z
= E1 −

1

2
xE2 + fyE3.

(3.1)Se
w = ‖Xx ∧Xy‖ = [

1

4
(x2 + y2) + (f 2

x + f 2
y ) + (yfx − xfy) + 1]

1

2for a área do paralelogramo gerado por Xx e Xy, então a área sobre D̄ de M é:
∫∫

D̄

w dx dy.Consideramos a variação de M dada por:
ϕt(x, y) = (x, y, f(x, y) + tη(x, y)), (x, y) ∈ D,onde t ∈ (−ε, ε), om ε > 0, η ∈ C1(D,R) e η|∂D = 0. A última ondição nos garanteque as superfíies Mt obtidas ao variar t, omo grá�o das funções f(x, y) + tη(x, y),têm todas o mesmo bordo. A área de Mt sobre D̄ é

A(t) =

∫∫

D̄

w(t) dx dy,onde
w(t) = ‖(Xt)x ∧ (Xt)y‖

= [
1

4
(x2 + y2) + (fx + tηx)

2 + (fy + tηy)
2 + y(fx + tηx) − x(fy + tηy) + 1]

1

2 .Derivando om respeito a t e alulando para t = 0 temos:
A′(0) =

1

2

∫∫

D̄

[
ηx

(
2fx + y

w

)
+ ηy

(
2fy − x

w

)]
dxdy

= −1

2

∫∫

D̄

η

[
∂

∂x

(
2fx + y

w

)
+

∂

∂y

(
2fy − x

w

)]
dxdy.46



Como η é uma função arbitrária, temos
∂

∂x

(
2fx + y

w

)
+

∂

∂y

(
2fy − x

w

)
= 0. (3.2)A equação (3.2) é dita equação dos grá�os mínimos e pode ser também esrita naseguinte forma

(
1 +

(
fy −

x

2

)2
)
fxx − 2

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

)
fxy +

(
1 +

(
fx +

y

2

)2
)
fyy = 0. (3.3)

2. O ponto de vista geométrio.Usando as notações do �nal do primeiro apítulo, temos que a urvatura média édada por:
H =

1

2

(
lG− 2mF + nE

EG− F 2

)
, (3.4)onde E,F,G são os oe�ientes da primeira forma fundamental e l,m, n são os oe�i-entes da segunda forma fundamental.No aso do grá�o de H3 dado por X(x, y) = (x, y, f(x, y)), e da base (3.1) segueque o ampo normal unitário é dado por:

ξ =
Xx ∧Xy

‖Xx ∧Xy‖
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)
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E3, (3.5)onde w =

√
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2
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+
(
fy − x

2

)2
. Usando as equações de (1.20) resulta que osoe�ientes da primeira forma fundamental são dados por
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,

G = 1 +
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.Para alular os oe�ientes da segunda forma preisamos primeiramente alular ∇Xxξe ∇Xyξ, assim:
∇Xxξ = ∇Xx −
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(3.6)
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e
∇Xyξ = ∇Xy −
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(3.7)
Usando as equações (1.21) podemos então alular os oe�ientes da segunda formafundamental:

l =
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2
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2
)

w
,
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2
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2
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2
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w
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w
.Agora substituindo os oe�ientes da primeira e segunda forma ahados obtemos:
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EG− F 2 =

[
1 +

(
fx +

y

2

)2
]
.

[
1 +

(
fy −

x

2

)2
]
−
[(
fx +

y

2

)(
fy −

x

2

)]2

=
(
fx +

y

2

)2

+
(
fy −

x

2

)2

+ 1.48



Substituindo tais expressões na equação (3.4) e igualando-a a zero obtemos novamentea equação dos grá�os mínimos:
(

1 +
(
fy −

x

2

)2
)
fxx − 2

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

)
fxy +

(
1 +

(
fx +

y

2

)2
)
fyy = 0. (3.8)Um primeiro exemplo de grá�o mínimo é dado pelos planos

f(x, y) = ax+ by + c, a, b, c ∈ R.Um outro exemplo é a superfíies tipo sela
f(x, y) =

1

2
xy,ujo grá�o é dado na Figura 3.1. Observamos expliitamente que o oe�iente 1

2
não éirrelevante. De fato, f(x, y) = kxy é uma superfíie mínima se, e somente se, k = 0 ou

k = ±1
2
. PSfrag replaements

xx

y
z

Figura 3.1: Sela.Diremos que uma superfíie é estável se A′′(0) > 0, para toda variação não onstantede M que �xa a fronteira ∂M de M. Temos o seguinte resultado:Proposição 3.1.1. Todo grá�o mínimo em H3 é estável.Demonstração. Derivando novamente a função área e avaliando em t = 0 temos
A′′(0) =

1

2

∫
w(0)−

1

2

[
2
(
η2
x + η2

y

)]
≥ 0.Note que A′′(0) = 0 se, e somente se, ηx = ηy = 0, o que equivale dizer que η = 0,pois η|∂D = 0.Estabilidade signi�a que a superfíie é um mínimo loal da área, isto é, tem áreamenor ou igual à área de qualquer superfíie, om mesma fronteira, su�ientementeproxima. Para �nalizar esta seção vamos demonstrar um teorema que garante que umasuperfíie mínima de H3, dada omo um grá�o, é um mínimo absoluto para a funçãoárea, entre as superfíies que são grá�os om mesma fronteira.49



PSfrag replaements
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Figura 3.2: Plano.Teorema 3.1.1. Seja M uma superfíie de H3 de�nida omo grá�o de uma função
f(x, y) om x, y ∈ Ω, domínio de R

2, que se estende ontinuamente ao feho Ω̄. Então,a área de M é menor que a área de qualquer outra superfíie M̃ de�nida omo grá�ode uma função f̃(x, y) em Ω que assuma os mesmos valores que f na fronteira ∂Ω.Demonstração. Para fazer esta demonstração seguimos a idéia usada por R. Ossermanpara provar este teorema para o aso de R
3 (referênia [Os℄).Consideremos o ampo vetorial unitário V (x, y, z) no domínio Ω × R de H3 dadopor:
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.Temos então que
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w3
.Dado que f satisfaz a equação dos grá�os mínimos (3.8) teremos (V1)x + (V2)y = 0.50



Sabemos que div V =
∑ 1√detg ∂

∂xi
(
√detgVi),omo det(g) = 1, esta equação se reduz adiv V =

∑ ∂

∂xi
(Vi)

= (V1)x + (V2)y + (V3)z. (3.9)Visto que V não depende de z e que (V1)x + (V2)y = 0 obtemos:div V ≡ 0, em Ω × R.As superfíies M e M̃ têm o mesmo bordo e portanto M ∪ M̃ pode ser onsideradoomo o bordo orientado de um onjunto aberto ∆ em Ω × R. Usando o Teorema daDivergênia, temos que:
0 =

∫

∆

div V =

∫

M∪ fM
g(V, ξ) dA, (3.10)onde ξ é o ampo normal unitário orrespondente à orientação positiva de M∪M̃. Mas

V = ξ em M então g(V, ξ) = 1, além disso, pela equação (3.10) vale que
∫

M
g(V, ξ) dA =

∫

fM
g(V,−ξ) dA,logo temos

A(M) =

∫

M
dA =

∫

fM
g(V,−ξ) dA =

∫

M
‖V ‖g‖ξ‖g cos θ dA ≤

∫

fM
dA = A(M̃),onde θ é o ângulo entre V e ξ. O que ompleta a demonstração.Vamos lassi�ar os grá�os mínimo uja apliação de Gauss tem posto zero ou um.3.2 Superfíies uja apliação de Gauss tem posto 0De�nição 3.2.1. Seja Mn uma hipersuperfíie orientável de um grupo de Lie G. Di-remos que um ponto p ∈ M é degenerado se dγp ≡ 0.Lema 3.2.1 ([R℄). Seja M uma hipersuperfíie orientável de dimensão n de um grupode Lie G. Se p ∈ M é degenerado então (dL−p)p(TpM) é uma sub-álgebra de Lie deodimensão 1. 51



Demonstração. Seja p ∈ M um ponto degenerado, tome {X1, ..., Xn} uma base de TpMe Ei = (dLp)
−1
p (Xi), para 1 ≤ i ≤ n. Como p ∈ M é um ponto degenerado, segue daProposição 2.7.1 que αξ = −Aξ. Assim, omo Aξ é um operador simétrio temos que αξtambém é. Logo temos

〈∇Ei
X,Ej〉 = 〈∇Ej

X,Ei〉, 1 ≤ i, j ≤ nonde X = (dL−p)p(ξ(p)). Usando a fórmula (2.5) obtemos as seguintes equações
2〈∇Ei

X,Ej〉 = 〈[Ei, X], Ej〉 − 〈[X,Ej ], Ei〉 + 〈[Ej , Ei], X〉,
2〈∇Ej

X,Ei〉 = 〈[Ej , X], Ei〉 − 〈[X,Ei], Ej〉 + 〈[Ei, Ej ], X〉,logo, pela simetria, temos
〈[Ei, Ej ], X〉 = −〈[Ei, Ej], X〉então

〈[Ei, Ej ], X〉 = 0, 1 ≤ i, j ≤ n.Portanto podemos onluir que
[Ei, Ej ] ∈ span{E1, ..., En}.Logo (dL−1

p )p(TpM) = span{E1, ..., En} é uma sub-álgebra de g de odimensão 1.Teorema 3.2.1. [S℄ As únias superfíies mínima onexas de H3 uja apliação deGauss é de posto 0 são os planos vertiais.Demonstração. SejaM uma superfíie deH3 loalmente parametrizada omo um grá�ode uma função f(x, y). A base do espaço TpM assoiada a esta parametrização é dadapelas equações (2.14).Suponhamos que existe p ∈ M degenerado, e portanto o posto da apliação de Gaussé 0, então pelo Lema 3.2.1 teríamos que dL−1
p (TpM) é uma sub-álgebra de h3. Por outrolado temos que

[(dLp)
−1
p (Xx), dL

−1
p (Xy)] =

[
e1 +

(
fx +

y

2

)
e3, e2 +

(
fy −

x

2

)
e3

]

=

[
∂

∂x
+
(
fx +

y

2

) ∂

∂z
,
∂

∂y
+
(
fy −

x

2

) ∂

∂z

]

= fxy
∂

∂z
− 1

2

∂

∂z
− fxy

∂

∂z
− 1

2

∂

∂z

= − ∂

∂z
= −e3,onde ei = Ei(e), para i = 1, 2, 3. Mas e3 /∈ TpM, de fato:52



Suponhamos por ontradição que e3 ∈ dL−1
p (TpM), então existe v ∈ TpM tal que

(dLp)
−1
p (v) = −e3. (3.11)Se v = aXx + bXy então

v = aE1 + bE2 +
[
a
(
fx +

y

2

)
+ b
(
fy −

x

2

)]
E3,portanto

(dLp)
−1
p (v) = ae1 + be2 +

[
a
(
fx +

y

2

)
+ b
(
fy −

x

2

)]
e3,logo, pela equação (3.11) teríamos a = b = 0, de onde temos uma ontradição.No aso em que a superfíie M é vertial, omo já foi dito anteriormente, podemosonsidera-la omo uma superfíie regrada por retas vertiais, parametrizada pela fórmula(2.21) e tomar omo base do espaço tangente TpM a esta parametrização {Xt, Xs}dada por (2.21). Para termos que a apliação de Gauss desta superfíie é de posto 0,preisaríamos que a normal unitária

ξ =
ȧ√

1 + ȧ2
E1 −

1√
1 + ȧ2

E2seja onstante, para garantir que γ é onstante e portanto ter dγ ≡ 0. Mas ξ é onstantese, e somente se, ȧ é onstante, de onde onluímos que a(t) é linear.Falta provar que o plano vertial é mínimo. Basta então parametriza-lo omo
X(t, s) = (t, at+ b, s), a, b ∈ R,assim teríamos a base do espaço tangente dada por:

Xt = E1 + aE2

Xs = E3,e portanto a primeira e a segunda forma fundamental são respetivamente:
E = 1 + a2,

F = 0,

G = 1,e também
l =

b

2

√
1 + a2,

m =

√
1 + a2

2
,

n = 0,53



de onde, temos
H =

b

4
√

1 + a2
.Logo o plano vertial é mínimo se, e somente se, b = 0.Conluímos assim que a únia superfíie mínima onexa uja apliação de Gauss temposto nulo é dada por

X(t, s) = (t, at, s), a ∈ R.3.3 Grá�os mínimos om apliação normal de posto 1Para analisar os grá�os mínimos (x, y, f(x, y)) om apliação de Gauss de posto 1onsideramos os grá�os que satisfazemdet ((dLp)e ◦ dγp) = 0,onde a matriz (dLp)e ◦ dγp é dada em 2.16. Vamos então alular este determinante:det ((dLp)e ◦ dγp) =

(
fx + y

2

w

)

x

·
(
fy − x

2

w

)

y

−
(
fy − x

2

w

)

x

·
(
fx + y

2

w

)

yisto é,det ((dLp)e ◦ dγp) =
1

w2

[
fxxw − 1

w

(
fxx

(
fx +

y

2

)2

+
(
fxy −

1

2

)(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

))]

· 1

w2

[
fyyw − 1

w

((
fxy +

1

2

)(
fx +

y

2

)(
fy −

x

2

)
+ fyy

(
fy −

x

2

))]

− 1

w2

[(
fxy +

1

2

)
w − 1

w

((
fxy +

1

2

)(
fx +

y

2

)2

+ fyy

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

))]

· 1

w2

[(
fxy −

1

2

)
w − 1

w

(
fxx

(
fx +

y

2

)(
fy −

x

2

)
+
(
fxy −

1

2

)(
fy −

x

2

)2
)]

=
fxxfyy − f 2

xy + 1
4

w4
· w2 − fxxfyy ·

((
fy −

x

2

)2

+
(
fx +

y

2

)2
)

+
(
f 2
xy −

1

4

)
·
((

fy −
x

2

)2

+
(
fx +

y

2

)2
)

=

(
fxxfyy − f 2

xy + 1
4

)
·
(
w2 −

((
fy − x

2

)2
+
(
fx + y

2

)2
))

w4
,de onde temos det ((dLp)e ◦ dγp) =

fxxfyy − f 2
xy + 1

4

w4
.54



Vamos agora demonstrar o resultado prinipal deste apítulo. Para fazer esta de-monstração usamos omo referênia a tese de doutorado de C.F.Serrudo ([S℄):Teorema 3.3.1. Seja M uma superfíie mínima em H3 om apliação de Gauss deposto ≤ 1. Então M é regrada.Observação 3.3.1. Na próxima seção demonstraremos que as superfíies mínimas re-gradas om apliação de Gauss de posto um são, a menos de isometrias do ambiente,grá�os de funções do tipo:
f(x, y) =





xy
2

+ k[ln(y +
√

1 + y2) + y
√

1 + y2]
ou
2ky − xy

2
.Isso desreve ompletamente tais superfíies.Para a demonstração seguiremo a seguinte estratégia: Depois de ter �normalizado" oproblema, demonstraremos o teorema em dois lemas, que juntos nos dão a demonstração�nal.Vamos então �normalizar" o problema.Seja M uma superfíie mínima em H3 om apliação de Gauss de posto ≤ 1. Supo-nhamos que M não seja um plano vertial. Então, pelo menos ao redor de algum ponto,

M é o grá�o de uma função f : D −→ R. Então f é solução das duas equações:
(

1 +
(
fy −

x

2

)2
)
fxx − 2

(
fy −

x

2

)(
fx +

y

2

)
fxy +

(
1 +

(
fx +

y

2

)2
)
fyy = 0 (3.12)

fxxfyy − f 2
xy +

1

4
= 0. (3.13)A menos de translações e rotações ao redor do eixo z1, podemos supor que:

0 ∈ D, f(0) = 0, ξ(0) = (1 + 4k2)−
1

2 (0,−2k, 1), (3.14)onde:
ξ = −

(
fx + y

2

w

)
E1 −

(
fy − x

2

w

)
E2 +

1

w
E3 (3.15)é o vetor normal a M.Também observamos que a equação 3.12 é uma equação elíptia (não linear) omoe�ientes onstantes. Da teoria das equações elíptias sabemos que as soluções detais equações são analítias. Vamos então analisar o desenvolvimento de f em série deTaylor.O primeiro lema é o seguinte:1Que são isometrias de H3. 55



Lema 3.3.1. Nas hipóteses aima, se fyy(0) = 0, então:
f(x, y) =





xy
2

+ k[ln(y +
√

1 + y2) + y
√

1 + y2]
ou
2ky − xy

2
.Também os grá�os das funções aima são soluções de (3.12) e (3.13).Demonstração. Para (x, y) = (0, 0), temos, de (3.15) e (3.14):

w(0) = (1 + 4k2)−
1

2 , fx(0) = 0, fy(0) = 2k. (3.16)Usando (3.12) e (3.13), e a hipótese fyy = 0, temos:
fxx(0) = 0, fxy(0) = ±1

2
(3.17)Então a série de Taylor de f é da forma:

f(x, y) = 2ky ± xy

2
+ Ψ(x, y), (3.18)onde Ψ(x, y) é uma série de grau mínimo ≥ 3 e

fx = ±y
2

+ Ψx, fy = 2k ± x

2
+ Ψy, fxx = Ψxx, fxy = ±1

2
+ Ψxy, fyy = Ψyy. (3.19)Vamos alular agora as derivadas tereiras na origem. Derivando (3.12) e (3.13),temos: 




fxxx(0)(1 + 4k2) + fyyx(0) = 0
fxxy(0)(1 + 4k2) − 4k

(
±1

2

) (
±1

2
+ 1

2

)
+ fyyy(0) = 0

−2
(
±1

2

)
fxxy(0) = 0

−2
(
±1

2

)
fxyy(0) = 0.

(3.20)Portanto:
fxxy(0) = fxyy(0) = 0 (3.21)Vamos onsiderar os dois asos, fxy = ±1

2
separadamente:

• fxy = 1
2
.Neste aso temos:

f(x, y) = 2ky +
1

2
xy + g(y) + Ψ(x, y), (3.22)Seja n o grau mínimo dos polin�mios homogêneos não nulos da série de Taylor de Ψ.A equação (3.13), esrita em termos de Ψ, é:56



Ψxx(gyy + Ψyy) − Ψ
2

xy = Ψx,y. (3.23)Comparando os termos de grau mais baixo em (3.23), temos Ψxy = 0. Portanto o termode grau menor de Ψ é axn + byn. Logo:
f(x, y) = 2ky +

1

2
xy + g(y) + axn + byn + Ψ̃(x, y). (3.24)onde o grau de g é ≥ 3 e ≤ n− 1, n ≥ 4. Derivando e substituindo em (3.12), temos:

(
1 +

(
2k + ψy + nbyn−1 + Ψ̄y

)2) ·
(
n(n− 1)axn−2 + Ψ̄xx

)

− 2 ·
(
2k + ψy + nbyn−1 + Ψ̄y

) (
y + naxn−1 + Ψ̄x

)(1

2
+ Ψ̄xy

)

+
(
1 +

(
y + naxn−1 + Ψ̄x

)2) ·
(
ψyy + n(n− 1)byn−2 + Ψ̄yy

)
= 0.Analisando o oe�iente de xn−2 temos:

(1 + 4k2)an(n− 1)xn−2 = 0,e portanto a = 0.Uma simples indução mostra que Ψ depende somente de y. Portanto:
f(x, y) =

xy

2
+ g(y).Uma tal superfíie é invariante por translações do tipo L(b,0,0). De fato, seja (x, y, 1

2
xy+

g(y)) um ponto da superfíie. Temos então:
L(b,0,0)(p) = (b, 0, 0) ∗

(
x, y,

xy

2
+ g(y)

)

=

(
x+ b, y,

xy

2
+ g(y) +

by

2

)

=

(
x+ b, y,

(x+ b)y

2
+ g(y)

)
.Portanto L(b,0,0)(p) é também um ponto da superfíie.Pela lassi�ação das superfíies mínimas invariantes pelas translações do tipo aima(veja [MSP℄), temos:

f(x, y) =
xy

2
+ c
[
ln(y +

√
1 + y2) + y

√
1 + y2

]
.Mas fy(0) = 2c = 2k, e então temos que f é dada por:

f(x, y) =
xy

2
+ k

[
ln(y +

√
1 + y2) + y

√
1 + y2

]
.
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• fxy(0) = −1
2
.Neste aso temos de (3.20), que as derivadas de ordem 3 de f em 0 são nulas. Denovo, por (3.13), o termo de grau mínimo de Ψ é axn + byn, e portanto:

f(x, y) = 2ky − xy

2
+ axn + byn + Ψ̄(x, y),om n ≥ 4.Derivando e substituindo em (3.12), temos:

(
1 +

(
2k − x+ nbyn−1 + Ψ̄y

)2) ·
(
n(n− 1)axn−2 + Ψ̄xx

)

− 2 ·
(
2k − x+ nbyn−1 + Ψ̄y

) (
naxn−1 + Ψ̄x

)(
Ψ̄xy −

1

2

)

+
(
1 +

(
naxn−1 + Ψ̄x

)2) ·
(
n(n− 1)byn−2 + Ψ̄yy

)
= 0.Para os termos em xn−2 e yn−2 temos:

n(n− 1)axn−2 = 0

n(n− 1)byn−2 = 0.
(3.25)Portanto a = 0 e b = 0.Novamente uma simples indução implia:

f(x, y) = 2ky − xy

2
.Um álulo direto mostra também que as funções aima são soluções de (3.12) e(3.13).Observação 3.3.2. Observamos expliitamente que os grá�os aima nos dão superfí-ies regradas e portanto a tese do teorema, quando fyy(0) = 0.O Lema a seguir onlui a demonstração do teorema:Lema 3.3.2. Se fyy(0) 6= 0 então M é regrada.Demonstração. Pela ondição sobre o posto da apliação de Gauss temos que existe umaurva (t, γ(t)), t ∈ (−ε, ε) om γ(0) = 0, tal que a normal a M é onstante ao longo daurva Γ(t) = (t, γ(t), f(t, γ(t))).A normal na origem é dada por ξ(0) = 1√

1+4k2
(0,−2k, 1) então, usando a equação(3.15), temos ao longo de Γ que:

{
fx(t, γ(t)) + γ(t)

2
= 0

fy(t, γ(t)) − t
2

= 2k
(3.26)58



para t ∈ (−ε, ε), e derivando em relação a t:
{
fxx(t, γ(t)) + γ′(t)fxy(t, γ(t)) + γ′(t)

2
= 0

fyx(t, γ(t)) + γ′fyy(t, γ(t)) − 1
2

= 0.
(3.27)Gostaríamos de alular agora as segundas e tereiras derivadas de f ao longo da urva

Γ. Substituindo (3.26) em (3.3) temos, ao longo da urva:
(1 + 4k2)fxx + fyy = 0. (3.28)Da equação 3.13 temos:

4f 2
xy − 4fxxfyy = 1,assim podemos esrever:

4f 2
xy = cos2 θ,

−4fxxfyy = sin2 θ.Observamos expliitamente que fxxfyy ≤ 0 e, portanto, a última equação tem o sinalerto.Também, a menos da troa de θ por π − θ, temos:
fxy =

cos θ

2
,

fyy = −sin2 θ

4fxx
.Voltando a equação (3.28) �nalmente hegamos a

fxx =
sin θ

2
√

1 + 4k2
,

fyy = −sin θ

2

√
1 + 4k2,

fxy =
cos θ

2
.Gostaríamos de ahar as derivadas de tereira ordem. Para isso, primeiramente deriva-mos a equação (3.3) em relação a x e y, avaliamos em (t, γ(t)) e temos:

(1 + 4k2)fxxx + fxyy =
k sin θ√
1 + 4k2

,

(1 + 4k2)fxxy + fyyy = 1 + cos θ.Derivamos também (3.13) em relação a x e y que ao avaliarmos em (t, γ(t)), veri�-amos:
−
√

1 + 4k2 sin θ

2
fxxx +

sin θ

2
√

1 + 4k2
fxyy − cos θfxxy = 0,59



−
√

1 + 4k2 sin θ

2
fxxy +

sin θ

2
√

1 + 4k2
fyyy − cos θfxyy = 0.Com estas quatro equações podemos esrever o sistema omo:




−
√

1+4k2 sin θ
2

− cos θ sin θ
2
√

1+4k2
0

0 −
√

1+4k2 sin θ
2

− cos θ sin θ
2
√

1+4k2

(1 + 4k2) 0 1 0
0 (1 + 4k2) 0 1







fxxx
fxxy
fxyy
fyyy


 =




0
0

k sin θ√
1+4k2

k(1 + cos θ)


 .Para resolver este sistema fazemos iniialmente um esalonamento:




1 2 cos θ√
1+4k2 sin θ

− 1
1+4k2 0

0 1 2 cos θ√
1+4k2 sin θ

− 1
1+4k2

0 0 1 − sin θ cos θ√
1+4k2(1+cos2 θ)

0 0 0 2
1+cos2 θ







fxxx
fxxy
fxyy
fyyy


 =




0
0

k sin3 θ
2
√

1+4k2(1+cos2 θ)
k(1+cos θ)(1+cos2 θ)+k sin2 θ cos θ

(1+cos2 θ)


 .e assim hegamos a:

fxxx(t, γ(t)) =
k sin θ(1 − cos θ)

2(1 + 4k2)3/2
,

fxxy(t, γ(t)) =
k sin2 θ

2(1 + 4k2)
,

fyyy(t, γ(t)) =
k(1 + cos θ)2

2
,

fxyy(t, γ(t)) =
k sin θ(1 + cos θ)

2
√

1 + 4k2
,

(3.29)
Para mostrar que M é regrada, é su�iente mostrar que a urva Γ é uma reta(podendo-se repetir o argumento, para qualquer outro ponto, por uma translação).Vamos então mostrar que Γ é uma reta. Para isto derivamos a tereira omponente

z(t) = f(t, γ(t)) da urva Γ,
dz

dt
= fx(t, γ(t)) + γ′(t)fy(t, γ(t)),de onde Obtemos a segunda derivada:

d2z

dt2
= fxx(t, γ(t))+γ

′(t)fxy(tγ(t))+γ
′′(t)fy(t, γ(t))+γ

′(t)(fyx(t, γ(t))+γ
′(t)fyy(t, γ(t))).usando (3.27) temos que:

fxx(t, γ(t)) + γ′(t)fxy(t, γ(t)) = −γ
′(t)

2
,

fyx(t, γ(t)) + γ′(t)fyy(t, γ(t)) =
1

2
,

(3.30)60



assim,
d2z

dt2
= γ′′(t)fy(t, γ(t)).E derivando a segunda equação de (3.27) em relação a t hegamos a:

fxxy(tγ(t)) + 2γ′(t)fxyy(tγ(t)) + (γ′)2fyyy(tγ(t)) + γ′′fyy(tγ(t)) = 0. (3.31)Agora, se fyy(0, γ(0)) = 0 estamos nas ondições do lema anterior e podemos assumirque fyy(0, γ(0)) 6= 0 e, portanto, fyy(t, γ(t)) 6= 0, para todo t ∈ (−ε, ε). Da segundaequação de (3.27) e das equações (3.29) temos:
γ′(t) =

cos θ − 1

sin θ
√

4k2 + 1
, (3.32)substituindo γ′(t) e as equações (3.29) em (3.31), obtemos failmente que

γ′′(t)fyy(t, γ(t)) = 0, para todo t ∈ (−ε, ε)Portanto γ′(t) é onstante, suponhamos γ′(t) = b, de onde temos γ(t) = bt + c, onde ctambém é onstante. Usando (3.26) temos que
dz

dt
= −γ(t)

2
+ b(2k +

t

2
),logo

dz

dt
= −bt+ c

2
+ b2k +

bt

2
= 2bk − c.Assim f(t, bt+ c) = (2bk − c)t+ d. O que implia que a superfíie é regrada.3.4 Superfíies mínimas regradas.Reordamos a lassi�ação das superfíies mínimas regradas de H3 obtida em [B℄:Teorema 3.4.1 ([B℄). As superfíies mínimas de H3 regradas por retas, a menos deisometrias, são:1. Os planos;2. O parabolóide hiperbólio, z = xy

2
;3. O helióide parametrizado por





x(t, s) = s sin t
y(t, s) = s cos t
z(t, s) = rt, r ∈ R − {0};61



4. As superfíies de equação:
z =

xy

2
+
λ

2

[
ln(y +

√
1 + y2) + y

√
1 + y2

]
, λ ∈ R − {0};5. As superfíies que loalmente são grá�os da função z = 1

2
y(R(x)+ x) onde R é asolução da equação

R′′(4 +R2) − 2R(R′ + 1)(R′ + 2) = 0; (3.33)6. As superfíies que loalmente são parametrizadas por




x(t, s) = t+ su(t)
y(t, s) = s
z(t, s) = a(t) − st

2
,onde a e u são soluções do seguinte sistema:

{
(1 + u2 + t2)u′′ − (1 + 2u′a′)tu′ = 0
(1 + u2 + t2)a′′ − (1 + 2u′a′)(ta′ − u) = 0

. (3.34)Nosso interesse é nas superfíies mínimas regradas om apliação de Gauss de postoum.Teorema 3.4.2. As superfíies mínimas regradas om apliação de Gauss de posto umsão as de tipo 2 e 4 na lassi�ação aima.
PSfrag replaements

xx

y

z

Figura 3.3: meia asa da esfera.Demonstração. Para os asos das superfíies dos tipos 2 e 4 já demonstramos no lema3.3.1 que a apliação de Gauss tem posto 1.Para as superfíies do tipo 1, os planos, teremos que, ou o plano é vertial, e nesteaso a apliação de Gauss tem posto zero, ou pode ser parametrizado pelo grá�o:
X(x, y) = (x, y, ax+ by + c), ∀a, b, c ∈ R.62



Substituindo em (3.15)
ξ(x, y) = −

(
a+ y

2

w

)
E1 −

(
b− x

2

w

)
E2 +

1

w
E3,onde

w =

√(
a +

y

2

)2

+
(
b− x

2

)2

+ 1,logo ξ(x, y) depende dos dois parâmetros x e y e portanto a apliação de Gauss temposto 2. Temos na �gura 3.3 o grá�o da apliação de Gauss quando a superfíie é umplano.Quando a superfíie é do tipo 3, podemos reparametrizá-la fazendo
x

y
=

sen t

cos t
= tg t,logo t = arctg

(
x
y

). Assim a nova parametrização �a:
X(x, y) =

(
x, y, ρ arctg

(
x

y

))
,e alulando a normal:

ξ(x, y) = −
(

ρy
x2+y2

+ y
2

w

)
E1 −




ρ
x

1

x2 + 1

y2

− x
2

w


E2 +

1

w
,onde

w =

√√√√
(

ρy

x2 + y2
+
y

2

)2

+

(
ρ
x

1
x2 + 1

y2

− x

2

)2

+ 1.E neste aso também podemos onluir que a apliação de Gauss para este tipo desuperfíie tem posto 2.Vejamos o que oorre para as superfíies do tipo 5, para as quais vale que
f(x, y) =

y

2
(R(x) + x),de onde

fxx =
y

2
R′′,

fxy =
1

2
(R′ + 1),

fyy = 0.63



Usando a equação (3.13) obtemos
(R′ + 1)2 = 1,e resolvendo esta equação oorrem dois asos:1. Se R′ = 0 então R(x) = cte e substituindo na equação (3.33) teríamos R(x) = 0.Logo

f(x, y) =
xy

2
,superfíie que já analisamos.2. Se R′ = −2 então R(x) = a− 2x de onde

f(x, y) =
y

2
(a− x),apliando a isometria L(a,0,0) temos novamente

f(x, y) =
xy

2
.Resta apenas veri�ar as superfíies de tipo 6. Podemos esrever

x(t, y) = t+ yu(t), (3.35)e portanto, usando o teorema da apliação implíita, loalmente podemos esrever taissuperfíies omo: X(x, y) = (x, y, f(x, y)),onde
f(x, y) = a(t(x, y)) +

1

2
yt(x, y).Derivando, iremos obter:

fx = a′(t)tx +
y

2
tx

fy = a′(t)ty +
y

2
ty +

1

2
t

fxx = a′′(t)t2x +
(
a′(t) +

y

2

)
txx

fxy = a′′(t)txty +
(
a′(t) +

y

2

)
txy +

1

2
tx

fyy = a′′(t)t2y +
(
a′(t) +

y

2

)
tyy + ty.Ainda falta determinar tx, ty, txx, txy e tyy. Para alular tx basta derivar (3.35) emrelação a x:

1 = tx + yuttx

1 = tx(1 + yu′)

tx =
1

1 + yu′
.64



Analogamente, derivando (3.35) em relação y:
ty =

−u
1 + yu′

,de onde
txx = −yu

′′

r3
,

txy = −yuu
′′

r3
− u′

r2
,

tyy =
2uu′

r2
− yu2u′′

r3
. (3.36)Substituindo em fxxfyy − f 2

xy + 1
4

= 0 temos
a′′
(
a′ +

y

2

)
(tyyt

2
x + txxt

2
y − 2txytxty)

+
(
a′ +

y

2

)
(txxty + txytx)

+
(
a′ +

y

2

)2

(txxtyy − t2xy) −
1

4
t2x +

1

4
= 0,então

1

4
t2x −

(
a′ +

y

2

)
u′t3x +

(
a′ +

y

2

)2

(u′)2t4x =
1

4
,que pode ser reesrito omo

t2x

(
1

2
−
(
a′ +

y

2

)
u′tx

)2

=
1

4
.Assim temos a igualdade

1

2
−
(
a′ +

y

2

)
u′tx =

1

4t2x
,e portanto, substituindo tx:

(u′)2y2 + 2u′y + 2u′a′a = 0.Podemos observar que o primeiro membro da equação aima é um polin�mio de ordem
2 em y, logo seus oe�ientes se anulam, de onde onluímos que u′ = 0 e portanto
u = cte. Mediante uma rotação ao redor do eixo z podemos onsiderar que u = 0.Então, da segunda equação de (3.34), temos:

(1 + t2)a′′ − ta′ = 0.65



Vamos enontrar a solução desta equação. Seja v = a′ então
(1 + t2)v′ − tv = 0,ou
(1 + t2)

dv

dt
− tv = 0.Deorre daí que ∫

1

v
dv =

∫
t

t+ t2
dt,logo

ln |v| =
1

2
ln(1 + t2) + lnC,ou, equivalentemente:

eln |a′| = e
1

2
ln(1+t2)+lnC ,Assim a nova equação diferenial �a:

a′ = (1 + t2)
1

2C,e, integrando, temos:
a = C

(
t

2

√
1 + t2 +

1

2
ln(t+

√
1 + t2 + k

)
.Portanto a superfíie é de tipo 4 e isso ompleta a demonstração.3.5 Grá�os mínimos ompletosUm Teorema lássio de Bernstein, garante que, uma função f : R

2 −→ R, soluçãoda equação dos grá�os mínimos em R
3:

div
∇f

[1 + ‖∇f‖2]
1

2

= 0,é a�m, i.e f = ax+ by + c.Observação 3.5.1. O Teorema de Bernstein vale para funções f : R
n −→ R, n ≤ 7,mas é falso em dimensões maiores que 7. No entanto vale em qualquer dimensão omondições adiionais sobre o gradiente de f .Assim omo enuniado, o Teorema de Bernstein não vale para grá�os mínimos em

H3, omo vimos na seção anterior. Nesta seção vamos demonstrar um resultado, do tipoBernstein, em H3, om ondições adiionais sobre ∇f , no espírito de (3.5.1).Vamos omeçar om o seguinte: 66



Lema 3.5.1. Seja f uma solução de 3.12. Então:
fxxfyy − f 2

xy ≤ 0, ∀(x, y) ∈ R
2,e a desigualdade é estrita onde fyy 6= 0.Demonstração. Sejam:

a = 1 + (fy −
x

2
)2, b = (fx +

y

2
)(fy −

x

2
), c = 1 + (fx +

y

2
)2.A equação dos grá�os mínimos (3.12) �a:

afxx − 2bfxy + cfyy = 0.Multipliando por fyy e dividindo por a ( 6= 0), temos:
fxxfyy − 2

b

a
fxyfyy +

c

a
f 2
yy = 0,de onde

fxxfyy − f 2
xy = −f 2

xy + 2
b

a
fxyfyy −

c

a
f 2
yy = −1

a
(af 2

xy − 2bfxyfyy + cf 2
yy).Consideramos a expressão af 2

xy − 2bfxyfyy + cf 2
yy omo um polinomio de segundograu em fxy, temos que o disriminante ∆ é dado por:

∆ = 4b2f 2
yy − 4acf 2

yy = 4f 2
yy(b

2 − ac) = −4fyy[1 + (fx +
y

2
)2 + (fy −

x

2
)2] ≤ 0,e é estritamente negativo onde fyy 6= 0. Portanto:

fxxfyy − f 2
xy = −1

a
(af 2

xy − 2bfxyfyy + cf 2
yy) ≤ 0.e a desigualdade é estrita onde fyy 6= 0.Observação 3.5.2. Por um Teorema de Hopf (veja [H℄ e [M℄), temos que (3.5.1)implia que, se f for uma solução inteira de (3.12), om fyy 6= 0, então f não é limitada.Antes de provar o resultado prometido, lembramos o seguinte:Teorema 3.5.1. (Liouville) Seja f : R

n −→ R uma solução da equação:
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂f

∂xj

)
= 0,satisfazendo a ondição v|ξ|2 ≤∑n

i,j=1 aijξiξj, v > 0. Suponha f(x) ≥ a em R
n. então

f é onstante. 67



Demonstração. Veja ([G℄).Observação 3.5.3. O fato da equação não ter termos onstante é essenial omo mostrao exemplo f(x1, . . . , xn) =
∑
x2
i .O resultado prometido é o seguinte:Teorema 3.5.2. Seja (x, y, f(x, y)) um grá�o mínimo ompleto em H3. Então w nãopode ser limitada.Demonstração. Suponhamos por absurdo que w é limitado, então existe onstante k > 0talque 1 ≤ w(x, y) < k, para todo (x, y) ∈ R

2. Usando a equação de grá�os mínimos(3.3) veri�amos que v1 = fx + y
2
e v2 = fy − x

2
são soluções da equação

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂f

∂xj

)
= 0,onde

(aij) =
1

w3




1 + (fy − x
2
)2 −(fx + y

2
)(fy − x

2
)

−(fx + y
2
)(fy − x

2
) 1 + (fx + y

2
)2


 .Vejamos que (aij) satisfaz a ondição do teorema de Liouville:

2∑

i,j=1

aijξiξj =

(
1 + (fy − x

2
)2
)
ξ2
1 − 2(fx + y

2
)(fy − x

2
)ξ1ξ2 +

(
1 + (fx + y

2
)2
)
ξ2
2

w3

=
ξ2
1 + ξ2

2

w3
+

(fy − x
2
)2ξ2

1 + (fx + y
2
)2ξ2

2

w3
− 2(fy − x

2
)(fx + y

2
)ξ1ξ2

w3

=
ξ2
1 + ξ2

2

w3
+

(
(fy − x

2
)ξ1 − (fx + y

2
)ξ2
)2

w3mas (
(fy − x

2
)ξ1 − (fx + y

2
)ξ2
)2

w3
> 0logo, visto que w é limitado

2∑

i,j=1

aijξiξj >
ξ2
1 + ξ2

2

w3
≥ ξ2

1 + ξ2
2

k3
.Dado que v1 e v2 são limitados, estamos sob as ondições do teorema de Liouville, então

v1 e v2 são onstante, isto signi�a que a apliação de Gauss é onstante, o que é umaontradição. 68
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