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Resumo

A teoria das transformacoes de superficies de curvatura constante comecou, no fim do século
XIX, com o trabalho [3] de A.V. Backlund e, em seguida, recebeu importantes contribuigbes por
parte de diversos gedmetras, entre eles, L. Bianchi e C. Guichard (veja, por exemplo, [5, 6, 7, 17]).

Nessa dissertacao apresentamos alguns dos mais importantes resultados desse topico da ge-
ometria diferencial que estdo relacionados as superficies de curvatura média (ou gaussiana nao
nula) constante. Tais superficies estao associadas a solugdes de equagoes diferenciais parciais de
segunda ordem e nao lineares.

A interpretacao analitica da teoria das transformagoes de superficies de curvatura constante
nos capacita obter solugoes dessas equacoes diferenciais parciais a partir de uma outra dada,
mediante integracao de um sistema de equagoes diferenciais, chamado transformacao de Ba-
cklund. Ent&o, os teoremas de permutabilidade fornecem uma “férmula de superposicao” para
a construcao algébrica de novas solugoes.
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Abstract

The theory on transformations of surfaces with constant curvature begins, in the late nineteen
century, with the article [3] of A.V. Bécklund and, after, received important contributions from
various geometricians, among others, L. Bianchi and C. Guichard (see, for example, [5, 6, 7, 17]).

In this dissertation we outline some of the most important results on the theory of surfaces of
constant mean (or gaussian) curvature. Such surfaces are associated to the solutions of nonlinear
partial differential equations of second order.

The analytic interpretation of the theory on transformations of constant curvature surfaces
provides a method of obtaining, from a given solution of these partial differential equations,
a new solution of the same equation, by integrating a system of differential equations, called
Béacklund transformation. Then, the permutability theorems give a “superposition formula” to
construct, algebraically, new solutions.
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Introducao

O principal objetivo desse trabalho é expor alguns aspectos da teoria das transformacoes de
superficies de curvatura média (ou gaussiana nao nula) constante.

As primeiras pesquisas sobre este tépico de geometria diferencial foram publicadas (em [3])
no fim do século XIX pelo matematico sueco A. V. Béacklund, o qual se ocupou do estudo das
congruéncias de retas pseudo-esféricas provando que as mesmas sO existem entre superficies
pseudo-esféricas (isto é, de curvatura gaussiana constante negativa).

Da prova deste resultado, conhecido como Teorema de Bécklund, surge uma importante
equagdo chamada de “transformacgado de Bécklund”. Integrando tal transformacao, Backlund
provou que dada uma superficie pseudo-esférica S, existe uma familia a dois parametros de
superficies de mesma curvatura gaussiana e relacionadas a S através de uma congruéncia pseudo-
esférica (Teorema de Integrabilidade 3.2.4).

A interpretacdo analitica de tais resultados permite obter uma familia a dois parametros de
solugdes da equacao de Sine-Gordon

Puu — v = SN P COS P, (1)

a partir de uma conhecida. Para a prova deste fato, utiliza-se a existéncia de uma corres-
pondéncia biunivoca entre as solugdes (néo nulas) da equagéo (1) e as superficies pseudo-esféricas
de R?, a menos de um movimento rigido (veja Proposicao 2.3.3).

Neste contexto é relevante o Teorema de Permutabilidade do matematico italiano L. Bianchi,
que fornece uma “férmula de superposicao” que nos capacita construir algebricamente novas
solugoes da equagao de Sine-Gordon.

No Capitulo 2 foi demonstrado que também as superficies de curvatura gaussiana constante
positiva estao relacionadas as solucoes de uma equacao diferencial, a saber, a de Sine-Gordon
eliptica:

A¢ = —senh ¢ cosh ¢. (2)

A integracdo da transformagido de Béacklund para esta equagdo e o (andlogo do) Teorema de
Permutabilidade constituem ferramentas importantes para obter novas solugoes de (2).

Os temas mencionados até o presente momento sao apresentados nos Capitulos 2 e 3, em
detalhes.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo da classe especial de congruéncia de retas ditas normais e
de dois importantes teoremas de C. Guichard. Tais teoremas, como o mesmo L. Bianchi ressalta
em [6], foram apresentados em 1899 pelo autor no trabalho [17], porém sem as demonstragoes,
e estao relacionados a teoria das deformacoes de congruéncias de retas normais. A importancia
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deles estd no fato que permitem obter pares de superficies S e S* de mesma curvatura média (ou
gaussiana nao nula) constante a partir de uma superficie Sy isométrica a uma certa superficie
de revolugao (veja Corolarios 4.2.7 e 4.2.11). Além disso, as superficies S e S° sdo simétricas
em relagdo a Sy e ambas ligadas a Sy por uma congruéncia de Guichard.

Com base nestes resultados, L. Bianchi trata em [6] do seguinte problema:

Dada uma superficie S de curvatura média (ou gaussiana ndo nula) constante, € sempre
possivel obté-la por uma congruéncia de Guichard?

O Capitulo 5 é voltado ao tratamento dessa questao, provando que a mesma tem resposta
afirmativa. Mais do que isto, toda superficie S de curvatura constante pode ser obtida por
uma familia a trés pardmetros de congruéncias de Guichard (Teoremas 5.2.3 e 5.3.3). Além
disso, como cada uma destas congruéncias determina uma outra superficie S* (simétrica a S
com respeito a Sp) de curvatura constante igual a da S, pode-se concluir que:

A toda superficie S de curvatura média (ou gaussiana nao nula) constante podemos associar
uma familia a trés parametros de superficies S® de mesma curvatura constante.

Desta forma, Bianchi obteve “novas” transformagoes entre superficies de mesma curvatura
constante, cuja interpretacao analitica (dada em [5, 6]) constitui um método para obter solugdes
das equagoes diferenciais estudadas no Capitulo 2, a partir de uma ja conhecida.

Todas as demonstragoes dos resultados apresentados na dissertacao foram feitas utilizando
o método do triedro mével de E. Cartan [14], exposto no Capitulo 1.

O intento dos Apéndices A e B foi o de recordar alguns conceitos e resultados bésicos da
teoria local das superficies de R? e das formas diferenciais em R”, a fim de auxiliar o leitor na
compreensao deste trabalho.

Como principais referéncias para o desenvolvimento desta dissertacao utilizamos os livros

da Professora K. Tenenblat [23, 24] e fizemos um estudo aprofundado dos artigos de L. Bianchi
[5, 6].



Capitulo 1

O método do triedro movel

No Apéndice A desenvolvemos a teoria local das superficies considerando um triedro “na-
tural” constituido pelos campos de vetores X, X,, N, associados a uma dada parametrizagao
regular X : U € R? — R3, que em geral néo é ortonormal.

O intento deste primeiro capitulo é obter o estudo local das superficies utilizando o “método
do triedro mével” de Elie Cartan (veja [14]), que consiste em escolher adequadamente um triedro
ortonormal {ey, ez, e3} de forma tal que os campos ey, es sdo tangentes & superficie.

E importante ressaltar que, mesmo que na escolha destes triedros exista um certo grau de
arbitrariedade, as entidades geométricas determinadas através deles independe da escolha feita
(veja, por exemplo, a Proposi¢ao 1.3.2).

Para um estudo mais aprofundado do método do triedro mével consulte, por exemplo, [11,
12, 23].

1.1 Triedro movel e as formas de conexao

Defini¢ao 1.1.1. Seja X : U € R? — S C R? uma superficie parametrizada regular e considere
os campos de vetores €; : U — R3, i = 1,2,3, tais que para cada ponto ¢ € U, os vetores
e1(q), ea(q), e3(q) formam uma base ortonormal de R3. Entdo, para cada ponto ¢ € U, se
el(q)7 62((]) forem vetores tangentes & superficie X em q e, conseqiientemente, e3(q) for normal a
X, a terna de campos de vetores {e1, e, e3} é chamada de triedro (referencial) mdvel associado
a superficie X.

Note que, dada uma superficie parametrizada regular X, podemos sempre considerar o
seguinte triedro movel a ela associado:

Xu N Xy . Xu
™~V A~ v I 1= y
[ X A X [ Xl

e3 = ex = ez Nej.

Seja {e1, 2, €3} um triedro mével associado a X : U C R? — R?, uma superficie parametriza-
da regular, e ¢ € U. Como e;(q),ez(q) formam uma base para o plano tangente de X em g,
Tx()S = dX,(R?), podemos escrever

dXq(v) = (w1)q(v) €1(q) + (wa)q(v) e2(q), Vo eR?,

onde
(wi)g(v) = (dX4(v),€i(q)), i=1,2.

3
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O conjunto das formas w; é dito co-referencial de {e;}, i = 1,2,3. Note que, se v; € R? i=1,2,
sao tais que dX,(v;) = e;(¢q), entdo
(wi)q(vy) = (dX4(v)), ei(a)) = (ej(a), ei(a)) = &ji, hj=1,2. (1.1)

Considerando a diferencial de e; : U € R> — R® em ¢ € U, (dei)q : R? — R?, temos que
(dei)q(v) € R?, onde v € R?, pode ser escrito como combinacio linear da base ortonormal de R?
dada por {ei(q),e2(q),es(q)}, isto é,

(dei)q(v) = (wir)q(v) e1(q) + (wiz)q(v) e2(q) + (wiz)q(v) €s(q), i=1,2,3,
onde
(wij)g(v) = {(dei)q(v), ej(q)), i,j=1,2,3.

Como (de;), é uma aplicacao linear, considerando v, w € R? e o € R, segue que

3

Z(wij)q(av +w)ej(q) = (dei)g(av +w) = a(dei)q(v) + (dei)q(w)

=1

’ 3 3

=a) (wij)g(v)ej(q) + ) (wig)g(w)e;(q)
j=1 j=1

[a(wij)g(v) + (wij)g(w)]ej(q),

|
.M“

1

J

ou seja, wij, 1, J = 1,2, 3, sao 1-formas diferenciais em U, chamadas formas de conezdo do triedro
{e1, e2,e3}. Para simplificar nossa notacao, escreveremos:

wi:<dX,€i>, 1=1,2,
. (1.2)
wjk = (dej ex), Jik=123
e
dX = wier +waey, (1'3)
de; = wj1 €1 + wiz €2 + w3 €3, i=123. (1.4)

Observacao 1.1.2. A teoria que apresentaremos depende da escolha do triedro mével, principal-
mente da escolha de e e es. Considere, entdo, X : U C R? — R? uma superficie parametrizada
regular e dois triedros méveis {e1, ea, e3} e {€1, €2, 83} a ela associados, tais que €5 = e3 e
€1 = e cosf + ey send,
€y = —eysenf + e cosd,
onde 6(u,v) é uma funcdo real diferencidvel que representa o angulo entre os campos e e €.
Entéo, seguem de (1.2), (1.3) e (1.4) as seguintes relagdes entre as 1-formas diferenciais associadas
aos dois triedros:
w1 = <dX, él> = w1 cosf + wosenb,
we = (dX, &) = —wy sen + wj cos b,
w12 = (dey, €2) = df + wia,
w1s = <dél, é3> = w13 cosf + woz sen b,

Woz = <déQ, ég> = —wigsenf + woz cosb.



1.2. Equagdes de estrutura e Lema de E. Cartan

1.2 Equacgoes de estrutura e Lema de E. Cartan

Entre as 1-formas diferenciais w1, w2, w;j, 4,j = 1,2, 3, e suas diferenciais exteriores existem
algumas relacoes, as quais veremos a seguir.

Teorema 1.2.1 (Equagoes de estrutura de E. Cartan). Sejam X : U C R? — R® uma superficie
parametrizada regular, {e1, ez, ez} um triedro movel associado a esta superficie e wi,wa,w;;,
1,7 =1,2,3, as 1-formas associadas a este triedro definidas por (1.2). Entao,

w,-j = —wj,-, i,j = 1,2,3, (15)
dw; = wj N\ wji, 1,7 =1,2, (1.6)
w1 Awiz + wo A weg = 0, (1.7)
3
dwij = wir Awgj, i,j=1,2,3. (1.8)
k=1
Demonstragao. De <ei,ej> = §;j, temos que

0= <d€7;, 6j> + <62‘, d€j> = wij + wijs,
isto é, vale a (1.5). Agora, usando (1.3) e (1.4), resulta

0=d(dX) = e1dw1 +dey Awi + ex dwy + des A wo,

= e1dwi + (w12 e2 +wize3) Awr + egdws + (wo1 €1 + waz e3) A wa,
de onde obtemos
e1(dwi + war Awa) + €3 (w12 A wy + dws) + e3 (w13 A wy + was A wy) = 0.
Sendo {e1, €2, 3} campos linearmente independentes, seguem as relagdes (1.6) e (1.7). Da mesma

maneira, usando a equacao (1.4), temos

3 3

Ozd(dei):d< ejwij) :Z[Zwkj Awik + dwij | €j, 1=1,2,3,
= j=1 k=1

de onde resulta (1.8). O

As equagoes de (1.6) a (1.8) sdao chamadas de equagdes de estrutura de E. Cartan [14].
Observe que, para cada ¢ € U, como {X,(q), X,(q)} e {e1(q),e2(q)} sdo bases para o plano
tangente a superficie X em ¢, podemos escrever

Xy =aie; +azes, Xy =brer +byeg,

ap a2

onde a;,b; : U — R, i = 1,2, sdo fungdes diferencidveis tais que b b
1 b2

| # 0. Logo, segue de

dX = X, du+ X, dv que

dX = (a1 du+ by dv) e1 + (ag du + by dv) es,



Capitulo 1. O método do triedro mével

de onde obtemos, comparando com (1.3),
w1 = a1 du + by dv, wo = ag du + by dv.

Como
a1 b

w1 N\Nwg =
az by

du N\ dv # 0, (1.9)

w1 e wy sao 1-formas linearmente independentes (ver Proposi¢ao B.1.5). Portanto, toda 1-forma
diferencial em U é uma combinacdo linear de w; e wy. Usando este fato e o Teorema 1.2.1,
podemos provar o proximo resultado.

Proposigao 1.2.2 (Lema de Cartan). Se wi,ws sdo 1-formas diferenciais, entdo existe uma
unica 1-forma diferencial wio que satisfaz

dwi = wa A wat,

dws = w1 A wia.

Demonstra¢do. Suponha que existam duas 1-formas diferenciais, wis e wia, tais que satisfacam
as relacoes acima. Vamos mostrar que wyo = wie. Para isso, da primeira relagdao temos

dwi = wy A wo1 e dwi = wag A a1

e, portanto, subtraindo estas
wo A (LUQl — @21) =0.

Analogamente, da segunda relagio obtemos wi A (w12 — @12) = 0.
Como wis — @12 = —(wg — Wo1) e estas sdo 1-formas diferenciais, sdo entdo combinagoes
lineares das 1-formas wq e wo. Assim, podemos escrever

wiz —wi2 = Awy + Bwa,
onde A e B sao fungoes a valores reais. Logo, de
wiA(Awi + Bwsy) =0 e waA(Awi + Bwsy) =0
segue que A = B = 0 e, portanto, wis = W12. ]
Por fim, observe que escrevendo as 1-formas w3 e wo3 na seguinte maneira:
w13 = hirwi + higwa, wag = ho1 w1 + haga wo, (1.10)
onde h;j : U C R? - R, i,j = 1,2, sdo funcoes diferencidveis, de (1.7) obtemos
0 =wi A (11wt + hiaws) + w2 A (1wt + haawa) = (hi2 — ha1) w1 A ws,

ou seja, h12 = h21.
1.3 Alguns resultados importantes utilizando o método do triedro

movel

Com base nas segbes anteriores, vamos desenvolver a teoria local das superficies em R?
utilizando um triedro mével e as 1-formas diferenciais associadas a este triedro.



1.3. Alguns resultados importantes utilizando o método do triedro mével

1.3.1 A primeira e a segunda formas quadraticas

Seja X : U € R? — S C R3 uma superficie parametrizada regular, {e1,e2,e3} um triedro
moével associado a X e wi,wa,wij, 4,5 = 1,2,3, as 1-formas diferenciais definidas por (1.2)
associadas a este triedro.

A primeira forma quadrdtica I, em ¢ € U é uma aplicagao que, a cada w = dXy(v) € Tx(,)S,
associa I,(w) = |w|?*. Portanto, usando (1.3), temos

I(w) = |dXq(0)[* = [(w1)q(v) e1(q) + (w2)q(v) e2(q)]”

= (w1)5(v) + (@2)(v),

isto é,
I=w?+ws. (1.11)
Da mesma forma, a segunda forma quadrética I1, ¢ uma aplicagao que para cada w € Tx(4)S,
w = dX,(v), associa Iy(w) = —(dX4(v), (des)q(v)), pois e3 é um campo normal & superficie X.
Assim,

1T, (w) = —((w1)q(v) e1(q) + (wa)q(v) e2(q), (w31)q(v) e1(q) + (w32)q(v) e2(q))
= (W1)q(v) (W13)g(v) + (W2)q(v) (w23)q(v),

ou seja,
II = wy w13 + wa wo3s. (1.12)

Considerando w13 e weg como em (1.10), temos
II =~y w% + hio (wlwg +w2w1) +h22w%. (1.13)
Vamos, agora, provar um importante resultado.

Proposicao 1.3.1. Sejam X : U C R? — R® wma superficie parametrizada regular, ¢ € U,
{e1,e2,e3} um triedro mével associado a X e wi,wa,w;j, 1, =1,2,3, as 1-formas associadas a
este triedro. Entdo, o vetor w = dX,(v) € Tx(y)S, v € R2,

(i) € uma dire¢ao principal de X em q se, e so se,
(W1)q(v) (W23)g(v) — (W2)q(v) (W13)q(v) = 0; (1.14)

(i) € uma direcao assintdtica de X em q se, e somente se,

(W1)q(v) (W13)g(v) + (w2)q(v) (w23)q(v) = 0.

Demonstracdo. (i) Escrevendo w = a X, (q)+b X,(q), a,b € R, a prova segue da Proposi¢ao A.3.6

e da igualdade:

(1 A2y o) [©1)a(0) (@2)0(0) — (@2)4(0) (@1)a(0)]
— P(Fg - [G)(a) + ab(Eg — <G)(a) + a*(Ef ~ eF)(a).

(ii) A prova segue direto de II;(v) = 0 e de (1.12).
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1.3.2 As equacgoes de Gauss e Codazzi-Mainardi

Note que, de (1.11), (1.13) e da Proposigdo A.3.6, as curvaturas principais k1 e k2 da su-
perficie X sao solucoes de

hit—k  hio —0
hia  hoy —k ’
isto é,
K2 — (hu + h22) K+ hi1hoy — h%g =0. (1.15)

Portanto, comparando com (A.8), obtemos que as curvaturas média e gaussiana da superficie
X sao dadas por:

1
H= §(h11+h22), (1.16)
K = hy1hgy — hi,. (1.17)

A seguir apresentaremos um resultado que mostra como H e K podem ser obtidas por meio
das formas diferenciais associadas a um triedro mével.

Proposigao 1.3.2. Seja X uma superficie parametrizada reqular e {e1, ea, es} um triedro mdvel
a ela associado. Entao valem as sequintes equacoes

dwis = —wi3 Awogz = —Kwq N w2, (118)
w1 Awoz +wiz Awos = 2Hwi A ws. (1.19)

Demonstragdo. Substituindo as expressoes de w13 e w3, dadas em (1.10), na equacao de estru-
tura dwie = —w13 A wog resulta que

dwis = _(hll hoo — h%Q)wl ANwg = —K wi Aws.
Da mesma forma, usando (1.10) e (1.16), temos

w1 N\ waog +wizg ANwy = (hu —i—hgg)u)l Awy =2Hwi A wo.

A equacao (1.18) é conhecida como equagdo de Gauss e as relagoes dadas por (1.8):

dwiz = w12 A wag,

dwaz = wa1 A wis,

como equagoes de Codazzi-Mainardi.
O préximo resultado relaciona o método do triedro mével ao tratamento classico dado as
superficies em R3.

Proposigao 1.3.3. Seja X : U C R? — R? wma superficie parametrizada reqular cujas curvas
coordenadas sao ortogonais. Denote os coeficientes da primeira forma quadrdtica por E, F, G,
os da sequnda forma quadrdtica pore, f, g, e considere o triedro movel associado a X dado por:

e = ——, ey = ez =e1 N\ eg.

VE



1.3. Alguns resultados importantes utilizando o método do triedro mével

Entao, temos as sequintes relagoes

w1 = VE du, wy = VG dv, (1.20)
B, (O,

w1 = \/@ d + \/E d 3 (121)

wig = VIE (edu + fdv), (1.22)

wo3 = \}a(fdu+gdv). (1.23)

Demonstragio. Como dX = X, du + X,dv e as curvas coordenadas sdo ortogonais (isto é,
F =0), temos que

w1 = <dX,61> = \/Edu,
Wy = <dX, 62> = VG dv.

Escrevendo wis = adu + bdv, da Proposigdo 1.2.2 e das relagoes (1.20) segue que

—(\/E)Udu/\dv =aVGduA dv,

(\/é)udu Adv=bVEduA dv,

de onde resulta que

wig = —(\/E)U du + (\/é>u dv
VG VE
As equagoes (1.22) e (1.23) sao facilmente obtidas substituindo nas relagoes
wig = (de1, e3) e wa3 = (dea, e3),
as expressoes de e e e3. O

Note que, usando (1.20) e (1.21), resulta da equagao de Gauss, dwia = —Kwi A wa, que

(59) (550 Jor- s
isto é, re-obtemos a equacao (A.9):
gl e

Da mesma forma, de (1.22) e (1.23), obtemos que as equagoes de Codazzi-Mainardi equivalem

a (A.10) e (A.11):

2EG(ey — fu) — (Fg+ Ge)E, — f(EG, — GE,) =0, (1.26)
2EG(fy — gu) + (Eg + Ge)G,, — f(EG, — GE,) = 0. (1.27)
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Exemplo 1.3.4. Seja X (u,v) = (h(u) cosv, h(u)senv, k(u)) a parametrizacao de uma superficie
de revolugdo gerada pela rotacdo da curva a(u) = (h(u),0,k(u)) ao redor do eixo z, onde h e
k sdo fungoes a valores reais tais que (h')? + (k')2 # 0 e h > 0. Os coeficientes da primeira e da
segunda formas quadraticas de X sao

E = (h')* + (K, F =0, G ="h*
k//h/ _ k/h// h kl
e= " f=o, g=
(h/>2 + (k”)Q (h/)Q + (k’)2
Como as curvas coordenadas de X s@o ortogonais, considerando o triedro mével

Xu Xy
(h’)2 ¥ (k;’)27

e] = es =e1 Neg,

segue da Proposicdo 1.3.3 que as 1-formas associadas a este triedro sao:

w1 =V (W) + ()2 du,
wy = hdv,
h/

wig = ——————dv,
()2 + (k)2

'R — kR

(h/)Q + (k”)Q
/

4
(h’)2 + (k’)2

w13 = duv

w23 =
Defini¢do 1.3.5. Triedros {ej,eq,e3} (como o do Exemplo 1.3.4) onde ey, ey sdo campos de
vetores principais sao ditos triedros mdveis principais.
Temos o seguinte.

Proposicao 1.3.6. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular sem pontos
umbilicos e considere {e1,ea,e3} um triedro mdvel principal. Entdo as curvaturas principais
K1,k2 de X em q € U sao tais que

w13 = K1 W1, W23 = K2 Wa. (128)

Demonstracdo. Da Proposi¢do A.5.3, podemos supor que as curvas coordenadas de X sao linhas
de curvatura. Logo, da Proposicao A.5.4, temos que F' = 0 = f e que suas curvaturas principais

sS40 K1 = % e Ko = a Assim, associando a superficie X o triedro mével principal
X, X, .
€1 = —F=, € = —F, €3 = €1 €2,
VE VG
resultam, de (1.20), (1.22) e (1.23), as relacoes (1.28). O

Obteremos, agora, as equacoes de Codazzi-Mainardi de uma superficie cujas curvas coorde-
nadas sao linhas de curvatura.

10



1.3. Alguns resultados importantes utilizando o método do triedro mével

Proposicdo 1.3.7. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular sem pontos
umbilicos, cujas curvas coordenadas sao linhas de curvatura. Denotando por k1, ko as curvaturas
principais de X, temos que as equacoes de Codazzi-Mainardi sdo dadas por:

1 0k d(log VE) 1 0Okg d(log V@)

K1 — ko OV - Ov ’ Ko — K1 Ou T ou (1.29)

Demonstracdo. Apresentaremos apenas a prova da primeira das equagoes acima.
Considerando o triedro mével principal associado a X:

Xu Xy
T = € = —F—,
VE Ve

decorre da Proposicao 1.3.6 que w;s = k; w;, ¢ = 1,2. Portanto, a equacao de Codazzi-Mainardi

e1 = ez =e1 N\eog,

dwis = w12 N was pode ser escrita como
drk1 A w1 + Kidwi = dwig = Ko wio A wa,
de onde, usando a equagao de estrutura dw; = wa A woa1, resulta:
drk1 Nwy = (KZQ - Iﬁ:l)wu N wa.

Assim, segue de (1.20) e (1.21) que

\/E% dv Adu = —(ka — k1) (VE)y du A dv,
v

que equivale a primeira equagdo de (1.29). O

Como ultimo resultado, apresentaremos a seguinte caracterizagao de superficies parametrizadas
regulares:

Proposicdo 1.3.8. Seja X : U € R? — R? wma aplicacio diferencidvel. Entdo X ¢ uma
superficie parametrizada reqular se, e somente se, existem funcoes diferencidveis fi, fo : U — R3
e 1-formas diferenciais ¢1, ¢p2 em U tais que:

(i) para todo q € U, f1(q) e f2(q) sdo vetores linearmente independentes de R3;
(i) &1 e ¢o sdo 1-formas linearmente independentes;

(iii) para todo q € U, dXy = (¢1)q f1(q) + (¢2)q f2(q)-

Neste caso, f1 e fo sao campos tangentes a superficie X.

Demonstragdo. Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, entdo, para todo ¢ € U,
temos dX, = X, du + X, dv, onde X,, X, é base do plano tangente de X em ¢ e du,dv sao
1-formas linearmente independentes. Portanto, as condig¢oes da proposicao estao satisfeitas.

Por outro lado, supondo que fi, fo, ¢1, P2 satisfazem as condigbes da proposicdo, vamos
mostrar que dX, ¢é injetiva, para todo ¢ € U. Assim mostrado, segue que X é uma superficie
parametrizada regular. Para isso, considere v € R? tal que dX4(v) =0, isto é,

(#1)q(v) f1(q) + (¢2)4(v) f2(q) = 0.

11



Capitulo 1. O método do triedro mével

Do item (4), concluimos que (¢1)4(v) = (¢2)4(v) = 0. Portanto, para qualquer w € R?, temos

(1 A 2)q(v,w) = (¢1)4(v) (P2)q(w) — (P2)q(v) (¢1)q(w) = 0.

Em particular, supondo v # 0, podemos escolher w de tal maneira que v e w formam uma base
para R?. Da bi-linearidade de (¢; A ¢2)q, concluimos que (¢1 A ¢2)q = 0, 0 que é um absurdo
pois ¢1, ¢2 sao 1-formas linearmente independentes. Logo, v = 0.

Também, de (iii) temos que, para todo w € Tx(q)S, existe v € R? tal que

w = dX,y(v) = ($1)q(v) f1(q) + (¢2)4(v) fa(q).

Assim, de () segue que f1(q) e fa(q) geram o plano tangente de X em gq. O

12



Capitulo 2

Equacoes diferenciais associadas a
superficies de curvatura constante

Neste capitulo apresentaremos equagoes diferenciais parciais, nao lineares, de segunda ordem,
cujas solugoes estdao em correspondéncia com superficies de curvatura constante. Mostraremos
que superficies de tal tipo, quando parametrizadas por linhas de curvatura, estdo em corres-
pondéncia com solugoes de certas equacoes diferenciais.

Em particular, as superficies de curvatura gaussiana constante positiva (assim como as de
curvatura média constante nao nula) estdo associadas a solugoes da equagdo de Sine-Gordon
eliptica (Proposicao 2.2.1 e Observacao 2.1.2), as pseudo-esféricas (i.e. de curvatura constante
negativa) associam-se a solugoes da equagao de Sine-Gordon (Proposicao 2.3.3) e as superficies
minimas, a solugoes da equagdo de Liouville (Coroldrio 2.1.3).

Com base nesta associacao, daremos uma interpretacao geométrica das solucoes da equagao
de Sine-Gordon (respectivamente, de Sine-Gordon eliptica) em termos das diregoes assintdticas
(respectivamente, conjugadas) das superficies pseudo-esféricas (respectivamente, de curvatura
gaussiana constante positiva) a elas associadas (veja as Proposigoes 2.2.2 e 2.3.4).

Lembramos, assim, da seguinte:

Definicdo 2.0.9. Seja ¢(u,v) uma funcado real diferencidvel definida em um aberto de R2.
Denotaremos por A¢ o laplaciano de ¢, isto é,

A¢ = d)uu + va'u-

2.1 Superficies de curvatura média constante

Proposicao 2.1.1. A toda superficie de curvatura média constante H, sem pontos umbilicos,
podemos associar uma solucao ¢ de cada equacao

Ap = C?e™2% — H2e%?, (2.1)

onde C € uma constante nao nula. Por outro lado, a cada solu¢ao da equagdo (2.1), a menos de
movimentos rigidos de R?, podemos associar um par de superficies de curvatura média constante
e igual a H.

13



Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

Demonstracio. Seja X : U € R? — R? uma superficie de curvatura média constante H, sem
pontos umbilicos. Supondo que as curvas coordenadas de X sao linhas de curvatura, temos que
as formas quadréticas desta superficie sdo dadas por (veja Proposigdes A.5.3 e A.5.4):

I = Edu’®+ G dv?,
II = edu® + g dv®.

e
Além disso, pela Proposicao 1.3.7, as curvaturas principais k1 = I e Ky = % satisfazem as

equagoes de Codazzi-Mainardi:

1 0Ok d(log VE)

K1 —Kg% N ov ’
1 Oky _8(log\/§)
Ko — K1 Ou ou

Como k1 + ko = 2H, podemos escrever k1 — kg = 2 (k1 — H) e ko — k1 = 2 (ko — H) e, assim, as
equacoes acima se reduzem a

1 0k O(logk)

Kl—HW ov ’
1 9k 9O(logG)
ko —H Ou ou

Segue da hipétese de X nao ter pontos umbilicos que
(k1 —H) (k2 —H) = K —H?> < 0.

Entao, podemos supor que k1 —H > 0 e ko — H < 0 e, assim,

%(log(E(m - 1) =0,

T (log(~G (2 — H))) =0,

ou seja, existem fungoes positivas ¥ (u) e ¥2(v) tais que
(2.2)

Entdo, fixada uma constante C' # 0, a menos de uma reparametrizacio' de X, podemos supor
que

{ B (r1 — H) = [0, -

G (ks — H) = |C|.

LComo 1) é funcdo somente de u e 12 é fungio somente de v, podemos definir duas funcdes p e ¢ pondo
1 1
s =3 [Vt du o) = [ Vi@, e e= /Ol (23)

Como p’ e ¢’ ndo se anulam, pelo Teorema da Fungdo Inversa, existem as inversas u = u(p) e v = v(q) de p e q,
respectivamente. Definindo X (p, q) = X (u(p),v(q)), os coeficientes da primeira forma quadréitica de X sio dados

14



2.1. Superficies de curvatura média constante

Portanto, como k1 — H = — (kg — H), concluimos que E = G. Seja, entao, ¢(u,v) uma fungio
diferencigvel tal que E = G = €?%. Segue de (2.4) que

k1 =H+|C] e 2%,

ko =H—|Cle 2%,

Logo, da equacao de Gauss (1.25), temos

(), ()

1 1
= _627 (¢vv + ¢uu) = _627 A¢

Por outro lado,
K = k1Ko = H? — C?e™4%,

Portanto,
A¢p = C%e™2¢ — H2e2?,
ou seja, ¢ é solugao de (2.1).

Observe que se considerarmos k1 — H < 0 e k9 — H > 0, com argumentos andlogos, obtemos
E=G=¢ e, assim, k1 = H—|C|e ?? e kg = H+|C|e 2. Portanto, ¢ é solugdo da mesma
equagao.

Reciprocamente, se ¢ for solucdo da equagao (2.1), onde C # 0 e H sdo constantes, considere
as formas quadraticas

I = e?(du? + dv?),
Il = (He?® + O) du® + (He*® — C) dv®.

Note que

2
K — eg—f 2 _ 240

" EG-—F?

(), (4) )~

concluimos que os coeficientes destas formas quadraticas satisfazem a equacao de Gauss. Da

e, como,

mesma maneira vemos que

2EG(ey — fu) — (Eg + Ge)E, — f(EG, — GE,)
= 4He5%¢,, — [€2¢(H62¢ — C) + ¥ (He* + 0)] 2e2%¢,, = 0,

por:
E(p.0) =/ () Eu(p), v0) = sz B(ulr) ),
F(p,q) =0,
G(p.0) = v/ (@) Glu(p). v0)) = o5z Glulp). (a)
e as curvaturas principais sdo dadas por &i(p, q) = ki(u(p),v(q)), ¢ = 1,2. Logo,
_ - 1 . _H)—
E(K’l - H) - p/(u(p))g E( 1 H) ‘C‘v
_ . 1 vy _
G2 H) = — o Gl — ) =[O,

15



Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

2EG<fv - gu) + (Eg + Ge)Gu - f(EGv - GE’U)
= —4He% ¢, + [e2?(He? + C) + €2 (He? — 0)]2e% ¢, = 0.

Portanto, os coeficientes de I e II também satisfazem as equagoes de Codazzi-Mainardi, (1.26)
e (1.27). Assim, segue do Teorema Fundamental das Superficies que, a menos de movimentos
rigidos de R3, existe uma superficie parametrizada regular X (u,v) com formas quadraticas I e
II. Além disso,

eG —2fF +gE  (He®? + 0)e?’ + (He?® — C)e??
2(EG — F2) 2¢46

:H’

isto é, X possui curvatura média constante igual a H.
Observe que, considerando as formas quadraticas

I =e2?(du® + dv?),
1 = (He?? — O) du® + (He*® + C) dv?,

com um raciocinio andlogo, obtemos, a menos de movimento rigido de R®, uma superficie
parametrizada regular X (u,v) que possui estas formas quadréticas e de curvatura média cons-
tante igual a H. O

Observacgao 2.1.2. Se considerarmos H # 0 na Proposicao 2.1.1, podemos escolher a constante
C de tal forma que C? = H?. Neste caso, a equacio (2.1) pode ser reescrita como

Ap = H% (e — ¢2%) = —2H% senh(2¢),

ou seja, as superficies de curvatura média constante H nao nula estao associadas as solugoes da
equagao

A¢ = —4H? senh ¢ cosh ¢. (2.5)
Considere
u v
ﬂJ(UaU) = ¢(ﬁa ﬁ)
Entao,

4AH2 2H’ 2H
u v u
= —senn o 5. o) cosh (5 577
senh o\ 50 o1 ) P2\ 5m 2|

= —senh ¢ (u, v) cosh ¥(u, v).

Conseqiientemente, as superficies de curvatura média constante nao nula estao associadas as
solucoes da equacao Ay = — senh ¢ cosh .

Como conseqiiéncia da Proposicao 2.1.1 temos o seguinte

Corolario 2.1.3. A cada superficie minima sem pontos planares podemos associar uma familia
a um parametro de solucoes da equacao de Liouville:

Ap =e 2%, (2.6)

Reciprocamente, a cada solugdo de (2.6) podemos associar, a menos de um movimento rigido de
R?, wma superficie minima.
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2.1. Superficies de curvatura média constante

Demonstragao. Seja X (u,v) uma superficie minima e sem pontos planares. Entdao K # 0 e
H? — K # 0, ou seja, X néo possui pontos umbilicos. Assim, pela prova da Proposicio 2.1.1, a
esta superficie estd associada uma familia a um parametro {¢c}coxo de solucdes da equacao

Ap = C%e 2, (2.7)
Definindo
- u v
¢C(U7 U) = ¢C<67 6)7
Ccomo

b 1 u v -2 =, %5 —2¢c (uw
A¢C(u,v):@A¢C(5,5):e bo(#.8) — (=),

obtemos que {¢¢}czo 6 uma familia a um pardmetro de solugdes de (2.6).

Por outro lado, para cada solu¢io ¢ de (2.6), defina ¢(u,v) = ¢(Cu,Cv), onde C' é uma
constante nao nula. Entao,

Ad(u,v) = C2AG(Cu, Cv) = C2e29CwCD) _ 02p=26(),

Portanto, pela Proposicao 2.1.1, a solugao ¢ da equacao acima estd associada, a menos de
movimento rigido de R?, a uma superficie minima. O

Veremos agora duas aplicagoes do Corolario 2.1.3.
Exemplo 2.1.4 (Superficie de Enneper). Considere a parametrizagdo da superficie de Enneper

dada por:

X (u,v) = ( (u,v) € R2.

Figura 2.1: Superficie de Enneper.

Os coeficientes da primeira e segunda formas quadréticas de X sdo dados por (veja Exem-
plo A4.4):
E=G=(1+u*+v%? F=0,
e =2, g=—2, f=0.
Portanto X é uma superficie minima e com curvatura gaussiana

4
K=- <0
(14 u2 +v2)* ’

ou seja, sem pontos planares. Também, como F' = 0 = f, as curvas coordenadas de X sao linhas
de curvatura e, portanto, as curvaturas principais satisfazem as equagoes (2.2):

kil =2 e — koG =2.

17



Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

Para cada constante C' # 0, considere a mudanga de parametros como em (2.3):
h: R? — R?
C]

2

(u,v) — (u,v).
Entdo, os coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas da superficie X = X o h sdo
dados por:
5~ C| IC] 2, IOl )2 -
poao 0 O ey py
SR R
=|C|, g=-\C|, f=o.

@

Considerando a funcao ¢(u,v) tal que £ = G = ¢, isto é,

qb(u,v)zbg( |§|(1+|§|u2—|—|§|v2)>,

resulta que
2|C]|

T (14 Gz Cley?

= 22,
ou seja, ¢ é solugdo de (2.7). Portanto, definindo ¢(u,v) = ¢(%, %)7 obtemos que

p(u,v) = log (2|C| + u* + v?) — log(2y/2|C))
representa uma familia a um pardmetro de solugbes da equagido (2.6).
Exemplo 2.1.5. Considere o catendide
X (u,v) = (coshv cos u, coshvsenu, v), (u,v) € R?.
Os coeficientes da primeira e segunda formas quadréticas de X sdo dados por:
E = G = cosh?v, F=0,

62_17 g:17 f:07

de onde vemos que X é uma superficie minima sem pontos planares, com curvas coordenadas
sendo linhas de curvatura. Mais ainda, k1 e kg satisfazem as equagOes (2.2):

-k E=1 e ko G = 1.
Para cada constante C' # 0, considere a mudanca de parametros dada em (2.3):
h: R? — R?
(u,v) — /|C| (u,v).
Entdo, a superficie X (u,v) = (X o h)(u,v) possui:
E =G = |C|cosh?(\/|C|v), F =0,
e=—|c|, g=1Cl, f=0,
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2.2. Superficies de curvatura gaussiana constante positiva

como coeficientes da primeira e da segunda formas quadréticas. Se ¢(u,v) é uma fungio dife-
renciavel tal que E = G = €%, entéo

¢’ = |C|cosh®(v/[C] ),
isto é,
6 = 10g (+/ICTcosh (/[0 ).

Portanto,
|C| _ 02672¢ )

- cosh?(1/|C|v)

d0.0) = 0(. 1) =1os (ViCT o (1)

obtemos uma familia a um parametro de solucdes de A¢p = e~29.

Assim, definindo

2.2 Superficies de curvatura gaussiana constante positiva

Na Observacao 2.1.2 vimos que as superficies de curvatura média constante nao nula estao
associadas as solugoes da equagao

Ay = —senh i) cosh 1.

Provaremos, a seguir, que as superficies de curvatura gaussiana constante positiva também
estao associadas a solucgoes desta equagao, conhecida como equacdo de Sine-Gordon eliptica. A
interpretacao geométrica deste fato decorre do Teorema de Bonnet, dado pelo Corolario 3.1.10.

Proposicao 2.2.1. A toda superficie de curvatura gaussiana constante K > 0, sem pontos
umbilicos, podemos associar uma solucdo da equagao

A¢ = — senh ¢ cosh ¢. (2.8)

Reciprocamente, fixado K > 0, a cada solugao nao nula da equagao (2.8) podemos associar, a
menos de movimentos rigidos de R®, wm par de superficies de curvatura gaussiana constante
tqual a K.

Demonstracdo. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular de curvatura
gaussiana constante K > 0 e sem pontos umbilicos. Supondo que X seja uma parametrizacao
principal, temos que as formas quadraticas desta superficie sao dadas por:

I =Edu®+ Gdv?,
II = edu® + g dv?,

e € g . .~
e as curvaturas principais sdo k1 = 5 e kg = =. Também, da Proposi¢ao 1.3.7, as curvaturas

principais satisfazem as equacoes de Codazzi-Mainardi

1 6!11 8
= I 9 g VE
K1 — ko Ov U(ogxﬁ),
1 8@ 0
- Im_ 9
Ko — k1 Ou 8u(0g\/§)’
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Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

que podem ser reescritas como

K1 Ok 0
9% _ _ 9 (log VE
k2 — K Ov av(Og\F)’

ry Oy 0
k3 —K Ou  Ou

(2.9)

(log VG),

pois K1ke = K.
Como a superficie X nao tem pontos umbilicos e K > 0 (isto é, k1, ko possuem o0 mesmo
sinal), temos que
2
ki — K = k1(k1 — K2) # 0,
2
ks — K = —ka(k1 — Kk2) # 0,

portanto tém sinais opostos. Supondo que Ii% >Ke Ii% < K, as equagoes (2.9) se reduzem a

2 (los(B (3 ~ K))) = 0,
7 (108(G (K — i) = 0
Logo, existemn funcoes positivas ¥ (u) e ¥2(v) tais que
{ E (k] — K) = ¢1(u),
G (K ~ k) = o).

Entdo, a menos de uma reparametrizacao® de X, podemos supor que

E(x3—K)=1,
) (2.11)
de onde resulta que
1 1 1

G—-FE=

K—rl W-K K

2Como 1 é funcio somente de u e 12 é funcao somente de v, podemos definir duas fungdes p e ¢ pondo
p(u) = / V1 (u)du, q(v) = / Vb2 (v)dv. (2.10)

Como p’ e ¢’ nio se anulam, pelo Teorema da Fungdo Inversa, existem as inversas u = u(p) e v = v(q) de p e q,
respectivamente. Definindo X (p, q) = X (u(p),v(q)), os coeficientes da primeira forma quadrética de X sio dados
por:

E(p,q) = u'(p)*E(u(p), v(q))
F(p,q) =0,

3 "(¢)? -t u v
G(p,q) = v (¢)°G(u(p),v(q)) = 700@)? G(u(p),v(q))

e as curvaturas principais sdo dadas por Ri(p, q) = k:(u(p),v(q)), i = 1,2. Logo,

1
= E)? E(u(p),v(q)),

E(R%—K):M%)QE(K%—K):I,

_ 9 1

G(K —R3) = 70 G(K —r3) =1.
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2.2. Superficies de curvatura gaussiana constante positiva

Seja ¢(u,v) uma funcao diferencidvel ndo nula tal que
1
E= e senh? ¢ e G = = cosh? ¢.

Logo, a equacao de Gauss

2, (5]
se reduz a  KAg
senh ¢ cosh &’

ou seja, ¢ satisfaz a equacao (2.8).
1
No caso em que k7 < K e k3 > K obtemos, de forma andloga, E — G = — e, considerando
E 1 cosh? ¢ G 1 senh? ¢
= — = — 1.
K ’ K ’

resulta que ¢ é solugao de (2.8).
Por outro lado, se ¢ é solu¢ao nao nula de (2.8), para cada K > 0 fixado, considere as formas
quadraticas

I = — (senh? ¢ du? + cosh? ¢ dv?),

=

1= senh ¢ cosh ¢(du? + dv?).

S

Note que
_ 2
e9—F _
EG - F?

e, como ¢ é solugao de (2.8), temos que

isto é, vale a equacao de Gauss. Da mesma maneira vemos que

2EG (ey — fu) — (Eg+ Ge) E, — [ (EG, — GEy,)

L

VK

- i?) senh ¢ cosh ¢ (senh? ¢ + cosh? ¢)2% cosh ¢ senh ¢ ¢, = 0,
K2

1
= 2 senh?® g cosh? ¢ —— (cosh? ¢ + senhs’ 6) 6,

2EG (fy — gu) + (Eg+ Ge) Gy, — f (EG, — GE,)
e
VK
senh ¢ cosh ¢ (cosh? ¢ + senh? ¢)2% cosh ¢ senh ¢ ¢, = 0,

1
= —ZE senh? ¢ cosh? ¢ (cosh? ¢ 4 senh? ¢) ¢,

+

3
2

ou seja, os coeficientes das formas quadréticas também satisfazem as equagoes de Codazzi-
Mainardi. Logo, do Teorema Fundamental das Superficies, a menos de um movimento rigido de
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Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

R3, existe uma superficie X (u,v) de curvatura gaussiana igual a K e com formas quadréticas
dadas por I e II.
Da mesma forma, se considerarmos as formas

= 1

1= 7 (cosh? ¢ du? + senh? ¢ dv?),

_ 1

I = —— senh ¢ cosh ¢ (du® + dv?),
= ¢ cosh ¢ ( )

obtemos uma superficie X (u,v) de curvatura gaussiana constante K e com formas quadréticas
Tell O

Note que as superficies de curvatura gaussiana positiva ndo admitem dire¢bes assintdticas
mas, em cada ponto nao umbilico, existe um unico par de diregoes conjugadas simétricas em
relacdo as diregbes principais, ou seja, existem dire¢oes caracteristicas (veja pagina 141). Assim,
segue uma interpretacdo geométrica das solugoes da equagdo (2.8).

Proposigao 2.2.2. Seja ¢ uma solucio de equacdo (2.8) e considere X (u,v) e X (u,v) o par
de superficies de curvatura gaussiana K constante positiva associadas a esta solu¢do. Defina

¥(u,v) por
senh ¢ cosh ¢

v/cosh2¢’ seny) = \/cosh 2¢

-7
e = 5~ . Entdo o angulo formado pelas dire¢des caracteristicas da superficie X (respecti-

vamente X ) é 29 (respectivamente 2 ).

cosy =

Demonstracdo. Da demonstragao da Proposi¢ao 2.2.1, as formas quadraticas de X sao dadas
por

I = — (senh? ¢ du? + cosh? ¢ dv?),

=

IT = —— senh ¢ cosh ¢ (du?® + dv?).

Observe primeiramente que, como f = 0 = F, entdo X, e X, sdo os campos de direcoes
principais (Proposigdo A.3.6). Considere, agora, os campos de vetores definidos por

w1 = Xy + Xy, wy = Xy, — X,

Entéo |wi| = |wz| e também
IT(wy,wy) =e—g =0,

isto é, w; e wa sao campos conjugados. Portanto, como

<w1’XU> _ | X _ | X _ <w27X“>
ol Xul  fwr] w2l Jwa]| Xl

e F' =0, w; e wy sao simétricos em relagao as diregoes principais. Logo, wi e we sao diregoes
caracteristicas de X que formam um angulo igual a 2¢ pois:
<w1, w2> senh? ¢ — cosh? ¢

= — cos2 ) — sen ¥ = cos
[orllwa] —  cosh(zg)  — 0% ¥ sen ¥ = cos(2y).
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2.3. Superficies de curvatura gaussiana constante negativa

Da mesma maneira, vimos que a superficie X é determinada pelas formas quadraticas

1
= (cosh? ¢ du? + senh? ¢ dv?),

1
IT = —— senh ¢ cosh ¢ (du?® + dv?).

Neste caso o angulo formado pelas direcdes caracteristicas de X:
wlqu+Xv € U_JQZXu_Xv;
é 21) pois

||<;U_11||’||?1122>|| = —cos(2y) = — cos(m — 2¢) = cos(20)).

2.3 Superficies de curvatura gaussiana constante negativa

O estudo das superficies pseudoesféricas, isto é, superficies com curvatura gaussiana cons-
tante negativa, estd relacionado ao estudo das solugoes da equacao diferencial as derivadas
parciais denominada equagdo de Sine-Gordon. Existem duas versoes desta equacdo. A primeira
é ligada a procura de parametrizacoes principais com curvatura gaussiana constante negativa e
¢é dada por:

Oy — Gpy = SEN @ oS ¢.

Considerando a mudanga de parametros

u=x+vy,
V=Y,

se Y(x,y) = 2¢(u(x,y),v(x,y)), entdo obtemos a segunda forma da equacao de Sine-Gordon:

d}a:y = 2¢zy = 2(¢uu - ¢vv>

= 2sen ¢ cos ¢ = sen.

Esta forma estd associada a procura de parametrizacoes assintéticas de curvatura gaussiana
constante negativa, que veremos na pagina 27.

Parametrizagoes principais de curvatura gaussiana constante negativa

Inicialmente veremos dois resultados que serao tuteis para mostrar a relagao entre as parame-
trizagbes principais de curvatura gaussiana constante negativa e as solugbes da equagao de Sine-
Gordon.

Lema 2.3.1. Seja X : U C R? — R?® wma parametrizacio principal de curvatura gaussiana
constante K < 0 e com métrica I = E du® + G dv?. Sendo k1 e ko as curvaturas principais de
X, entao existem fungdes positivas ¥1(u) e Po(v) tais que

{E@%—K) = 1 (w),
G(H%—K) 7#2(’0)7
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Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

ou seja,
,‘1% =K+ Lléu),
(2.12)
/@% =K+ ¢2C(¥v)'

Demonstra¢do. Sendo X uma parametrizacao principal sem pontos umbilicos, da Proposicao 1.3.7
segue que as curvaturas principais k1 e ko satisfazem as equagoes de Codazzi-Mainardi:

m;—lKaazl B _%(log‘@)’

K%?K%ﬁf = —% (log V@),
isto é,

9 (log(B (s~ K))) =0,

(10( (] ~ K))) =0,

Logo, integrando, existem fungdes positivas ¢ (u) e 1o (v) tais que

0 que equivale ao sistema (2.12). O

Proposicao 2.3.2. Considere X : U C R? — R? uma parametrizacio principal com métrica
1= Edp?>+Gdg® e de curvatura gaussiana constante K < 0. Entdo existe uma parametrizagdo
principal X da forma

X (u,v) = X(p(u),q(v)) (2.13)

que reparametriza X e cujas curvaturas principais satisfazem

E(k}-K)=1,
{ N (2.14)

Demonstrac¢do. Suponha que X seja uma reparametrizacio positiva de X da forma (2.13).
Temos, entao

P> Xuw = p’(u)q'(v)qu, Xy = q”(v)Xq + q/(U)Qqu-

s
S5

I
’U\
S
e
Jr
s
S

[3v)
<

Calculando os coeficientes da primeira forma quadratica de X, em funcao dos correspondentes
coeficientes de X, temos

P (u)? E(p(w), q(v)),
F(u,v) =0, (2.15)
q/

(v)? G(p(w), q(v)).
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2.3. Superficies de curvatura gaussiana constante negativa

Da mesma maneira, os coeficientes da segunda forma quadratica de X, em relagdo aos de X,
sao dados por:

fu,v) = p'(w) ' (v) F(p(u), q(v)) = 0, (2.16)
9(u,v) = ¢'(v)* §(p(u), q(v)).
Sendo &; e Rg as curvaturas principais de X, entdo (2.15) e (2.16) implicam que

Ki(u,v) = Ri(p(u), q(v)), i=1,2. (2.17)

Portanto, do Lema 2.3.1 e usando (2.15), obtemos

2 _ ). a(o))? — Uilp(w) o P (@)*i(p(u))
el =l a =B B, g T B

e ala®) | d(0)Pale)
i, = Ra(p(u a0 = K + 2 A g TL )

ou seja,

{E (k1 — K) = p(u)*¥1(p(u)), (2.18)

G (k3 — K) = ¢'(v)*¢2(q(v)).

Para a equivaléncia de (2.14) e (2.18), basta escolher p e ¢ tais que

P (u)*¥1(p(u)) = ¢'(v)*2(q(v)) = 1.

Para isto, tome (por exemplo) p(u) e ¢(v) como sendo as fungdes inversas de u(p) e v(q),
respectivamente, dadas por:

u(p) = / Vi) dp,
v(q) = / V(@) dg.

O

Proposicgao 2.3.3. A cada superficie de curvatura gaussiana constante K < 0, podemos associar
uma solucao de

Guu — Gvy = SN P COS P. (2.19)

Reciprocamente, firado K < 0, a cada solugdo ndo nula da equagdo (2.19) podemos associar, a

menos de um movimento rigido de R®, uma superficie de curvatura gaussiana constante igual a
K.

Demonstracao. Seja X uma superficie de curvatura gaussiana constante K < 0. Como X
néo possui pontos umbilicos (pelas Proposi¢oes A.5.3 e A.5.4), podemos supor que suas formas
quadraticas sejam dadas por:

I = Edu®+ Gdv?,
II = edu® + g dv®.
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Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

Além disso, da Proposicao 2.3.2 podemos considerar que as curvaturas principais k1 e ko satis-

E(x3 - K)=1,
1

fazem

(2.20)

e, portanto,

1
E+G=——.
+ K
Considerando ¢(u,v) uma fungao diferencidvel ndo nula tal que
1 1
E:_E cos® ¢ e G:_E sen’ @,

segue da equacao de Gauss (1.25) que

)
7wl (7). (). - —mama o e

isto é,
Pun — Py = sen ¢ cos ¢,
ou seja, ¢ é solugao da equacao (2.19).
Reciprocamente, para cada K < 0 fixo, se ¢ é solugdo ndo nula de (2.19), considere as formas
quadraticas dadas por:
1

I= % (cos? ¢ du? + sen? ¢ dv?),
1
= Ny sen ¢ cos ¢ (du® — dv?).
Note que
)
A
EG — F?

e como ¢ é solugdo de (2.19), temos que

isto é, os coeficientes de I satisfazem a equagao de Gauss. Da mesma maneira vemos que

2EG (ey — fu) — (Eg + Ge) E, — f (EG, — GE,)

1 2 2 1 2 2
= 255 sen” g cos ¢ﬁ(‘305 ¢ —sen” ¢) gy
1 1

TRV R
2BG (f, — g9.) + (Eg + Ge) G — [ (EG, - GE,)

(ot —sen® ) 0,

1
sen ¢ cos ¢ (— cos? ¢ + sen? (;5)2? cos ¢sen ¢ ¢, = 0,

sen ¢ cos ¢ (sen’ ¢ — cos? ¢)2% cos psen ¢ ¢, = 0,

1
= _2ﬁ sen? ¢ cos® ¢

1 1
T TRVCR
ou seja, os coeficientes das formas quadrédticas também satisfazem as equagoes de Codazzi-
Mainardi. Logo, do Teorema Fundamental das Superficies, a menos de movimento rigido de R?,
existe uma superficie X (u,v) de curvatura gaussiana igual a K < 0 e com formas quadréticas
iguais a I e II. O
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2.3. Superficies de curvatura gaussiana constante negativa

Parametrizagoes assintéticas de curvatura gaussiana constante negativa

Se X (u,v) é a parametrizagao principal de uma superficie de curvatura gaussiana constante
K < 0 e com formas quadraticas

1

1= X (cos® ¢ du? + sen” ¢ dv?),
1

V-K

considerando as mudancas de parametros

u=z+y,
V=T —Y,

obtemos que X (x,y) := X (u(z,y),v(z,y)) é uma reparametrizacio negativa e assintética de X.

II= sen ¢ cos ¢ (du® — dv?),

De fato, considerando os campos tangentes as curvas coordenadas de X, temos que

I(X,) =TI(X, + X)) =e+g=0,

I(X,) =1I(X, — X,) =e+g=0,
isto é, tais campos sao diregoes assintdticas.
Além disso, se ¥(z,y) = 2¢(u(z,y),v(x,y)), os coeficientes da primeira forma quadrética de
X sao dados por:

_ 1
E(l‘,y) = _Ea

— COS
F(SL‘,y) = - Kwa
- 1
G(z,y) = X

Como X é uma reparametrizacio negativa de X, temos que sua aplicacio normal de Gauss é
N(z,y) = —N(u(z,y),v(x,y)). Assim, os coeficientes da segunda forma quadratica de X sdo:

é<x7y) =—€e—g= 07
= sen 1

flry) = —etg= -

g(z,y) = —e—g =0,
ou seja,
_ 1
I=—— (da® + 2 cos ¢ da dy + dy?),

fM— 9 sen
- VK

A seguir daremos uma interpretagdo geométrica das solugdes da equacao (2.19) em relacao

—

dx dy.

as superficies associadas.

Proposigao 2.3.4. Sejam K < 0 e X(u,v) a superficie de curvatura gaussiana constante K as-
sociada a uma solugdo ¢ da equagdo (2.19). Entdo, o angulo formado pelas dire¢oes assintdticas
desta superficie € 2 ¢(u,v).
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Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

Demonstra¢do. Da demonstragao da Proposicao 2.3.3, temos que X é determinada pelas formas
quadraticas:

1
I= % (cos? ¢ du? + sen? ¢ dv?),

II =

1 2
sen ¢ cos ¢ (du® — dv?).
¢ sendcos e ( )
Como vimos acima, considerando os campos de vetores definidos por

wy = Xy + Xy € wy = Xy — Xy,

temos IT(wy) = II(we) = 0 e, portanto, w; e we sdo diregdes assintdticas de X (veja Proposigao A.5.6).
Mais ainda, como

[wi] = Jwa] =

4

(wi,we) =E—G = (cos? ¢ — sen? ¢) = cos(2¢),

1
VK =

-

obtemos que

<w17 w2>
T = €0s(29),
Jws|we]
de onde concluimos que o dngulo formado por w; e ws é 2 ¢. O

Veremos, a seguir, uma aplicacao da Proposicao 2.3.3. Mas antes apresentaremos um resul-
tado que serd 1til nesta aplicagao.

Lema 2.3.5. Seja a = logtan <%) Entao

sen ) = secha, cosY = —tanha.
Demonstracao. De fato,
2 2
secha = = = 2sen (%> cos (%) = sen
T () ren (3) N
tan | — ) +cot | =
2 2
e
ed — e tan <%) — cot <?> ,(p 1/1
tanha = — = 2 2/ — gen? (—) — cos® (—) = —cos .
et + e~ (0 P 2 2
tan (§> + cot 3

Exemplo 2.3.6. Considere a pseudo-esfera parametrizada por:

X(p,q) = (senp €oSs g, sen p sen q, cos p + log tan (g))

Os coeficientes da primeira e da segunda forma quadratica sao dados por:

S]]

E = cot? D, , G = sen? D;

=0
=0

|

€ = —cotp, , g =senp cosp.



2.3. Superficies de curvatura gaussiana constante negativa

Segue entdo que X é uma parametrizacao principal e

= cotp,

Q<!

e
k1 = = = —tanp, kg =
1= F p 2

ou seja, K = —1. Assim, da Proposicdo 2.3.2 temos que existe uma reparametrizagio X da
forma

X (u,v) = X(p(u),q(v))

e tal que os coeficientes da primeira forma quadratica de X e suas curvaturas principais satis-
fazem

(2.21)

Observe que

F(u,v) =0, (2.22)
G(u,v) = ¢'(v)* G(p(u), q(v)) = ¢'(v)* sen® p(u)

{ k1(u,v) = F1(p(u), q(v)) = — tanp(u), (2.23)

ra(u, v) = Ra(p(u), q(v)) = cotp(u).
Substituindo (2.22) e (2.23) na primeira equagao de (2.21), temos

P (u)? cot® p(u) [ tan® p(u) + 1] = 1,
isto é,
P (u) = ysenp(u), v ==l

Integrando, temos

p(u) = 2arctan(5e" 1),

onde 0 = 1 e ¢ é a constante de integracdo. Da mesma maneira, substituindo (2.22) e (2.23)
na segunda equagao de (2.21), temos

¢ (v)?sen® p(u) [ cot? p(u) + 1] = 1,

isto é,
q(v) =,

ou seja,
qv) =yv+d, deR.

Parac=d=0e~vy =9 =1, temos que

e, portanto,
_ p(u)
X (u,v) = ( senp(u) cosv,senp(u) senv, cos p(u) + log tan 5 .
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Capitulo 2. Equagoes diferenciais associadas a superficies de curvatura constante

Segue do Lema 2.3.1 que, como u = log tan (@), entao

senp(u) = sech u, cosp(u) = —tanhu

e, portanto,
X(u,v) = (sechu cosv,sechu senv, u — tanhu).

Logo, de (2.22) temos que
E(u,v) = sen? p(u) cot? p(u) = tanh? u,

F(u,v) =0,

G(u,v) = sen’® p(u) = sech®u

e de (2.23)
{ k1(u,v) = cossech u,

ko(u,v) = —senhu.

Note que
E + G = tanh? u + sech® v = 1

e, portanto, definindo ¢(u) por
cos ¢ = tanhu e sen ¢ = sech u,

segue da Proposigao 2.3.3 que ¢ é solugao da equagdo de Sine-Gordon (2.19).
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Capitulo 3

Congruéncias de retas
pseudo-esféricas

O presente capitulo é dedicado ao estudo de congruéncias de retas no espaco Euclidiano R?
e das superficies que sao relacionadas por tais tipos de congruéncias.

Comecgaremos estudando o conceito de paralelismo entre duas superficies, provando um re-
sultado (Proposigao 3.1.7) que nos fornece as relages entre as curvaturas média e gaussiana de
superficies paralelas. Em seguida, daremos algumas interessantes conseqiiéncias deste resultado,
entre elas, o Teorema de Bonnet (Coroldrio 3.1.10): “Superficies de curvatura média constante
nao nula sao paralelas a superficies de curvatura gaussiana constante positiva”.

3.1 Congruéncia de retas

Defini¢ao 3.1.1. Chama-se congruéncia de retas uma familia a dois parametros de retas de R3.
Definigao 3.1.2. Seja dada uma superficie parametrizada regular X (u,v), (u,v) € U C R2

(i) Se e(u,v), (u,v) € U, for um campo de vetores unitarios tangentes a esta superficie, entdo

a congruéncia
X (u,v) + Ae(u,v), AelCR,

¢é denominada congruéncia de retas tangentes a superficie X.

(ii) Se N(u,v) for um campo de vetores unitdrio e normal a X (u,v), entao a congruéncia
X (u,v) + AN(u,v), AelCR,
é denominada congruéncia de retas normais a X.

Definicao 3.1.3. Considere duas superficies parametrizadas regulares X, X : U c R? — R3,
com tragos dados, respectivamente, por S = X(U) e S = X(U) e um difeomorfismo [ : § — S
tal que, para todo p € S, resulte {(p) # p. Entdo [ determina uma congruéncia de retas em R3,
consistindo na familia

—1
p+)\w, AelCR,
lp —1(»)l

denominada congruéncia de retas entre as superficies S e S.
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

Definicdo 3.1.4. Sejam X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular e 1, kg suas
curvaturas principais. As parametrizacoes focais associadas a X sdo definidas por:

Yi(u,v) = X (u,v) + li(il,v) es(u,v),
N (3.1)
Yo(u,v) = X (u,v) + (e 0) es(u,v),

onde e3 é um campo de vetores unitario e normal a X.

Proposicao 3.1.5. Seja X : U C R? — R® wma superficie parametrizada regular sem pontos
umbilicos e com curvatura gaussiana K ndao nula. Se drky A wa e dry A wi nunca se anulam,
entdo Y1 e Yy dadas por (3.1) sdo superficies parametrizadas regulares.

Demonstracdo. Seja {e1,e2,e3} um triedro mével principal associado a X. Denotando por
wi,w2,w;j, 4, § = 1,2,3, as 1-formas diferenciais associadas ao triedro mével de X, da diferencial

de Y7 temos

dk 1
dYy = dX — =5 e3 + — des
Rq K1
1 1 d,‘il
= (w1 - —w13> e1 + (wz - *w23) €2 — —5 €3,
K1 K1 K1
onde usamos, na segunda igualdade, as relages (1.3), (1.4) e (1.5). Como eq, e sdo campos de
diregbes principais e a superficie X nao possui pontos umbilicos, segue da Proposi¢dao 1.3.6 que
W13 = K1 W1 € Wa3 = Ko wa. Assim,
K dk
dY1 = (1— —2>w262 — 72163.
K1 Hl
Entao da hipdtese dr Aws # 0 e da Proposicao 1.3.8 segue que Y7 é uma superficie parametrizada
regular com ez, e3 campos tangentes e es A e3 = e; campo normal a Y7.
Analogamente, usando que dks A wy # 0, vemos que Yo é uma superficie parametrizada

regular com e, e3 campos tangentes e o campo normal na diregao de es. O

3.1.1 Superficies paralelas

Proposicao 3.1.6. Sejam X : U C R? — R3 wma superficie parametrizada reqular e e3 um
campo de vetores unitdrio normal a X. Considere a aplicagio X : U C R? — R? definida por:

X(ua U) = X(ua U) + ae3(u7 1)),
onde a € uma constante real ndo nula. Denotando por H e K as curvaturas média e gaussiana

de X, respectivamente, se 1 —2aH + a?K # 0, entdo X ¢é uma superficie parametrizada regular.
Nesse caso, dizemos que X e X sdo superficies paralelas & distincia a.

Demonstracdo. Considere {e1,ea, ez} um triedro mével associado a superficie X e wi,wa, w;j,
1,7 = 1,2,3, as 1-formas associadas a ele. Usando as equagoes (1.3), (1.4) e (1.5), temos que a
diferencial de X é dada por

dX = (w1 —awiz) e1 + (w2 — awaz) ea.
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Assim, utilizando a Proposicao 1.3.2, verificamos que
(w1 — awiz) A (w2 — awss) = (1 — 2aH + a’K)wy Aws # 0, (3.2)

isto é, as 1-formas (w1 — awis) e (w2 — awsg) sdo linearmente independentes. Portanto, segue
da Proposicio 1.3.8 que X é uma superficie parametrizada regular, onde e; e ey sio campos
tangentes a esta superficie e, assim, seu vetor normal estd na diregdo de es. ]

Observe que dizer que duas superficies sao paralelas a distancia a equivale a dizer que entre
elas existe uma congruéncia de retas normal tal que a distancia entre os pontos correspondentes
é constante e igual a |al.

A seguir, vamos relacionar as curvaturas média e gaussiana da superficie X com as de uma
superficie paralela a X.

Proposigao 3.1.7. Sejam X (u,v), (u,v) € U, uma superficie parametrizada regular e a uma
constante real tal que 1 — 2aH + a®?K # 0, onde H e K sdo, respectivamente, as curvaturas
média e gaussiana da superficie X. Entao as curvaturas H e K de wma superficie X paralela a
X a uma distancia a sao

_ H-aK _ K
5 (L — e K=

_ 3.3
1—2aH+ a?K 1—2aH + a?K (3.3)

Além disso, as curvaturas principais de X sdo dadas por

R

i

= :1 2.
1—akr;’ ’ ’

Demonstragdo. Sejam {eq, ez, ez} um triedro mével associado & superficie X e wi,ws, w;j, com
i, = 1,2,3, as 1-formas associadas a este triedro mével. A superficie X paralela a X é dada
por

X=X +aes.

Pela Proposicao 3.1.6 temos que

dX = (w1 — awiz) e + (wa — awag) eg, (3.4)

onde (w1 — awis) e (W — awss) sdo linearmente independentes pois 1 — 2aH + a’K # 0, por
hipétese. Como <dX' , 63> = 0, podemos associar a X o triedro mével dado por:

€; = €, 1=1,2,3 (35)

e denotar por w1, w2, wij, i,j = 1,2,3, as 1-formas associadas a este triedro. Das relagoes (3.5),
resulta
dX =wi1é1 +waéy =wie1 + waes

e, assim, comparando com (3.4), obtemos
W1 = w1 — awis, W9 = W9 — A wWa3. (3.6)
Além disso, da equagao (3.2) temos que
01 Ay = (1 —=2aH + a’K)wi Aws (3.7)
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e, de (3.5), resulta que
Wij = Wi, i,j=1,2,3. (3.8)

Assim, como
01 A waz + @13 Awe =2Ha1 A @o,
usando a Proposicao 1.3.2 e as relagoes (3.7) e (3.8) temos

(H - aK)wi Aws = H(1 — 2aH + a*K) wy A ws.

Conseqiientemente, como w1 € we sao linearmente independentes, obtemos

H-aK

H=—"" -
1—2aH+ a?K

Da mesma maneira, como
w12 N\ Wag = K—b_ﬂ N wa,
usando (3.7) e (3.8), podemos escrever:

Kwi Aws = K(1 —2aH + a’K) wy A ws,

isto é,
_ K
K=—————.
1—2aH+ a?K
Desse modo, denotando por K1, &g as curvaturas principais de X, temos

Ri=H+ VA - K=" i=1,2.

1—ax;’

Exemplo 3.1.8. Considere a parametrizacao da pseudo-esfera dada por:
X (u,v) = (sechu cosv,sechu senv,u — tanhu),

com aplicacao normal de Gauss:

Xu X Xy

N = —
(0 0) = R < X

(— tanh uw cos v, — tanh u sen v, — sech u).

No Exemplo A.3.5 vimos que os coeficientes da primeira e da segunda forma quadratica de X

sa0:
F = tanh?u, F =0, G = sech® u;
e = —sechu tanh u, f=0, g = sechu tanh u,
de onde obtemos 1
H= —3 cothu coshu, K=-1. (3.9)

Assim, considerando constantes a tais que
1 -2aH+ a?’K =1 — a® + acothucoshu # 0,
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Wi
TN
TIIRY

Figura 3.1: Superficies paralelas & pseudo-esfera (no centro),

1 1
com respectivas constantes a sendo 3 e 3

obtemos a familia a um parametro de superficies paralelas & pseudo-esfera, dada por:

Xo(u,v) = X(u,v) + aN(u,v)
= (sechw coswv,sechu senv,u — tanh u) (3.10)

+ a(—tanhu cosv, — tanh u sen v, — sech ).

Temos que as curvaturas média e gaussiana de X, sdo dadas por (3.3):

2a — cothu coshu !
H = a
a(u) 2(1 —a? +acothu coshu)’ o

(3.11)

~ 1—_aZ+ acothu coshu’

Exemplo 3.1.9. Considerando a parametrizacao da superficie de Enneper dada por:
3 3
X(u,v) = (u— % +uv?v— % +vu?, u? —v2>,

com aplicacao normal de Gauss:

Xu X Xy

N = —_— =
() = R x]

(—2u,2v,1 —u? —v?) /(1 4 u* +v?),

temos, do Exemplo A.4.4, que os coeficientes da primeira e da segunda forma quadratica de X
sao:
E=G=(14u*+v%? F =0,

e =2, f=0, g=—2.

Portanto,

H=0, K=———+——.
(14 u2+0v2)4
Assim, para constantes a tais que

1—2aH +a®K #0,

ou seja,
(1 +u? +0?)* # 442,
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obtemos a familia a um parametro de superficies paralelas a superficie de Enneper, dada por:

u? 2 v 2 2 2

Xa(u,v :(u———I—uv 0 — — +ovu”,u” —v )

a(u,v) 3 3 (3.12)
+a(—2u,2v,1 —u? —v?)/(1 + u® +v?).
Figura 3.2: Superficies paralelas a superficie de Enneper (no centro),
com respectivas constantes a sendo —3 e 3.
As curvaturas média e gaussiana da superficie X, sdo:

4a 4

H, = e K, = (3.13)

(14 u? +v2)* —4a? 4a? — (1 4+ u? +v2)*

A seguir apresentamos algumas importantes conseqiiéncias da Proposigao 3.1.7.

Corolario 3.1.10 (Teorema de Bonnet). A cada superficie de curvatura média constante igual
a c # 0, sem pontos umbilicos e parabdlicos, podemos associar duas superficie paralelas, uma de
curvatura gaussiana constante igual a 4¢? e outra de curvatura média constante igual a —c.
Reciprocamente, a cada superficie de curvatura gaussiana constante igual a 4¢> > 0, sem
pontos umbilicos, podemos associar duas superficies paralelas de curvaturas média constante

1guals a c e —c.

Demonstracio. Seja X : U € R? — R? uma superficie parametrizada regular sem pontos
umbilicos e parabélicos, de curvatura média constante H = ¢ # 0. Defina X; : U — R? por

1
X1 =X+aes, a=—,
2c
onde ez é um campo unitdrio normal a X. Como a superficie X nao possui pontos parabdlicos,

temos que K # 0 e assim

1
1-2aH+d’K = — K #0.
4c?

Portanto, da Proposicdo 3.1.7 temos que a curvatura gaussiana da superficie X; é K| = 4c?.
Analogamente, definindo X, : U — R? por

Xo=X+aes, a=—,

temos que
—c

|- 2aH a?K = & =

c
Como a superficie X néo possui pontos umbilicos, segue que 0 < H2 — K = ¢ — K e, portanto,

1 —2aH + a®K # 0.
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3.1. Congruéncia de retas

Logo, novamente da Proposi¢cao 3.1.7, segue que a curvatura média da superficie X5 é igual a
HQ = —C.

Reciprocamente, suponha que X seja uma superficie de curvatura gaussiana constante po-
sitiva K = 4c?, sem pontos umbilicos. Considere as duas superficies paralelas a X dadas por:

1 1
Xi1=X+ —e3 e Xo=X— —e3.
2¢ 2c
Como X nao tem pontos umbilicos, entao

0<H? - K =H?— 4.

Portanto:
. . 1 2 2C - H 7 1 7
e N0 primeiro caso, a = 50’ 1-2aH+ oK = # 0 e a curvatura média de X; é
c
Hy =—¢
9 2c+H P .
e no segundo caso, a = 5 2—-2aH+a’K = — # 0 e a curvatura média de X é
HQ = C.
Isto termina a prova. O

Observagao 3.1.11. No Teorema de Bonnet, a hipétese de X néo ter pontos umbilicos (nem
parabdlicos) é necessdria para garantir a existéncia de superficies paralelas satisfazendo a tese
do teorema. De fato, a esfera unitdria tem curvatura gaussiana constante e igual a 1, porém
uma das “superficies” paralelas & esfera & distdncia um se reduz a um ponto (o centro da esfera).

Corolério 3.1.12. Sejam X, X : U ¢ R? — R3? duas superficies paralelas em R®. Entdio,
X ¢ uma superficie de Weingarten linear se, e somente se, X também for uma superficie de
Weingarten linear. Em particular, K =0 se, e somente se, K = 0.

Demonstragdo. Suponha que a € R seja a distancia entre as superficies X e X. Segue da
Proposi¢ao 3.1.7 que as curvaturas média e gaussiana de X sdo dadas por (3.3). Conseqiiente-
mente H e K satisfazem uma equagao linear da forma

a+206H+~K =0 (3.14)

se, e somente se, H e K satisfizerem

a+2B+aa)H+ (y+28a+ad®) K =0. (3.15)

O

Exemplo 3.1.13. Como a pseudo-esfera (veja Exemplo 3.1.8) tem curvatura gaussiana cons-
tante —1, ela é uma superficie de Weingarten linear, isto é, satisfaz uma relagdo do tipo (3.14),
com o =y =1e [ = 0. Portanto, do corolario anterior, segue que a superficie paralela a
distancia a dada por (3.10) é também de Weingarten linear. De fato, suas curvaturas média e
gaussiana (3.11) satisfazem a equagéo linear do tipo (3.15):

14+2aH,+ (1+ad*) K, =0.
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Exemplo 3.1.14. Como vimos no Exemplo 3.1.9, a superficie de Enneper é uma superficie
minima. Portanto, ela é uma superficie de Weingarten linear, onde « =y =0e € R — {0}.
Assim, do Corolério 3.1.12, segue que a superficie paralela X, (dada por (3.12)) é também de
Weingarten linear, com curvaturas média e gaussiana (3.13) satisfazendo

H,+aK,=0.

Corolario 3.1.15. Seja X (u,v), (u,v) € U C R2, uma superficie de Weingarten linear satis-
fazendo
a+20H+~vK =0, (3.16)

onde (3,7 # 0.
(i) Se o =0, entao X € paralela a uma superficie minima.
(i) Se a # 0, entdo X € paralela a uma superficie de curvatura gaussiana constante.

Demonstracdo. Sejam X uma superficie de Weingarten linear e X uma superficie paralela a X
a uma distancia a, ou seja,
X=X +aes,

onde e3 é um campo unitario normal a X. Entao,

(i) Se a = 0, considere a distancia a = —v/(20). Entéo, segue de (3.15) que a curvatura
média de X é nula.

(ii) Se a # 0, considere a distancia a = —3/a. Entao, de (3.15), resulta que
a® + (ay - BHK =0,

ou seja K é constante.

3.2 Congruéncias pseudo-esféricas

Desenvolveremos, nesta secao, a teoria das congruéncias pseudo-esféricas obtida entre su-
perficies pseudo-esféricas, isto é, de curvatura gaussiana constante negativa, como veremos no
Teorema de Béacklund. Estas congruéncias deram origem a transformacgao de Béacklund, que
permite obter novas solugoes da equagao de Sine-Gordon,

¢uu - d)m; = sen ¢COS ¢7
a partir de uma que é dada.

Definicdo 3.2.1. Considere S e S duas superficies parametrizadas regulares de R3 e 1: S — §
um difeomorfismo tal que I(p) # p, para todo p € S. Dizemos que a congruéncia de retas [ é
pseudo-esférica se

(i) para todo p € S, a reta determinada por p e p = I(p) tangencia as superficies S e S,
respectivamente, em p e p;
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(ii) a distancia entre os pontos p e p é igual a uma constante r > 0 que independe de p;

(iii) o angulo entre os vetores normais as superficies S e S em seus respectivos pontos p e p é
igual & constante 6 € (0,7), que independe de p.

O proximo resultado nos diz que congruéncias de retas pseudo-esféricas sé existem entre
superficies de mesma curvatura gaussiana constante negativa, o que justifica o nome dado a este
tipo de congruéncia. Mais precisamente,

Teorema 3.2.2 (Teorema de Bicklund). Seja | : S — S uma congruéncia de retas pseudo-
esférica entre as superficies requlares S e S tal que a distancia entre os pontos correspondentes
seja igual a constante r > 0 e o dngulo entre as retas normais desses pontos seja 6, onde
0 < 0 < 7. Entao as superficies S e S tém mesma curvatura gaussiana constante igual a

sen2 4

K=K=-—"3".

; (3.17)

Demonstragdo. Apresentaremos a seguir a prova dada por S. Chern e C. Terng em [15].

Sejam S e S superficies parametrizadas por X (u,v) e X (u, v), respectivamente, definidas num
aberto U de R%. Considere {e1, €2, e3} um triedro mével associado & superficie X e wi,wa,w;j,
i,7 = 1,2,3, as 1-formas associadas a este triedro. Supondo que e; estd na direcao da reta
determinada pelos pontos correspondentes de S e S, isto é,

temos que:

X(u,v) = X(u,v) +rei(u,v). (3.18)

Note que, da definicdo de congruéncia pseudo-esférica, o campo de vetores e; é tangente
também a superficie X. Assim, podemos associar a X o seguinte triedro mével:

€1 = eq,
e = cosfes + sen b ez, (3.19)
es = —senf ey + cosbes,

onde 0 é o angulo formado pelos compos normais ez e €3. Denote por @i,w2,w;; as 1-formas
associadas ao triedro mével de X. De (3.18) obtemos

dX = wiel + ((UQ + ’I“wlg) €o +1rwises.
Por outro lado, usando (3.19), temos
dX = wiel + wa ez
= w1e1 + wocosbey + wosenbes,

de onde concluimos que
w1 = Wi,
wa cosl = wy + 1 wia, (3.20)

wosen = rwis.
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Das duas ultimas equagoes, temos
1
wig = —— wy + cot Bwis
T
e, portanto, das equacgoes de estrutura segue que

1 1
dwis = —= dwso + cot 0 dwiz = w1z A (*wl + C0t0W23)
T T

1 1 1
= (— — w9y +cot9w13> A <7w1 +cot0w23) = (7 +Kcot29>w1 A way.
T r r

Assim, resulta da equacao de Gauss:
dwis = —Kwi1 A wo

que a curvatura gaussiana de X é dada por:

2
sen- 0
K=—-———.

r

(3.21)

Calcularemos agora curvatura gaussiana da superficie X. Das relacoes (3.19) segue que

w1 = <dél, ég> = cosf w1z + senf w3,

w13 = <d51,ég> = —senf wis + cosfwis,

wo3 = (dea, €3) = was.

Portanto, usando a equacao (3.21) e as equagoes de estrutura, obtemos

d1o = cos 6 dwio + sen 6 dwqs

1 1
= ——cosfw; ANwis + —— wi2 A wag
r

sen 0
cos 6 1
=wi2 A\ w1+ ——was
r sen 0
cosf sen 0 cos
:TW1/\WQ+ wl/\w13+72w13/\w23.
r r sen? 0
sen? 6
Como w1z Awoz = Kwi Awg = — 2 w1 N\ wa, resulta que
_ sen 6
dw1s = w1 N\ wi3.
Por outro lado, da equacao de Gauss, temos
dig = —K@l N wy = -K w1 N\ w13,
sen 0
ou seja,
2
_ sen” 0
K= T2
r

40

(3.22)



3.2. Congruéncias pseudo-esféricas

Nesta demonstracao, vimos que a existéncia de uma congruéncia pseudo-esférica entre duas
superficies implica na equacao

1
w1z = —— wg + cot wis,
T

denominada transformagao de Backlund. Esta equagao serd denotada por B(f) para indicar sua
dependéncia apenas do parametro ¢, sendo que r = senf/v/—K.

Proposicao 3.2.3. Congruéncias pseudo-esféricas preservam dire¢ées principais e dire¢des con-
jugadas. Conseqiientemente, preservam também linhas de curvatura e linhas assintdticas.

Demonstracdo. Considere X, X : U C R? — R3? superficies parametrizadas regulares rela-
cionadas por uma congruéncia pseudo-esférica como feito na prova do Teorema 3.2.2. Considere
o triedro mével {ey, 2, e3} associado a X e {é1, &2, €3} associado a X definido por (3.19). Logo,
verificam-se as relagoes (3.20), (3.21) e (3.22).
A prova que diregoes principais sdo preservadas segue da Proposi¢ao 1.3.1 e do fato que
r
W1 W3 — Wo W13 = W] W3 — F w13( —sen f wiy + cos 9w13)

no

1

= wiwoz + rwlg( — — wy + cot 9w13) - rcos@w%?)
r

= W1w23 — W13 w2,

onde na segunda igualdade usamos (3.21).

Agora, vamos mostrar que este tipo de congruéncia também preserva as dire¢bes conju-
gadas. Para isso, verificaremos que as segundas formas quadraticas das superficies X e X sdo
proporcionais. Utilizando as relages (1.12), (3.20), (3.21) e (3.22), temos

I =01 w13+ w223

r
= wi(—senfwiz + cosfwiz) + —— wizwas
sen 6

1 r
—sen0w1< — — Wy +cot9w13) + cos f wi w1z + —— w1z was
r sen 6

sen 0 r
w1 w2 +

w13 wa3.
sen 6

Assim, substituindo na relacdo anterior
w13 = hi1 w1 + hia wo, w3 = ha1 w1 + hoo wa

e lembrando que his = hoj, resulta que

_ senf r
en 6

onde IT é a segunda forma quadratica de X. Como, do Teorema 3.2.2, temos

[hm 1+ (hirhos — hiy) wy w2] ;

sen?
hithoy — h3y = K = —

r2

obtemos
_ r
II = —— hyolIl.
sen 6
Isto prova que as direcoes conjugadas sao preservadas e, conseqiientemente, as linhas assin-

téticas também sao. ]
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O préximo resultado mostra que, integrando B(6), obtemos, a partir de uma dada superficie
S pseudo-esférica, satisfazendo (3.17), uma familia a dois parametros de superficies desse tipo
(localmente) relacionadas a S por congruéncias pseudo-esféricas.

Teorema 3.2.4 (Teorema de Integrabilidade). Seja X : U € R? — S C R3 uma superficie
parametrizada reqular de curvatura gaussiana constante igual a

K = fﬂ,
r
onder >0 e0 <6 < sio constantes. Considere um ponto qo € U € wo € T'x(4y)S um vetor
unitdrio, que ndo € um vetor principal. Entao, existe uma dnica superficie S e uma congruéncia
pseudo-esférica | definida numa vizinhanga de pg = X (qo) em S tal que l(py) = po +rwo e 6 é

o angulo entre os vetores normais as superficies nos pontos po e l(po).

Demonstracdo. Como X é uma superficie parametrizada regular de curvatura gaussiana cons-
tante K < 0, da Proposicao 2.3.3, segue que suas formas quadraticas sao

1
I= % (cos? ¢ du? + sen? ¢ dv?),

II= sen ¢ cos ¢ (du® — dv?),

1
vV—-K
onde ¢ é solucao da equagao de Sine-Gordon, ¢y, — ¢y = sen @ cos ¢, associada a X. Seja
{€1,€é2,€3} um triedro mével principal associado a X e denote por @i, 2,5, 4, = 1,2,3, as
1-formas associadas a este triedro. Como X é uma parametrizacao principal, podemos considerar

. VK . _V-K

el = €9 =

cosg " seng
de onde, como na Proposicao 1.3.3, temos que
. 1
Wy = Naye cos ¢ du,
w9 L sen ¢ dv,

v-K (3.23)
w19 = va du + ¢u dv,
@13 = senqﬁdu,
w93 = — cos ¢ dv.
Considere, agora, o triedro mével associado a X dado por:
e = cos¢361 + sen&ég,
ey = —sen ¢ é; + cos ¢ és,
€3 = ég.
Entao, da Observacao 1.1.2, as 1-formas w1, ws,w;j, %,j = 1,2, 3, associadas a este triedro sao
w1 = COS(E&)l + sen&djg,
Wy = —sen ¢ @1 + cos ¢ W,
do + @19, (3.24)

w13 = €oS P D13 + sen ¢ Wos,

w12

wo3 = —sen ¢ W13 + cos @ Wa3.
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3.2. Congruéncias pseudo-esféricas

Observe que construir uma congruéncia pseudo-esférica [ com constante 6 é equivalente a en-
contrar um triedro mével {ey, ea, e3} em X tal que e1(qp) = wp e cujas 1-formas correspondentes
wi,w2,w;j, 4,7 = 1,2, 3, satisfazem a transformagao de Backlund

1
w1z = —— wg + cot B wq3. (3.25)
T
Assim, substituindo (3.24) em (3.25), temos
_ B 1 . - _ .
dp + @012 = —— (—sen p &1 + cos pwa) + cot B(cos ¢ W13 + sen ¢ Wa3).
T

Segue de (3.23) que

sen ¢ cos ¢

d _
Yy i e e

+ cot 6 cos ¢ sen ¢ du — cot @ sen ¢ cos ¢ dv

dé + ¢ du + ¢y dv =

sen ¢ dv+

sen? 6

e, como —K = ——, obtemos (da independéncia linear de du e dv) que
r

(3.26)

b, + ¢ = sen ¢ cos ¢ csc f + cot O cos ¢ sen @,
b, + ¢y = — cos psen ¢ csc § — cot § sen ¢ cos ¢.

Portanto, encontrar um campo de vetores unitario e; tal que I[(p) = p+re; é uma congruéncia
pseudo-esférica é equivalente a integrar o sistema de equagdes diferenciais parciais (3.26). Como

G + Dov =( cos ¢ cos ¢ csc ) — cot f sen ¢ sen ¢)<5v

- (sengﬁsenqﬁcsc@ - cot9005q§cos¢)¢v,
Bopu + Pun :( sen ¢ sen ¢ csc § — cot 6 cos ¢ cos qﬁ)q;u

— (cos ¢ cos pcsch — cot 0 sen g sen ¢) gy,

resulta que

v — Pou + Bov — Duu = (cosagcosqﬁcsc 6 — cot f sen ¢ sen gb) (¢ + Du)
— (senésemécsc@ — cot f cos ¢ cos (i))((f)u + o)

—sen ¢ cos ¢ (csc? B — cot? §) = — sen ¢ cos ¢.

Ou seja, a condicdo de integrabilidade do sistema (3.26), isto é, ¢,, = ¢, ¢ equivalente &
equagao de Sine-Gordon

¢uu - ¢vv = sen ¢COS ¢

Logo, pelo Teorema de Frobenius, existe um triedro mével {ej, es, e3} definido em uma vizin-
hanca Uy de qo, satisfazendo a transformacao de Béacklund e tal que e1(gg) = wg. Como wy nao
é direcao principal, podemos supor que Uy é uma vizinhanga suficientemente pequena tal que
e1(¢) ndo é uma direc¢do principal para todo ¢ € Uy.

Considere a aplicacdo X : Uy C R? — R? tal que

X(u,v) = X(u,v) +rei(u,v). (3.27)
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

Vamos mostrar que X é uma superficie parametrizada regular e que a aplicacdo I, que associa
X (u,v) a X(u,v), para cada (u,v) € Up, é uma congruéncia pseudo-esférica.
Usando a transformacao de Backlund obtemos

dX =dX + rdey

wi el + (wa +rwiz)es +rwises

1
wiel + {wg +r<— w2+cot9w13>]eg+rw1363,
T

isto é,

dX = wye; + I w13(605962 + sen963). (3.28)
sen 6

Como e; nao é uma diregao principal, segue da Proposicdo 1.3.6 que as 1-formas wi e wis
sao linearmente independentes. Portanto, da Proposicio 1.3.8, temos que X é uma superficie
parametrizada regular e os campos e; e (cos  ea+sen f e3) sao tangentes a X. Logo e; é tangente
comum a X e X. Além disso, sendo

e1 A (cosbey +senfes) = —senfey + cosfes

campo normal a X, o dngulo entre este e o campo normal a X é 6. Assim, [ é uma congruéncia
pseudo-esférica entre X e X tal que a distancia entre os pontos destas superficies é igual a
constante r. O

A superficie S é dita transformada de Béicklund da superficie S. Observe que os dois
parametros da familia de superficies de mesma curvatura negativa constante sao 6 e aquele
que corresponde a escolha do vetor unitario wy.

3.3 Transformacao de Backlund para a equacao de Sine-Gordon

Na Proposicao 2.3.3 vimos que as superficies pseudo-esféricas correspondem a solugoes nao
nulas da equagao de Sine-Gordon. Na Proposi¢do 3.3.1 veremos como a transformagao de Bé-
cklund fornece um método para a construcao de novas solugbes desta equacao a partir de uma
ja conhecida.

Proposigao 3.3.1. Seja ¢(u,v) uma solugio da equagao de Sine-Gordon
Puu — Pyy = s€n ¢ cos ¢

e 0 uma constante. Entao o sistema

{ g[;u + ¢y = sean)COsﬁbCSCQ + cot Ocosqgsen 2 (3.29)

b, + ¢y = — cos psen ¢ csc ) — cot § sen ¢ cos ¢
¢ integrdvel. Além disso, ¢ é solugio da equagdo de Sine-Gordon.

Demonstracao. Faremos a prova desta proposicao de duas maneiras: analiticamente e geome-
tricamente. Vamos primeiro apresentar a prova geométrica.
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3.3. Transformagao de Backlund para a equagao de Sine-Gordon

Considere ¢ uma solugao nao nula da equacao de Sine-Gordon. Pela Proposigao 2.3.3, existe
uma superficie parametrizada regular X (u,v), (u,v) € U, associada a ¢ e de curvatura gaussiana

K = —1, determinada pelas formas quadréticas

I = cos? ¢ du? + sen? ¢ dv?

IT = sen ¢ cos ¢ (du® — dv?).
Do Teorema da Integrabilidade, fixado um vetor unitario nao principal wg € Tx )X, g0 € U,
existe um triedro mével {ej, e, e3} associado a X, definido numa vizinhanga Uy C R? de qo,

tal que e1(qo) = wo e que satisfaz a transformagdo de Bécklund. Mais ainda, a aplicagio
X : Uy — R? dada por
X =X +re; =X +r(cospé +sen¢éy),
onde 7 = sen @, é uma superficie parametrizada regular de curvatura gaussiana K = K = —1,
sendo €1, €2 campos de diregbes principais. Além disso, de (3.20), (3.23) e (3.24), temos que
I=0? + @3 =wi+wly
= (cos p1 + sengz_ﬁcDQ)Q + (cos ¢ @3 + sencﬁd)Qs)Q

= cos? ¢ du® + sen? ¢ dv®.

Da mesma forma, usando também (3.22), resulta

I=® 013+ by a3 = w1 (—senfwig + cosfwis) + w1z was
= W1 w2 +wizwa3
= (cos @1 + sen dp@z)(— sen ¢ &1 + cos ¢ @o)
+ (cos @13 + sen ¢ Wa3)(— sen G @13 + cos G Wa3)
= sen ¢ cos ¢ (—du? + dv?),

1
onde na terceira igualdade usamos a transformacao de Béacklund, wio = ——ws + cotfwis.
_ r
Portanto, as formas quadraticas da superficie X sao:
I = cos? ¢ du® + sen? ¢ dv?,

I = sen ¢ cos ¢ (—du? + dv?).

Segue, assim, da equagao de Gauss, que ¢ é também solugcao da equacao de Sine-Gordon.
Para demonstrar esta proposicao analiticamente, basta derivar a primeira equagao do sistema
(3.29) com relagéo a varidvel v, a segunda com relagdo a varidvel u, obtendo, respectivamente:

G + P = (cos@cosgbcsc@ — cot@senésenq&)qgv — (senésenqﬁcsc@ — Cot9008$c05¢)¢v,
Goy + Guu = (Senqgsemﬁcsc& — cotﬁcosécos@(ﬁu — (cos&cos¢1csc€ — cotHsencﬁsen@(bu.

Assim, subtraindo a primeira equagao da segunda e utilizando a transformacao de Béacklund,
obtemos que ¢,,, = ¢,,,. Conseqiientemente pelo Teorema de Frobenius, fixada a condicao inicial
é(ug,vp), existe uma tinica solugdo ¢ do sistema (3.29) definida numa vizinhanga de (ug,vp).
Além disso, ¢ é solucao da equacao de Sine-Gordon. De fato, segue da equacio de Gauss que
! KNE)U) . <(@>u) } _ S —bu
VEG I\ VG /, VE /.

K:— = — =
cos ¢ sen ¢
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

e, como X possui curvatura gaussiana K = —1, obtemos
¢uu - d)v'u = sen ¢COS ¢
]

Observacgao 3.3.2. Segue da prova do Teorema de Integrabilidade que a transformacao de
Béacklund 1
w12 = —— wo + cot B wis
r

é equivalente ao sistema (3.29), o qual também nos referimos por B(f), onde 0 < 6 < 7.

A solugdo ¢, obtida integrando a transformacdo de Bicklund (3.29) com constante 6, é
denominada solugdo associada a ¢ por B(6):

B(0)

Figura 3.3: Diagrama da transformacao de Béacklund.

A seguir vamos obter a superficie de Kuen como transformada de Béacklund da pseudo-esfera.

Exemplo 3.3.3 (Transformada de Backlund da pseudo-esfera). Seja X (u,v) a parametrizagao
da pseudo-esfera dada por:

X (u,v) = (sechu cosv,sechusenv,u — tanhu).
No Exemplo 2.3.6, vimos que a fungao ¢(u) definida por
cos ¢ = tanhu, sen ¢ = sechu

é uma solucgao da equacao de Sine-Gordon. Derivando estas relagdes com relagdo a u e v, obtemos

Logo, segue da Proposicdo 3.3.1 que para obter outras solucdes ¢ da equacio de Sine-Gordon,
basta integrar a transformacdo de Béacklund:

¢u = sen ¢ tanh u csc @ + coth @ cos ¢ sech u,
0 €R.

¢y — sechu = — cos ¢ sech u csc § — cot f sen ¢ tanh u,

. 7T .
Considerando 0 = X temos o sistema

¢u = sen ¢ tanh u,
by = (1 — cos ¢) sech u,

cujas solugoes sao dadas por:

cot (g) = (—v + ¢) sechu, ceR.
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3.3. Transformagao de Backlund para a equagao de Sine-Gordon

Para cada solucdo ¢ encontrada, a superficie dada por

X=X+re
= X + (cos ¢ cothu X, + sen ¢ coshu X))

é uma superficie de curvatura gaussiana —1. A superficie X é chamada de superficie de Kuen.

Figura 3.4: A pseudo-esfera (a esquerda) e a superficie de Kuen (& direita), obtida para ¢ = 1.

Observacgao 3.3.4. A Proposicao 3.3.1 vale para qualquer solucao da equagao de Sine-Gordon,
em particular para a solugao ¢ = 0, mesmo que ela nao esteja associada a nenhuma superficie.
Neste caso a transformacao de Bécklund (3.29) se reduz a

¢,, = sen ¢ csc b,
6, = —sen ¢ cot 6.

Para cada 6 # 0, a solucdo ¢ desse sistema dada por:

tan% _ eucscefvcotG%»c7 ce R,
representa uma nova solugao da equagdo de Sine-Gordon. Assim, do Lema 2.3.5, temos

sen ¢ = sech(ucscf — vcotf + c),

cos ¢ = — tanh(ucscf — vcot 6 + c).
Além disso, a superficie X associada & solucio ¢ é determinada pelas formas quadraticas:

I = cos? ¢ du? + sen? ¢ dv?,

I = sen ¢ cos ¢ (du? — dv?).
Em particular, tomando ¢ =0¢e 6§ = g, obtemos
sen ¢ = sech u, cos ¢ = — tanhu,
ou seja, X é a pseudo-esfera (veja o Exemplo 2.3.6).
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

Observacgiao 3.3.5. A transformagio de Backlund dada pelo sistema (3.29) pode ser reescrita
mais simplificadamente se considerarmos a mudanca para coordenadas assintoticas:

u—+v

xr =
2 )
_u—v
Y= 9

De fato, como
% (ngw + ¢y + b — qby) = sen ¢ cos ¢ csc O + cot 6 cos ¢ sen ¢,
% (2 — Gy + du + &y) = — cos psen ¢ cscf — cot §sen ¢ cos ¢,
somando e subtraindo estas equacoes, a transformacao de Backlund se reduz a
Gy + G0 = psen(¢ — ),

_ _ 3.30
¢y—¢y:isen<¢+¢), (3:30)

1—cosf
ondep:W#O.

3.3.1 O Teorema de Permutabilidade de Bianchi

Considere ¢ e ¢ solugdes associadas a ¢ por B (01) e B(62), respectivamente. Apresentaremos,
agora, um resultado do L. Bianchi que mostra que existe uma outra solugao ¢* # ¢ associada a
¢ e ¢ por transformacio de Biacklund. Mais precisamente:

Teorema 3.3.6 (Teorema de Permutabilidade de Bianchi [7]). Sejam ¢ e q=5 duas solugoes da
equagdo de Sine-Gordon que estdo associadas a ¢ por B(01) e B(02), respectivamente. Entao,

se 01 # 0y, existe uma tinica solucdo ¢* associada as solucdes ¢ e ¢ por B(62) e B(0y), respecti-
vamente. Além disso, ¢* € determinada algebricamente por

sen b2 161

¢ =0 _ 2 ¢ -

tan g = - tan 5 (3.31)
sen ———

2

-l

Demonstracdo. Por hipétese, as solucdes ¢ e qz:5 sdo associadas a ¢ pelas transformagoes de

Béacklund B(6;) e B(62), respectivamente. Da Observagao 3.3.5 temos que
QB:L» + ¢$ =n sen(qg - ¢)7
_ 1 - (3.32)
Oy = Oy = —sen(9 + ),
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3.3. Transformagao de Backlund para a equagao de Sine-Gordon

{ 51 + ¢z =12 SBH((Z - ¢)7

- 1 - 3.33
¢y7¢y:gsen(¢+¢)7 ( )
onde
ry = 10050 i=1,2.
sen 0;
Queremos obter ¢* que satisfaca aos sistemas:
Oy + ¢y = r2sen(¢” — ),
_ 1 _ (3.34)
(b; - ¢y - E Sen(¢* + ¢)7
G+ 6y = § sen(¢* — 9),
(3.35)
5y = 6y = - sen(s” + ).

Suponha que uma tal ¢* exista. Subtraindo as primeiras e segundas relagées de (3.32) e
(3.33), obtemos

by — Gy = 7"1 sen(¢ — ¢) — rasen(p — @),

1 (3.36)
5y = 8y = - sen(d+¢) - sen(3+ ).
Da mesma maneira, subtraindo as correspondentes de (3.34) e (3.35), temos
QE - (Zx =T2 Sen(¢* - (l_ﬁ) - Sen(¢* - 5)7
1 1 . - (3.37)
Gy = 0y = - sen(@" +6) + - sen(” +).
Asgsim, de (3.36) e (3.37) resulta que
ri(sen(6 — ) + sen(¢” = 9)) = ra(sen(9” — ) +sen(6 — ¢)), (338
ri(sen(¢° + @) — sen(¢ + ) = ra(sen(¢” + ¢) — sen(6 + ¢)).
Utilizando a identidade trigonométrica:
sen(a £ b) cos(a Fb) = %(sen 2a + sen 2b),
temos que
sen(¢* — @) + sen(¢ — @) = 2sen <¢* —¢ + M) cos <¢* +é_ M),
2 2 2 2
sen(¢* — @) + sen(¢ — @) = 2sen <¢*2_ ¢ _9- 5 ¢) cos <¢*;¢ - QS;¢>
e, portanto, as relagoes (3.38) sdo ambas equivalentes a
rlsen<¢* ¢ ¢2¢) = rgsen (¢*2—¢_¢;¢>. (3.39)

Usando a identidade trigonométrica

sen(a £+ ) = senacos B + sen 5 cos «
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

em (3.39) e substituindo 71 e rg pelas respectivas expressoes, obtemos

02 + 0, L
o*—¢ ST ¢ »—¢
= an .
2 0o — 01 2
sen ——

tan

Note que ¢* assim definida satisfaz as relagoes de (3.34) e (3.35) (veja [7], p. 7). Portanto,
das relacoes acima segue que ¢* existe e é Unica. O

Exemplo 3.3.7. Considere a solucao ¢ = 0 da equacao de Sine-Gordon. Como visto na Obser-
vacao 3.3.4, para 6 # 0, obtemos uma nova solucao ¢ desta equacdo, dada por:

¢ _ _ucscH—wvcotO+c

tan 5= e , ceR.
. ™ 7T .
Em particular, para ¢ = 0 e escolhendo 6, = 5 0y = 1 obtemos, respectivamente:
tang =", tan% = eV2u—v,

Entao, da equacao (3.31) do Teorema de Permutabilidade (conhecida como férmula de super-
posigao), obtemos uma quarta solucdo ¢* da equagao de Sine-Gordon:

6\/5 u=v _ U

¢ _
-

tan

241) ————.

Se considerarmos a interpretacao geométrica das solugoes da equacgao de Sine-Gordon e
da transformagao de Béacklund, podemos enunciar o Teorema de Permutabilidade da seguinte
maneira.

Teorema 3.3.8 (Teorema de Permutabilidade). Sejam S, S, S superficies parametrizadas re-
gqulares ely : S — S ely: S — S congruéncias pseudo-esféricas com constantes (61,71) e
(02,19), respectivamente, sendo 0; € (0,7) er; >0, i =1,2. Se 6 # 02, entdo existe uma dnica
superficie S* e congruéncias pseudo-esféricas lo : S — S* el : S — S* com constantes (02,72)
e (01,71), respectivamente, tais que

laoly =10l

ou seja, o diagrama sequinte € comutativo:

S
YN
S S*
k\ _ Zl
S

Demonstra¢do. Sejam X7X7):( : U ¢ R? - R3? parametrizacoes das superficies S, S e §,
respectivamente, tais que

X=X+re, )=(:X+T2€1,
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3.3. Transformagao de Backlund para a equagao de Sine-Gordon

sendo {e1, e2,e3} e {€1, &2, e3} triedros mdveis associados & superficie X. Considere para X e X

os respectivos triedros moéveis:

61 = 761,

eh = cos b ez + sen b e, (3.40)
eg = —senfq es + cos b e3

e
"o

€1 = —€q,

el = cos By &5 + sen O e3, (3.41)
ey = —sen 0y &3 + cos b e3,

onde e; e €; sdo campos de vetores unitarios tangentes a X na dire¢do das retas de p a p = l1(p)
e de p a p = Ily(p), respectivamente.
Defina as matrizes

1 1

0 _ —— 0
A= | V-K , A= v—K ,

0 1 0 1

onde K é a curvatura gaussiana da superficie X, e

L 0
Di=| ; i=1,2.
0 cotb;
Seja C' a matriz ortogonal tal que:
€ = Cij €5, 1,7 =1,2, (3.42)
e considere a matriz B tal que
BF =FE, (3.43)
sendo
E=A(D,C — Dy), F=A(D; - DyC).
Note que
1 1
_— = 0
A% = K e D= 1? , i=1,2
0 1 0 cot?6;
Portanto, como do Teorema de Bécklund,
sen2291 :—K:SQHZGQ, (3.44)
1 r3

entao
A% (D? — D32) = (cot? 0; — cot? f,)Id.

Além disso, de
E'E = (D, C — D3)'A*(D, C — Dy),

F'F = (D) — DyC) A*(Dy — Dy C) = (D1 — Dy C) A*(Dy — Dy C)
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

D;A*D; = A’D;D; = A*D;D;, i,j=1,2,

segue que E'E = F'F, ou seja, B é uma matriz ortogonal.

Definimos, entao, os campos de vetores tangentes a X e X, respectivamente, por

& = By, &l = By e, ij=1,2. (3.45)

Considere agora as congruéncias pseudo-esféricas dadas por:

Iy : S — I3(S) e I : S —I(
— D+ 128 pr—p+

he]

vamos provar que

Zgollzilolg.

Temos que, para todo p € S,

(lool)(p) =bp+re)=p+rie +re,
(Zl OlQ)(p) = 1(p+1“2 él) =p+reer+11 élll.

Usando (3.40), (3.41), (3.42) e (3.45), obtemos

rier+reé) — (reep +r€)) =[r1 — (Bi1 + C11) o — r1 (—B11C11 + B12021 cos62)] e;
+ [ra (Biacos by — Ci2) — r1 (—B11C12 + B12Ca2 cos ba)] eo

+ Bia(resenf; — risenfs) es.
Note que, de (3.43) e do Teorema de Béacklund, resulta

71 — (B11 + C11) r2 — 71 (=B11C11 + B12C21 cos ) =
1+ B11Ci1 1 — (Bi1 + Ci1) 2 + B1oaCovV—Krira cot 6y = 0,
2 (Bi2 cos By — C12) — 71 (= B11C12 + B12Caz cos ) =
Cia(B117m1 — 13) + V=K r1ra(Bia cot 01 — CayBia cot By) = 0

e, de (3.44), temos também que
rosenfy —rysenfly =0,
de onde segue o resultado. Observe que a superficie
5 :=1,(8) = 11(S).
O

Vamos ilustrar o Teorema de Permutabilidade 3.3.8 em uma composi¢do de transformacoes
de Backlund aplicada a pseudo-esfera.
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3.3. Transformagao de Backlund para a equagao de Sine-Gordon

Exemplo 3.3.9. Considere a parametrizacao da pseudo-esfera

X (u,v) = (sechucosv,sechusenv,u — tanh u),

que vimos ser associada a solucao ¢ da equacao de Sine-Gordon dada por tan ? =e"

Do Exemplo 3.3.3, sua transformada de Backlund por 6, = Téa superficie

X = X + cos ¢ cothu X, + sen ¢ coshu X,
associada a ¢ dada por
cot (g) = (—v+c¢) sechu. (3.46)

o ;. . . . 7T
Similarmente, obtemos uma outra superficie associada a X integrando o sistema B <7):

b, = V2sen ¢ tanh u + cos ¢ sech u,
<Zv = sechu(l — V2 cos (Z) - sengtanhu,

cuja solugao é dada por

tan (f) =(V2+1) e/

eu

PR s (3.47)

Esta solucao estd associada a superficie

- 2 - -
X=X+ g (cos ¢ cothu X, + sen ¢ cosh u X,,).

Segue da prova do Teorema de Permutabilidade, que a matriz C, definida por (3.42), é

Calculando a matriz B, definida por (3.43), concluimos que a quarta superficie X*, associada a
X por B(fy) e a X por B(f1), é dada explicitamente por:

X*=X+re =X+ 5

(=Bi1e1 + Biges),

onde ez é o campo de vetores normal & superficie X, e; = cos ¢2 €1 + sen ¢ €5 €

€1 = sec ¢ Xy, €2 = csc ¢ Xy.
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Capitulo 3. Congruéncias de retas pseudo-esféricas

Figura 3.5: Diagrama de permutabilidade de Bianchi para a pseudo-esfera.

Observacgao 3.3.10. Na Proposicao 3.3.1 vimos que, dada uma solucao real ¢ da equagao de
Sine-Gordon, obtemos uma outra solucao real desta equacgao integrando a transformacao de
Bécklund B(#), 8 € R. Considerando, agora, um numero complexo z1, a solugdo ¢; obtida
integrando B(z1) assume valores complexos. Mais ainda, se z2 = Z1 e ¢ é obtida integrando
B(ZQ)I

P2y + Py = sen ¢ cos ¢ csc 2o + cot 29 cos Po sen ¢,

Py + Py = — COS P9 S€n @ €S 29 — cot 23 sen o cos ¢,

entdo ¢ = ¢1. De fato, este resultado segue conjugando o sistema B(z1):

O1u + by = sen ¢ cos ¢ csc Z1 + cot Z; cos ¢y sen @,

lev + ¢y, = — cOs q31 sen ¢ csc Z; — cot z1 sen gz% cos ¢.

Observe que a solucao ¢* obtida por (3.31) é real, pois:

sen 2121
Pt —¢ 2 o1 — P2
tan 5~ 72 — 71 tan 2
2
sen(Re z1)
— SMURCED (T
senh(Zm 21) anh(Zm ¢1),

onde foi usado que sen(iy) = i senh(y) e cos(iy) = coshy.
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3.4 Transformacao de Backlund para a equacao de Sine-Gordon
eliptica

No Capitulo 3 vimos que as superficies parametrizadas regulares de curvatura gaussiana
constante positiva estao associadas as solugoes da equagao de Sine-Gordon eliptica

A¢ = — senh ¢ cosh ¢. (3.48)

Nesta secao, vamos apresentar a transformacao de Backlund para esta equagao e obter o corres-
pondente do Teorema de Permutabilidade 3.3.6.

Teorema 3.4.1. Seja ¢(u,v) uma solugao da equagdo de Sine-Gordon eliptica e 6 € C. Entdo
a transformacao de Backlund

(3.49)

¢ + 1 ¢, = senh 6 cosh ¢ senh ¢* + cosh 6 senh ¢ cosh @™,
i ¢y + ¢, = — senh 0 senh ¢ cosh ¢* — cosh 6 cosh ¢ senh ¢*,

é integravel. Mais ainda, ¢* € uma outra solugdo de (3.48).

Demonstrag¢do. Para mostrar que a solugdo ¢* existe, isto é, que (3.49) é integravel, vamos
verificar que ¢y, = ¢;,. Assim mostrado, segue do Teorema de Frobenius que, existe uma tnica
solucdo ¢*, num dominio simplesmente conexo, que satisfaz a condigdo inicial ¢*(ug, vo).

De fato, derivando a primeira equacao do sistema (3.49) com relagdo a v e a segunda com
relagao a u, obtemos, respectivamente,

@iy + @ Gy =] senh @ senh ¢ senh ¢* + cosh 6 cosh ¢ cosh ¢*] @,
+ [ senh 0 cosh ¢ cosh ¢* + cosh 0 senh ¢ senh gb*] oy,

i ¢}, + duu = — [senh @ cosh ¢ cosh ¢* + cosh 6 senh ¢ senh ¢*| p,
— [ senh 6 senh ¢ senh ¢* + cosh 6 cosh ¢ cosh qb*] oy

Somando a primeira relacdo com a segunda multiplicada pelo imaginario puro 4, temos

oy — o, + 1A = —i[senh 0 senh ¢ senh ¢* + cosh 6 cosh ¢ cosh ¢*| (@), + i)
— i[senh 0 cosh ¢ cosh ¢* + cosh 0 senh ¢ senh ¢™| (i}, + Pu)
= —isenh ¢ cosh ¢.
Como ¢ é solucao de (3.48), segue que ¢, = ¢, isto é, fixada uma condicao inicial ¢*(ug, vg),
a solugao ¢* existe e é unica.
Para mostrar que ¢* é também solucdo da equagao (3.48), basta derivar a primeira equagao
de (3.49) com relacdo a u e a segunda com relacao a v, obtendo

Doy + 1 Py, = [senh 0 senh ¢ senh ¢* + cosh 6 cosh ¢ cosh qS*] Ou
+ [ senh 6 cosh ¢ cosh ¢* + cosh 0 senh ¢ senh gzﬁ*] o,

i ¢}y, + duv = —[ senh 6 cosh ¢ cosh ¢* + cosh 6 senh ¢ senh ¢*| ¢y,
— [ senh 6 senh ¢ senh ¢* + cosh 6 cosh ¢ cosh ¢*] ¢}
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Assim, somando a primeira equagao com a segunda multiplicada por (—%), obtemos

(b;km + ¢:v + Z[(bvu - ¢uv] = —senh ¢* cosh (]5*7

isto é,
A¢* = — senh ¢* cosh ¢*.
O

Denotaremos por B(f) a transformacéo de Bicklund dada pelo sistema (3.49) e denominare-
mos a solugao ¢*, obtida a partir de ¢, de solucdo associada a ¢ por 3(9)
Provaremos uma férmula de superposi¢ao para a equagao de Sine-Gordon eliptica.

Teorema 3.4.2 (Teorema de Permutabilidade). Sejam ¢1 e ¢o duas solugdes da equagdo de
Sine-Gordon eliptica associadas a ¢ por B(01) e B(0y), respectivamente. Se 01 # 0o, entdo existe
uma unica solu¢ao ¢* associada a ¢1 € P por B(@g) e B(Gl), respectivamente. Além disso, ¢*
€ determinada por:

1 — P2

01— 0

" —¢

tanh 5 = coth tanh 5 (3.50)
Demonstragio. Como, ¢y e ¢o sio solucoes associadas a ¢ por B(61) e B(6s), respectivamente,
temos
14 + i, = senh 0y cosh ¢ senh ¢; + cosh 6; senh ¢ cosh ¢, (3.51)
i1y + ¢ = — senh 01 senh ¢ cosh ¢1 — cosh 01 cosh ¢ senh ¢, .
e
P2y + i, = senh Oy cosh ¢ senh ¢o + cosh 02 senh ¢ cosh ¢a, (3.52)
iy + ¢y, = — senh Oy senh ¢ cosh o — cosh O, cosh ¢ senh po. -
Queremos encontrar ¢* satisfazendo
@ + i1, = senh O cosh ¢y senh ¢* + cosh O senh ¢1 cosh @™, (3.53)
it + ¢14, = — senh O3 senh ¢1 cosh ¢* — cosh 6 cosh ¢; senh ¢* '
e
¢ + ie, = senh @ cosh ¢y senh ¢* + cosh 61 senh ¢ cosh ¢*, (3.54)
iy, + 2, = — senh 61 senh ¢y cosh ¢* — cosh 61 cosh ¢o senh ¢™. .
Suponha que ¢* exista. Assim, subtraindo as equagoes correspondentes de (3.51) e (3.52)
temos

@14 — P2y, = senh 01 cosh ¢ senh ¢1 + cosh 81 senh ¢ cosh ¢
— senh s cosh ¢ senh ¢ — cosh 05 senh ¢ cosh ¢o,
id1o — 12y = — senh 01 senh ¢ cosh @1 — cosh 6 cosh ¢ senh ¢;
+ senh 65 senh ¢ cosh ¢ + cosh 65 cosh ¢ senh ¢5.

Analogamente, subtraindo as equagdes correspondentes de (3.53) e (3.54), temos

i1y — itha, = senh Oy cosh ¢1 senh ¢* + cosh Oy cosh ¢y cosh ¢*
— senh 67 cosh ¢9 senh ¢* — cosh 61 senh ¢, cosh ¢*,
@14 — P2u = — senh O senh ¢ cosh ¢* — cosh 05 cosh ¢ senh ¢*
+ senh 67 senh ¢5 cosh ¢* + cosh 61 cosh ¢ senh ¢*.
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Igualando as expressoes correspondentes, obtemos

senh 6, [senh ¢1 cosh ¢ — senh ¢ cosh (b*]
+ cosh 6 [senh ¢ cosh ¢1 — senh ¢* cosh QSQ]

(3.55)
+ senh 65 [ senh ¢ cosh ¢* — senh ¢ cosh (;3]
+ cosh 6 | senh ¢* cosh ¢1 — senh ¢ cosh ¢2] = 0
e
senh 6 [ senh ¢ cosh ¢; — senh ¢* cosh QSQ]
+ cosh 61 [senh ¢1 cosh ¢ — senh ¢, cosh ¢*] (3.56)
+ senh 6o [senh @* cosh ¢1 — senh ¢ cosh gbg} '
+ cosh 6y [ senh ¢ cosh ¢* — senh ¢ cosh ¢] =0.
Utilizando a identidade
~ — b—d b+d
senh a cosh b — senh ccoshd = L(tanh a-c + tanh 5 tanh % tanh a ;_ C),
onde
i (1 — tanh? %tanh2 %) (1 — tanh? %tanh2 %)
(1 — tanh? %) (1 — tanh? %) (1 — tanh? %) (1 — tanh? %) ’
obtemos, de (3.55), que
tanh 2 ; 92 [Senh 61 + senh 92} + tanh 9 ;¢ [cosh 61 — cosh 92]
+tanh 2= tann 252 ann 1 ;r b2 [senh 6 — senh 6]
+ tanh o1 ; 92 tanh o1 ;— 92 tanh ¢ —;(b [cosh 01 + cosh 92] =0.
Conseqiientemente, como
—b b
cosh a 4+ cosh b = 2 cosh a4 5 cosh a ; ,
cosh a — cosh b = 2senh a—b senh a4 ; b,
+b b
senh a £+ senh b = 2senh a4 cosh a4 ;F ,
segue que, ou vale (3.50) ou
*
tanh 4 ;— L tanh o1 ;—92 coth ¢1 ;@. (3.57)

Procedendo da mesma maneira com a relagao (3.56), obtemos que ou vale a equagdo (3.50) ou

"+

tanh 9 = — coth 61+ 62 coth o1+ ¢2.

2

(3.58)

Observe que, supondo que néo vale a equacao (3.50), entdo de (3.57) e (3.58) temos que

0, +0
tanh fitba = 41, o que é absurdo. Assim, segue que ¢* existe e é determinada algebricamente
por (3.50). O
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Do Teorema de Permutabilidade segue que, a partir de uma solucao real da equacao de
Sine-Gordon eliptica, obtemos uma familia de solugoes reais da mesma equagao, como veremos
no seguinte:

Corolario 3.4.3. Sejam ¢ e ¢1 duas solugdes da equagao de Sine-Gordon eliptica (3.48) tal que
@1 € associada a ¢ por B(Ql), onde 01 € C. Entdo, se ¢ € uma funcdo a valores reais, a fun¢do
¢* definida por

tanh ¢ 2_ ¢ _ tanh(Re 61 ) tanh(Re ¢1) (3.59)
é uma outra solugao real de (3.48).
Demonstrag¢do. Por hipdtese, ¢1 é associada a ¢ por 3(91). Tomando ¢y = —¢y e Oy = i — 0,

vamos mostrar que ¢o esté associada a ¢ por B(6s), isto é,

P2y + @ Py = senh b5 cosh ¢ senh o + cosh 6 senh ¢ cosh ¢o,
1 oy + ¢, = — senh 6y senh ¢ cosh o — cosh 0 cosh ¢ senh ¢o.

Provaremos somente a primeira equagao deste sistema, pois a segunda segue de forma andloga.
Note que a equagao referida equivale a

—p14 + ipy = —senh(mi — 1) cosh ¢ senh(—¢1) — cosh(mi — 61) senh ¢ cosh(—¢y),

isto é,

—@1u + i¢y, = —senh 01 cosh ¢ senh ¢; — cosh 6, senh ¢ cosh ¢,

de onde, por conjugacao, resulta que
@14 + 1, = senh 67 cosh ¢ senh ¢ + cosh 67 senh ¢ cosh ¢,

que vale, por hipétese. Assim, do Teorema de Permutabilidade, a solucdo ¢* associada a ¢ e
@9 por B(03) e B(61), respectivamente, dada por

tanh o —¢

T .
= coth (Re 01 — 3 z) tanh(Re ¢1)
= tanh(Re 6;) tanh(Re ¢1)

é uma outra solucao de (3.48).
Observe que, como a expressao da direita é menor que 1 e real, esta equacao é compativel e
a funcdo ¢* é a valores reais. O

Decorre deste corolario que para cada solugao real da equagao de Sine-Gordon eliptica,
obtemos uma familia a 4 parametros de solugdes reais da mesma equacgao. Estes parametros
provem das partes reais e imaginérias de 67 e da condigao inicial ¢ (ug,vo)-

Aplicaremos este resultado no seguinte

Exemplo 3.4.4. Considere a solucao ¢ = 0 da equacao de Sine-Gordon eliptica. Do Teo-
rema 3.4.1, para cada #; € C, existe uma familia de solugbes ¢; satisfazendo a transformacao

de Backlund
{ ¢1u = senh 91 senh ¢1,

¢1, = i cosh 01 senh ¢,
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dada por:

1 .
tanh % — et senh 01 +1iv cosh €1+c’

(3.60)

onde a constante ¢ depende da condicao inicial ¢1(ug,vg). Considerando ¢ =0 e 6 € R, vamos

aplicar o Corolario 3.4.3 para obter uma familia de solugoes reais da equagao de Sine-Gordon

eliptica. De fato, a nova solugao ¢* de (3.48) é dada por

tanh % = tanh 6; tanh(Re ¢;).

Segue de (3.60) que
coshgpy — 1

e?(usenh 61+ivcosh01) _ tanh2 @ _ 7
2 coshop +1

isto é,
cosh ¢1 = — coth(usenh 6y + iv cosh 6)

e, portanto,
senh ¢; = — cossech(usenh 81 + iv cosh 67).

Separando as partes real e imaginaria de (3.61) e (3.62), segue que

cos(v cosh 61)
t h =
anh(Re ¢1) cosh(usenh6y)’
de onde obtemos
o8 cos(v cosh 61)

tanh — = tanh ) ———— .
i an 1cosh(usenh91)
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Capitulo 4

Congruéncias de Guichard

Dedicaremos este capitulo ao estudo de dois importantes teoremas de C. Guichard relaciona-
dos a teoria das deformacgoes das congruéncias de retas normais. Estes teoremas permitirao
obter pares de superficies de mesma curvatura média constante ou de mesma curvatura gaus-
siana constante nao nula, a partir de superficies isométricas a certas superficies de revolucao.
Tais teoremas, como o mesmo L. Bianchi ressalta em [6], foram apresentadas em 1899 pelo
autor no trabalho [17], porém sem as demonstragdes. A partir deles, Bianchi deduz novas trans-
formacoes de superficies de curvatura constante cujo assunto é o principal objeto de estudo do
artigo [6].

Considere uma congruéncia de retas normal a uma superficie S, ou seja, suponha que seja
dada uma superficie Sg, flexivel e inextensivel, de pontos py dos quais saem segmentos de reta
pop normais em p a S. Se podemos deformar a superficie Sy de modo que os segmentos pop
acompanhem a superficie mantendo-se ligados a ela nos extremos pg, diremos que deformamos a
congruéncia dada. Veremos que o Teorema de Beltrami garante que para todas as deformagoes
So, de Sp, o lugar S que os extremos p descrevem (neste processo de deformacio) é sempre uma
superficie ortogonal aos segmentos pop, ou seja, que se obtém uma congruéncia de retas normal
as.

Suponha, entao, que para uma dada superficie Sy, a superficie S seja de Weingarten, isto é,
suas curvaturas principais k1, ko sao ligadas por uma relagao:

1/)(/'%1, Hg) = 0.

Nos propomos tratar do seguinte problema que foi proposto por Bianchi e por ele chamado de
“Problema A” em [6] (p. 186).

Problema 4.0.5. Quando acontece que, para toda deformagéo (isométrica) de Sy, as curvaturas
principais da superficie S estdo sempre ligadas pela mesma relacio ¢(F1, R2) = 07

Veremos que o Teorema de Weingarten fornece uma primeira resposta a este problema para
0 caso em que Sy é uma superficie de revolugdo e os segmentos de reta pgp sdo tangentes a Sy
(na dire¢@o dos meridianos) e normais a S.

Para iniciarmos o estudo deste problema, vamos formalizar a definicdo de congruéncia de
retas normal a uma dada superficie.
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4.1 Congruéncia de retas normal

Definigao 4.1.1. Seja Xy : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada regular e considere
X : U c R? = R? uma aplicacio diferencigvel definida por:

X(q) = Xo(q) + T(q9)&(q), qeU,

onde:
(i) T:U — R — {0} é uma aplicacao diferencidvel;

(ii)) £ : U — R3 é um campo diferencidvel de vetores unitdrios tal que <dX,§> = 0 (isto ¢,
VgeUeweR? (dXq(v),&(q)) = 0).

Entao a aplicagao
1: Xo(U) — X(U)
Xo(q) — X(q)
é chamada de congruéncia de retas normal a X.

Note que, se X for uma superficie parametrizada regular, da condigao (ii) resulta que, para
cada g € U, a reta determinada pelos pontos Xo(q) e X(¢) é normal a X.

Exemplo 4.1.2. Se X e X forem superficies paralelas a distancia a # 0, isto é,
X (u,v) = Xo(u,v) + aed(u,v),

onde eg é um campo de vetores unitarios normal a Xy, entao temos uma congruéncia de retas
normal a ambas as superficies.

Considere, agora, Xy : U € R?> — R® uma superficie parametrizada regular, eg um campo
unitario normal a Xy e uma congruéncia de retas dada por:

X = Xo + T, £ # +el.
Definindo €§ como sendo o campo unitério na dire¢io da projecio tangente de & em Xy, entdo,
X = Xo +T(cosfe) +senfel),

onde 6 é o angulo formado entre £ e €Y. A partir dos campos € e € determinamos um triedro
mével {e(f, 68, eg} associado a Xy e denotamos por w(l), wg, w?j, 1,7 = 1,2, 3, as 1-formas associadas
a este triedro movel. Ressaltamos que estas notacoes serao usadas no restante do capitulo.

A seguir apresentaremos a condicdo necessaria e suficiente para que uma congruéncia de
retas seja normal a aplicagao X. Este resultado serda muito utilizado no decorrer deste capitulo.

Lema 4.1.3. Uma congruéncia de retas
X = Xo + T(cosf el +senfel) (4.1)

€ normal a X se, e somente se,
cosw) +dT = 0. (4.2)
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Neste caso, temos

dX = (sen@w? — Tdh — Tws)(sen b el — cosbel)

+ (W9 4+ T coswldy — T'sen fwls) €9

—senfdf A w? + cosf dwi = 0. (4.4)
Demonstragdo. Por definigao, (4.1) é uma congruéncia de retas normal a X se, e sé se,
(dX,cosf ) +senf eg> = 0.

Assim, como
dX = dXo+d[T(cos0e? +send el)]
= (Wi 4 dT cos§ — T'sen® df — T'sen 6 wly) e
+ (WS + T cosfwdy — Tsenfwls) e

+ (dT'sen® + T cos B w5 + T cos 0 db) €3,

(4.5)

segue que

0= (w4 dT cos — T'sen df — T'sen O wl3) cosd
+ (dT'sen @ + T cos w5 + T cos 6 df) sen §
= cosOw? + dT.

Substituindo dT’ = — cos @ w) em (4.5) temos (4.3); a (4.4) se obtém derivando (4.2). O

Observagiao 4.1.4. No caso de X ser uma superficie parametrizada regular, de (4.3), usando

a Proposicao 1.3.8, segue que (senf e — cosﬁeg) e €J sdo campos tangentes a ela e, portanto,

podemos considerar o triedro mével associado a X dado por:

e1 =senf e —cosfel,
0
€2 = €y, (4.6)

e3 =cosfel +senfel.
De dX = wy e + ws eg, resulta novamente de (4.3) que

wi =senfw) — Tdh — Tws,

4.7
wy = w) + T cos @ wly — T'sen § ws, (4.7
e, de (4.6), temos
w19 = <del, €2> = Sen9w?2 + 0089w83,
w13z = <d€1, 63> =df + w?3, (48)

wag = (dea, e3) = — cos O wly + sen O wls.
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4.2 Sobre as deformacoes das congruéncias de retas normais

O préximo teorema nos garante que toda deformagao de uma congruéncia de retas normal
continua sendo uma congruéncia de retas normal.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Beltrami). Seja
X = Xo +T(cosfel +senfel) (4.9)

uma congruéncia de retas normal a X. Considere uma superficie Xo = 7(Xy), onde 7 € uma
isometria, e o triedro movel a ela associada dado por:

& =dr(ed), i=1,2 e =el N el
Entao
X = Xo+ T(cosf &) +senfel) (4.10)
¢ uma congruéncia de retas normal a X .

Demonstragdo. Como (4.9) é uma congruéncia de retas normal a X, do Lema 4.1.3, temos
cosfw? +dT = 0.
Como 7 é uma isometria,
) = <dX0,é?> =(dro dXo,dT(e(lJ)> = (dXo,€}) = W9,

Logo
cos w0 +dT =0,

de onde concluimos, novamente pelo Lema 4.1.3, que (4.10) é uma congruéncia de retas normal
aX. ]

Podemos resumir o Teorema de Beltrami com o diagrama:

Xo(U) —— X(U)

Xo(U) —— X(U)

e denominamos [ por congruéncia de retas associada al e a isometria 7. Dizemos também que
[ é uma deformacao da congruéncia l.

Note que se (sen§w) —Tdf — Tws) e (W) + T coshwly — Tsenfw)y) forem 1-formas linear-
mente independentes, segue de (4.3) e da Proposigao 1.3.8 que a aplicacdo X é uma superficie
parametrizada regular. Analogamente, X é uma superficie parametrizada regular se as respecti-
vas 1-formas também forem linearmente independentes. Assim, salvo mengoes explicitas, vamos
considerar este caso e denotaremos por S = X (U), S = X(U), Sy = Xo(U) e So = Xo(U).

Veremos, a seguir, uma primeira resposta ao Problema 4.0.5, no caso em que Sy e S sao
superficies paralelas, sendo Sy de curvatura gaussiana constante.

64



4.2. Sobre as deformagoes das congruéncias de retas normais

Teorema 4.2.2. Seja Sy uma superficie parametrizada reqular de curvatura gaussiana constante
Ky el:Sy— S uma congruéncia de retas normal a Sy e S. Entao,

(i) S é uma superficie de Weingarten, paralela a Sy, satisfazendo uma relagao

Y(K,H) = 0;

(ii) para toda isometria T : So — So, a congruéncia | (associada a l e T) determina uma
superficie de Weingarten S que satisfaz a mesma relacdo (K, H) = 0.

Demonstracdo. Sejam X, X : U C R? — R3 parametrizacoes das superficies Sy e S, respecti-
vamente, e denote por {eY, €9, e} um triedro mével associado a Xo.
Sendo I é uma congruéncia de retas normal a Xy, temos

X =Xo+Tej.
Como [ é também normal a X, resulta
0= <dX, eg> = <(w(1) — Twl3) el + (W) — Tws) € + dTel, eg> =dT,

isto é, T' é constante (ndo nula). Portanto, X é uma superficie paralela a X a distancia T e, da
Proposigao 3.1.7, suas curvaturas gaussiana e média sao dadas por:

Ky

Ho — T K,
K= 7
1— 2T Hy + 12K,

T 1-2THy + T°K,

H

Note que, isolando Hy da expressao de H e substituindo na de K, obtemos

Ko(1+2TH)

K_
1- 12K,

=0

e, portanto, X é uma superficie de Weingarten.
Considerando agora uma isometria 7 : Sy — Sy, a congruéncia de retas [ é dada por:

X:Xo-l-Tég,

sendo ég um campo normal a Xy. Assim, sendo a curvatura gaussiana de Xo, Ko = Kp, as
curvaturas gaussiana e média de X satisfazem a relagao

_ Ko(1+2TH)
K-20-T2
1-T?°K,

0 que termina a prova. L]
Um segundo resultado na dire¢do do tratamento do Problema 4.0.5 é dado por:

Teorema 4.2.3 (Teorema de Weingarten). Sejam Sy uma superficie de revolugio el : Sy — S
uma congruéncia de retas tangente a Sy na direcao dos meridianos e normal a S. Entdo,

(i) S é uma superficie de revolugio e de Weingarten, que satisfaz uma relagdo (K1, k2) = 0;

(ii) para toda isometria T : Sy — S, a congruéncia | (associada al e T) é normal a uma
superficie de Weingarten S, que satisfaz a mesma relagao (R, ko) = 0.
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Demonstracdo. Sejam X, X : U C R? — R? parametrizacoes das superficies Sy e S, respectiva-
mente, e considere {e!, e9, eg} um triedro mével associado a Xj tal que € é um campo unitario
tangente a Xy na direcdo dos meridianos. A congruéncia [ é dada por

X=X,+Tél.

Nao é restritivo supor que Xy seja uma superficie de revolucao ao redor do eixo z. Segue, do
Exemplo 1.3.4 e do fato que os coeficientes Ey, Fy, Gy sao fungoes somente do parametro u da
curva geradora de Xy, que

w(1)2 =B ng
(VGo)u
VExGo

Como [ é também uma congruéncia de retas normal a S, do Lema 4.1.3, resulta que

0=uwi +dT = \/Eo(u) du + dT.

Portanto, T' = T'(u), isto é, T' é constante ao longo dos paralelos. Disto segue que S é também

onde B(u) = é uma funcao diferenciavel que s6 depende da curva geradora.

uma superficie de revolugao.
Seja, como na Observagao 4.1.4,
el = —6g7 €2 = 6(2]7 €3 = 6(1)
o triedro mével associado a X e
w) = —Tw?3,

wy = w) + Twly = (14 TB)wy,

0
w12 = Was,
0
w13 = Wys,
0 0
w23 = 7(&)12 - 7BUJ2

as 1-formas associadas a este triedro. Destas relagoes segue que
1 B
w13:*TW17 WQSZ*WWZ
Logo, e1, ez s@o campos de diregoes principais de X e, da Proposicao 1.3.6, as curvaturas prin-
cipais de X sao dadas por:
B

== "1+ 7B

1
T 2=
e satisfazem a relagao:
ki1ka + B(k1 — k) = 0. (4.11)
Considere, agora, a superficie Xo = 7(Xj), isométrica a Xj, e
&) = dr(e?), i=1,2; e =elnes

o triedro mével associado a Xj. A congruéncia de retas [, associada a [ e 7, é dada por:

X = Xo +T étl).
i=1,

Como 7 é uma isometria, @9 = w? (

; ; 2) e, portanto, da Proposicdo 1.2.2, (D?Q = w?Q. Logo,

-0 _ n~0

w19 = By
e, seguindo o mesmo raciocinio usado anteriormente, vemos que as curvaturas principais de S
coincidem com k1 e k2 e, portanto, também satisfazem a relagao (4.11). ]
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4.2. Sobre as deformagoes das congruéncias de retas normais

4.2.1 Os Teoremas de Guichard

A seguir, continuaremos o estudo do Problema 4.0.5 apresentando os teoremas de C. Guichard,
estudados por L. Bianchi em [6] e que revelam a existéncia de novas solugées do problema para
o caso em que Sy é uma particular superficie de revolucao e os segmentos da congruéncia de
retas ndo saem mais, como no caso do Teorema de Weingarten, tangentes a superficie Sy.

Para tal, precisaremos destacar algumas superficies de revolugao.

Definigdo 4.2.4. (i) Paraboldide de revolucdo é obtido pela rotacio da curva 22 = 2az,

a
onde a > 0, em torno do eixo z. O ponto (0, 0, 5), que é o foco de qualquer meridiano, é

dito foco do paraboloide.

(ii) Elipsdide de revolugdo é obtido pela rotagao da elipse
z? 22

+b7:1, b>a>0,

a2

em torno do eixo z. Os pontos (0,0, +c), onde b? = a® + 2, que sdo os focos de qualquer
meridiano, sao denominados focos do elipsdide.

(iii) Hiperboldide de revolugdo de duas folhas é obtido pela rotagdo da hipérbole

22 g2

P2

em torno do eixo z. Os pontos (0,0, +c), onde a® + b> = 2, que sdo os focos de qualquer
meridiano, sao ditos focos do hiperboloide.

O paraboléide de revolugao é o I Teorema de Guichard

Teorema 4.2.5 (I Teorema de Guichard (Parte A)). Seja Sy um paraboléide de revolugdo e
considere a aplica¢do

l:5) — R?
p — F

9

onde F' ¢ foco de Sy. Entdo, para toda isometria T : Sy — Sp, a congruéncia de retas l, associada
al eT, € normal a uma superficie minima.

Demonstracdo. A superficie Sy é parametrizada por:
2

Xo(z,v) = (x COS v, T sen v, ;—), (4.12)
a

a
com foco F' = (0, 0, 5), a > 0. Considere o seguinte triedro mével associado a Xj:

e’ (Xo) 1 (acosv,asenv, )
X0l T Vet ’ Y
0 (XO)v
e5 = = (senv, — cos v, 0), (4.13)
2 1ol
1
=A€Y (—x cosv, —zsenv,a),

\/m2 + a?
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Capitulo 4. Congruéncias de Guichard

onde e(l) e eg sao campos de direcoes principais pois sao tangentes aos meridianos e paralelos de

X, respectivamente. Entao, da Proposigao 1.3.3, as 1-formas associadas a este triedro sao:

0 V2 4+ a?

w); = ——dz,
a
W) = —zdv, (4.14)
—2 _w=8B B=-——2%__
w = v = Wao, - — .
P Vit a? ’ wa? + a?
Como
dw?y = —LS dz A dv,
(22 +a?)2
da equacdo de Gauss, dw, = —Kow! A w9, segue que a curvatura gaussiana de Xo é
2
a
A aplicacao [ é dada por
F = Xo+T(cosfel +senfel),
onde T' é uma fungao diferencidvel a valores reais nao nula. Supondo 7" > 0, como
2 2
¢ +a
IT] = IF - Xo = T2,
a
resulta
T — z? 4 a27
2a
<F — Xo, €[1)> T
cosf = = , 4.16
T Va? + a? (4.16)
0
senf = <F_X0’e3> = a

T Va2 + g2
Mais ainda, observe que ! ¢ uma congruéncia de retas normal a F' (pois dF' = 0).
Considere, agora, a superficie Xo = 7(Xj), isométrica a X, e

&) = dr(€Y), i1=1,2; ey =elned
o triedro mével associado a esta superficie. A congruéncia de retas [, associada a [ e 7, dada por
X = Xo+T(cosH &) +senfel) (4.17)

é normal a X, pelo Teorema de Beltrami. Vamos mostrar que X é uma superficie mfnima. Da
Observacao 4.1.4, considerando o triedro mével associado a X dado por:

e1 =senfé&) — cosfel,
5o — 20
€y = 62,

e3 = cos 0 & + senf e,
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4.2. Sobre as deformagoes das congruéncias de retas normais

as 1-formas a ele associadas sdo:

w01 =senf @) — Tdh — T&Ys,

Wg = @Y + T cos @)y — T'sen 6 0, (4.18)
@13 = df + @, '

W3 = — cos 0 @Yy + sen O @Y.
Note que, utilizando (4.14), (4.16) e (4.15), podemos verificar as seguintes relacoes:
14+2TBcosf = 0,
2Tdf — senfw? = 0, (4.19)
Bcos0+2TKg=0.
0

Além disso, como 7 é uma isometria, (D? = w;

Vi =1,2, e @Yy = wly. Assim, utilizando (4.18) e
(4.19), obtemos

01 A @93 + @13 Awg = (senfw? — Tdf — Twl3) A (— cos O wly + sen 6 ©9;)
+ (d + &95) A (W9 + T cos O wiy — Tsen 6 033)
= (2Tdf — sen 0 wW?) A (cos w9 — sen O @Y53)
+ (14+2TBcosf) 05 Awd +dfi Aw — 2T sen o5 A DY,
= (df — 2T sen 0Ky wl) A w)
= —senf (Bcosf + 2TKp) wd Aw) =0,

onde, na terceira igualdade, foi usada a equacao de Gauss:
@(1)3 /\@83 = Kow? /\wg = Kow? /\wg.
Portanto, da Proposicdo 1.3.2, concluimos que X é minima. ]

Teorema 4.2.6 (I Teorema de Guichard (Parte B)). Sejam Sy um paraboldide de revolucao e
I° a aplicacao:

I5:S) — R?
p — F,
onde Fj denota o ponto simétrico ao foco F' em relagao ao plano tangente em p a So. Entao,
(i) a congruéncia de retas I° é normal a uma superficie minima;

(ii) para toda isometria T : So — Sy, a congruéncia de retas I° (associada a 1° e T) é normal
a uma superficie minima.

Demonstra¢do. Considere o triedro mével associado a Xy dado por (4.13) e as 1-formas (4.14).
A aplicacao [® é dada por:
X% = Xo+ T(cosf e —sendel),

onde T e 0 sao definidas por (4.16). Como cos@w[f +dT = 0 segue, do Lema 4.1.3, que [* é uma
congruéncia de retas normal a X*. Além disso, usando (4.13), (4.16) e (4.12), temos

X% =X +T(cos€e(1) —sen&eg) = (:ccosv,xsenv,—%),
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Capitulo 4. Congruéncias de Guichard

F
Y
4 ¢
. ’ a 7’ ;. 7z .
ou seja, X% é o plano z = —— e, portanto, é uma superficie minima.
b) b b
2

Considere, agora, uma superficie Xo = 7(Xj), isométrica a Xy, e o triedro médvel a ela
associado dado por:

0 _ 0 1 9. S0 _ 50 4 20
g =dr(e;), i=1,2; €3 = €] N E.

Do Teorema de Beltrami, temos que a congruéncia de retas * (associada a l® e 7) que ¢é dada
por:
X% = Xo+ T(cosf e} —sendel),

é uma congruéncia de retas normal a X*. Observe que esta congruéncia equivale a dada por
(4.17), substituindo 6 por (—6). Assim, como continuam valendo as relagdes (4.19), resulta

W] A Ws3 + Wiz Aw; =0,
isto é, X* é uma superficie minima. O

Se Xp : U C R? — R? for um paraboldide de revolucio, resulta dos Teoremas 4.2.5 e 4.2.6
que, dada uma isometria 7 : Xo(U) — Xo(U), as aplicacdes definidas por

X = Xo +T(cos0 & +senfey) e X% = Xo+ T(cosf&) —send&l)

sao superficies minimas, sendo 6§ e T' dadas por (4.16), e {é(l), ég, ég} um triedro mével associado
a Xo, é(l], ég 0s campos tangentes aos meridianos e aos paralelos de Xy, respectivamente. Além
disso, para cada q € U, os pontos X (q) e X*(q) sdao simétricos com relacio ao plano tangente
da superficie Xy em ¢. Sendo assim, X e X* sio ditas superficies simétricas em relacao a Xo.
Logo, foi provado o seguinte

Corolério 4.2.7. Para toda superficie Sy, isométrica a um paraboldide de revolucio, podemos

associar duas superficies minimas, simétricas em relagdo a Sy.

O elipsédide de revolucao e o hiperboléide de revolugao de duas folhas; o II Teorema
de Guichard

Teorema 4.2.8 (II Teorema de Guichard (Parte A)). Seja Sy um elipsdide de revolugdo ou um
hiperboldide de revolu¢do de duas folhas, cujo eixo maior tem comprimento 2b, e considere a
aplicacdo

1:5) — R?
p — F|
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4.2. Sobre as deformagoes das congruéncias de retas normais

onde F' é um dos focos de Sy. Entao, para toda isometria T : So — Sp, a congruéncia de retasl
(associada a 'l e T) é normal a uma superficie de curvatura média constante de mddulo igual a

% .
Demonstra¢do. Vamos provar este teorema no caso em que Sy é um elipséide de revolucao, pois
o caso de Sy ser um hiperboldide de revolucao de duas folhas segue andlogo.

Considere a parametrizacao de Sy dada por:

Xo(z,v) = (x cosv,zsenw, z), (4.20)
onde z = x(z) > 0 ¢ tal que
2 2
oz
¥+b72:17 b>a>0 (421)

e F = (0,0, +c) sdo os focos de Xg (b* = a? + ¢?). Considere, associado a Xy, o triedro mével:

X 1
e = (Xo)- = (2’ cosv, 2’ senw, 1),
[(Xo)-| 1+ (a)?

0 (XO)v
€5 = — = (senwv, — cos v, 0), (4.22)

2 1(Xo)l

1
e =eNe) = ——— (cosw,senv, —'),
1+ (/)2

onde z’ denota a derivada de z em relacao a z e e(l), 68 sao campos de diregoes principais. Segue
da Proposigao 1.3.3 que as 1-formas associadas a este triedro sao

W) = /14 (2/)2dz,

0

wy = —x dv, (4.23)
0 —7 o= B B v |
Wiy = ———=dv = Buws, =
12 1+ (2/)? 2 /1 + (2)?
Como, pela equagao de Gauss,
x//
~Kod AN = dwly = ———— dz Adv,
(1+(2')%)2
entao a curvatura gaussiana de Xy é:
—z a4b2
0 o(1+ (@)2)?  (a* + 2222’ ( )
onde foi usada a (4.21).
A aplicacdo [ é dada por:
F = Xo+ T(cosfel +senfel), (4.25)

onde F' é um dos focos do elipséide de revolucdo Xy. Mais ainda, como dF = 0, [ é trivialmente
uma congruéncia de retas normal a F'. Sendo F' = (0,0, +¢), temos

2Fez

7] =F - Xol = =%,
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Capitulo 4. Congruéncias de Guichard

de onde, considerando T > 0, obtemos

RFez
T:
b )
F — Xo, €Y +
cosf = < 0 ¢1) = = ) (4.26)
T Vat + 2x?
F — Xo, €3 —a?®
senf = < 0,8) = a

T Vat + c2a?
Considere, agora, uma superficie Xy = 7(Xj), isométrica a X, e o seguinte triedro mével a
ela associado:
&) = dr(e), i=1,2; e =el néd.

A congruéncia de retas [ (associada a [ e 7) dada por:

X = Xo+T(cosO&) +senfel), (4.27)

é normal a X, pelo Teorema de Beltrami. Vamos mostrar que X é uma superficie de curvatura
1

média constante igual a (— %> Considere, como na Observagao 4.1.4, {&1,é3,€3} o triedro

movel associado a X e wi,w2,0;5, 4,5 = 1,2,3, as 1-formas a ele associadas. Observe que,
usando (4.23), (4.24) e (4.26), temos as seguintes relagoes:

(T —b)* = b*]df — (T — b)senfwi = 0,
(T —b)* = b*]Beosf+T —b=0, (4.28)
(T —b)* = b*]| Ko + (T — b)Bcosf + 1 =0.

Mais ainda, @) = w?, i = 1,2, &fy = wl,, pois 7 é uma isometria. Logo, de (4.28), resulta
1
w1 /\@23—6-@13/\@2-1-5@1/\@2 =
1
= Esene[(T —b)Bcosf + T(T — 2b) Ko + 1]w] Aw

1
+ 5 senf [(b—T)sen 6w + T(T — 2b) df] A w9y

1
+3 [(2b — T)TBcost +b— T)(df Aw) + &5 Aw)) =0,

onde usamos que wY, = BwY e a equacio de Gauss:
3 A @Y = Ko@) A @) = Kowi Aw).
Portanto, como
1
w1 N\ wag + w1z ANy = —5@1 N Wa,
- = P 1
pela Proposicao 1.3.2, X tem curvatura média igual a ( — %> O

Teorema 4.2.9 (II Teorema de Guichard (Parte B)). Sejam Sy um elipséide de revolugdo ou
um hiperboldide de revolucdo de duas folhas, com eixo maior de comprimento 2b, e l° a aplicacdo

I°: Sy — R
p— sz,
onde Fj € o ponto simétrico a um dos focos de Sy em relagao ao seu plano tangente em p.

Entao,
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4.2. Sobre as deformagoes das congruéncias de retas normais

(i) a congruéncia de retas 1° € normal a uma superficie de curvatura média constante de

ydulo igual o —;
mddulo igual a o ;

(i) para toda isometria T : Sy — So, a congruéncia de retas l° (associada a l° e T) é normal
a uma superficie de mesma curvatura média (em mddulo).

Demonstra¢ao. Novamente faremos a prova considerando Sy um elipséide de revolugao. Para
So sendo um hiperboléide de revolucao de duas folhas a demonstracao segue anédloga.

Considerando a superficie Sy parametrizada por (4.20), as equagdes (4.22), (4.23), (4.26) e
o foco F = (0,0, +c¢), a congruéncia [° que é dada por:

X® = Xg+ T(cosfe! —sendel) (4.29)
equivale a (4.25), trocando 6 por (—60). Entao, como
cos O +dT =0,

pelo Lema 4.1.3, I* é uma congruéncia de retas normal a X?.
Note que, usando (4.20), (4.22), (4.26) e (4.29) temos
X*(z,v) = Xo + T(cos e} —senfel)

_ (2ab Vb2 — 22 cos il 2ab\/b? — 22 senu 2(a® 4 b%) % cb?
b2 + cz b +tez ’ b2 + cz

Denotando X*® = (Z, 7, z), de
P47+ (2+c)? = 4b?,

segue que X° é a esfera de centro (0,0, Fc) e raio 2b, que tem curvatura média constante de

1
5dulo igual a —.
médulo igual a o

a0\an
\

Considerando uma superficie Xg = 7(Xj), isométrica a Xy, e o triedro mével a ela associado
dado por:
S0 _ 0 S 1. 0 _ 0 A 0
e, =dr(e;), 1=1,2; €3 = €] A ég,

a congruéncia [° (associada a [® e 7) é dada por:

X% = Xo+ T(cosfe&) —sendél)
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Capitulo 4. Congruéncias de Guichard

e é normal a X*, pelo Teorema de Beltrami. Como as relacoes (4.28) valem também substituindo
(—0) em 6, segue da demonstracido do Teorema 4.2.8 que X*® possui curvatura média constante

igual a ——. O
e igual a — o5
Observacgao 4.2.10. A congruéncia de retas

X =Xo+TE€,

é normal a superficie X de curvatura média constante H # 0 se, e somente se,
X=Xt te-x +(T+ ! )¢
- 2H> Y 2H/ >’

define uma congruéncia de retas normal & superficie X de curvatura gaussiana constante 4H2.
Isto decorre do Teorema de Beltrami e de:

(dX,€) = (dX,¢).
Assim, como as superficies

X = Xo +T(cos0 & +senfey),
X% = Xo+ T(cosf&) —sendel),

1
obtidas nos Teoremas 4.2.8 e 4.2.9, possuem curvatura média constante e igual a (— 27))’ temos

que as superficies dadas por

X = Xo+ (T — b)(cos &} +senbey),
X® =X+ (T —b)(cosf&) —senfel),

sao de curvatura gaussiana constante igual a =k

Resulta desta observacgao o seguinte:

Corolario 4.2.11. A cada superficie Sy, isométrica a um elipsdide de revolu¢io ou a um hiper-
boloide de revolucdo de duas folhas, podemos associar duas superficie de curvatura gaussiana
constante e dois pares de superficies de curvatura média constante ndo nula (um para cada
foco), que sdo simétricas em relacio a Sp.

Definicao 4.2.12. Denominaremos as congruéncias de retas,
X = Xo +T(cosH &) +senfey), X% = Xo+ T(cosf&) —sendél),

obtidas nos Teoremas de Guichard, sendo X é isométrica a uma das superficies de revolugao
da Definicao 4.2.4, por congruéncias de Guichard, onde as fungdes T e 6 satisfazem as seguintes
relagoes:
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H T ‘ tan 0 ‘
2 2
Paraboléide de revolugao T ta a
2a x
Elipséide de revolucao
62 - 2
ou hiperboléide de ez :Fa—
b cx
revolugao de duas folhas

4.3 Reciproca dos Teoremas de Guichard

Na presente secao trataremos do Problema 4.0.5 para o caso em que a superficie de Wein-
garten S seja de curvatura média H constante ou de curvatura gaussiana K constante nao nula.
Em outras palavras, consideraremos uma congruéncia de retas [ : Sy — S normal a uma su-
perficie S, impondo que qualquer sua deformacio I : Sy — S (com 7 : Sy — Sy isometria) seja
normal a uma superficie de curvatura média H = H ou de curvatura gaussiana K = K.

Tais resultados foram obtidos por L. Bianchi no trabalho [6], provando que excluindo o caso
K < 0 as unicas solugoes deste problema (quando ! ndo é tangente & superficie Sp) sdo dadas
pelos Teoremas de Guichard, ou seja, a congruéncia [ é uma congruéncia de Guichard.

4.3.1 Tratamento do Problema 4.0.5 para o caso H=10

Teorema 4.3.1. Seja l : Sy — S uma congruéncia de retas normal a uma superficie minima
S tal que, para toda isometria T : Sy — So, a congruéncia | (associada al e T) seja normal a
uma superficie minima S. Se as retas determinadas pela congruéncia | ndo forem tangentes
superficie Sy, entdo

(i) So € isométrica a um paraboldide de revolugdo;
(i) 1 € uma congruéncia de Guichard.

Demonstracao. Primeiro, vamos obter algumas relagoes e, em seguida, usaremos as mesmas para
provar a tese.
Indicando com {e9, 9, €3} um triedro mével associado a Sy e &2 = dr(e), i = 1,2, &3 = eIned,

as congruéncias [ e [ sdo dadas por:
X = Xo+T(cosfe +senfel),
X = Xo+T(cos&) +senfel).

Considerando w{, w9, w?j

Xy, respectivamente, temos que w

e @?,@8,@%, i,7 = 1,2,3, as 1-formas associadas aos triedros de X e
0_ ~0
i = Wi
_pn0, 0 0,0

d9 = 91w1 + 92 LUQ,

0 _ 0 0

wip = Awj + Buwy,

0 _ 30 0,30 .0
wig = hjjwy + hjpws,

@V i=1,2, e wdy = @Y. Detonando por:

(4.30)
@33 = h9 W] + hoy wh,
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Capitulo 4. Congruéncias de Guichard

onde 0?, A, B, B?j, 1,7 = 1,2, sdo fungoes em U a valores reais e Bgl = fL(l)Q.

Considere o triedro mével associado a X dado na Observacao 4.1.4:
e1 =senfé&) — cosf ey,
S _ 50
€y = 62,

e3 = cos 0 &) +senfés

w1 =senf @) — Tdh — T,
@y = @Y + T cos @ @Yy — T'sen § 09,
@12 = sen O @Yy + cos § @3, (4.31)
w13 = df + &Y,
W3 = — cos O @Yy + sen O &Y,
as 1-formas associadas a este triedro.

Como, para toda superficie isométrica a Xy, X é minima, usando (4.30) e (4.31), segue da
Proposigao 1.3.2 que

0 =01 Aoz + i3 A w2
= (senfwi — Tdh — T@3) A (= cos 0wy 4 sen f ©);)
4 (df + @93) A (W9 4 T cos O wly — T'sen 6 w35)
=[(2BT cos 0 + 1) hY, + 2T (69 sen — Acos6) hly + send (sen — 2T6%) 1,

+ (—Bsenfcosf + 2BTHY cos § — 2ATH9 cos § — 2T Kgsen 6 + 609)] wi A w9,

onde, na terceira igualdade usamos @95 A @95 = Ko@§ A 0§ = Kow? A w). Portanto, para todo

BO

i =12, vale a seguinte relacao
(2BT cos O + 1) hY; + 2T (09 send — Acos ) hdy + sen b (sen§ — 2T6%) hY,

+ (=Bsenfcos 0 + 2BTH cos § — 2AT39 cos § — 2T Kgsend + 69) = 0,

0.

de onde, anulando os coeficientes de 71” e o termo independente, obtemos:

2TBcosf+1=0,

69 sen® — Acosf =0,

senf — 20T =0,

senf (B cos ) + 2T Ko) + 2AT65 cos§ = 0.

(4.32)

Note que, foi usado o fato de a congruéncia de retas [ nao ser tangente a Xy implicar em
senf # 0. Além disso, da primeira equacdo, temos também que cosf # 0. Assim, usando a
equacdo de estrutura dw? = w9 A w; e (4.30), segue do Lema 4.1.3 que

0 =senfdf Aw — cosf dut
=senf (A w) + 69 W) A w? — cos@w) A (—AwW? — Bw))

= (A9sen b 4+ Acosf) w) A w?,
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isto 6, 09 sen + Acosf = 0. Logo, de (4.32) resulta que A = 09 = 0 e a tiltima relacio de (4.32)

se reduz a
Bcos0+2TKg=0.

Usando a terceira equagio de (4.32) na primeira e na dltima (reescrita como acima), obtemos

Bsenfcosd + 6 =0,
09 =A=0,

sen — 2097 = 0,
Kgsen?60 — (89)2 = 0.

Como conseqiiéncia dessas relagoes, vamos mostrar que X é isométrica a um paraboldide

de revolucao e que [ é uma congruéncia de Guichard.
Note que, de (4.34),
do = 699,

Wiy = BWY.

Como
dw®y = dB A w) + Bdw) = (dB + B*w)) Aw,

usando a equagao de Gauss, resulta
[dB + (B* + Ko) w}] Awd = 0.
Calculando, agora, a derivada exterior da equagao (4.33) temos

0 = dBsen# cos# + B(cos® — sen? 0)df + d6?

90
= dBsenfcos® — ——L— (cos? 0 — sen? 0)df + db°,
sen f cos 6
de onde ( 25 ) ) 50
cos“ f — sen 1
dB = Lap — dey.
sen2 6 cos? 0 senfcosf !

Substituindo (4.33), (4.36) e (4.38) em (4.37) obtemos
(3cos0 6% dh —senddb?) AwY = 0.
Também como df A wd =0 e dff Aw? = 0, segue que
(3cos06%dh —senddh?) Awd = 0.
Portanto, resulta de (4.39) e (4.40) que

3cos06%dh —senfdf? =0,

isto é,
de? cos
— =3 de.
69 sen
Integrando, temos
0? = csen® 6, c#0.

7
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Logo, de (4.33) e (4.35), concluimos que

csen? 1

_— = — 4.42
cosf ’ 2csen? 6 ( )

N&o é restritivo supor que a parametrizacao de Xy seja ortogonal (veja [2], p. 96), isto é,

Wi = VEydu e w9 = /Gy dv. Logo,
wly = B\/Gpdv.

Assim, usando as equacoes de estrutura,

dw? = Wi A WY = (VGodv) A (= By/Godv) =0,

dwy = Wi AWy = (VEodu) A (By/Godv) = B\/EyGo du A dv,

isto é,

(Vo),
e, Vi

Como Ey = Ey(u), por uma mudanca de varigvel', podemos considerar Fy = 1. Entdo, df =
00 w§ = 09 du, de onde resulta que 6, = 69 e 6, = 0. Assim, de (4.33), segue que

VG
@—B— Ou (COS9+sen0>9u,

VGo T Tsenflcosf

senfl  cosf
ou seja,

E(log VGo) = 2(log|cot€(u)\).

ou ou

Integrando, obtemos /Gy = f(v)cot8(u), onde f(v) # 0 é uma fungdo a valores reais. Nova-
mente, por uma mudanca de varidvel?, podemos considerar

VGo = cot O(u).

1Como Ej é fungao somente de u, podemos definir uma funcio p pondo
p(u) = / v Eo(u) du. (4.43)

Como p’ nio se anula, pelo Teorema da Funcdo Inversa, existe a inversa u = u(p) de p. Definindo Y (p,v) =

Xo(u(p),v), temos:

By (9) = /() Eofu(p) = oot Fo(u(p) = 1.
2Como f = f(v), podemos definir uma fun¢do ¢ pondo
ato) = [ 1) (4.41)

Como ¢’ ndo se anula, pelo Teorema da Fungdo Inversa, existe a inversa v = v(q) de ¢. Definindo Y (u,q) =
Xo(u,v(q)), o coeficiente Gy da primeira forma quadratica de Y é dado por:
1

Gy (u,q) = v'(9)*Go(u,v(q)) = Fo@)? Go(u,v(q)) = cot® O(u).

78



4.3. Reciproca dos Teoremas de Guichard

Além disso, do Lema 4.1.3 e de (4.42), resulta que

cos
0=cosfuw?+dl = cosfuw) — ———— db,
costwi + cos b wy csen? 0

e como cos 6 # 0, obtemos

1
0 = — =
b —7 df = du.

Assim, a primeira forma quadratica de X pode ser reescrita como

Ip = du® + cot? 0 dv? = do? + cot? 0 dv>.

c?senf 0

Considerando a mudanca de variaveis

xr = =+- coth,
y=cv,
como 1
Aa?+1= — e dz = Fsec? 0do,
sen® 6
temos
Ip = (1 + ?2?) da? + 2°dy?,
2
ou seja, a métrica do paraboldide de revolucao obtido pela rotagao da parabola z = % em

torno do eixo z.
Observe que

1
tanf = +—
cx
e, de (4.42), temos que
_ 1 1+ 2a?
"~ 2c¢sen?fd  2¢
1
Conseqlientemente, considerando a = —, obtemos
c
2 2
T:a—&—x’ tanezig,
2a T

que coincidem com (4.16) do Teorema 4.2.5 e com as correspondentes do Teorema 4.2.6, quando
substituimos 6 por (—0). Isto termina a prova.
O

4.3.2 Tratamento do Problema 4.0.5 para o caso K >0

Agora vamos apresentar um resultado andlogo ao anterior para o caso de superficies de
curvatura gaussiana constante positiva ou de curvatura média constante nao nula.

Teorema 4.3.2. Sejal: Sy — S uma congruéncia de retas normal a superficie S de curvatura
gaussiana constante K > 0 constante (respectivamente, de curvatura média constante H #£0) e
tal que, para toda isometria T : Sy — Sp, a congruéncia de retas | (associada al e T) é normal
a uma superficie de mesma curvatura gaussiana constante K=K>0 (respectivamente, de
mesma curvatura média constante H = H # 0). Se as retas determinadas por | ndo forem
tangentes a Sy, entdo
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(i) So € isométrica a um elipsdide de revolugdo ou a um hiperboldide de revolugdo de duas
folhas;

(i1) 1 é uma congruéncia de Guichard.

Demonstrag¢ao. Faremos a prova apenas no caso em que S tem curvatura gaussiana constante
positiva pois, pelo Teorema de Bonnet, este caso é equivalente ao de considerar S de curvatura
média constante ndo nula. Observe também que a prova é idéntica ao do teorema anterior até
as férmulas (4.31).

Suponha, inicialmente, K = K # 0. Por hipétese, para toda superficie isométrica a Sy, S
tem curvatura K. Entdo, de (4.30) e (4.31), temos

—K &1 Awy = —K|[sen6 + TBsenf cosf —T6) —T?B 69 cosd + T>A69 cos b
+ T?Kgsen® — (T 4+ T2Bcos0) hY| 4+ (—=T269 sen § + T2 A cos 0) hY,
+ (=T sen? 0 + 726 sen ) B(Q)Q} Wi AW,

dwys =[B 6 cos — A9 cos — Kosen6 + BhY; cos 0
+ (69 sen @ — Acos ) h{y — 69 hY, sen 6] Wi A WY,

Logo, segue da equagao de Gauss e da independéncia linear de w(l] e wg que

[(T?K — 1)Bcos + TK|hY, + (T?K — 1)(63sen 6 — Acos0)h),
- [(TQK - 1)8) - TK sen 6] h h9s + [(TZK —1)(B6Ycos® — AbYcosf — Kysenb)
— Ksenf — BKT senf cos 6 + O?TK] =0,

que deve ser satisfeita para todo h”, 1,7 = 1,2. Anulando os coeficientes de B?j e 0 termo
independente, obtemos

(T?K —1)Bcosf + TK =0,

(T*K — )(92 senf — Acosd) =0,

(T?’K —1)6) — TK senf = 0, (4.45)
(T?°K — 1)(B#Y cos§ — A6S cos§ — Kysen6)

— Ksenf — BKTsenfcosf + 60 TK =0,

onde sen § # 0, pois [ é uma congruéncia de retas nao tangentes a Xj.
Note que, da primeira equacio de (4.45), temos que cosf # 0 e (T?K — 1) # 0 e, assim, a
segunda equacao se reduz a
09 sen® — Acosf = 0.

Por outro lado, do Lema 4.1.3, segue que
69 sen + Acosb =0,
de onde obtemos A = #9 = 0. Substituindo a terceira relacio de (4.45) na primeira, resulta

Bsenfcos + 6 =0
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e, assim, da tltima relagdo de (4.45), temos
T[(69)* — Kosen? 0] — 6Ysen = 0.
Portanto, as (4.45) se reduzem a

Bsenfcosf + 69 =0,

A=69=0,

(T?°K —1)6) — TK senf = 0,
T[(09)? — Kgsen? 0] — #%senf = 0.

Usaremos estas relagdes para mostrar que Xg é isométrica a um elipsdide de revolugao ou a
um hiperboléide de revolucao de duas folhas e que [ é uma congruéncia de Guichard.
Novamente de (4.47) temos

g_elwla e w(1)2:BOJ8,

ou seja, continuam valendo as rela(;()es (4.37) e (4.38).
Denotando df = 69, w{ + 69, w9, sendo df? A w = 0, segue que 69, = 0, isto é, df) = 69, .
Entao, substituindo (4.38), (4.46) e (4.49) em (4.37), temos

0= [dB+ (B®+ Ko)w{]| A w)

_ [(0052 0 — sen?0) 69 B 1 .

sen? 6 cos? sen 6 cos 6

0\2 T(99)2 — 90
+( (67) 4 (91) elseng)w?}Awg

sen2 6 cos2 0 T sen? 6
3T(09)? cos @ — TO), senf — 0 senfcosd ,
— (4)1 A\ WQ7
T sen? 6 cos 0

ou seja,
T[3(69)%cosf — 69, senf] = 69 sen 6 cos 6. (4.50)

Portanto

3(09)2 cos @ — 09, sen 6 |,

1 0\2 _po —dl 0 )
dlog|3(67)” cos — 67, sen | = dlog |67 sen b cos 6] + P son 0 wi
Como df = 09, w9 e df = 69 w9, segue
3(09)2 cos 0 — 67 0
dlog |09 sen 6 cos 0] + (1) cos. 11 561 w?
67 sen @
6 senf 3(69)2 cos 0 — 0, sen 0
d90 cosg a0 1 11 0
0 (senﬁ cos 6 * 69 sen 0 “r
_4c0520—sen20 _4—5sen20d9
sen 6 cos 6 ~ senfcosf

= dlog |sen? 6 cos 6],
de onde resulta que
dlog|3(69)% cos 6 — 69, sen @ | = dlog |sen’ O cos 4.
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Integrando, obtemos

3(09)% cos 0 — 09, sen§ = csen O cos 6, c#0 (4.51)
e, de (4.50), segue que
90
T=——. 4.52
csen? 0 (452)
Substituindo (4.52) em (4.48), temos
2
(69)? = csen’ 6 + 7 sen® 6. (4.53)
Assim, de (4.52) resulta
oty 1 (4.54)

K ' csen20’
Nao é restritivo supor que Xy seja uma parametrizacdo ortogonal (veja [2], p. 96), ou seja,
Wi = VEodu, w9 = /Godv e, assim, w{, = By/Gpdv. Procedendo como na demonstracio do
Teorema 4.3.1, obtemos

(VEo), =0, Nen = BVE.

Novamente, por uma mudanga de varidvel, podemos considerar Ey = 1 e, portanto, df = 9?du =
Oudu. Segue de (4.46) que
(VGo), b,
VGo  cosfsenf’

de onde concluimos que /Gy = f(v) cot 8(u). Também por uma mudanga de varidvel, podemos

considerar
v Go = cot 0. (4.55)

Note que, como dff = 69du, de (4.53) temos que

1
c? ,
csent 0 + T sen® @

Ip = Ep du® + Gy dv® = d6? + cot? 6 dv?.

Queremos reescrever Iy na forma:
Ip = (1+4/(2)?) da® + 2%dy>.

Para isso, consideramos a seguinte mudanca de varidveis

x =acoth, (respectivamente, x = —acotf)

v (4.56)
Yy=—,

a

onde a é uma constante nio nula e 1(z) uma fungao tal que

(1+¢'(2)?) d2* = : ! - do*. (4.57)
csen 9<1+Esen 9)
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Como x = acot #, temos que
2

2 a
0= ———
sen o
e
2
22(1 — a’c) + a2<1 —a’c— — a2)
V(@) = . K (4.58)
a2c (a2 +x2 + e ag)
A partir daqui vamos supor que K > 0. Como 6 # 0, de (4.53) segue que
90)2 2 2 2
0< s(eri‘zﬂ =c+ %Sen29: (c—i— %) — % cos 6,
isto é,
c(K +¢)
——= > 0. 4.59
e (4.59)
Entao, escolha a tal que
2 _ K
c(c+K)
Note que
2 2C° 0
1 — — _— =
a’c—a’
e, portanto, (4.58) se reduz a
/ re 2
z) = ——mo, z‘c+1>0,
V(=) VEK(z2c+1)
2?c+1
de onde obtemos, a menos de uma constante, que ¥ (z) = 7 Logo,

Ip = (14 ¢/ (2)%)da® + 2*dy?

6 a métrica da superficie de revolugao (ao redor do eixo z) cuja curva geradora a(z) = (,0, ¥ (x))
é tal que
Kip(z)?> —ca® =1.

Conseqiientemente:

e se ¢ > 0, entdo a(x) é a hipérbole:

Y()?  a?
_ =1,
1.)\2 1\2
7z (%)
cujo eixo transverso, de comprimento ——, coincide com o eixo de rotacao.
VK
e se ¢ <0, de (4.59) temos que ! > ! e a curva a(x) é a elipse
, . —_— > — V. :
VR T V= b
2 2
veP
1 1
(77 =)
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cujo eixo maior, de comprimento —=, coincide com o eixo z. Neste caso, de (4.56), resulta

que VK
VK

a ) a
tanf = — = ——— (respectlvabmente7 tanf = —— =
x

r  z\/e(c+ K)

e, de (4.54), temos (para T > 0)

_VE
zy/clc+ K)"’

_ c+ K
a c

T

P(x)

e, portanto,

= 1 c+ K
T—T—i—\/E—\/R_—i- . ().

Note que 0 e T, assim definidos, sdo equivalentes as equacoes (4.26) do Teorema 4.2.8 para
c+ K

o caso no qual o foco do elipsdide de revolucao é (0,0, Ay
c

), 0 que nos permite

concluir que [ é uma congruéncia de Guichard.

O

4.3.3 Tratamento do Problema 4.0.5 para o caso K <0

Observe que, na prova do Teorema 4.3.2 usamos a hipétese da superficie S possuir curvatura
gaussiana K constante positiva somente apds obtermos a equagdo (4.58). Assim, podemos
pensar em um caso analogo a este, mas considerando uma superficie S pseudoesférica. Para
isso, definiremos trés superficies de revolugao que, junto as da Definicao 4.2.4, sao chamadas por
Bianchi de superficies fundamentais de revolugao.

Definicao 4.3.3. (i) A superficie logaritmica de revolugao é obtida pela rotagdo da curva
z = log x ao redor do eixo z.

cosh(a z)

(ii) O catendide contraido é obtido pela rotacao da curva z = A ,onde a # 0 e

0 < A < 1 s@o constantes, em torno do eixo z.

(iii) O senusdide hiperbdlico é obtido pela rotagdo do sendide hiperbdlico z = Asenh z, onde
A > 0 é constante, ao redor do eixo z.

Teorema 4.3.4. Seja l : Sy — S uma congruéncia de retas normal a uma superficie S de
curvatura gaussiana K < 0 constante e tal que, para toda isometria T : Sy — So, a congruéncia
de retas | (associada a 1l e 7) é normal a wma superficie S de mesma curvatura gaussiana
K = K < 0 constante. Se as retas determinadas por | nao forem tangentes a So, entdo Sy €
isométrica a uma das trés superficies de rota¢ao da Defini¢cdo 4.3.3.

Demonstra¢do. Esta demonstragao segue analoga a do Teorema 4.3.2 até obtermos a equagao
(4.58). Como K < 0, da equagao (4.53):

2
0 < (09)2 = csent 6 + % sen® 0
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segue que ¢ > 0. Escolhendo, entao, a constante a tal que

a equagao (4.58) se reduz a

Y (z) = — (4.60)
V=K |22+ -+ =
c K

1 1
Denotando, agora, A = p + T entao temos os casos listados a seguir.
(i) Se A =0, segue de (4.60) que a curva geradora a(z) = (z,0,¥(z)) é a curva logaritmica:
v _Kw(x) = lOgQT,

isto é, Sp é isométrica a superficie logaritmica. Neste caso, de (4.56), resulta que

1
tanf = 4.61
Ry - (4.61)
e, de (4.54),
cot @
T= . 4.62
VK (4.62)

(ii) Se A < 0, de (4.60) segue que

1/_K 1/)/(56> — 133 ;

VA (m)Q -1

cosh (V=K v(z))
vV-K

de onde obtemos que x = VAK

ao catendide contraido.

, sendo AK < 1, isto é, Sy é isométrica

(iii) Se A > 0, de (4.60) temos que

1
V—K'(r) = — .
A (55) +1
VA
Integrando, obtemos z = v/Asenh (V=K ¢(z)), ou seja, Sy é isométrica ao senuséide
hiperbdlico.
Nesses dois 1ltimos casos, resulta que
tan 6 L (4.63)
anf = .
Vex
¢ 1 1
T? = — : 4.64
K = csen2/ (4.64)
L]
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As condigoes necessarias obtidas no Teorema 4.3.4 também sao suficientes para a existéncia
da congruéncia de retas satisfazendo este teorema. Mais precisamente, vale o seguinte:

Teorema 4.3.5. Seja Xo(u,v), (u,v) € U C R2, a parametrizacio de uma das superficies da
Definicio 4.3.8 e Xo = 7(Xy), onde T é uma isometria. Considere o triedro mével associado a
Xo dado por
& =dr(ed), i=1,2 ed=elned,

onde 6(1), eg sao campos de vetores tangentes aos meridianos e aos paralelos de Xg, respectiva-
mente. Suponha também que 0,T sejam definidas pelas equagies (4.61) e (4.62), quando X
é a superficie logaritmica, e pelas equagies (4.63) e (4.64) nos outros dois casos. FEntdo, as
congruéncias de retas:

X = Xo +T(cos0 &) +senfey), X*® = Xo+T(cosfe&) —sendél),

sao normais (respectivamente) as superficies X e X® de mesma curvatura gaussiana constante
negativa.

Devido a semelhanca dos resultados obtidos para as superficies da Definicao 4.3.3 com as
outras superficies de revolugao, a saber o paraboléide de revolugdo, dadas na Defini¢ao 4.2.4,
temos a seguinte:

Definicao 4.3.6. As congruéncias de retas
X = Xo+T(cosHe& +senfey), X% = Xo+ T(cosfe&) —sendel),

obtidas no Teorema 4.3.5, onde Xg é isométrica a uma das superficies da Definicio 4.2.4, sdo
denominadas por congruéncias de Guichard, quando as funcdes T e 6 satisfazem as seguintes

relagoes:
H T ‘ tan 0 ‘

g ficie 1 (e cot 6 1

uperficie logaritmica
P s vV—K vV—Kzx
de revolugao
Catendide contraido
THY LI @ 50
ou =4+ — | —, ¢
K  csen?0 | cx

senusdide hiperbodlico

Das equacoes (4.42) e (4.54) obtidas, respectivamente, nos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2, seguem
os resultados:

Coroldrio 4.3.7. Se X = Xo + T (cosf e} + senf e) for uma congruéncia de Guichard, sendo
X wuma superficie minima, entao

B 1
~ 2csen?f)’
onde ¢ € uma constante nao nula.
Coroldrio 4.3.8. Se X = Xy + T (cosfe + sen6el) for uma congruéncia de Guichard, onde
X ¢ uma superficie de curvatura gaussiana constante K nao nula. Entao
1 1
K * csen2 @’

onde ¢ € uma constante positiva se K < 0 e nao nula se K > 0.

T° =
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4.3.4 Algumas propriedades das congruéncias de Guichard

Como ultimos resultados deste capitulo, vamos apresentar algumas propriedades das con-
gruéncias de Guichard provadas por Bianchi em [6], §7,8,9. Consideramos, inicialmente, su-
perficies isométricas a um paraboldide de revolucao.

Proposicao 4.3.9. Sel: Sy — S € uma congruéncia de Guichard com Sy isométrica a um
paraboloide de revolucdo, entdao direcoes conjugadas de Sy sao levadas em direcoes ortogonais

de S.

Demonstracio. Sejam Xo, X : U C R? — R? parametrizacoes das superficies S e Sy, respectiva-
mente, e {ef, €9, eI} um triedro mével associado a Xy. Se a congruéncia de Guichard [ for dada
por:
X = Xo + T (cosfed 4 senfel),

podemos considerar, associado a X, o seguinte triedro mével dado como na Observacao 4.1.4:

e1 =senf e —cosfel,

0
€9 = 62,

e3 = cosf el +senf el

e as 1-formas associadas a este triedro:

wo :wg+T0059wg2 —TSGHGWgSa (4.65)
w13 = da + w(]?37 |

wo3 = — cos B wly + sen O wls.
Considerando os campos de vetores Vi, Vs : U C R? — R?, de (4.32) e (4.65) resulta que

I(V1, V) = (W} +w3)(V1, 12)
= [senfwy — Tdf — Tw(1]3]2(V1,V2) + [wg + T cos O w?y — Tsen@wgg]z(vl,vz)

g sem (Vi) wa(V2) + | sen? BuR(A) (V) — o sem By (Vi) (V2)
+T2w5(V1) wis(Va) — T'sen 61 + T'B cos 0] wh(V1) whs (V)

+T%B%cos? w3y (V1) w(Va) — Tsen O ws (Vi) wd(Va)

— T?Bsen 6 cos 0wy (V1) wh(Va) + T2 sen? 6 ws (V1) wis (Va)

= (= T'send + T?hY; + T?sen® § h,) 11°(V4, Va),

0 que termina a prova. ]

Considerando, agora, superficies isométricas a um elipséide de revolugdo ou a um hiper-
boldide de revolucao de duas folhas temos a seguinte:

Proposicao 4.3.10. Sel: Sy — S ¢é uma congruéncia de Guichard, sendo Sy € isométrica a
um elipsdide de revolucdo ou a um hiperboldide de revolucdo de duas folhas, entao | preserva
direcoes conjugadas. Em particular, | preserva direcoes assintoticas.
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Demonstracdo. Sejam Xo, X : U C R? — R?® parametrizacoes de Sy e S, respectivamente,
{9, €9, eg} um triedro movel associado a X tal que a congruéncia [ seja dada por:

X = Xo+T(cosBel +senfel),

e w?,wg,w%, 1,7 = 1,2,3, as 1-formas associadas a este triedro mével. Como X é isométrica a
um elipséide de revolugao ou a um hiperboldide de revolucao de duas folhas, resulta do II Teo-
rema de Guichard que X é uma superficie de curvatura gaussiana constante K > 0 (ou de
curvatura média H # 0).

Considere {eq,es,e3} um triedro mével associado a X dado como na Observagao 4.1.4 e,
assim, as 1-formas associadas a este triedro sdo dadas por (4.31). Entao, usando a notagao
(4.30), as relagoes de (4.46) a (4.49) estdo satisfeitas. Em particular,

o = 099,

4.66
w?Q = ng. ( )

Para mostrar que [ preserva diregoes conjugadas, vamos mostrar que a segunda forma
quadrética IT de X é proporcional a II°, segunda forma quadrética de Xy. Assim, usando
as relacoes citadas acima, temos

II=wiwiz + wawss
= [(senf — T769) W — Tw(l):d (09w] + wis)
+[(1+ TBcosh)wl — Tsen9w83] (- cosf BwY + sen9w83)
= [09sen @ + h; send — T(69)% — 2T69hY, — T(hY;)? — T'sen? O(hY5)?] (w))?
+ [send hY, — 761y — ThY,hY + TBsen® cos 6 hY — T'sen’ 6 h?thZ] (Wl W + wdw?)
+ [ = T(hYy)? — Bcosf + hiysen® — TB? cos® 0 + 2T B sen 6 cos 0h3, — T'sen® 0(h3,)?] (w9)?.

Entao, como Ko = h{;h9, — (hY5)?, segue que

IT = (senf — 2T9(1) - Th(l)1 - Tth sen’ 0) [h?l(w?)Z + h?z(w?wg + wgw?) + th(wg)Q]
= (sen® — 2709 — ThY, — ThY, sen? 9) I1°.

Portanto, [ preserva diregoes conjugadas e, conseqiientemente, preserva dire¢oes assintéticas. [

Proposigao 4.3.11. Sejam [ : Sy — S e l® : Sg — S° congruéncias de Guichard tais que S e
S% sdo simétricas em relacio a Sy. Entdo, a aplicacdo 1° o1~ preserva direcées principais.

Demonstracio. Sejam Xo, X, X® : U € R?> — R? parametrizacoes das superficies Sy, S e S°,
respectivamente. Considere {e{, €9, eg} um triedro movel associado a X tal que as congruéncias
l e I° sejam dadas por:

X = Xo+T(cosfel +senfel), X% = Xo+ T(cosfe) —senbel),

e w?,wg,w?j, 1,7 =1,2,3, as 1-formas associadas a este triedro.
Considere {e1,e2,e3} e {e],e5,e5} triedros méveis associados a X e X, respectivamente,

dados como na Observacao 4.1.4. Como a congruéncia [° é obtida ao substituirmos 6 por (—6)
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4.3. Reciproca dos Teoremas de Guichard

em [, entdo, as 1-formas associadas a estes triedros sao (respectivamente) dadas por:

w1 =senfw) — Tdh — Twls, wi = —senfw? + Tdh — Twls,

wy = w4+ T cos O wly — T'sen O wis, wy = w) + T cos Wiy + Tsen O wds,
wig = db + w??), wis = —db + w??),

wo3 = — cos O wly + sen O wls, Wiy = — cos B wy — sen fwls.

Note que, como as relagoes

do = 699,
w(l)Z = nga
Bsenfcosf +6) =0

sao satisfeitas para toda congruéncia de Guichard, temos que

(w1)g(v)(w23)q(v) = (W2)q(v) (W13)g(v) = sen” B(q) (W)q(v) (Ws)g(v) — (w3)q(v)(wi5)q(v)

= (W])g(v)(W33)q(v) — (W5)q(v)(wi3)e(v),

para todo ¢ € U e v € R2. Portanto, da Proposicio 1.3.1 segue que I* o I~! preserva direcoes

principais. ]

89



Capitulo 4. Congruéncias de Guichard

90



Capitulo 5

Transformacoes de superficies de
curvatura constante

No Capitulo 4 (Corolarios 4.2.7 e 4.2.11) vimos que a partir de uma dada superficie S,
isométrica a uma das seis superficies de revolucao fundamentais, se deduziam um par de su-
perficies S e S* (simétricas com respeito a Sp) e ligadas a Sy por uma congruéncia de Guichard.
Mais ainda, tais superficies S e S® resultavam minimas no caso de Sy ser isométrica ao paraboléide
de revolucao, e de mesma curvatura constante nos restantes cinco casos.

Estamos agora interessados no problema inverso, que foi proposto e resolvido por L. Bianchi
em [6] e que pode ser formulado como segue:

Problema 5.0.12. Dada uma superficie S de curvatura média (ou gaussiana néo nula) cons-
tante, podemos sempre obté-la por uma congruéncia de Guichard?

Provaremos que a resposta a esta questao é sempre afirmativa; mais que isto: a superficie
S pode ser obtida por uma familia a trés parametros de congruéncias de Guichard [ : Sp — S.
Como, fixada uma tal congruéncia (isto é, fixada a superficie Sp), a superficie S° (simétrica de
S com respeito a Sp) é de mesma curvatura média (ou gaussiana nao nula) constante, teremos
assim transformagoes entre estes tipos de superficies (veja Corolarios 5.2.4 e 5.3.4).

No fim do capitulo estas novas transformagoes de superficies serao interpretadas analitica-
mente através dos resultados estudados no Capitulo 2.

5.1 Consideracgoes preliminares e funcoes associadas a T

Seja X : U € R? — R3 a parametrizacio principal de uma superficie minima ou de curvatura
gaussiana constante nao nula, {e1, e2, e3} um triedro mével principal e wi, w2, w;j, i, = 1,2, 3,
as 1-formas associadas a este triedro. Suponha que X seja obtida a partir de uma congruéncia
de Guichard. Entao, como esta congruéncia é normal a X, segue dos Teoremas 4.3.1, 4.3.2 e
4.3.4, que X dada por:

Xo=X+Tes (51)

é isométrica a uma das superficies fundamentais, a saber: paraboléide de revolugao, elipséide de
revolugao, hiperboldide de revolugao de duas folhas, superficie logaritmica, catenéide contraido
ou senusodide hiperbdlico.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

T
Seja eg um campo unitario normal a Xy e 8 € (O, 5) tal que

(e3,€3) = sen®. (5.2)

Dos Corolérios 4.3.7 e 4.3.8, as funcoes T' e § a valores reais estao relacionados por:

1
= — 0 5.3
2csen? g’ c70, (5:3)
se X for uma superficie minima, e por
1 1
L T — c#0, (5.4)

K = csen2d’

se X for de curvatura gaussiana constante K # 0. Note que, conhecendo T, a superficie X
fica determinada. Além disso, das Proposicoes 4.3.9 e 4.3.10, congruéncias de Guichard levam
diregoes principais de X em diregoes conjugadas de Xy. Impondo esta condigao, vamos obter
um sistema diferencial que deve ser satisfeito por 7.

Sendo k1 e kg as curvaturas principais de X, onde e, es sao campos de diregoes principais,
temos

w13 = K1 Wi, W23 = R W2.

Assim, denotando por
dTl' =T, w1 + Th wo,

segue de (5.1) que
dXo=(1—-Tk1)wirer + (1 = Tha)waea + (Th wi + Tows) e3. (5.5)
Observe que o vetor dado por
—(1=Tka)Trer — (1 —Tky)Toea+ (1 —Tk1)(1 —Tka)es
é normal a X e, indicando por p a sua norma, temos entao
pes =—(1—Tra)Trey — (1 —Try)Toes + (1 — Thy)(1 — Tka) e3.

Portanto, de (5.2), obtemos

seng = 1= Tr)(1 = Trz)

onde (1—Tk1) #0e (1 —Tka) #0, pois 0 € (O, E). Como € é um campo de vetores unitario,

[N

LR S .
(1-Tk1)? (1 —Tko)? ~ sen2f)’

Usando a notagao

T;
=2t i =1.2 .
7 1 _ THZ7 Z ) ) (5 6)
podemos escrever
F24Fi4+1=—- 5.7
1+ry+ sonZ0 (5.7)
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5.1. Consideracoes preliminares e fungoes associadas a T’

e (5.5) se reduz a

T T
dXo = wiel+ —wey + (Ty w1 + Towo) e3. (5.8)
I3 F

Considere, associado a X, o seguinte triedro mével:

29
6(1) _sen (Fye1 + Fyeg) + cosfes,
cos 6
o _ senf (5.9)
= — (Fye — F
es COS9( her — Fiep),
0

es =senf (—Fie; — Fhea + e3).
Assim, de dXo = Wi e§ + w) €Y, obtemos:

2

sen” 6 sen 0

<7 gw(l)f—Flwg)eg+cosﬁw?eg
0s 6 cos 6

de onde, comparando com (5.8), resulta que

1
0
= —(T T
wi COsa( 1wi + Trwa),
0 senH(Fg F )
2 2 1W1 7 2 W3

(5.10)

cos 6
Além disso, como
deg =(—Frcos0df —senfdFy + send Frwia — senfwiz)e;

+ (—Fycos0df —senf Fywig — sen dFy — sen O wag)es

+ (cos8df — senf Fy wiz — sen 8 Fywag)es
segue de W?s = —<deg, e?>, 1=1,2, que

w[1)3 = —df + tan§ (Fj w1z + Fowas),

2 2 5.11)
sen® 6 sen” 6 (
WYy = (FydFy — Fy dFy) — cos 0 wya + (Fowiz — Fwas).

osf cosf
Considere os campos Vi, Vo : U — R? tais que
ei(q) = dXq(Vi(q)), i=1,2
De (1.1), temos que
(wi)q(Vi(q)) = dji, i,j =12

Entéo, sendo I1° = w?w(l)g, +wgw83 a segunda forma quadratica de Xy, segue da condig¢ao imposta
inicialmente (de que as diregoes principais de X correspondem as diregdes conjugadas de Xj)
que

V1, Vo) = 11°(Va, V1) = 0.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Logo,
0 = 11°(V1, Vo) = W} (V1) wis(Va) + wh(V1) whs(Va)

1
= st [T1w1(V1) + Towa(V1)] [ — dO(Vz2) + tan 6 (Frwis(Va) + Frwas(V2))]
sen 0 T1F2 T2F1 sen29
cos 0 { wi(V1) = TQMZ(VD} [ cos 0 (F2 dFi(V2) - Ry dFQ(VQ))
sen @
—cosQwiz(Va) + 0 (Frwiz(Va) — Fy w23(V2))}
1
= m |: — TldH(VQ) +tanf T} (F1 wlg(‘/g) + Iy WQg(‘/Q))

_|_

Ll sen9<sen 90 (F2 dF1(Va) — F1dF>(Va))

sen? 6
cosf

—cosQwia(Va) + (F2w13(V2) —F1W23(V2))ﬂ

0=11Vs, 1) = wi3(V1) + wd(Va) wis(V4)

Wi (Va)
1
= m [ T2d9 V1 +tan9TQ(F1 wm(Vl) + Fy WQJ(Vl))

T2F1 sen 0
sen 0(

= —g (P2 dFi(Vi) = FidFy(V1))

sen’ @
—cosQwi2(V1) + 50 (Fowis(Vh) —F1w23(V1)))}7
de onde, usando (5.7), obtemos
cos? 0 cosf F; cos?6 1
FQdFl—FldFQ:72(@12+F2w13_F1w23)+7371 T dp L W13
en? 0 sens 6 Fy sen* 6 Fy (5.12)
cos? 6 cos Iy cos?0 1 '

FydFy — FydEs = wiz + Fhwiz — Flwas) — wa3.

en? 6 ( end 0 Fy + send [y

Subtraindo estas equagoes e usando que df = 601wy + Oy w2 € wis = K;w;, @ = 1,2, temos:

0= (54—&)&9 COSG( 13+; w23)

F2 F1 sen 6
F Fg) cosb k1 i Fy cos O ko
(2 - e (B B 22
|:(F2 + F sen 6 Iy wi Fy + Fy sen f I w2
de onde resulta que
cosf 1
= — 0 i =1,2.
M= end Y e
Agora, somando as equagoes (5.12), obtemos:
2
cos“ 6 cost (N Fy
2 (FydF, — FydFy) =22 Fyuwis — F (- =)o
(FodFy 1dF) 20 (w12 + Fawis 1wa3) + se30\F, Ry

cosZ 6 ( 1 N 1 )
sen4 0 F2 w13 F1 w23 )

de onde segue

cosZ 6 cos 0

Fy
FydFy = FidFy = == (wna + Fawis = From) + = “ly, wg). (5.13)

Fy
——=0
( i) 1w1-i-F2
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5.1. Consideracoes preliminares e fungoes associadas a T’

Por outro lado, de (5.7), temos:

cosf

FydF) 4 FodFy = — 5.14
1447 + I al son3 0 (5.14)
Assim, segue de (5.13) e (5.14) que
cos 0
dFy = Fy(wiz2 + Fowiz — Flwas) — Frsend g ton
s 0 (5.15)

dFy = —F) (w12 + Fhwiz — Flwas) — 2 Wwa.

Fysen3 0
O sistema diferencial formado por (5.7) e (5.15) deve ser satisfeito por T, sendo Fy, Fy dadas
por (5.6) e T\, 0 relacionadas por (5.3), se X for uma superficie minima, ou por (5.4), se X for
de curvatura gaussiana constante K # 0.
Supondo que T é solugao deste sistema, temos o seguinte

Lema 5.1.1. A 1-forma diferencial
I Fy

¢:?W1+?w2

€ fechada.

Demonstrag¢ao. Para provar que dip = 0, isto é, que a 1-forma diferencial v é fechada, vamos
considerar dFy e dFy dadas por (5.15). Assim, segue de dT' = T} w1 + Tows e das equagodes de
estrutura que

_ F1 F1 FQ F2
d¢—d<T>AW1+ wa1+d(T>/\w2+ wa2

I AV P
= ?(wu + Fhwiz — Flwas) Awy — 7 w2\t wa Awa

Fl FQT
-7 (w12 + Fawiz — Frwag) Awa — T21

B T, F i
= |Z(F 222 F -1
{T( 2I{QjLT) T( 1MJFT)}MAW27

onde na tltima igualdade usamos que w13 = K1 w1 € waz = Kawa. Note que, de (5.6), resulta:

F T: F: T F F T T
J(F2H2+*2>—*2(F1R1+*1)= : 2(@4-72 T ):0,

Fy
w1 /\W2+?W1/\W12

T T T T T TF TF
s L = L 19 Assi lui d traci O
Ol1S K; —_ = =, 1= . SS11m, conclulmos a demonstracao.
p 1 TF,L T’ b b s

Como v é uma 1-forma fechada, segue do Lema de Poincaré que existe uma funcao positiva
Q, localmente definida, tal que

F F:
d(log Q) = %M + TQ‘U27
ou seja,
QF; QF:
a0 = Tl w1 + T2 wy
Portanto, pondo
Q
W=— 5.16
- (5.16)
resulta que
dQ =WF,wi + WFyws. (5.17)

As funcoes Q e W, definidas por (5.17) e (5.16), nos referiremos como funcoes associadas a T.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

5.2 Transformacgoes de superficies minimas

Vimos que, quando X é uma superficie minima, as fungoes T e 6 estao relacionadas por

_ 1
" 2csen2d’

Assim, a equagao (5.7) se reduz a
FP+Fi+1=2cT.

Também, como

cos 0
dl = ———
csen3f

usando que dT =T wy + Thws e df = 61 w1 + 05 ws, resulta que

cos .
Cﬂ——m iy 1—1,2.
Portanto, de (5.6) e (5.15), obtemos
cT;
dFy = Fy(wi2 + Fowiz — Frwas) + ?llw

= Fy(wi2 + Fowiz — Flwas) + cwi —cTwis

cT:
dFy = —F1 (w12 + Fowis — Flwas) + ?;WQ

= —Fi(wi2 + Fowiz — Flwaz) + cwy — cTwas.

Logo, a fungao T deve satisfazer o sistema:
FP+F;+1=2cT,
dF = Fy(wi2 + Fowiz — Flwaz) + cwy — cTwys,

dFy = —Fy (w12 + Fhwig — Flwaz) + cwa — cTwag,

onde ¢ é uma constante arbitraria nao nula.

(5.18)

Para mostrar que tal T existe, precisamos provar que o sistema (5.18) é integravel. As-

sim, vamos introduzir funcoes diferencidveis auxiliares a fim de determinar um novo sistema

equivalente a (5.18).

Proposigao 5.2.1. Seja X wuma superficie minima e considere {e1,es,es} um triedro mdvel

principal associado a X. Se uma funcao T € solugdo do sistema (5.18), o par de fungdes Q) e

W (associadas a T') € solugdo do sistemas:

A = Qawig + cWwy + (¢Q — W)wis,
dQo = —Qrwig + cWwa + (¢Q — W) was,
dW = Oy wiz + Qo wos,

dQ = Qw1 + Qa2 wo,

Q4+ B+ W2-2cWQ=0.

(5.19)

Q
Reciprocamente, se um par de fungoes nao nulas Q2 e W for solugdo deste sistema, entdo T = W

é solugao de (5.18).
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5.2. Transformagdes de superficies minimas

Demonstragdo. Suponha, inicialmente, que T seja solucao de (5.18) e considere as fungoes 2 e
W definidas por (5.17) e (5.16), respectivamente. Definindo as fungoes

O = WH, Oy = W, (5.20)
obtemos a quarta equacao de (5.19):
dQ = Qw1 + Qo ws.

Da derivada exterior de (5.16), temos

1 Q
AW = df — o dT
w W
= 7(F1—T1)w1+7(F2—T2)w2

=WF) k1w + WEs ko wo,
onde nesta ultima igualdade usamos (5.6). Portanto, resulta de (5.20) que
dW = Q7 w1z + Qo w3, (5.21)

ou seja, a terceira equagao de (5.19) estd satisfeita.
Obteremos as duas primeiras equagdes de (5.19) a partir da derivada exterior de (5.20). De
fato, usando (5.18) e (5.21), temos
dQ = FydW + WdFy
= F1(Q wig + Qawag) + W[Fa(wiz + Fowiz — F1lwas) + cwi — ¢ Twg)
=Whwi+cWwy + (WE2 —cWT + FiQ1) wiz + Fi(Qo — WEy) was
=Qwig+cWwy + (¢Q — W)wys,

onde na ultima igualdade usamos novamente (5.18) e (5.20). Da mesma maneira, temos que

dQy = Fo dW + WdF,
= F5(Q w1z + Qo wag) + W—F1 (w12 + Fawiz — Fi wag) + cwa — ¢ Twag]
= —WF wia +cWws + Fo(Q — FIW) wiz + (FoQo + FEW — ¢ WT) wos
= —Qrwig + cWwa+ (cQ — W) was.

Conseqiientemente, de (5.16), (5.18) e (5.20), resulta
D+ + W2 —2cQW = W?(FE+ Ff+1—2¢T) =0

e, portanto, o par 2 e W é solugao do sistema (5.19).
Reciprocamente, supondo que o par 2, W é solu¢do nao nula de (5.19), provaremos que
Q
T = W é solugao de (5.18). Para isso, vamos primeiro definir as fungoes a valores reais T;, F;,

i=1,2, do sistema (5.18). Note que

1 Q
dl' = — dQ) — — dW
w
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

onde na segunda igualdade usamos as expressoes de (5.19) e w;s = K;w;, ¢ = 1,2. Logo, defina

Q; Q .
7= g (1 ). =
e, de (5.20), considere
0 Qo
F=— Fy=—. 5.22
1 Wa 2 W ( )

De (5.19), temos
0=07+Q3+W? —2cQW = W?*(F} + F§ +1—2cT)

e, como W # 0, a primeira equacao de (5.18) esta satisfeita. Usando novamente a (5.19) resulta

1 0
dFfy = — d — — dW
Tw T we
1 Q
= W [QQ wig + cWwq + (CQ — W) (.;)13] — Wg [Ql w13 + Qo w23]
= F(wi2 + Fowiz — Flwas) + cwi — cTwis.
Analogamente,
dFy = —F1(w12 + Fhwis — Fy W23) + cway — cTwag,
0 que termina a prova. O

Usando o Teorema de Frobenius, mostraremos agora que o sistema diferencial (5.19) admite
solugcao nao nula.

Lema 5.2.2. Seja X : U C R? — R? uma superficie minima e {e1,e2,e3} um triedro mdvel
principal associado a X. Entdo, o sistema (5.19) € integrdvel.

Demonstragdo. Considere as 1-formas diferenciais
a=dQ — O w; — D ws,
61 = dQl - QQU}lQ - Cle - (CQ - W)wlg,

Bo = dQg + Q1 wig — cWwy — (CQ — W)(U23,
6 =dW — Qlwlg - Qg(,c)gg7

(5.23)

e seja J o ideal gerado por estas formas. Vamos mostrar que J é fechado e, assim, do Teorema
de Frobenius, segue que o sistema diferencial (5.19) é integréavel (veja Apéndice B, pagina 146).
Das equagoes de estrutura e de (5.23), resulta

da = —d Awi — Qidwi — dQs A we — Qodws
=—[fi+Dwi+cWwi+ (cQ—W)wis] Awi — Qrws Away
= [Be—Qrwiz+ cWws+ (cQ = W)was] Awg — Qo wi Awiz
=—(1Aw1— B2 Awa + (¢ — W) (w1 Awiz + wa A wag)
—B1 Awi — B2 Awa.

Da mesma forma, obtemos
dé = =1 Awiz — f2 A was.
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5.2. Transformagdes de superficies minimas

Note também que
dfy = —dQs ANwis — Qo dwis — cdW Awy — e W dw,
— (CdQ — dW) ANwisg — (CQ — W) dwis

—ﬁg Awig — 0 A (cwl —w13) —ca N\wis +CQQ(W1 N waos + w13 /\(.(JQ)

dBs = 1 Awig — 0 A (ng —w23) —ca N\ waog — cQ1(w1 A waos + wis /\WQ).

Como X é uma superficie minima, w; A wag + w13 Awg = 0 e, assim, podemos escrever

dﬂl = —ﬁg Awig — 0 A (cw1 — wlg) —ca N\wis,
dBs = 1 ANwizg — I A (Cu)g — WQ3> —ca N\ was.
Portanto, o ideal J é fechado e, assim, do Teorema de Frobenius, existem fungoes diferencidveis
Q,01,Q9, W, definidas em uma vizinhanca de um ponto ¢ € U, que satisfazem as quatro
primeiras equagoes de (5.19). Além disso, decorre destas equagoes que
A+ QB+ W2 —2cW Q) =201dY +20d2% +2 (W — Q) dW — 2cW d
=2M[Qwizs + cWwi + (¢Q — W) wis]
+2Q[—Qwia + cWwa + (¢Q — W) was]
+ 2 (W — CQ)(Q1 w13 + Qo w23) — QCW(Ql wog + g w2)

logo, fixando condigoes iniciais ©(q), 21(q), Q2(q), W(q) tal que
Q4+ +W? —2cWQ)(q) =0 (5.24)
a ultima equacdo de (5.19) estd satisfeita. O

Teorema 5.2.3. Toda superficie minima pode ser localmente obtida por uma familia a trés
parametros de congruéncias de Guichard.

Demonstragio. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie minima e {e1, ez, e3} um triedro
movel associado a X tal que ej,es sdo campos de diregdes principais. Segue do Lema 5.2.2
que, fixadas condigdes iniciais Q(q), Q1 (q), Qa2(q), W(q) satisfazendo a tltima equagao de (5.19),
existem funcoes diferencidveis nao nulas, definidas em uma vizinhanca de ¢ € U, que formam
uma solugao para o sistema (5.19). Considerando

Q
Xo=X+ W €3, (525)

. . : - Q .
provaremos que Xg é isométrica a um paraboldide de revolucao e que X = Xy — W e3 determina

localmente uma familia a trés parametros de congruéncias de Guichard!.

- Q - e
'De fato, a solugio — = T depende de trés parametros que sio a constante c¢ e as condiges iniciais

T(q), F1(q), F>(q), ligadas pela relagdo (equivalente a (5.24)) dada por:

(Ff 4+ F; +1—2c¢T)(q) =0.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

De Q Q Q
dXo = (wl i w13) e1+ <wQ - ng;;)eg + d(W) es, (5.26)
usando a terceira e a quarta equagoes de (5.19), obtemos
dXo = (wl — %ww) (el + % 63) + (wz — %w%) <62 + % 63). (5.27)
Q

Q
Como os campos <€1 + W163> e (62 + W263> sao linearmente independentes, decorre da

Proposi¢ao 1.3.8 que X é uma superficie parametrizada regular se, e somente se, as 1-formas
Q Q
(wl i wlg) e (WQ i WQg) forem linearmente independentes, isto é,

Q Q 0?2
0 # (w1 — leg) N (LUQ — ngg) = (1 + we K)w1 N wa,
onde K é a curvatura gaussiana de X. Para isso, basta adicionar as condigoes iniciais que
2

(Q—K+1)(q)¢0.

W2
Q Q
Resulta também de (5.27) e da Proposicdo 1.3.8 que os campos (61 + Wl 63) e <€2 + WQ 63>
sao tangentes a superficie Xg. Logo,
Q Q 02+ Q32 Q Q
W161+W262+%63 e erl—Wleg

0
sdo também campos de vetores tangentes a Xy. Assim, definindo uma funcgéo 6 € (0, 5) tal
que

Q 1
W 2csen?’ 70, (5:28)
usando (5.19), temos
Q2 02 1 cos? 6
W2 W2 sen?f ~ sen2f’

Portanto, podemos considerar o seguinte triedro mével associado a Xj:

0 sengﬂ(&e +%€ +005296)
17 " eos \W T W T sen20 2
o_Sene(& & ) 5.29
27 oso \ WA W R) ( )
Q Q
egze(l)/\eg:—senH(Wlel—&—Wgeg—eg).
Observe agora que, como
d<g>* cosf
W/ csen3f

resulta de (5.26) que

Q 3 6
dXo = <w1 - Ww13> e1 + (wz - — w23> er — —— 1 dfes. (5.30)

Por outro lado, de (5.29), temos

dXo = wied +wled

Q Q
= sen0 <—sen91w?+2wg>el

cos w w
0 Q &
ii:e (—sen&mfw? — I/;cx)(%)ez — cosQw?e&

100



5.2. Transformagdes de superficies minimas

de onde, comparando com (5.30), obtemos

WY = !
S
csen3 f (5.31)
I YJ YA R Y )
27 cosf LW w w W ‘
Também, de (5.29), temos
3 2 2
o_[_ SEHQ& _sen9 i 0 _& _0089
del_[ (2sen9+C0820) d0 cos 0 (WdQl w2 aw %% w2 enzg )}el
sen” 0 sen? 6 1 95 cos? 0
+[ <ZSGHG+COSQQ>W cos 0 (lez—’_WdQQ_WdW 29&}23)}
sen3 0\ cos? 6 sen26 /) Oy 6059
+[—<2sen9+ cos@)sen29 cos < CL}13+T/V 23— 2 sen 39d0)]
Portanto, usando (5.19),
w(1)2 = <d61a €2>
sen3 @ Qs 0 92 92 cos28 /)y 0
T cos26 KW dfh — w2 dQQ) <W + W)  sen2f (le?’ W ng)]

=g [ (e ey =1 g )o) + 3 e g~ 1 )]

= —c% [% (wl ;2/0113) SV)I; (UJQ - %0&3)}’

isto é,
2
0 sen“fd
= — 5.32
W12 S— ( )
Como, usando (5.29)
ns ¢ 20
duwly = —c (256n9+ )d@/\ sese 9
1 n 0 20
=—c [(QSGDQCOSG—I- )csen30+sen29(—csen )}w?/\wg
cos 6 cos 6 cos 6
= —cZsen? W A WY,
resulta da equagdo de Gauss, dw?, = —Kow! A w9, que
Ko = ?sen’ 6. (5.33)
Agora, observe que de (5.29) temos
cosfel —senfed = —e3
e, portanto, (5.25) resulta em
Q
X =Xo+ W (cosf el —senfel), (5.34)
que é uma congruéncia de retas normal a X, por construgao. Além disso, usando as notagoes:
Q
T=_—
W’

wWdy = AW + Buwd,
d@ = 01 UJI +92W2,
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

de (5.28), (5.31), (5.32) e (5.33) resultam as relagoes de (4.33) a (4.36):

Bsenfcosf + 67 =0,
A=6=0,

senf — 2769 = 0,
Kgsen?6 — (09)% = 0.

Portanto, da prova do Teorema 4.3.1, concluimos que Xg é isométrica a um paraboldide de
revolucao e que (5.34) determina uma familia a trés pardmetros de congruéncias de Guichard. [

Corolario 5.2.4. A toda superficie minima sem pontos planares, podemos associar uma familia
a trés parametros de superficies minimas.

Demonstracio. Considere X : U € R? — R? uma superficie minima sem pontos planares.
Decorre do Teorema 5.2.3 que existe uma familia a trés parametros de congruéncias de Guichard

9 Q
X =Xy—- W e =Xo+ W (cosf el —senfel),

sendo X uma superficie isométrica a um paraboléide de revolucao. Entao, do Corolario 4.2.7
resulta que a superficie X?*, simétrica a X em relacao a Xy, dada por

Q
X°=Xo+ W(COS@@?—FSGD@@Q)

¢ também uma superficie minima. Relacionando estas duas equagoes e usando (5.28) e (5.29),
temos

Q
XS:X+2W sen 6 e3

1 /M) Oy
S )
p W61+W62 es

que é uma familia a trés parametros de superficies minimas associadas a X.

(5.35)

Note que, de fato, X° é uma superficie. Diferenciando (5.35), temos

AX* = dX—% [(idgl — &dW)el FRUI. (idQQ 2

Qs
> o = Sl — S5 dW e + 2 dey — des)

w

de onde, usando (5.19), obtemos

1
axs =wi3 W [(Q% — CQW) el + 9192 ey — 91W€3}
Y (5.36)
+ w3 — [9192 e1 + (Q% —cQW)eg — QQW@g] .

cW?2
Como a superficie X nao possui pontos planares, temos que
wi1g Awog = K w1 Awg # 0.

Segue, assim, da Proposicao 1.3.8 que X* é uma superficie parametrizada regular. O
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Observacgiao 5.2.5. Decorre da Proposigido 1.3.8 e de (5.36) que os campos de vetores dados
por:

(2 —cQW)ep + U es — 2 Wes
01 e1 + (Q% — CQW) es — QoWes

sao tangentes a superficie X®. Assim,

1

s __ 2 _
ef =~y [(@F = cOW)er + 2 e2 — U Wes],
. 1
¢ =~ [ e + (23 — QW) ex — WwWes], (5.37)
1
e =ej Nes = — [— Qe — Qoeq + (W — cQ)eg]

c()

¢ um triedro mével associado a X*. Como dX* = wj ef +wj €5, comparando com (5.36) obtemos

. 9
W1 = 77 W13,
W
L0 (5.38)
w5 = — wo3.
2= gy W2
Temos também que, de (5.37),
1 1
des =0 [(Q% —cQW)wy + 01909 wg]el + T2 [9192 w1+ (Q% —cQW) wg]eg
1
pvov) [W(Ql w1 + Qo (UQ)] es.
Assim, usando a ultima relacao de (5.19),
wis = —<de§, e§>
1
= —m [(Q% + Q% + W2 —2cQ) W)(Q% w1 + 2199 (JJQ) + CQQQWQWJ
W
= —ﬁ Wl
e, analogamente,
Wo3 = <d3§ae§> = —% w2
Portanto,
wj w w
13 o %L
Q
LW (5.39)
23 — o) 2.

5.3 Transformacgoes de superficies de curvatura gaussiana con-
stante nao nula

Se X : U c R? — R? é uma superficie parametrizada regular de curvatura gaussiana
constante nao nula, vimos que as fungoes T e 6 estao relacionadas por

1 1
TP
K + csen2 @’

c# 0.

103



Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Logo, a relacdo (5.7) se reduz a
1
PP+ Ff+1=c(T2- ).
1 T8y + ¢ K

Como 9
coS

TdT = ——=7

csen36

usando dT = Ty w1 + Thws e df = 01 wy + 02 wa, segue que

cos 0

CTZZ—W iy Z:1,2
Assim, de (5.6), as equagoes (5.15) se reduzem a
cTT
dFy = Fy(wi2 + Fawiz — Frwag) + S Wy

1
= Fy(wi2 + Frwiz — Flwes) + cTwy — cT?wys,

CTT2
2
= —F (w12 + Fowiz — Flwig) + cTwy — cT?wo3.

dFy = —Fy (w12 + Fowis — Flwas) +

w2

Portanto, verificar que T satisfaz o sistema dado por (5.7) e (5.15) é equivalente a verificar que

T satisfaz: )
F+ P} +1=c(T2- )
1+ g+ c %)
dFy = FQ((UlQ + Fhwis — F WQg) +cTwy — cT2w13, <5'40>
dFy = —Fi (w12 + Fawig — Flwss) + ¢ Twy — ¢ T?wos,
onde F; = 72', i1 =1,2, e ¢ é uma constante arbitraria nao nula.
1-— TKZ‘

Para mostrar que tal T existe, precisamos provar que o sistema (5.40) admite solugdo nao
nula. Assim, vamos introduzir fungoes diferencidveis auxiliares, reduzindo (5.40) a um sistema
linear e homogéneo, equivalente a ele, cuja integrabilidade provaremos em seguida.

Proposicao 5.3.1. Sejam X : U C R? — R® wma superficie parametrizada reqular de curvatura
gaussiana constante K # 0 e {e1,ea,es} um triedro mdvel principal associado a X. Se T for
solugdo do sistema (5.40), entao o par de fungies Q, W (associadas a T') € solug¢ao do sistema:

dQ = Qowie +cQwi — W(Ic{ + 1>w13,

dQy = —Qqwia +cQuwy — W(Ic{ + 1)&)237

dW = Q1 w1z + Qo wag, <5'41>

dQ = Q1 w1 + Qo wo,

2
Q%+Q§+W2—C<QQ—VIV(> =0.

Reciprocamente, se um par de fungoes nao nulas Q, W for solugdo deste sistema, entdo T = W
é solugao de (5.40).
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5.3. Transformagdes de superficies de curvatura gaussiana constante nao nula

Demonstragdo. Suponha que T seja solugdo do sistema (5.40) e considere as fungoes Q e W
definidas em (5.17) e (5.16). Definindo 24,9 por (5.20), como na prova da Proposigao 5.2.1,
obtemos a terceira e quarta equagoes de (5.41):

dW = Q1 w1z + Qs wag,
dQ = Qw1 + Dy ws.
De (5.20) temos:
dQ = WdF, + FidW
=Whwiy+cTWwy + (WEZ — c¢T*W + FL Q1) wiz + Fi (=W Fy + Q2) was
=Nwig +¢cQuwi — W(% + 1) w13,

onde usamos (5.16), (5.20) e (5.40). Analogamente,
dQo = —Q w1 +cQuwy — W(Ic( + 1> wa3.

Portanto, falta somente verificar a iltima equagao de (5.41). Usando (5.16) e (5.20), resulta da
primeira relagéo de (5.40) que

2 1
Q%+Q§+W2—C<QQ—M[2> :WQ[F12+F22+1—0<T2—K>] =0.

Reciprocamente, supondo que o par de fungdes ©Q, W é uma solugdo ndo nula de (5.41),
vamos provar que 1 = W é solucao de (5.40). Note que, como eq, ez sdo campos de diregdes

principais, resulta de (5.41):

Q Q Q Q
dT = Wl (1 — Wﬁl)wl + Wz (1 — WHQ)WQ.
Assim, defina
Q; Q
E:Wl<1_wﬁl)wlv 7;:1727
e
Ql Q2
== F=—.
L= 2= 9
Entao, segue da tltima relagdo de (5.41) que
2
0:Q%+Q§+W2—c<QZ—W?>
1
:WZ[F12+F22+1—c(T2——)}
K
1
e, como W # 0, obtemos FZ+ Ff +1=c (T2 - ?)
Calculando a diferencial de F} e F5, temos
1 04

C
K
=cTwi + Fa(wiz + Fawiz — Flwas) — cT? w3

=F2w2+cTw1—( +1+F12> w13 — F1 Fowag
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

dFy = cTwy — Fi(wia + Fawiz — F wag) — cT? wag,

ou seja, as duas tltimas equagoes de (5.40). O

Decorre do Teorema de Frobenius que o sistema (5.41) admite solu¢do ndo nula. Mais
precisamente,

Lema 5.3.2. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular de curvatura
gaussiana constante K # 0 e {e1,e2,es} um triedro mdvel principal associado a X. Entdo, o
sistema (5.41) € integrdvel.

Demonstrac¢do. Considere as 1-formas diferenciais dadas por:
o = dQ—Qlwl —Qg&}g,

B1 =d — Qawiz — cQuwy —W(IC( - 1) W13,
B2 = dQd + Qwiz — cQuwo —W(

% - 1) wag,
6 =dW — Ql w13 — nggg.
Vamos provar que o ideal J gerado por estas formas é fechado. De fato:

doa = —dQ AN wi — Q1dwy — dQs A wog — Qodws
=B ANw1 — P2 Aws

dé = —d A w1z — Qrdwiz — dQo A wog — Qodwas
= —f1 Awig — B2 Awas.

Da mesma forma, obtemos

dB1 = —dQs Awia — Qodwis — cdQ A wi — cQdwy + ([C( + 1)(dW/\w13 -|-de13)

=0y ANwizg —ca Awi + (;+1)5/\w13—CQQWQAW1—;{_nglg/\w%

dfs = 1 ANwis —ca Awsg + <IC{ —|—1>5/\w23 —cQwi Awa + %Qlwlg/\wzg.
Usando, agora, a equacao de Gauss, wiz A woz = K w1 A ws, podemos escrever
dfy = =02 ANwia —ca Awi + (% + 1)5/\w13,
dfBs = B1 ANwis —ca Awsy + (% +1>5/\w23.

Portanto, como o ideal J é fechado, pelo Teorema de Frobenius, existem fungoes diferenciaveis
Q,Q1,Q9, W, definidas em uma vizinhanca de um ponto g € U, que satisfazem as quatro
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primeiras equagoes de (5.41). Além disso, destas relagdes resulta que
d(Q% T2 W2t %WQ)
=200 d0 +202d0% — 20 Qd+2(1+ ) W dW
=0,
logo, fixando condigoes iniciais Q(q), 21(q), Q2(g), W(q) tais que
(9 +03+W2—c?+ %WQ)(q) —0,
obtemos que vale a iltima equagao do sistema (5.41). O

Obtida uma solugao do sistema (5.41), temos o seguinte resultado.

Teorema 5.3.3. Toda superficie de curvatura gaussiana constante K # 0 pode ser localmente
obtida por uma familia a trés parametros de congruéncias de Guichard.

Demonstrac¢io. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie de curvatura gaussiana constante K # 0
e {e1,e2,e3} um triedro mével principal associado a X. Decorre do Lema 5.3.2 que, fixadas
condigoes iniciais nao nulas Q(q),Q1(q),Q(q), W(q), ¢ € U, satisfazendo a tltima equagao
de (5.41), existem fungoes diferenciaveis €, 0,9, W, definidas em uma vizinhanca de ¢, que
formam uma solugdo para o sistema (5.41).

Considerando

Q
Xo=X+ W es, (5.42)

mostraremos que:

e se K > 0, entao X € isométrica a um elipséide de revolugao ou a um hiperboléide de
revolugao de duas folhas;

e se K <0, entao X é isométrica a uma das superficies da Definicao 4.3.3.

Além disso,

Q
X:XO*WGP,

é uma familia a trés parametros de congruéncias de Guichard.
De (5.42), temos

Q Q Q
dXop = (Wl — W w13)61 + (wz — W W23) ez + d(w)eé’n (5'43)
de onde, usando as relagoes (5.41), obtemos
B Q 0 Q Q9
dXy = (w1 — W W13) (61 + W 63) + (L«JQ — W WQ3> (62 + W 63). (5.44)

Q Q
Como os campos (61 + Wl 63) e (62+ W2 63) sao linearmente independentes, da Proposicao 1.3.8

Q
resulta que X é uma superficie parametrizada regular se, e somente se, as 1-formas (w1 W w13>

Q
e (wg i w23) forem linearmente independentes, isto €,

0+# <w1 —%wlg) A (wg—%w%) = (1—%/{1) (1—%/{2) w1 A wa.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Assim, basta adicionarmos as condicoes iniciais que as curvaturas principais da superficie X no

w
ponto g sao diferentes de ﬁ(q)
Definindo a funcgao 6 € (0, g) tal que

o _ 1 + 1 (5.45)
W2 K ' csen26’ '

de (5.41) temos que

QQ+Q2_ (92_1)_ cos2 0
wrwe =l E

e, assim, (como feito na demonstracdo do Teorema 5.2.3) vamos considerar o seguinte triedro

sen2 6

mével associado a X:

eo__seHQH(&e +QQ +00529€)

17 Teos) \W T W senZf °

o_ senf (Qy 5.46

62_c059 (Wel WeQ)’ ( )
Q Q

e%z—sen@(wlel—i—wzeg—eg).

Note que, de (5.45), temos

d<Q>: W cosf

w " Q csen3d

w

e, portanto, reescrevemos (5.43) como

Q Q W cosf
dXy = (wl — W wlg) e + (wg — W(UQB) €9 — ﬁ m df es. (547)
Por outro lado, usando (5.46),
dXO = wlel + CU262
_ senf Y o, Q0 g
iy ( — sen@le + Wu}2>el
Sene 0 Ql 0 0
p—— (— enHle — Wc@)eg cosfwies,
de onde, comparando com (5.47), obtemos
1
Wl = w de,
Q csen?6 (5.48)
e ) (o ) |
27 cosg LW\ W) w2 w )
Além disso, de (5.46), como
3 2 2
0 sen 9)91 sen 9( (Ql) Oy cos” 6 ﬂ
2 7 Ly 2 =7
der = { ( senf + cos? cosf d W W 2T senzg “13) 1

[ oo o) 0y (e + () ~ o)

o) s ey (it e+ ()]

+ {_ (256n9+ cos2 0
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w?Q = <de(1)7 6(2)>

sen® 6\ Q4 sen26 /1 c
B {_ <286n9+ cosge)i ~ cosf (W <ng12 +efw - W(E + 1) w13)
04 Qo cos2 0 sen 8 Qo
2 aw =22 _ == i)
w2 W qu sen2 g 13 )] (0089 W)
sen? @\ Qs sen” 0 c
2 )it 0= 57 (5 (- et 0= W (5 41) )
[ ( sett 9+c0529 cos 6 ( pwiz el =W K)es
0 Qs cosZ 6 senf
it dW — _ T
+ T sen2 6 wQS)}( cos 6 W)
e ) - - )
T T Woeos?o LW\t w ) T w P w )
isto €,
Q sen? §
wly = o w3 (5.49)
Usando (5.48) e (5.49), resulta
sen? @ Q /sen®6 Q sen? 9
Wiz ¢ cos (I/V)AW2 CW (COSQ)/\WQ W 0089
0?2 0? sen®6 02 send 0 A0
*fc[fsen 0+2Wcsen 9+CW729 Wie 829] 1A\ wsy
QQ 0 0
= —csen Q{CW sen? 6 — 1}w1 A ws.
Logo, da equacio de Gauss, dw(y = —Kow{ A wY, a curvatura gaussiana de Xy é
92
Ky = ¢ sen? 9<cW2 sen? § — 1) (5.50)
Como, de (5.46), temos
cosf el —senfe) = —es,
(5.42) se reduz a
Q
X:X0+W(cosee?—seneeg), (5.51)
que é, por construgdo, uma congruéncia de retas normal a X. Além disso, usando as notagoes
Q
T=—
W?

wiy = Aw] + Buw,
df = 69 W9 + 69 WY,
de (5.48) e (5.49) segue que
cTsen®f — Y =0,
A=469=0, (5.52)
Bcosf 4+ cTsen?0 =0

e, portanto,
Bsenfcosf + 69 = 0.
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Decorre também de (5.45) que
1 TK -1
csen2 K

de onde, por (5.52), obtemos
(T?°K —1)0Y — TK sen6 = 0.

Usando, agora, (5.52) em (5.50), segue que

K, 09 (T@?—sen&))

" Tsend sen 0
isto é,
T[(G(f)2 — Kosen? o] — 69 send = 0.

Portanto, as relagoes de (4.46) a (4.49):

Bsenfcosf + 6 =0,

A=65=0,

(T*K —1)6? — TK senf = 0,
T[(69)* — Kosen? 6] — 6)senf = 0

estao satisfeitas. Logo, da prova dos Teoremas 4.3.2 e 4.3.4, segue o resultado. O

Corolario 5.3.4. A toda superficie de curvatura gaussiana constante K ndo nula podemos
associar uma familia a trés parametros de superficies de mesma curvatura gaussiana.

Demonstracdo. Sejam X : U € R? — R? a parametrizacio de uma superficie de curvatura gaus-
siana constante K # 0 e {e1, €2, e3} um triedro mdével principal associado a X. Do Teorema 5.3.3,
existe uma familia a trés parametros de congruéncias de Guichard

Q Q
X =Xy—- W e :XOJrW(cosGe?fsenQeg),

sendo X isométrica a um elipséide de revolugao ou a um hiperboléide de revolugao de duas fo-
lhas, se K > 0, ou a uma das superficies da Defini¢ao 4.3.3, se K < 0. Entao, do Corolério 4.2.11
e da Observagao 4.3.5, a superficie

Q
X8:X0+W(60596?+sen96g), (5.53)

simétrica a X em relacdo a Xp, possui também curvatura gaussiana constante K° = K # 0.
Podemos reescrever (5.53) na forma

Q
X° :X+2W sen f e,

e, usando (5.45) e (5.46),

XS:X—Q% senQH(%el+%eg—eg)
2KQW (Ql Q9 )

TRE_ Wy \wa Tt e

(5.54)

w w
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Portanto, usando a tltima relagdo de (5.41), vemos que

20W T
Xs=x - =" (2 22 ey —
Q%+Q§+W2<W61+W62 63)

é uma familia a trés parametros de superficies de curvatura gaussiana K°* = K # 0. O

Vamos terminar esta se¢do com uma observagao que sera util nos resultados que seguem.

Observagao 5.3.5. De (5.54) temos

dstdX—d<2KQVV> (Qlel—i-QQez—e;;)

C(KQZ—WQ) w w
2KQW Ql Ql QQ QZ
- d| —= —d d| — — deg — de:
C(KQQ—WQ) |: <W>e1+W e1 + (W>€2+W ) 63:|,

de onde, usando as relagoes (5.41), obtemos

e 2E[QK + W) w1 — 20W o) K c(Q°K —W?)
= 1 - -

Qges— W
(2K — W2y 2K, )el e 63]
2KQ [(Q2K + W?2) wy — 2QW wos] c(PK —W?)
Q QP LA P .
* c (2K — W2)2 { vt ( 2 2K, >62 We?’}

(5.55)
Portanto, X*® é uma superficie parametrizada regular se, e somente se, as 1-formas diferenciais
(2K + W?) w1 — 2QWws3] e [(Q2K + W?) wy — 2QWwgs] sdo linearmente independentes, isto
é, COMO W13 = K1W] € W23 = Ko W2, & EXPressao

(2K + W22 - 20W(Q2K + W?) (k1 + ko) + 402 W k1 ko (5.56)
deve ser nula. Denotando por a@ = Q2K 4 W2, vamos agora analisar a seguinte situacio:
a? — 20W (k1 + ko) + 40°W 2k k9 = 0.

Como A = 402W?2 (k1 — k2)?, temos que

a= QW (k1 + k2) £ QW (k1 — ka) = 2QWk;, i=1,2,
isto é,
O*K + W? :
Ri = W 1= 1, 2,
anulam (5.56). Portanto, basta adicionar as condigoes iniciais que as curvaturas principais de
X em ¢ sao diferentes de %(q}

Segue da Proposicao 1.3.8 que os campos

KQl (K - W?)

5K, >€1+QQ€2_W€3:|,

(2K — W?)
|:Ql e1 + <QQ - W €2 — W€3
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

sao tangentes a X®. Assim, podemos considerar os seguintes campos de vetores unitérios

. 2K ] c(Q2K —W?)
T (@K —W?) _(Ql T ke, ) ttee s Wea)
2KQy [ c(Q2K — W?)
5= ——— 2 __ 10 Q- e, - 5.57
€3 ¢ (QQK — W2> I 1€e1+ < 2 QKQQ €2 W€3 ) ( )
. 2KW [ c(VPK —W?)
A= cr ey | e T et (W‘ mv)?’}

como triedro mével associado a X*. Usando este triedro, temos

dX°® = wie] + wie
2K (2K — W?)
YLLK — W) K ! o, )t We

2Ky (2K —W?)
5= | Qy— —— -
+W20(QQK—W2) { 1€1+< 2 2K, e2 — Wes

de onde, comparando com (5.55), obtemos

1
Q2K - W2
1

= P (K + W?)wy — 2QWwag].

wi [(QQK + W3 w — 20W w3,

(5.58)

[\)v

w

Agora, usando as relagoes (5.41) e (5.57), concluimos que

1
Q2K — W2 [
1
2K — W2 [

wi3 = QQKle - (Q2K - WQ) wlg],

whs = 20K Wwy — (2K — W?) wag].

Terminamos esta secao observando que podemos obter resultados andlogos a estes para
superficies de curvatura média constante nao nula, ja que estas sdo geometricamente equivalentes
a superficies de curvatura gaussiana constante positiva, pelo Teorema de Bonnet. Além disso,
como conseqiiéncia da Proposigao 4.3.11, transformagoes de superficies de mesma curvatura
gaussiana ou média, obtidas nesta secao, preservam linhas de curvatura.

5.4 Interpretacao analitica

Com base na associacao entre superficies minimas e superficies de curvatura gaussiana cons-
tante com solugoes de equagdes diferenciais parciais, que foi estudada no Capitulo 2, vamos
interpretar analiticamente os resultados vistos nas secoes anteriores.

5.4.1 Superficies minimas

Seja X : U € R? — R? a parametrizacio principal de uma superficie minima e {e1,e2,e3}
o triedro mével dado como na Proposigao 1.3.3. Da prova da Proposicao 2.1.1, podemos supor
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5.4. Interpretagao analitica

que a primeira e segunda formas quadraticas de X sao

I = e?(du? + dv?),
II = du® — dv?,

onde ¢ é solucao da equacao de Liouville:

Ap=e 2%,

Neste caso, as 1-formas diferenciais associadas ao triedro mével de X sao dadas por:

wy = e?du,

wy = e®dv,

wiz = —¢udu + ¢ydv,
wis = e %du,

was = —e ?d.
Assim, reescrevemos o sistema (5.19) como:

A = (= Qo dy + cWe? + (cQ = W)e™®) du + Q ¢y, do,
S = Q pydu+ (= Q ¢y +cWe? + (cQ—W)e™) dv,
dW = e ?(Qy du — Qy dv),

dQ = e?(Q du + Qg dv),

D+ B+W?—2cQW =0,

onde ¢ é uma constante arbitraria nao nula.

Note que o Lema 5.2.2 é equivalente ao que segue.
Lema 5.4.1. Seja ¢(u,v) uma solugio de

Ap = e %9,

(5.59)

(5.60)

(5.61)

Entao, para cada constante ¢ ndo nula, firadas condigcoes iniciais satisfazendo a ultima equagdo

de (5.60), este sistema admite solug¢do.

Demonstragao. Considerando ¢ # 0 uma solucao de (5.61), podemos associar a ¢ uma superficie

minima X, cujas formas quadraticas sdo dadas por:

I = e2(du’ + dv?),
II = du® — dv®.

Logo, as curvas coordenadas de X sao linhas de curvatura e, assim, segue do Lema 5.2.2 que,

fixadas condi¢des iniciais tais que satisfazem a Ultima equagao de (5.60), o sistema (5.19) admite

solugdo. Como o sistema (5.19) equivale ao sistema (5.60), segue o resultado.
Conseqiientemente, o Coroléario 5.2.4 é equivalente ao seguinte
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Teorema 5.4.2. Se ¢(u,v) € solugio de (5.61) entao, firada a constante ¢ # 0, para cada
solucdo ndo nula Q, Q, Qe, W do sistema (5.60), obtemos uma nova solucdo ¢ de (5.61) definida
por:
S lde 4
c W
Demonstracdo. Provaremos esse teorema geometricamente usando os resultados da Secao 5.2.
Considere X (u,v) uma parametrizagao da superficie minima associada a ¢ (Corolério 2.1.3),

cujas formas quadraticas sao:

I= ew(du2 + d’UQ),

I = du® — dv*.
Do Corolério 5.2.4 (equagao (5.35)), cada solugao nao nula do sistema (5.60) determina uma
superficie minima X*® que, pela Observacao 5.2.5 e por (5.59), possui 1-formas diferenciais

wi = W e~ ?du,
wy = W e %dv,
wis = ey e?du,
wss = o) e?dv.

Assim, as formas quadraticas de X*° sao dadas por

P 9 2
If = ﬁe* O (du® + dv?),

II* = —du® + dv?.
Note que, da tltima relagido de (5.60), temos
1
QW = o (A + Q5+ W) >0
se, e somente se, ¢ > 0. Portanto, podemos definir a funcio ¢ por

5 Q
G U
c W
de onde concluimos que ¢ é solugao de (5.61). Com efeito (repetindo o mesmo raciocinio visto
na prova da Proposi¢ao 2.1.1) a curvatura gaussiana de X* é

€s9s —4é
K= 28 — 49,
B.G, ¢

Por outro lado, segue da equagao de Gauss que

(), (S5 e

Logo, obtemos

Ap = e20,
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5.4.2 Superficies de curvatura gaussiana constante nao nula

De maneira andloga, vamos interpretar analiticamente os resultados obtidos na Secao 5.3
para superficies de curvatura gaussiana constante K # 0.
O caso K >0

Sejam X (u, v) a parametrizacao principal de uma superficie de curvatura gaussiana constante
K > 0 e {e1,e2,e3} o triedro mével associado a X como na Proposicdo 1.3.3. Da prova da
Proposigao 2.2.1, podemos supor que as formas quadraticas de X sao dadas por:

I = — (senh® ¢ du® + cosh® ¢ dv?),

]

II= senh ¢ cosh ¢(du2 + dv2),

S

onde a funcdo ¢ é solucao da equacao de Sine-Gordon eliptica:
A¢ = — senh ¢ cosh ¢.

Além disso, temos que
1

w1 = ——= senh ¢ du,
N ¢
1
wg = —— cosh ¢ dv,
VK (5.62)

wi2 = —¢y du + ¢, dv,
w13 = cosh ¢ du,
wo3 = senh ¢ dv.

Entéo, o sistema (5.41) é equivalente ao seguinte sistema linear e homogéneo:

c c

ddy = [— Qo + ﬁ Qsenh ¢ — W(? + 1) coshgzb} du + Qoo dv,
c c
Ay = 1y du + [ ~ D+ Qeosh - W(g n 1) senhcb} o,
dW = € cosh ¢ du + 9 senh ¢ dv, (5.63)
1
dQ = ﬁ (Ql senh ¢ du + 9 cosh ¢dv),
W2

G+ QB+ W - (02— =) =0,

onde ¢ # 0 e K > 0 s@o constantes arbitrarias.
Contudo, considerando K > 0, o Lema 5.3.2 equivale ao

Lema 5.4.3. Seja ¢ solucdo da equagao de Sine-Gordon eliptica:
A¢ = —senh ¢ cosh ¢. (5.64)

Entao, fixadas as constantes ¢ # 0 e K > 0, escolhendo condigoes iniciais sobre 2,1, Qo, W
satisfazendo a ultima equacdo de (5.63), este sistema admite solu¢do nao nula.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Demonstra¢do. Sejam ¢ uma solucao nao nula da equagao de Sine-Gordon eliptica e K > 0 uma
constante fixada. Da Proposicao 2.2.1, podemos associar a ¢ uma superficie X, de curvatura
gaussiana igual a K, tal que:

1
I= e (senh® ¢ du® + cosh? ¢ dv?),

1
IT = —— senh ¢ cosh ¢ (du® + dv?).
Vi S cosho | )
Assim, do Lema 5.3.2, fixadas a constante ¢ # 0 e condigbes iniciais sobre €2, 1, Qo, W satis-
fazendo a 1ltima relagdo de (5.41), este sistema admite solugdo. Como (5.41) equivale a (5.63),
segue o resultado. O

Conseqiientemente, o Corolédrio 5.3.4 é equivalente ao seguinte

Teorema 5.4.4. Se ¢ € solugao da equagao de Sine-Gordon eliptica entdo, fixradas as constantes
c#0 e K >0, para cada solugdo nao nula Q,Q1,Q, W do sistema (5.63), obtemos uma nova
solugdo ¢ da equacio (5.64) definida por:

o 2 (0
wl(—coth (?), se ¢ >0,
Q? 2 (09
WK—tanh (T)’ se ¢ < 0.

Demonstracdo. Vamos apresentar a prova geométrica deste teorema, onde usando os resultados
da Secao 5.3.

Sejam ¢ solucdo nao nula da equacio (5.64) e X : U C R?> — R? a parametrizacio da
superficie de curvatura gaussiana K > 0 (associada a ¢) cujas formas quadraticas sdo:

1
1= 7 (senh2 & du® + cosh? ¢ dv2),

1
II = —— senh ¢ cosh ¢ (du? + dv?).
VI S cosho )
Decorre do Corolario 5.3.4 que cada solucao nao nula Q,Qq,Qe, W do sistema (5.63) deter-
mina uma superficie X*® de mesma curvatura gaussiana K. Pela Observacao 5.3.5, as 1-formas
diferenciais de X*® sao dadas por:

o U (@K )L senhi — 200 cos
w1 = 02K — W2 <(Q K+W )\/E senh ¢ QQWCObh(b) du,
I P S ((92[( W)L cosh g — 20W senh q;) o

TR W Vi v
s 1

wis = ~ e gz (QVEQW senh ¢ — (K + W) cosh g) du,

1

wiy = “ K e (2\/?QW cosh¢ — (2K + W?)senh ¢) dv.

Definindo a funcéo é(u,v) por:
lc| 1

senh ¢ = R e [(QQK + WQ) senh ¢ — 2V KQW cosh qb],
- _ el 1
Coshd) = ? W [(QQK + WQ) COSh¢ — 2\/[?QW Senh ¢],

116



5.4. Interpretagao analitica

resulta que

1 _ _
IF = (w5)? + (W5)? = e (senh? ¢ du? + cosh? ¢ dv?),
1 _ _
IT° = WS Wia + WS wWia = —— senh & cosh ¢ (du® + dv?).
1%13 223 \/F ¢ ¢( )

Observe que a funcio ¢ estd bem definida, pois da tltima relacio de (5.63), temos que
2 2 K o 2 2

se, e somente se, ¢ > 0, de onde resulta:

- 1 ) o €0 +e7? e —e®
|| 1 e? , e ? 9
= = |— (VK — — (VK
S e |5 (OVE — W S (@VE + W] >0
e, também,
_ — 1 2
cosh? ¢ — senh? ¢ = PK — W [((QQK + W?) cosh ¢ — 2VEKQW senh )
— (9K + W?)senh ¢ — 2V KQW cosh ¢)]
1 472 2 2 4
Além disso,
_ - - lc| QK + W?
cosh(¢ — ¢) = cosh ¢ cosh ¢ — senh ¢ senh ¢ = KW
isto é,
@ cosh(—g)+ 1
— K= c
w2 - lc|
cosh(d — ) —

Portanto, usando a relacao trigonométrica

-b cosh(a —b) — 1
tanh? (2 =
a ( 2 ) cosh(a —b) + 1’

resulta que, se ¢ > 0,

esec<0, ) _
% K = tanh? (%)

Como a superficie X?® tem curvatura gaussiana K° = K, segue da equagao de Gauss que
A¢ = —senh ¢ cosh ¢,
ou seja, ¢ é solugao de (5.64). O]
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O caso K <0

Seja X : U C R? — R? a parametrizacio principal de uma superficie pseudo-esférica de
curvatura K e {e1,es,es3} o triedro mével dado como na Proposigdo 1.3.3. Pela prova da
Proposigao 2.3.3, podemos considerar as formas quadraticas de X dadas por:

1
I= e (cos® ¢ du? + sen? ¢ dv?),
1
vV—K

onde ¢ é uma solugao da equagao de Sine-Gordon

d)uu - d)vv = sen ¢COS ¢

1=

sen ¢ cos ¢ (du? — dv?),

cos ¢ du,
we = ——— sen ¢ dv,
VK (5.65)
w12 = ¢y du + ¢y dv,
w13 = sen ¢ du,
w3z = — cos ¢ dv.

Assim, o sistema (5.41) pode ser escrito na forma:

4, = [92¢v+¢%7900s¢—w(%+1> senqs} du + Q2 by dv,
dQy = —Qy ¢y du + [— Q1 ¢y + ﬁﬂsendﬂr W(% + 1) cosgzﬁ] dv,
dW = Qqsen ¢ du — Qs cos ¢ dv, (5.66)
1
dQ:ﬁ(Qlcos,(ﬁdu—i—Qgsen(ﬁdv),
W2
Q%+Q%+W2—c(92—?> —0,

onde ¢ > 0 e K < 0 sao constantes arbitrarias.
Como feito para o caso de superficies de curvatura gaussiana positiva, segue do Lema 5.3.2
o seguinte

Lema 5.4.5. Se ¢ é uma solugdo da equagao de Sine-Gordon

¢uu - ¢vv = sen ¢COS ¢a

entao, para constantes ¢ > 0, K < 0 e fizadas condi¢oes iniciais sobre 2,1, Qa, W satisfazendo
a ultima relagdo de (5.66), este sistema admite solugao.

Demonstracao. Nessas condigoes, segue da Proposigao 2.3.3 que podemos associar a ¢ uma
superficie X pseudo-esférica, de curvatura gaussiana igual a K, cujas formas quadraticas sao
dadas por:

I=—— (cos® ¢ du’® + sen® ¢ dv?),

HN‘»—A

II= sen ¢ cos ¢ (du? — dv?).

VK
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Assim, fixadas condigdes iniciais sobre Q, Qy,Qy, W satisfazendo a iltima relagio de (5.41), do
Lema 5.3.2, temos que o sistema (5.41) admite solu¢do. Como o sistema (5.41) equivale a (5.66),
segue o resultado. O

Do Corolério 5.3.4 segue o seguinte

Teorema 5.4.6. Se ¢ € solu¢do da equagao de Sine-Gordon entao, firadas as constantes K < 0
e c> 0, para cada solu¢io ndo nula Q,Qq,Qe, W do sistema (5.66), obtemos uma nova solu¢ao
¢ da equacdo de Sine-Gordon definida por

02 b —

o (252)
W 2

Demonstracdo. Provaremos este resultado geometricamente.

Sejam ¢ solugdo ndo nula da equagio de Sine-Gordon e X (u,v) a parametriza¢do principal
da superficie de curvatura gaussiana constante K < 0, cujas formas quadraticas sao

1
I=—— (cos? pdu® + sen® ¢ dv?),

—=

1= sen ¢ cos ¢ (du® — dv?).

3

Decorre do Corolério 5.3.4 que cada solugéo de (5.66) determina uma superficie X* de mesma
curvatura gaussiana constante K°® = K < 0 e que possui, pela Observacao 5.3.5, 1-formas
diferenciais dadas por:

S 1 2 2 1
YI= B e ((Q K+WwW )\/j cos ¢ — QQWsenqb) du,

1 1
Wi =0 <(92K +W?) sen ¢ 4 2QW cos (b) dv,

MK —W? V—K
1
wis = gpe gz (2V-EK QW eos ¢+ (K + W?) sen ¢) du,
1

s / 2 2
w23:_m(_2 —KQWSGHQS"_(Q K+W)COS¢)dU.

Definindo a funcio ¢(u, v) por

- 1
cos ¢ = PR W2 ((QQK +W?)cos ¢ — 2v —KQWseng),
1

b= PR ((QQK+WQ)SQH¢+2\/—KQWCOS¢)7

o que é valido pois cos? ¢ + sen? ¢ = 1, as formas quadraticas de X* sao dadas por:
1 _ _
I* = (w§)? + (w5)? = —— ((cos® g du® + sen® ¢ dv?),
1 _ _
II* = W Wi + wjwiy = —— sen ¢ cos @ (du® — dv?).

VK

=

Além disso, de

_ _ _ QZK 2
cos(¢ — @) = cos ¢ cos ¢ + sen gpsen ¢ = W%,
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deduzimos que
QF  1+cos(p—¢) o (d—9
W e~ (57)

Como X*® tem curvatura gaussiana K® = K < 0, segue da equacao de Gauss que
quu - évv = sen QECOS q;,

ou seja, ¢ é solucao da equacao de Sine-Gordon. O

5.4.3 Composicao de transformadas de Backlund dadas por Bianchi

No Capitulo 3 desenvolvemos a teoria de Bécklund para obter novas solucoes das equagoes
de Sine-Gordon e Sine-Gordon eliptica, a partir de uma dada solu¢ao. No caso da equacao de
Sine-Gordon eliptica vimos que, dada uma solugao real, usando a transformagao de Béacklund
complexa (3.49), obtemos uma outra solugdo real desta equacgao (Corolario 3.4.3). Também a
partir de uma solugao real da equagao de Sine-Gordon, compondo transformacoes de Backlund
(3.29), obtemos uma nova solugao real desta equagao, passando por solugoes reais ou complexas
(Teorema 3.3.6 ¢ Observacao 3.3.10).

Nesta secao vamos relacionar estes métodos com a teoria desenvolvida nas secoes anteriores.

O caso da equacgao de Sine-Gordon eliptica

Considere ¢ uma solucdo real de (5.64) e # € R uma constante nao nula. Seja ¢; a solugao
de (5.64) associada a ¢ por B(6;), isto é, escrevendo ¢ = w + iy, esta é obtida integrando:

wy = (senh 6y cosh ¢ senh w + cosh 61 senh ¢ coshw) cos ¢, (5.67)
wy = (—senh 67 senh ¢ senhw — cosh #; cosh ¢ coshw) sen ¢ -
e
©u + ¢y = (senh 61 cosh ¢ coshw + cosh @1 senh ¢ senhw) sen ¢, (5.68)
Oy — ¢y, = (senh 6y senh ¢ coshw + cosh 0 cosh ¢ senh w) cos . .
Do Corolério 3.4.3, uma outra solugéo real ¢* de (5.64) é dada por:
* J—
tanh ¢ 5 ¢ = tanh 07 tanh w.
Definindo a fungao
T = —tanh 6; tanhw (5.69)
e usando (5.67) e (5.68), iremos mostrar que T satisfaz o sistema (5.40) para ¢ = —cosh?#6; e

K = 1. De fato, calculando as derivadas parciais de T' com respeito a u e v, obtemos:

tanh 6
T, = —
“ cosh? w
hé h hé h
=— ( tanh 0 tanh w senhfycosh¢ | senhf, sen ¢) cos
coshw coshw

h
—(senh ¢ — T cosh ¢) senh 01 cos ¢

coshw '’
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_ tanh#,
cosh? w
ho h ho h
= (tanh 01 tanh w senhfy senh ¢ senh 6 cos (b) sen ¢
coshw cosh w

h
= (cosh ¢ — T'senh ¢) Senh o1 seny 61 sen <p'
cosh w

De (5.62), temos que
dT' = Tywi + To we = T} senh ¢ du + T5 cosh ¢ dw,

de onde resulta:
T, Ty

h= senh ¢’ L= cosh¢’

Além disso, como w13 = K1 w1 € waz = Ko wa, entao:

K1 = coth ¢, Ko = tanh ¢.
Asgsim, de (5.6) segue que
_ T _ senh 0 cos ¢
Fy = e _TUT o _ senh Z(l)ss};rtjgp (5.70)
cosh ¢ — T'senh ¢ coshw
de onde obtemos:
senh? 01 tanh? 01 1

F24+Fi+1=

2

+1= —cosh201<—
cosh” w

):caa—n,

cosh?w  cosh? 6,

ou seja, a primeira equacao de (5.40) estd satisfeita. Falta ainda provar que

dF) = (—Fy ¢y + F22 cosh ¢ — T cosh? 0, senh ¢ + T2 cosh? 0, cosh @) du
+ (Fy ¢y — F1 F» senh ¢) dv,
dFy = (Fy ¢y — F1 Fy cosh ¢) du
+ (—F1 ¢y + F? senh ¢ — T cosh? 0, cosh ¢ + T2 cosh? 6 senh ) dv,

ou seja,

OF

a—ul =—Fy ¢, + F22 cosh ¢ — T cosh? 61 senh ¢ + T cosh? 0, cosh ¢,

oF

=l - F¢,— F Fsenho,

ov

OF:

=2 = Fi ¢, — Fi s cosh ¢,

ou

OF:

8—2 = —F) ¢y + F? senh ¢ — T cosh? 61 cosh ¢ + T? cosh? 61 senh ¢.
v

Provaremos apenas a primeira destas equacgoes, pois as outras seguem de maneira analoga.
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Calculando a derivada parcial de F} com respeito a u, temos:

OF hé
371 = sen?l [sen ¢ coshw @y + cos ¢ senhw w,,|
v cosh®w
senh 67 sen @
- coshw ( — ot
senh 60 cos @

senh 6,

cosh ¢ cosh? w sen ¢ 4 cosh #; senh ¢ senhw sen <p)
coshw

tanhw (senh 01 cosh ¢ senhw cos ¢ + cosh 6y senh ¢ coshw cos p)
coshw

h? 6; sen?
=—F ¢, + w cosh ¢ cosh? w — T cosh? 6; senh ¢
cosh” w

+ tanh? 6, tanh? w cosh? 6 cosh 10) cos? %)
=—F ¢, + F22 coshg — T cosh? 6, senh ¢ + T2 cosh? 6 cosh o,
onde na segunda igualdade usamos (5.67) e (5.68).

Note que, usando a relacdo T'= — em (5.69), decorre do Teorema 5.4.4 que a solugao ¢*
provém da teoria geométrica desenvolvida neste capitulo, isto é, ¢ e ¢* sao solugoes da equagao
de Sine-Gordon eliptica associadas a superficies X e X® de curvatura gaussiana K = 1.

O caso da equacao de Sine-Gordon (Parte A)

Para uma dada solucao real ¢ da equacao de Sine-Gordon, considere inicialmente as cons-
tantes reais nao nulas 01 e o = m—01. Sejam ¢1 e ¢ as solugdes associadas a ¢ respectivamente
por B(61) e B(62), isto é, ¢1 e ¢a sdo solugdes das transformacoes de Backlund:

@14 + Py = sen ¢y cos ¢ csc 01 + cot 6 cos ¢y sen ¢, (5.71)
@10 + ¢y = — cOs P71 sen ¢ csc B — cot B sen ¢q cos ¢ '

e
Gou + Dy = sen ¢o cos ¢ csc b — cot By cos g9 sen @, (5.72)
Py + Py = — €OS ¢ sen ¢ csc By + cot 01 sen ¢ cos . '

Do Teorema de Permutabilidade 3.3.6, uma nova solucao real ¢* da equacao de Sine-Gordon
serd dada por:

o -6_ 1 b1—d

tan = t
2 cos 0 2
Definindo a fungao T por:
T = —cos b cot @,
segue de (5.71) e (5.72) que T satisfaz o sistema (5.40), considerando K = —1 e ¢ = —
n<oq
Com efeito, calculando as derivadas parciais de T' temos:
1 cos 0
T,=-———F— —
u 2 ) ¢1 _ ¢2 (¢1u ¢2u)
sen? ———=
2
cot 6 cos ¢ 1 sengcosf; 1
- _ — = (sen ¢y —sen ¢a) + —————— - (cos ¢1 + cos ¢2)
son 1 — ¢2 sen P1—¢2 2 sen $1— P2 2
2 2 2
cot 01 cos @
= — (cos¢p — T'sen ),
sen o1 5 02
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5.4. Interpretagao analitica

1 cos 61
Ty==—""" (t1p — D
2 ) ¢1 ¢2 (¢1 ¢2 )
en
t 6 1 0. 1
= 021 _1¢2 ‘ S;llﬂ(b ) (cos g1 — cos o) + % 3 (sen ¢ 4 sen ¢»)
sen sen sen
2 2 5

cot 01 sen 61+ ¢

= o 7(;522 (sen¢ + T cos ¢).
sen ——

Como, de (5.65),
dl' =T)wi + Towo =Ty cospdu + Tr sen ¢ dv,

obtemos T, T,

cos ¢’ 7 send

T =

e, de w13 = K1 w1 € wa3g = Ko wo, também temos

K1 = tan ¢, Ko = — cot ¢.
Como de (5.6),
_ T, _ cot 01 cos @
cos ¢ — T'sen ¢ sen ¢1— P2
2
_ T, _ cot 01 sen @
sen ¢ + T cos ¢ <en o1—d2
2
concluimos que
cot? 6, 1 cos? 6, 1
FP4Fl4el=—— +1= +sen?f; | = T2 +1),
tree qon2 91— 92 sen?fy \ o 01— ¢2 ¢2 e sen? 0 ( )

ou seja, a primeira equacdo de (5.40) estd satisfeita. Falta ainda mostrar que

1 1
dFy = (Fg Oy + F2 sen ¢ + cos ¢ — T? sen ¢) du
9 Il2 91
+ (F2 ¢y + F1F cos ¢) dv,
dFy = (—F1¢, — F1 Fysen ¢) du
1
+ (— Fi¢y — Flcosp + stemﬁ " sonZo; T2cos¢> dv
ou seja,
OF; 1
87u17F2¢U+F2 senq5+ 20, T cos¢ — n291T25en¢,
F
i} = I ¢y + F1Fycos ¢,
ov
F:
O _Fi6.— FiFyseng,
ou
OF, ) 1 1,
B = —F1 ¢y — Fy coso + sonZ 6, Tsen ¢ — en291T cos ¢.
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Mostraremos somente a primeira equagao acima, pois as outras seguem da mesma maneira.
Calculando a derivada parcial de F} com respeito a u, temos:

OFt 1 costy pr+¢2 1 ¢2
50 = 5 62¢1 ¢2[ sen ——— sen (1 + d2)u
2
—(:os(m;rq52 cos(b ¢ (61— 2)u }
cot 6 cos 0 cos 1
= I (cosgn —cosn) - 180 L son(gy — o)
9 1 d) 2 0 9 ¢1 ¢ 2
sen 5 sen? 0, sen
t20
_ % sen ¢ cos ¢ cos P2
sen2 21— 92
2
_F¢_1T¢+F¢1T2¢
= F) b, 0, cos 5 sen T sen ¢,

onde usamos (5.71) e (5.72) na segunda igualdade.

Usando T' = W observamos que ¢* obtida por:
Q—2:T2:Co‘527¢*_qS
w2 2

é a solugado resultante do Teorema 5.4.6, associada a uma superficie de curvatura gaussiana
constante K* = —1.

O caso da equacao de Sine-Gordon (Parte B)

. ~ - . ™
Se considerarmos uma solugao real ¢ da equacao de Sine-Gordon e as constantes 6; = 5= 10

e fo = 01, pela Observacio 2.1.2, as solugdes ¢1 = w + i e ¢ = ¢1 associadas a ¢ por B(f;) e
B(62), respectivamente, sdo obtidas integrando os sistemas:

senh
Wy + ¢y = ( cosh ¢ cos ¢ e g senh ¢ sen ¢> senw,
osh a cosh o
(5.73)
senh o
Wy + @y = ( — cosh psen ¢ senh ¢ cos ¢) cosw
cosh o cosho
¢ h
Oy = ( senh ¢ cos ¢ e cosh p sen QS) cos w,
cosha cosho (5.74)

senh o

Oy = < senh @ sen ¢ cosh ¢ cos qS) senw.

cosh o cosho

Decorre do Teorema de Permutabilidade 3.3.6 que a quarta solucao da equacao de Sine-Gordon
é dada por:

T
d)* _ d) sen 5 ] 1
t = t = —— tanhp.
T sen(io) an(io) enho P
Como feito para o caso anterior, definindo
T = —senh o coth ¢, (5.75)
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5.5. Superficies de curvatura média constante nao nula

e utilizando (5.73) e (5.74), podemos verificar que T satisfaz o sistema (5.40) escrito como:

1
i+ F+1=—5—(T*+1),
cosh” o
1 1
dF1:<F2¢U+72TCOS¢+F§SGH¢— > T2sen¢)du
cosh” o cosh” o

+ (F2 ¢ + F1F2 cos ) dv,
dF2 = (—Fl ¢v — F1F2 senqb) du

1 1
+(—F1¢u+72Tsen¢>fF12cos¢>f 5 T2cos¢> dv,
cosh” o cosh” o

onde estamos considerando K = —1, ¢ = 2 e as fungdes Fi e Fy sdo dadas por:
cosh” o
[ T, _ tanhocosw
1_cos¢—Tsen¢_ senh ¢
B Ty _ tanhosenw
~ sen¢p+Tcos¢  senhg

Q
obtidas a partir de (5.6) e (5.75). Novamente, sendo T' = 7 Sesue que ¢* definida como
P —¢

T? = cot? ——
CO D)

é uma das solugoes obtidas no Teorema 5.4.6.

5.5 Superficies de curvatura média constante nao nula

Até agora foi desenvolvida a teoria geométrica das transformagoes de superficies minimas e de
superficies de curvatura gaussiana constante nao nula e a correspondente teoria analitica. Porém
deixamos de desenvolver estas teorias para superficies de curvatura média constante H # 0, por
serem geometricamente equivalentes as superficies de curvatura gaussiana constante positiva
(Teorema de Bonnet). Estas superficies estao associadas, pela Proposigao 2.1.1, a solugdes da
equagao

Ap = C?e 20 — H2e%, (5.76)

onde C é uma constante nao nula.

Para obter resultados andlogos aos anteriores para estas superficies a idéia é, a partir de uma
superficie X de curvatura média constante H # 0, aplicar o Teorema de Bonnet para obter uma
superficie X de curvatura gaussiana K = 4H?. Aplicando o Coroldrio 5.3.4 para X se obtém
uma familia a trés parametros de superficies de mesma curvatura gaussiana. Considerando X
uma delas e aplicando novamente o Teorema de Bonnet, obteremos a superficie X*, de curvatura
média igual a H®> = H.

Seja X (u,v) a parametrizacdo principal de uma superficie de curvatura média constante
H #£ 0 e {e1,e,e3} o triedro mével associado a X como dado na Proposicao 1.3.3, sendo e3
o campo normal a X tal que sua curvatura média é igual a H. Da prova da Proposigao 2.1.1,
podemos supor que as formas quadraticas de X sejam dadas por:

I = e2(du’® + dv?),
I = (He?” + C)du? + (He* — C) dv?,
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

onde C é uma constante nao nula e ¢ é uma solucéo de (5.76). Neste caso, da Proposi¢éo 1.3.3
segue que as 1-formas associadas a X sao dadas por:

wy = e? du,
wy = e?dv,
w12 = —¢y du + ¢y dv, (5.77)

w1z = (He? 4+ Ce™?) du,
w3z = (He? — Ce™?) dv.

Seja X a superficie paralela a X, de curvatura gaussiana K= 4H?, dada por

~ 1
X=X+ —es. 5.78
+ o &3 ( )
Considere o triedro mével ¢; = e;, ¢ = 1,2,3, associado a X e w1,w2,wsj, 4,7 = 1,2,3, as

1-formas associadas a este triedro. Segue da Proposigao 3.1.7 que

1 1

0 =wp — — = — (He® —Ce®

D1 =Wl = gpwis =g (He Ce™?) du,
1 1

Do — —_— = — ¢ 7¢

W9 = Wy 5 w93 5 (He? + Ce™) dv,

(5.79)
W12 = w1z = — ¢y du + ¢y, dv,

(:)13 = w13z = (H 6¢ + Cei(b) du,
Wo3 = wog = (H e® — Ce_¢) dv.

Do Corolério 5.3.4, podemos obter uma nova superficie Xs (associada a X ) de curvatura gaus-
siana K = K = 4H?, integrando o sistema (5.41) escrito na forma:

_[_ < ¢ _ o=y (- ¢ —¢
dQl_[ Dy + 5= QHe? = Ce™) W(4H2+1)(He +Ce )]du+92¢udv,
_ _ < ¢ -0y _ ¢ _ =9
Qs quﬁvdqu[ Qo + o AHe? + Ce™) W(4H2+1>(He Ce )}dv,
dW = Q(He? 4+ Ce™?)du + Qy(He? — Ce™?)dv, (5.80)

L R S 2 Het 1 et
dQ = 5H (He? — Ce™?)du + o (He® 4+ Ce™%)dv,

QQ+QQ—|—W2—CQQ—KQ =0
1 2 4H2 -

onde ¢, C sdo constantes nao nulas e H # 0.

Contudo, resulta do Lema 5.3.2 o seguinte
Lema 5.5.1. Seja ¢ uma solugdo de
A¢p = C?e™2? — H2e%?,

onde C e H sdo constantes ndo nulas. Entdo, para cada constante ¢ # 0, fizadas condigdes
iniciais sobre Q,Qq, Qo, W satisfazendo a ultima equagio de (5.80), este sistema admite solugao.

126



5.5. Superficies de curvatura média constante nao nula

Demonstragdo. Se ¢ é solucao de (5.76), podemos associar a ela uma superficie X de curvatura
média constante H # 0. Pelo Teorema de Bonnet, existe uma superficie X, paralela a X, de

curvatura gaussiana K = 4H?, cujas formas quadriticas sao

1

I= (1) 4 (@2)% = e [(He? — Ce™)2du? + (He? + Ce?)2dv?],
~ 1
I = &1 Gy + @y oy = o (H e — Ce ) (He? + Ce?)(du? + dv?).

Portanto, do Lema 5.3.2, para cada constante ¢ # 0, fixadas condigoes iniciais sobre €2, 1, Qo, W
satisfazendo a ultima equagdo de (5.41), este sistema admite solugdo. Como (5.80) é equivalente

a (5.41), segue o resultado. O

Como conseqiiéncia deste lema, segue também do Coroléario 5.3.4 o proximo resultado.

Teorema 5.5.2. Seja ¢ uma solugdo de (5.76), onde C' e H sao constantes nao nulas. Entdo,
fizada ¢ # 0, para cada solugao ndo nula Q,Q,Qe, W do sistema (5.80), obtemos uma nova
solucdo ¢ de (5.76) definida por

|| 2HQ — W o

§_ld
T Oy w

Demonstragdo. Se ¢ é uma solu¢do nao nula de (5.76), decorre da Proposigao 2.1.1 que exis-
te uma superficie X (u,v) de curvatura média constante H # 0 associada a ¢ cujas formas
quadraticas sao:

I = e*?(du® + dv?),
IT=(He* 4 C)du? + (He*? — C) dv?

e com 1-formas diferenciais dadas por (5.77). Considere a superficie X, paralela a X, de cur-
vatura gaussiana K = 4H? dada por (5.78) cujas 1-formas diferenciais sao (5.79).

Se Q,Qq,Q9, W é uma solucéo nao nula de (5.80), do Corolario 5.3.4, temos que existe uma
superficie X* associada a X, de mesma curvatura gaussiana K° = K = 4H2, com 1-formas
definidas como na Observagao 5.3.5:

1

&5 = TP e [(4H*Q% + W?) @y — 2Q Wans),
5 = oy AP0 + W) 3 — 20 Wang],

» (5.81)
Bty =~ Tipge —yps BHIOWE — (AP0 + W) D],

Seja X5 a superficie paralela a X* de curvatura média constante igual a H* = H dada por

- 1
XS:XS—ﬁég
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Capitulo 5. Transformagoes de superficies de curvatura constante

Da prova da Proposicao 3.1.7, as 1-formas associadas a superficie X? sao

N 1 . . 1 .
=07 —i——Hwi A(wl—l—ﬁwlg) = Ae®du,
w§:®§+i 53 —A<w2+ L w23> Ae®dv
Wiy = @l (A He? + — Ce™ )
wgg = (:);3 = (AH€¢ - — C€_¢) d'U,
2HQ - W
A=——— N .
onde SHO T ote que, por (5.80),
2092 o 4H% o 2 2
AH*Q =W = — (W + Q5+ W*) >0
se, e somente se, ¢ > 0. Assim, definindo a funcio ¢ por
¢ 2HQ + W
segue que as formas quadraticas de X® sao
I = (4) + (@8)° = e (du” + dv?),
II° = wiwiz +wiwi3 = (H e+ C) du* + (H €2 — C) dv?.
Logo, pela Proposicao 2.1.1, ¢ é solucdo de (5.76). O
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Apéndice A
Teoria local das superficies

Vamos apresentar aqui algumas nogoes basicas da teoria local das superficies, com o objetivo
de facilitar o entendimento do leitor durante o estudo da teoria das transformacoces de superficies
de curvatura constante proposto nesta dissertacao.

A.1 Superficie parametrizada regular

Definicdo A.1.1. Uma aplicacdo X : U € R? — R?, onde U é um conjunto aberto, é dita uma
superficie parametrizada se X for diferencidvel de classe C*°. O conjunto X (U) C R? é chamado
de trago de X. Além disso, X é dita superficie parametrizada reqular se, para todo ¢ € U, a
diferencial d X : R? — R3 for injetiva (isto é, os vetores X, X, s@o linearmente independentes
para todo q € U).

As varidveis u, v sdo chamadas de pardmetros de X e, fixado ¢ = (ug,v9) € U, as aplicagoes
a(u) = X (u,vg) e B(v) = X(up,v) sao ditas curvas coordenadas u-paramétrica e v-paramétrica,
respectivamente.

Dada uma superficie parametrizada regular, a partir dela podemos obter véarias outras su-
perficies de mesmo trago da seguinte forma:

Proposicdo A.1.2. Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular. Se wma
aplicagdo h : U C R? — U for diferencidvel, sobrejetiva e com jacobiano nio nulo, entdo

X=Xoh:U—R?
¢ uma superficie parametrizada regular cujo traco ¢ igual ao de X, isto é, X (U) = X (U).

A aplicacio X é denominada de reparametrizacio de X por h e a funcio h é dita uma
mudanca de parametros.

Definicao A.1.3. Sejam X : U ¢ R? — R3 uma superficie parametrizada regular de traco
S = X({U) e q € U. Chamamos de plano tangente & superficie X em ¢ o espaco vetorial bi-
dimensional qu(RZ) C R3, que serd denotado por T X(q)S € cujos elementos sao ditos vetores
tangentes a X no ponto q.

0
Note que se w € Tx ()5, entao existe v € RR2, escrito na forma v = a— + b—, a,b € R, tal

Ju v
que w = dX,(v), isto é, como dX, é uma aplicagao linear,

0

0
w = qu (a% + b%) = aXu(Q) + va(q)'
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Apéndice A. Teoria local das superficies

Portanto o espago tangente Tx(,)S é gerado pelos vetores X, (q) e X,(q).

Definig¢do A.1.4. Um vetor de R? é dito normal & superficie X : U € R? — R3 no ponto g € U
se for ortogonal ao plano Tx(,)S, isto é, ortogonal a todos os vetores tangentes a X em gq.

Como o vetor X,, x X, é normal a superficie X, podemos definir a aplicagao

N:U— $*(1)cR?
Xu A X,

= XA XD

q — N(q)

onde S%(1) é a esfera unitdria. Esta aplicacio é chamada aplicacdo normal de Gauss.

A.2 Primeira e segunda formas quadraticas

No desenvolvimento da teoria local das superficies utilizaremos duas formas quadraticas. A
primeira estd relacionada essencialmente com as propriedades métricas da superficie, enquanto a
segunda, com o estudo das curvaturas de curvas da superficie. Também estas formas determinam
localmente uma superficie, como veremos no Teorema Fundamental das Superficies.

Primeira forma quadratica

O produto escalar de R?, < , >, induz em cada plano tangente de uma superficie parametrizada
regular X um produto interno:

Definicdo A.2.1. Sejam X : U € R? — S C R? uma superficie parametrizada regular e ¢ € U.
A aplicacao

Iq : TX(q)S X TX(q)S — R

(w1, w2) — I (w,we) = <w1,w2>
é denominada primeira forma quadrdtica de X em g. Denotaremos por I,(w) = I,(w, w) = |w]?.
Supondo ¢ = (ug,v9) € U e w = aX, +bX, € Tx(y9, onde a,b € R, entdo
Iy(w) = a®( Xy, Xu)(uo, vo) + 2ab ( Xy, Xy ) (1o, vo) + b°( Xy, Xy ) (uo, vo). (A1)

Usando a notagao

reescrevemos (A.1) como:
I,(w) = a®E(ug, vo) + 2ab F(ug, vo) + b*G (ug, vo).

Variando (u,v) € U, obtemos fungoes diferencidveis E, F,G : U — R, chamadas coeficientes da
primeira forma quadrdtica que satisfazem as seguintes propriedades:
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A.2. Primeira e segunda formas quadraticas

e E(u,v) > 0e G(u,v) > 0;
e E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) > 0,

para todo (u,v) € U.

Considerando, agora, X (u,v) e X (u,v), (u,v) € U, duas superficies parametrizadas regulares
com coeficientes da primeira forma quadratica dados, respectivamente, por E,F,G e E, F,G,
temos a seguinte:

Definigao A.2.2. As superficies X e X sdo ditas isométricas se, e somente se, I, = Iq, para
todogeU,istoé, E=E.F=F,G=G@G.
Segunda forma quadratica

Defini¢ao A.2.3. Sejam X : U € R? — R? uma superficie parametrizada regular, N : U — R3
a aplicacao normal de Gauss e ¢ € U. Definimos a sequnda forma quadrdtica de X em q como
sendo a aplicacao bilinear e simétrica dada por:

My : TS X Tx(gS — R
(w1, w2) — I (wi, wg) = —(dXq(v1),dNg(v2)),
onde w; = dXy(v;). Novamente, denotaremos por II,(w) = Iy (w, w), para todo w € Tx ) S.
Como dX,(R?) =T X(q)S podemos olhar a segunda forma quadrética em ¢ como a funcao
I, : R* x R — R
(v1,v2) > lg(v1,v2) = —(dX4(v1),dNg(v2)).

0 0
Supondo g = (ug,vg) €U e v = as- + ba— € R?, onde a,b € R, temos que
u v

IIq(U) = _a’2<X’LL7 Nu>(U07 UO) —ab [<Xua Nv>(u07 'UO) + <Xv7 Nu>(an UO)] - b2<XUa Nv>(u07 'UO)-
Como <Xu, N> =0= <Xv7 N>, derivando estas relacoes, obtemos:

<Xuv7N> + <Xu7Nv> =0,
<Xvu7N> + <Xv7Nu> =0,

de onde concluimos que <Xu7 Nv> = <Xv, Nu>. Portanto
I1,(v) = —a*(Xu, Ny ) (o, vo) — 2ab (Xu, Ny ) (ug, vo) — b%( Xy, Ny ) (uo, v0) (A.2)

e, usando a notacgao

I, (v) = a26(u0,vo) + 2abf(ug,vo) + ng(uo,vo).

Variando (u,v) em U, temos as fungdes diferencidveis e, f, g : U — R, denominadas coeficientes
da sequnda forma quadrdtica.
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Definicdo A.2.4. Dados X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular e ¢ € U, a
aplicacao diferencidvel ry, : Tx(g)S — {0} — R dada por:

é denominada func¢ao curvatura normal de X em gq.

Observe que, para todo A # 0, temos K, (Aw) = Ky (w).

A.3 Curvatura média e curvatura gaussiana

A aplicacdo curvatura normal x, admite um valor médximo e um minimo. Estes valores
sao chamados de curvaturas principais e a existéncia deles serd provada no proximo resultado.
Para isso, dados X (u,v), (u,v) € U, uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug,vg) € U,
denotaremos os coeficientes das formas quadraticas de X em ¢ por Ey, Fy, G € eg, fo, 9o-

Proposigiao A.3.1. Sejam X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular, S = X (U)
e kn: Txg)S — {0} = R a fun¢do curvatura normal de X em q = (ug,vg) € U. Entdo existem
dois vetores ortonormais ey, eg € TX(q)S tais que as curvaturas normais k1 e kg nestas diregoes
s@o os valores minimo e mdximo da func@o Ky,.

Demonstracao. Note que se k, for constante, entao quaisquer dois vetores ortonormais satis-
fazem as condic¢Ges da proposicao. Suponha, assim, que x, nao é constante e considere a fungao
diferenciavel dada por

Fn:R?2—={(0,00} — R
(a,b) — Fn(a,b) = rn(a Xu(q) + b Xu(q))
ou seja,

a’eyg + 2abfy + b2go
a2E0 + 2abFy + bQGO.

Rn(a,b) =

Note que, para todo A # 0, temos &, (Aa, A\b) = K, (a,b). Portanto, para obter os valores
minimo e méximo de &, basta restringir esta funcéo & circunferéncia C' de R? dada por a?4b? = 1.
Como &, é uma fungao continua, existem dois pontos (a1,b;1) e (ag,be) de C tais que

K1 = F@n(al, bl) e KRg = Fén(ag, bQ) (A3)
sao respectivamente o minimo e o maximo de &, em C, isto é,
K1 < Fn(a,b) < kK, VY (a,b) € R? — {(0,0)}.

Como Kk, nao é constante, segue que &, também nao é constante e, portanto, k1 < kKa.
Se w; = a; Xy(q) + b;X(q), 1 = 1,2, temos que

k1 = fin(w1) < kp(w) < kp(w2) = Ko, Vw € Tx S —{0}.
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Vamos mostrar que w; e wy sdo ortogonais. Para isso, como (a1, b1) e (az, b2) fornecem o minimo
e o maximo da funcao K,, entao as derivadas parciais desta funcao, nestes pontos, sao nulas.

Assim,
(60 — K1 Eo) a + (fo — K1 FO) b1 = 0, (A4)
(fo — K1 Fo) a1 + (go — K1 Go) b1 = 0, (A.5)
(eo — k2 Ep) az + (fo — k2 Fp) by = 0, (A.6)
(fO — K2 FO) az + (go — Ko Go) by = 0. (A?)

Subtraindo a equagao (A.4), multiplicada por ag, da equagao (A.6), multiplicada por a1, obtemos
(k1 — w2)Eoaraz + fo(arby — agb1) + Fo(k1azby — kaaibe) = 0.

Analogamente, subtraindo a equagéo (A.5), multiplicada por by, da equagdo (A.7), multiplicada
por by, obtemos

—folaiby — azby) + Fo(k1a1be — Kaa2by) + (k1 — K2)Gob1be = 0.
Somando as ltimas duas relagoes obtidas, encontramos
(k1 — k2)(a1a2Eg + a1baFo + agb Fy + b1b2Gy) = 0.
Portanto, com k1 # kg, concluimos que
(w1, wa) = a1aaEy + a1ba Fy + asb1 Fy + b1baGo = 0.

Assim, obtemos dois vetores ortogonais wi e wo que ddo o minimo e 0 maximo, respectiva-
mente, da funcao k,. Mas w; e we nao necessariamente sao unitarios. Portanto considerando

w1 w9
€1 = — e €2 = —,
i wa]
e como kp(Aw) = kyp(w), concluimos que e; e eg satisfazem as condigdes da proposicao. ]

As curvaturas k1 e ko, que definimos na proposicdo anterior, sdo as curvaturas principais da
superficie S no ponto gq. Os vetores e e eo chamamos de vetores principais em q e as dire¢oes
determinadas por estes vetores de diregcoes principais neste ponto.

Note que estes vetores principais determinam a curvatura normal em qualquer direcao. Mais
precisamente,

Proposigao A.3.2 (Férmula de Euler). Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada
reqular com curvaturas principais K1, k2 e vetores principais e, es em q = (ug,vg) € U. Entao,
para todo vetor unitdrio w € Tx(,)S, escrito como

w = cosf e + sendes,

temos que
kn(w) = K1 cos? 0 + kg sen? 6.

Demonstragio. Para a prova veja [22], pdgina 169. O
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Definicdo A.3.3. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular. Definimos a
curvatura média de X no ponto ¢ € U como sendo a semi-soma das curvaturas principais de X

em g, isto é,
K1 + Ko

H(q) = —5—(9),

e a curvatura gaussiana de X em ¢ pelo produto:

K(q) = k1(q)r2(q).

Segue desta definicao que as curvaturas principais em ¢ sao solucoes da equacao
w% —2H(q) k + K(q) = 0, isto é, ki =H+VH’ - K, i=1,2. (A.8)

Observe que uma mudanca de parametros pode alterar o sinal das curvaturas principais e,
portanto, da curvatura média, no entanto a curvatura gaussiana continua a mesma.

Usando o fato de que as curvaturas principais k1 e K2 820 o minimo e o maximo da funcao
curvatura normal, podemos obter as curvaturas H e K a partir dos coeficientes das formas
quadraticas.

Proposicdo A.3.4. Seja X : U C R? — R® uma superficie parametrizada reqular e ¢ € U.
Entao

eG—-2fF+FEyg eg— f?
H(q) = K(q) = =—=——=(q).
(q) 2@g_F%<@, @)=z
Demonstragdo. A prova pode ser encontrada em [22], pdgina 171. 0

Esta proposigao permite-nos calcular as curvaturas média e gaussiana de uma superficie sem
precisarmos nos preocupar em encontrar as curvaturas principais.

Exemplo A.3.5. Considere a pseudo-esfera parametrizada por:
X (u,v) = (sech u cosv,sechusen v, u — tanh u),
sendo u > 0 (veja Figura 3.4). Calculando os coeficientes das formas quadraticas de X, temos:

E = tanh®u, F=0, G = sech’® u,

e = —sechu tanh u, f=0, g = sechu tanh u,
de onde resulta que
cosh u
H(u) = K=-1.
(u) tanh u ¢

Por outro lado, a partir dos coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas, facilmente
encontramos as curvaturas principais e os vetores principais através do resultado a seguir.

Proposicdo A.3.6. Seja X : U C R? — R? wma superficie parametrizada regular.

(i) Um nimero real k é uma curvatura principal de X no ponto ¢ € U se, e sd se,

e—kE f—kF

f—rkrF g—kG (a) =0.
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(i) Um vetor w = a Xu(q) + bX,(q) € Tx(g)S € uma diregao principal de X em q se, e
somente se,

b*(Fg — fG)(a) +ab(Eg — eG)(q) + a*(Ef — e F)(q) = 0.

Demonstragdo. A prova desta proposicao pode ser encontrada em [22], Capitulo 3. O

Se X (u,v), (u,v) € U, for uma superficie parametrizada regular cujas curvas coordenadas
sao ortogonais, ou seja, F' = 0, a curvatura gaussiana de X pode ser calculada pela equacao de

() -(42)

Também, neste caso, as equacgoes de Codazzi-Mainardi sao dadas por:

Gauss:

2EG(ey — fu) — (Eg + Ge)E, — f(EG, — GE,) =0, (A.10)
2EG(f, — gu) + (Eg + Ge)Gy, — f(EG, — GE,) = 0. (A.11)

A importancia das equagoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi estd no seguinte resultado.

Teorema A.3.7 (Teorema Fundamental das Superficies). Seja U um subconjunto aberto de R?
stmplesmente conexo e suponha que, para cada q € U, as formas quadrdticas 1, e I, possuem
como coeficientes as funcgoes diferencidveis E, F,G e e, f, g, respectivamente. Se 1, € definida
positiva e as equagoes de Gauss e de Codazzi-Mainardi estdo satisfeitas, entdo, a menos de
movimento rigido de R, existe uma unica superficie X : U C R? — R3 tal que, para todo
qe U, 1, ell; sio a primeira e sequnda formas quadrdticas de X em q, respectivamente.

Demonstragdo. A prova encontra-se em [13], pagina 375. O

A.3.1 Classificagao dos pontos de uma superficie

O sinal da curvatura gaussiana em um ponto ¢ € U permite-nos estudar localmente o com-
portamento de uma superficie X : U € R? — R®. Assim, denotando por K e H as respectivas
curvaturas gaussiana e média de X, chamamos o ponto ¢ de:

e eliptico, se K(q) > 0;

e hiperbdlico, se K(q) < 0;

e parabdlico, se K(q) =0 e H(q) #0;

e planar, se K(¢) =0 e H(q) = 0.
Exemplo A.3.8. Considere o toro parametrizado por

X (u,v) = ((a+ rcosu)cosv, (a+ rcosu) senv,rsenu), a>0, 0<r<a,
Calculando os coeficientes de suas formas quadraticas, temos
E =12, F=0, G = (a+rcosu)?,

e=—r, f=0, g = —(a+ rcosu)cosu,
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de onde resulta que

K(u) = cosu o H(u) = — a+ 2rcosu .
r(a+rcosu) 27r(a 4+ rcosu)
Portanto, vemos que:

T T , o
e quando —5 <u< 5 (u,v) é um ponto eliptico;

3
e quando g <u< g, (u,v) é um ponto hiperbdlico;

T
e quando u = ii’ (u,v) é um ponto parabdlico.

Figura A.1: Pontos hiperbdlicos (regido mais escura), pontos elipticos (regido branca)

e pontos parabdlicos (regido cinza).
Definicao A.3.9. Dada X : U ¢ R? — R? uma superficie parametrizada regular, dizemos que
um ponto g € U é umbilico se as curvaturas principais nele coincidem, isto é, x1(q) = k2(q).
Como, pela Defini¢ao A.3.3,

20\ _ (k1 —k2)?
H%(q) — K(q) 1 (@),

segue que ¢ é um ponto umbilico de X se, e somente se, H(¢) — K(q) = 0.

A.4 Superficies de Weingarten

Considerando X : U € R? — R? uma superficie parametrizada regular, a partir das curva-
turas principais k1, ko de X, temos a seguinte:

Definicao A.4.1. Dizemos que X é uma superficie de Weingarten se existe uma rela¢do (nao
trivial) ¢ entre suas curvaturas principais, isto é, ¢(k1,k2) = 0.

Exemplo A.4.2. Considere a superficie parametrizada por:
X (u,v) = (u? cosv,u’? senv, au), (u,v) € R?, a €R,

obtida pela rotacio da curva a(v) = (u2,0,au) ao redor do eixo z.

136



A.4. Superficies de Weingarten

Figura A.2: Superficie obtida pela rotagio da curva a(u) = (u2,0,au) ao redor do eixo z.

Calculando os coeficientes da primeira e da segunda formas quadraticas, temos

E=d>+42  F=0, G = u,

2a au?
€= _71’ f = O? g = 717
(a® 4 4u?)z (9 + 4u?)2
de onde resulta
2a2 a® + 2au?

K(u)=— H(u)

3"
2

u?(a? + 4u?)?’ T 2u2(a? + 4u?)

Portanto, X é uma superficie de Weingarten cujas curvaturas principais:

a 2a
; R2 = — 3
2

K= ————
u?(a? 4 4u?)? (a? + 4u?)

satisfazem a seguinte relagao:
2/-@1 K2

—— + — =0.
a? +4u?  u?

Observe que a Defini¢ao A.4.1 é equivalente a dizer que existe uma relagdo (nao trivial) entre

as curvaturas média e gaussiana da superficie, ¢(H, K') = 0. Assim, vemos que as superficies de
curvatura média ou de curvatura gaussiana constante sdo exemplos de superficies de Weingarten.

Em particular,

7

Definicao A.4.3. Dizemos que uma superficie parametrizada regular X : U ¢ R? — R3 ¢
minima se possui curvatura média nula, isto é, H(q) = 0 para todo ¢ € U.
Exemplo A.4.4. Considere a superficie de Enneper (veja Figura 2.1) parametrizada por:

u3 v?
X(u,v) = (u—g—l—uv%v—g—i—vuz,zﬂ—v?).

Esta é uma superficie minima com coeficientes da primeira e segunda formas quadraticas dados

por:

E=0+u*+v»)?% F=0, G=0+u*+v??
e=2, f=0, g=—2.
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A.5 Linha de curvatura; curva assintdtica; diregoes conjugadas

Sejam X (u,v), (u,v) € U, uma superficie parametrizada regular e u,v : I C R — R fungoes
diferencidveis a um pardmetro ¢ € I. A curva parametrizada diferencidvel a(t) = X (u(t), v(t))
¢ dita uma curva regular da superficie X se o/(t) # 0, para todo ¢ € I.

Apresentaremos, nesta secdo, dois tipos de curvas regulares especiais: as linhas de curvatura
e as curvas assintoticas.

Definicao A.5.1. Dizemos que uma curva regular a(t) = X (u(t),v(t)), t € I, é uma linha de
curvatura se, para todo t € I, o vetor o/ (t) for uma diregao principal de X em (u(t), v(t)).

As linhas de curvatura originam uma classe importante de parametrizagoes.

Definicao A.5.2. Uma parametrizacio X : U € R? — R? é dita principal se suas curvas
coordenadas sao linhas de curvatura.

Proposicao A.5.3. Seja X : U C R? — R? uma superficie sem pontos umbilicos. Entdo, para
todo qo € U, existe uma vizinhanca Uy de qo e uma mudanca de parametros h : Vo C R? — Uy
tal que X o h é uma reparametrizacao principal.

Proposigao A.5.4. Se X (u,v) € uma superficie sem pontos umbilicos, entdo as curvas coorde-
nadas sao linhas de curvatura se, e somente se, F =0 = f. Neste caso, as curvaturas principais
de X sao dadas por

€ g
K1 = — e R9 — —.
'TE S
Demonstragio. A prova deste resultado pode ser encontrado em [13], Capitulo 3. O

Definicao A.5.5. Sejam X : U € R? — S C R? uma superficie parametrizada regular e um
ponto ¢ € U. Dizemos que um vetor nao nulo w € Tx (S é uma dire¢io assintdtica se a
curvatura normal em ¢ na direcao de w for nula, ou seja,

II,(w) = 0.

Podemos determinar a quantidade de direcoes assintdticas existente em um ponto ¢ con-
siderando sua classificagao, ou seja,

Proposic¢do A.5.6. Seja X : U C R?> — R® uma superficie parametrizada reqular e ¢ € U,
temos que

(i) se q for um ponto eliptico, ndo existem dire¢oes assintdticas neste ponto;

(i) se q for um ponto hiperbdlico, existem exatamente duas diregoes assintdticas e as diregoes
principais bissectam as direcoes assintoticas;

(111) se q for um ponto parabdlico, existe uma unica dire¢do assintdtica, que também € principal;

(iv) se q for um ponto planar, qualquer dire¢do é assintdtica.
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Demonstracao. Indicando por k1, ko as curvaturas principais da superficie em ¢ e por eq, ey 0s
vetores principais neste ponto, segue da Proposicao A.3.2 que a curvatura normal de um vetor
unitdrio w € Tx (4S5, escrito como

w = cosf e + sendes,
é dada pela férmula de Euler:
kn(w) = K1 cos? 0 + kg sen? 6.
Assim,
(i) se K(q) > 0, entdo k1 e k2 tém o mesmo sinal e, portanto, £, (w) # 0;

(ii) se K(q) < 0, entdo k1 e k2 tém sinais opostos. Assim w é uma diregdo assintética se
6 = arctan (£ \/—r1/K2);

(iii) se K(q) = 0eH(q) # 0, entao uma das curvaturas principais é nula e a outra ndo. Suponha
que k1 = 0 e ko # 0. Logo,
Fn(w) = Ky sen® = 0

se, e somente se, w = *eq, isto é, existe uma tnica direcao assintodtica.

(iv) se K(¢) = H(q) = 0, entdo as curvaturas principais em ¢ sdo nulas. Assim, para todo
w € Tx(y)S segue que k,(w) = 0, isto é, toda diregao ¢é assintética.

O
A partir das direcbes assintéticas, temos:

Definigao A.5.7. Dizemos que uma curva regular a(t) = X (u(t), v(t)), t € I, de uma superficie
X é uma curva assintdtica se, para todo ¢t € I, o vetor o/(t) for uma diregao assintética de X

em (u(t),v(t)).

Segue direto desta defini¢do o seguinte resultado:

Proposigao A.5.8. Uma curva regular a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva assintdtica se, e
somente se, para todo t € I,

e(u(t), v(t) w'(£)* + 2 (u(t), v(t)) u'(t) V' (8) + g(u(t), v(t)) v'(t)* = 0. (A.12)
Para simplificar a notagdo escreveremos a equagao (A.12) como
eu? +2fu'v +guv? =0, (A.13)
chamada equac¢do diferencial das curvas assintoticas da superficie X.

Defini¢io A.5.9. Uma parametrizacio X : U C R? — R3 é dita assintdtica se as curvas
coordenadas sao curvas assintéticas.

Proposigao A.5.10. Seja X (u,v), (u,v) € U C R?, uma superficie parametrizada reqular tal
que a funcdo f nunca se anula. Entao X é uma parametrizacdo assintdtica se, e somente se,
e=0=g.
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Demonstragdo. Seja X uma parametrizagdo assintética e ¢ = (ug,v9) € U. Como as curvas
coordenadas a(u) = X (u,vg) e B(v) = X(ug,v) sdo curvas assintéticas entao, de (A.12), temos
que e(u,vp) = 0 e g(ug,v) = 0, respectivamente. Em particular, e(ug,vo) = g(ug, vg) = 0.

Por outro lado, se e = g = 0, a equagao (A.13) se reduz a

u'v' = 0.

Claramente u(t) = up € R e v(t) = vg € R s@o solugdes desta equagio diferencial, isto é, as
curvas coordenadas sao curvas assintoticas. O

A existéncia de curvas assintdticas numa vizinhanca de um ponto hiperbdlico é garantida
pelo resultado que segue.

Proposicao A.5.11. Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada reqular. Se qo € U
for um ponto hiperbdlico de X, entao existe uma vizinhanca de qy, V C U, de pontos hiperbolicos
tal que, para todo q € V, existem duas curvas assintoticas, a(t) = X (u(t),v(t)), satisfazendo

q = (u(0),v(0)).

Demonstragio. Para a prova veja [13], Capitulo 3. O

Também podemos parametrizar uma vizinhanga de pontos hiperbédlicos de uma superficie de
tal maneira que as curvas coordenadas sao curvas assintéticas, isto é,

Proposicdo A.5.12. Dados X : U C R?> — R? wma superficie parametrizada reqular e ¢ € U
um ponto hiperbdlico, existe uma vizinhanga Uy de q e h : Uy C R? — Uy uma mudanca de
pardametros tal que X o h : Uy — R3 € uma parametrizagio assintdtica.

Demonstragdo. Para a prova veja [13], Capitulo 3. O

Relacionado ao conceito de dire¢oes assintéticas temos o de diregoes conjugadas, como segue:

Definicdo A.5.13. Sejam X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular de traco
S =X(U) e qeU. Dizemos que os vetores nao nulos wy, wg € Tx(qS sado conjugados se

Hq(wl, wg) = 0.

Observe que se wi e ws sao vetores conjugados entao, para quaisquer Ai, Ao reais, os vetores

Awi e Aqwo também sdo conjugados e, portanto, podemos falar em dire¢éoes conjugadas. E
imediato verificar que:

e uma diregao assintética é conjugada a si mesma;

as diregoes principais sao conjugadas;

e em um ponto umbilico ndo planar, quaisquer diregbes ortogonais sdo conjugadas (pois
qualquer dire¢do neste ponto é principal);

e em um ponto planar, quaisquer duas direcoes sao conjugadas.
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Vamos supor que ¢ € U é um ponto nao umbilico com vetores principais e, es e com
kn(€;) = K4, 1 = 1,2, e considere os vetores unitérios

wy = cosf ey +senf ey, we = cos @ e; +sen b e.
Note que w; e wy sao diregoes conjugadas se, e somente se,
k1 cosfcost + kysenfsend =0
e, neste caso,

K1 cot B + ko tan f
K1 — K '

tan(f’ — 0) =

Observe que a expressdo ki1 cotf + kotan@ se anula, para algum 6 se, e somente se, o ponto
q for hiperbdlico. Neste caso, da férmula de Euler segue que 6 e —0 determinam as dire¢oes
assintéticas em gq.

Agora, se a curvatura gaussiana neste ponto for positiva (isto é, ¢ for eliptico), temos que
0 = arctan (& \/k1/k2) e 0/ = arctan ( F \/k1/k2) determinam as dire¢des conjugadas que
formam o menor angulo. Logo, em um ponto nao umbilico de curvatura gaussiana positiva,
existe um unico par de diregoes conjugadas que minimiza o angulo formado por tais diregoes
e que é também simétrico em relacao as diregoes principais. Estas diregoes sao chamadas de
dire¢ées caracteristicas da superficie no ponto.
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Apéndice B
Formas diferenciais

Se f é uma funcao diferencidvel em R" a valores reais entao a diferencial de f é dada por:

ox;
i=1 "

Nem sempre esta claro o que esta expressao formal significa. Veremos, assim, o tratamento
destas fungoes usando a nocao de formas diferenciais.

Sejam g um ponto de R" e {e;}i—1, .., a base canonica de R". O conjunto de vetores aplicados
em ¢, chamado espaco tangente de R"™ em g, serd denotado por Ry. Considere seu espago dual:

Ry ={f:Ry — R lineares}.

Indicando por z; : R" — R a fungao projegao na i-ésima coordenada, uma base para (Rj)* ¢
obtida tomando (dz;)q : Ry — R, i =1,...,n, pois (dz;); € (Ry)* e

O; .
(dzi)g(ej(q)) = Tx] = 0;j, 1,7 =1,...,n,

ou seja, {(dx;)q}ti=1,..n ¢ a base dual de {e;(q)}i=1,... n-

B.1 Formas diferenciais em R"
Definicao B.1.1. Uma forma de grau 1 (ou uma 1-forma) w em um aberto U C R" é uma
aplicacao que, para cada q € U, associa w, € (RZ)*, que pode ser escrita na forma:

n

wg =Y _ Piq) (dzi)g,

i=1

ou
n
=1

onde P; sao fungoes de U em R. Se, para cada i, a fungao P; for diferencidvel, dizemos que w é
uma 1-forma diferencial.
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Note que um exemplo de 1-forma diferencial em U é obtido considerando a diferencial da
aplicagao projecdo z; : U CR" =R, i=1,...,n
Definimos a soma de duas 1-formas diferenciais w; e ws em U por:

(wl +w2)q = (wl)q + (wQ)q, q €U,

e, o produto fw, onde f : U — R é uma funcao diferenciavel, como a 1-forma diferencial tal
que:

(fw)q:f(Q)an qeU.

Com estas operacoes, o conjunto das 1-formas diferenciais em U C R", denotado por A!(R")*,
é um espaco vetorial.
Outra operacgao entre 1-formas diferenciais é o produto tensorial, definido como segue:

Definicao B.1.2. Considere wj e wy 1-formas diferenciais em U C R™. O produto tensorial de
w1 e wo, denotado por wiwse, é uma aplicacao que, para cada g € U, associa uma transformacao
bilinear:

(U)l(UQ)q : RZ X RZ — R
(v1,v2)  +— (w1)g(v1) (W2)q(v2)-

2

Note que wiws # wowi € que usaremos a notacdo ww = w-. Temos as seguintes pro-

priedades:

Proposigcao B.1.3. Sejam w1, ws e ws 1-formas diferenciais em U C R™ e f : U — R uma
funcao diferencidvel. Entao,

(i) (w1 +w2)ws = wiwz + wa w3;
(i1) w1(w2 + w3) = wiws + wiws;
(iti) (fw1)wz =wi(fw2) = flwiws);
(v) sewr =3 Pidw; ews =37 1 Qjduj, entdo
n
Wiwg = Z PQ;j dzidx;.
ij=1
Aqui temos indicado por f(wiws) a aplica¢ao que, para cada q € U, associa
f(@)(wiwa)g - RZ X RZ — R.

Demonstra¢do. Daremos somente a demonstragdo da tltima propriedade. As demais seguem
direto da definicao.
Sewr = > 1L Pidr; e ws = 377 Qjdxj, entdo, para cada g € U e (v1,v2) € Ry xRy, temos

<w1w2>q<v1,v2>:<w1>q<v1><w>q<vz>:(ia@ (dz:)y )(ZQJ (dr;)q(v2))
i=1

n

Z ) (d)q(v1) (da;)q (v2)
— 3" (P@)(@) (donde(on,00) = (3 P, drid;) (v1,0:)
i,j=1 5,j=1
e, portanto, segue o resultado. O
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Seja, agora, AQ(R(’;)* o conjunto das aplicagdes
$:R! xR — R

bilineares (isto é, linear em cada varidvel) e alternadas (ou seja, ¢(v1,v2) = —¢(v2,v1)). Definindo
em A2 (Rg)* as operagoes usuais de fungoes, este torna-se um espago vetorial.

Definicao B.1.4. Dadas w; e wy 1-formas diferenciais em U C R", definimos o produto exterior
de wy e wg, denotado por wi A wg, como sendo a aplicagao que, para cada g € U, associa
(w1 Awa)g € A*(R7)* definido por:

(w1 Aw2)g(v1,v2) = det((wi)g(vy)) = (w1 w2)q(v1,v2) — (Waw1)g(vi,v2), (v1,v2) € RY X Ry,

Note que (dz; A dxj), € A*(R])* e que {(da; A dxj)g, i < j} forma uma base para o espago
AQ(]RZ)* (veja [11], pagina 4). Além disso, decorre desta definicdo que, para todo ¢ € U e

i,7=1,...,n,

o 0
o (dri N day)y(50 ) =1
i J

o dx; Ndxj; = —dx; N dwy;
e dxr; Ndzr; = 0.

Assim, temos as seguintes propriedades:

Proposicao B.1.5. Considerando as 1-formas diferenciais wi, wo € ws, resulta
1. w1 A (w2 +w3) = w1 Aws + wy Aws;

2. Sewy =3 0 Pidz; ews =377 | Qjdxj, entdo

n—1 n n 1—1
w1 N\ w2 :Z Z PZQ] da:i/\dxj *ZZRQJ dxj/\da:i;
i=1 j—it1 i=2 j=1

3. w1 ANwg = —wg Awi;

. w1 ews sao linearmente independentes se, e somente se, wi Awsg # 0, isto €, (w1 Awa 0,
q
para todo q € U.

Indicamos, agora, por A* (RZ)* o conjunto das aplicacoes k-lineares e alternadas:

¢ Ry x... xRy — R.
———
k vezes

Com as operagoes usuais, Ak(RZ)* é um espaco vetorial. Se considerarmos wy,...,wy 1-formas
diferenciais em U C R", wiA...Awy é a aplicacdo que, para cada g € U, associa (wiA...Awg)q €
Ak(RZ)* definida por:

(Wi Ao Awg)g(vr, ..., vg) = det ((wi)q(vj)), (v1,..,vp) ERY x .o xRy, 4,5 =1,...,k.
O conjunto {(dz;, A...Adxs,)g, i1 < ... <1k, i € {1,...,n}} forma uma base para o espaco
ARRY)*

Podemos, entao, dar a seguinte:
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Definigao B.1.6. Uma k-forma diferencial em U C R™, k > 1, é uma aplicagdo ¢ que para
cada g € U associa ¢4 € AF (]RZ)* que pode ser escrita da forma:

d)q = E : P'Lllk (q) (dxil JARERWA dxik)q’
11 <. <t
onde a soma é sobre todas as k-uplas (i1,...,1), i1 < ... <k, i;=1,...,n,e Py, 4 : U—R
sao funcoes diferenciaveis.
Usa-se, por convencgao, que uma fungao diferencidvel f : R® — R é uma 0-forma diferencial
em R". Neste caso observe que df é uma 1-forma diferencial. Vamos, assim, introduzir a nog¢ao
de diferencial exterior de uma 1-forma diferencial, obtendo uma 2-forma diferencial.

Definigao B.1.7. Dada uma 1-forma w = > P; dx;, definimos a diferencial exterior de w como
sendo a 2-forma dada por:
n
dw =Y dP; Adz;.
i=1
Proposicao B.1.8. Considerando wi,wo 1-formas diferenciais, sdo vdlidas as sequintes pro-
priedades:

1. d(w1 4+ wg) = dwi + dws;
2. d(wi Aws) = dwi Away — w1 A dws;
3. d(dwy) = 0.
Demonstragdo. A prova é encontrada em [11], pdgina 17. O

Definicao B.1.9. Dizemos que uma 1-forma diferencial w é exata se existe uma fungao 6 : U —
R diferenciavel tal que w = df. Dizemos que w é fechada se dw = 0.

B.2 Teorema de Frobenius

Usando a teoria de formas diferenciais, vamos apresentar nesta se¢cao uma versao do Teorema
de Frobenius que foi muito utilizada durante nosso estudo.

Denote por J o ideal gerado pelas 1-formas linearmente independentes wy, ..., wy, isto é, o
conjunto de todas as formas do tipo ¢ = Zle a; N\ w;, onde «; sdo formas diferenciais em R™.
Dizemos que J é um ideal diferencial fechado se d¢ € J sempre que ¢ € J. Portanto, podemos
verificar o seguinte resultado:

Proposicao B.2.1. O ideal gerado pelas 1-formas wi,...,wr € um ideal fechado se, e so se,
existem 1-formas w;; tal que

k
dwj:Zwi/\wij7 ji=1,... k.
i=1
Agora, podemos enunciar o Teorema de Frobenius como segue:
Teorema B.2.2 (Teorema de Frobenius). O sistema diferencial wi = ... = wy = 0 € integrdvel
se, € so se, o ideal J gerado por wi,...,wi € um ideal diferencial fechado, isto é, dJ C J.
Demonstragio. A prova deste resultado pode ser encontrada no Apéndice de [23]. ]
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