DIMOSTRAZIONE DEL TEORE-
MA DI FISCHER-RIESZ

RIVEDIAMO INNANZITUTTO L’ENUN-
CIATO DEL TEOREMA, IN UNA DELLE
SUE PRINCIPALI FORMULAZIONTI:

LO SPAZIO L? E COMPLETO.

CI10 SIGNIFICA CHE, SE NON SI CONOSCE
IL LIMITE DI UNA DATA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI f, € L?, MA ALMENO E POS-
SIBILE STABILIRE CHE
lim ||f, — fil =0, (1)
n,k——+00
ALLORA SI PUO ASSERIRE CHE LA SUC-

CESSIONE CONSIDERATA AMMETTE LI-
MITE IN MEDIA QUADRATICA.

IL PUNTO DI FORZA DELLA CONDI-
ZIONE (1) STA NEL FATTO CHE LA VE-
RIFICA DI TALE CONDIZIONE NON PRE-
SUPPONE LA CONOSCENZA DEL LIMITE
DELLA SUCCESSIONE (f},).

SI INTENDE CHE NELLA (1) IL SIM-
BOLO || || DENOTA LA NORMA DI L? E
CIOE LA QUANTITA

b
1]l = / f2(a) de

ED IL DOMINIO DELLE FUNZIONI CONSI-
DERATE E UN INTERVALLO (a,b), EVEN-
TUALMENTE ILLIMITATO.

PER DIMOSTRARE IL TEOREMA, SUP-
PONIAMO CHE UNA DATA SUCCESSIONE
DI FUNZIONI (f,) SIA FONDAMENTALE
IN L2, 0 “D1 CAUCHY” CHE DIR SI VO-
GLIA, E CIOE CHE VALGA LA CONDIZIO-
NE (1).

VOGLIAMO DIMOSTRARE CHE ESISTE
UN’OPPORTUNA FUNZIONE f ALLA QUA-
LE f, CONVERGE IN MEDIA QUADRATI-
CA.

PURTROPPO, PUO BENISSIMO ACCA-
DERE CHE f,(r) NON CONVERGA PER
NESSUN 2, DUNQUE OGNI TENTATIVO
DI DIMOSTRARE LA CONVERGENZA PUN-
TUALE E DESTINATO AL FALLIMENTO.

TUTTAVIA, CON IL PRESENTE METODO
SI DIMOSTRA CHE, SE NON ALTRO, ESI-
STE UNA SOTTOSUCCESSIONE ( f,,, ) DEL-
LA SUCCESSIONE DATA (f,) CHE CON-
VERGE PUNTUALMENTE.

PER LA PRECISIONE, PUO ANCHE DAR-
SI CHE LA SOTTOSUCCESSIONE (f,, ) AP-
PRESSO COSTRUITA NON CONVERGA IN
ALCUNI PUNTI, MA ESSI COSTITUISCO-
NO COMUNQUE UN INSIEME DI MISURA
NULLA.

PASSO 1. INDIVIDUAZIONE DI UNA
SOTTOSUCCESSIONE “ESPONENZIALMEN-
TE” FONDAMENTALE.

PER LA DEFINIZIONE DI LIMITE, E
PER L'TPOTESI (1), ESISTE UN INDICE 7
TALE CHE, PER OGNI k > ng, RISULTA

[ frg = fill < 1.

PER LE STESSE RAGIONI, ESISTE UN IN-
DICE n; > ng TALE CHE, PER OGNI
1

k > ny, RISULTA | fu, — fill < 5. ESI-
STE POI UN my > m; TALE CHE, PER

1
OGNI k > ngy, RISULTA ||fu, — fill < 7,
ECCETERA. IN DEFINITIVA, ESISTE UNA

SOTTOSUCCESSIONE (f,,,) TALE CHE

o= Ful < e @)
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PASSO 2. METTERE LA SOTTOSUC-
CESSIONE NELLA FORMA DI UNA SERIE.

PER RAGIONI ALGEBRICHE, LE FUN-
ZIONI fnk SI POSSONO CONSIDERARE CO-
ME LE SOMME RIDOTTE DI UNA SERIE
OPPORTUNA. BASTA INFATTI PORRE

ge(2) = fo,(¥)—fu,_, () PER k= 1,2, ...

E POSSIAMO SCRIVERE

k
@) = funl@) + D gila). )

IL PROSSIMO PASSO DELLA DIMOSTRA-
ZIONE E VOLTO A DIMOSTRARE CHE LA
SERIE DI FUNZIONI

> i) (@

CONVERGE ASSOLUTAMENTE, CIOE

Solg@l <o (5)

CI1O0 VALE PER QUASI OGNI z, CIOE I
PUNTI DOVE LA SERIE (4) NON CONVER-
GE ASSOLUTAMENTE COSTITUISCONO UN
INSIEME DI MISURA NULLA (EVENTUAL-
MENTE VUOTO).

LA CONVERGENZA ASSOLUTA, A SUA
VOLTA, IMPLICA LA CONVERGENZA SEM-
PLICE: QUESTA E UNA CONSEGUENZA
DELLA COMPLETEZZA DELL’INSIEME DI
NUMERI REALI, PROPRIETA ALLA BASE
DI TUTTA LA DIMOSTRAZIONE.

INFINE, PER LA DEFINIZIONE DI SOMMA
DI UNA SERIE, E PER LA (3), LA CON-
VERGENZA SEMPLICE DELLA SERIE (4)
IMPLICA LA CONVERGENZA PUNTUALE
QUASI OVUNQUE DELLA SUCCESSIONE

(fe)-

PASSO 3. ASSOLUTA CONVERGENZA.

OSSERVIAMO INNANZITUTTO CHE LE
SOMME RIDOTTE

k
@)=Y la@l  (©)

COSTITUISCONO UNA SUCCESSIONE DI
FUNZIONI MONOTONA NON DECRESCEN-
TE RISPETTO ALL’INDICE k£ IN QUANTO
I TERMINI DELLA SERIE SONO TUTTI
NON NEGATIVI. A LORO VOLTA, GLI IN-

TEGRALI )
/ Si(x) dx

COSTITUISCONO UNA SUCCESSIONE MO-
NOTONA NON DECRESCENTE DI NUMERI
REALI. PER LA COMPLETEZZA, ESISTO-
NO, FINITI O INFINITI, I LIMITI

S(z) = lim Sk(x)

k—+o00

b
lim Si(x) dx.

k—+o00 a

A QUESTO PUNTO UTILIZZIAMO UN RI-
SULTATO FONDAMENTALE DELLA TEO-
RIA DELL’INTEGRAZIONE SECONDO LE-
BESGUE, IL TEOREMA DELLA CONVER-
GENZA MONOTONA, IL QUALE ASSERI-
SCE CHE

b b
/a SQ(x)dx:klirfoo/a S¥(x)dx. (7)

TRAMITE IL SIGNIFICATO GEOME-
TRICO DELL’INTEGRALE, IL TEOREMA
DELLA CONVERGENZA MONOTONA E IN-
TIMAMENTE LEGATO ALLA PROPRIETA
PIU IMPORTANTE DELLA MISURA DI LE-
BESGUE, LA NUMERABILE ADDITIVITA,
DETTA ANCHE CONTINUITA DELLA MI-
SURA.
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IL TEOREMA DELLA CONVERGENZA
MONOTONA E INTITOLATO ALLA MEMO-
RIA DI BEPPO LEVI, INSIGNE MATEMA-
TICO ITALIANO EMIGRATO IN ARGEN-
TINA A CAUSA DELLE LEGGI RAZZIA-
LI, E FRATELLO DI EUGENIO ELIA LE-
VI, ANCH'EGLI MATEMATICO, MORTO IN
BATTAGLIA DURANTE LA PRIMA GUER-
RA MONDIALE.

POSSIAMO STIMARE IL SECONDO MEM-
BRO DELLA (7) IN QUANTO, APPLICAN-
DO LA DISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE
ALLA (6), SI HA

k

I1Scl < > lgil

=1

< ~ 1

< Z§<1.
=1

E IN QUEST ULTIMO PASSAGGIO CHE SI
UTILIZZA LA PROPRIETA (2), DI ESSE-
RE (f,.) “ESPONENZIALMENTE” FONDA-
MENTALE.

DUNQUE IL LIMITE AL SECONDO MEM-
BRO DELLA (7) E FINITO (E PER GIUNTA
< 1), E QUINDI

/b S%(x)dx < 1. (8)

QUESTA CONDIZIONE CI ASSICURA CHE
S(r) < 400 PER QUASI OGNI z: INFAT-
TI, SE PER ASSURDO RISULTASSE S(z) =
+00 SU DI UN INSIEME DI MISURA POSI-
TIVA, ANCHE L'INTEGRALE PRECEDEN-
TE SAREBBE INFINITO.

DUNQUE LA (5) SUSSISTE QUASI OVUN-
QUE, COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

PASSO 4. (f,,) CONVERGE IN L2

LA CONVERGENZA ASSOLUTA DELLA
SERIE (4) IMPLICA LA SUA CONVERGEN-
ZA SEMPLICE. MA ALLORA, PER LA (3),
LA SUCCESSIONE (f,,,) CONVERGE PUN-
TUALMENTE QUASI OVUNQUE: INDICHE-
REMO CON f(x) LA FUNZIONE LIMITE.

ANCORA PER LA (3), E POICHE (a+
b)? < 2a* + 2b?, OTTENIAMO

(@) < 210 (@) +25%(2).  (9)

[L. SECONDO MEMBRO NON DIPENDE
DALL’INDICE k, DUNQUE PASSANDO AL
LIMITE PER k — +00 SI TROVA

[f@)F < 2| fuy (@) +28%(2).  (10)

[L. SECONDO MEMBRO E SOMMABILE
(CIOE HA INTEGRALE FINITO) PERCHE
fn, € L* PER IPOTESI, E PERCHE VALE
LA (8). LA (10) IMPLICA QUINDI CHE
felL?

SFRUTTANDO LA DISUGUAGLIANZA
(a — b)? < 2a® + 2b*, E SOMMANDO LA
(9) coN LA (10), POSSIAMO SCRIVERE

(fun (@) = f(2))* < 8]fug(@)]" + 8 5% (2).

C10 MOSTRA CHE IL SECONDO MEMBRO
E UNA MAGGIORANTE SOMMABILE PER
LA SUCCESSIONE ((fn, — f)?).

PoicHE (f, (z) — f(z))? — 0 QUASI
OVUNQUE, E POICHE ESISTE UNA MAG-
GIORANTE SOMMABILE, IL TEOREMA DI
LEBESGUE (UN ALTRO FONDAMENTALE
RISULTATO DELLA TEORIA) ASSERISCE
CHE

b
Jim [ (@) = f(a))dr =0,

DUNQUE f,,, — f IN L?, COME VOLEVASI
DIMOSTRARE.
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PASSO 5. (f,) CONVERGE IN L2

POICHE LA SUCCESSIONE DATA E DI
CAuUCHY IN L? PER IPOTESI, E POICHE
HA UNA SOTTOSUCCESSIONE CONVER-
GENTE IL L? PER IL PASSO 4, ESSA STES-
SA CONVERCE IN L2.

C10 SEGUE DAL FATTO CHE
| fo = fll = 1 fu = fon + frn — £
< fo = full + 1 fun = fII. (11)

PIU PRECISAMENTE, PRESO UN £ > 0
PICCOLO A PIACERE, ESISTE UN INDI-
CE n(e) TALE CHE ||f, — fu.|| < €/2 PER
OGNI n,ng > n(e). QUESTO PER LA (1).

ESISTE INOLTRE UN INDICE k(g) TA-
LE CHE || f., — fll < /2 PER OGNI k >
k(¢). QUESTO PERCHE f, — f IN L%

POICHE nj, — +0o0 PER k — 400,
ESISTE, INFINE, UN INDICE ky > k(¢) TA-
LE CHE ny, > n(e).

PONENDO k = ky NELLA (11), TRO-
VIAMO || f, — f|l < € PER OGNI n > n(e),
DUNQUE LA DEFINIZIONE DI LIMITE E
SODDISFATTA, E POSSIAMO SCRIVERE

fo— fIN L2

COME VOLEVASI DIMOSTRARE.

OSSERVAZIONI CONCLUSIVE

IL TEOREMA DI FISCHER-RIESZ CONTI-
NUA A VALERE ANCHE SE SI CONSIDERA-
NO FUNZIONI f,(z) CON x CHE VARIA IN
UN SOTTOINSIEME MISURABILE E DEL-
LO SPAZIO N-DIMENSIONALE RY, coN
N > 1.

IL. TEOREMA DI FISCHER-RIESZ CONTI-
NUA A VALERE ANCHE SE SI SOSTITUI-
SCE LO SPAZIO L? CON LO SPAZIO L7”,
DOVE L'ESPONENTE p E UN QUALUNQUE
NUMERO REALE p > 1, ED EVENTUAL-
MENTE ANCHE p = +00.

INDICAZIONI BIBLIOGRAFICHE

(QUESTA DISPENSA RIPRENDE LA DI-
MOSTRAZIONE CHE SI TROVA SUI PRIN-
CIPALI TESTI IN CIRCOLAZIONE, E IN
PARTICOLARE SU BREZIS, ANALISI FUN-
ZIONALE, LIGUORI.

PER LE ORIGINI STORICHE DEL TEORE-
MA (STABILITO NEL 1907) st VEDA KLI-
NE, STORIA DEL PENSIERO MATEMATI-
CO, EINAUDI, VOL. 2, PAGINE 1249
1251.

PER AVERE UN’IDEA DELLA DIFFUSIONE
DEL TEOREMA NEI CORSI UNIVERSITA-
RI ITALIANI, SI TENGA PRESENTE CHE
TRICOMI, PUR FAMOSO A LIVELLO IN-
TERNAZIONALE, NE CITAVA L’ENUNCIA-
TO SENZA DARNE LA DIMOSTRAZIONE
NEL SUO TESTO DEL 1961.

ULTERIORI INFORMAZIONI SI POSSO-
NO TROVARE SU HORVATH, ON THE
RIESZ-FISCHER THEOREM, http://www
.univie.ac.at/ NuHAG/FEICOURS/ws0506
/Riesz-Fisher.pdf
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