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Fondamenti di Costruzioni Meccaniche
Applicazione del Principio dei Lavori Virtuali

EsercizioN.1

La trave a mensola AB ha sezione trasversale desgrporta un FX
carico F nella sua estremita libera B. Determinlarespostamento A B >
verticale del punto B. L |

yV .
Soluzione

Iniziamo calcolando le reazioni vincolari nel nodo Applicando le equazioni cardinali della statica
otteniamo:

HA = 0
VA =F
My, =—-F-L antiorario
Le equazioni delle azioni interne sono:
Nx(x) =0 +
T,(x)=F
M,(x)=F-(x—1L) Convenzioni sul segno

Per applicare il Principio dei Lavori Virtuali € ecessario utilizzare una struttura fittizia, ideati quella in
esame, ma caricata da una forza unitaria applmegt@unto in cui si desidera calcolare gli spostaimed
orientata come questi ultimi.
Nel caso in esame, le azioni interne che agiscaha struttura fittizia sono identiche a quelle @gscono
sulla struttura originale, ma sono scalate dellantjta F. Per distinguerle dalle precedenti, aggjmmo un
apice ai simboli:

N;(x)=0

Ty(x) =1

M;(x)=1-(x—-L)
L'applicazione del Principio dei Lavori Virtuali aduce alla seguente equazione:

LN (x) - N,(x Ly-T(x) - T,(x LM,(x) M, (x
Lele_aBsz:f L) Nx() fz , (%) y()dHf 20 M@
0 E 'A 0 G 'A 0 E .]Z
Poiché, in questo caso, l'azione interna di treziloompressione € nulla, il primo integrale pud msse
eliminato. L'equazione si riduce a quanto segue:

Ly-T,(x) T, (x LMy (x)-M,(x “F-L (LYF-(x—L)?
6B:fxy()y()d+f ) M) 1 f -1 _
0 G'A 0 E.]Z LG'A 0 E.]Z
2 F-L F [x N 2 F-L F-L?
= —_r- L2 . =
G- A +E-12[3 X ¥,"ca Y3ET,
Rispetto alla soluzione che é possibile trovarkzatindo I'equazione della linea elastica, qui cangpanche
il contributo del taglio: % .
Ricordando che:G = 2_(1E+V) vediamo quanto vale il contributo del taglio rigpea quello del momento
flettente.
7' F-L
Ga _rFL3EJ 3 yE] 6y0+V],
F-L3 G-A F-L3 G-A-L% A- L2
3-'E-],
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Per definizione, il raggio d’'inerzia della sezidresversale della trave rispetto all’asse z vigle: \/]A;

H H “ ” H L
mentre, si definisce “snellezza” della trave ilpafgo: 4, = P

Il rapporto tra lo spostamento provocato dal taglguello prodotto dal momento flettente vale dwnqu
67 (1+v)], 6 (A+WV-if 6y (1+V)
A2 B 12 - A2

Il coefficiente x vale 10/9 per una sezione circolare piena, 6/5uper sezione rettangolare, 2 per una
sezione circolare cava; per i materiali metaliictoefficiente di Poisson varia normalmente tra30e 0.33.
Di conseguenza il precedente rapporto ha un valomgreso tra i seguenti estremi:

83+16
A
Se ne deduce che quando la trave é snella, ciogrpedi valori diA, il contributo del taglio puo essere
trascurato.

Esempio numerico.

Prendiamo una trave a mensola, in acciaio, lungalD0OO [mm], la cui sezione trasversale sia nozmata
e di tipo W200 x 46.1. La trave sia caricata da foraa verticale F = 30 [kN] disposta sul suo aswe
libero. Calcolare lo spostamento verticale delt@sto libero distinguendo il contributo del taglia dquello
del momento flettente.

I momento principale d’inerzia del profilo normetato W200 x 46.1 rispetto all’asse orizzontaleevak
45.5 x 16 [mm?]. L'area totale della sezione trasversale vale B880 [mni], lo spessore dell'anima vale
7.2 [mm], quello delle ali vale 11.0 [mm] e l'altezdel profilo vale 203 [mm]. Il fattore di taglo vale:

Aror Ator B 5860
Aanima _t'(H_Z'ta)_ 7.2'(203—2'11)
Il raggio d’inerzia della sezione rispetto allagseale:

e [asser08
2= |2~ [“s8e0 8- 11[mm]

L 1000
et Trrie 11.35
Abbiamo quindi che il contributo del taglio rispett quello del momento flettente vale:
6:7-(1+v) 6-45-(1+03) 351
A2 B 11.352 11352

Non si tratta quindi di un contributo trascurabile

=4497 =45

Z:

La snellezza della trave vale:

0.27

Il materiale della trave é acciaio, quindi il Modudi Young vale 210 GPa, il coef. di Poisson vae ¢ il

modulo d’elasticita tangenziale vale:= E__-_210 _go8 [GPa].
2:(1+v)  2:(140.3)

Di conseguenza lo spostamento verticale del puntal®

5, = 7 F-L N F-L3 _ 4.5-30000- 1000 N 30000 - (1000)3
G-A 3:-E-], 80.8-103-5860 3-210-103-45.5-10°

Se, a parita di tutti gli altri parametri quali arenomento d’inerzia, etc, la sezione trasverdall trave

fosse stata di forma circolare piena, il fattordatjlio y avrebbe assunto il valore 10/9 e di conseguenza il
contributo del taglio rispetto a quello del momefettente sarebbe sceso al valore:

= 0.285 + 1.047 [mm]
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= 0.067

In questo caso avremmo potuto considerare il dautwidel taglio trascurabile.

Esaminiamo la stessa trave in acciaio, realizzaailgrofilo W200 x 46.1, ma lunga L = 2000 [mmten
un carico verticale applicato sul punto B paria E5 [kN]. Il momento flettente all'incastro, intuy all'asse

z vale, come nel caso precedeMg:= F - L = 15-2 =30 [kN - m] .

In questo caso la snellezza della trave vale

Il contributo del taglio rispetto a quello del mame flettente vale:
6-7-(1+v) 6-45-(1+0.3)
AZ 22.72
In questo caso il contributo del taglio diventastiarabile.

= 0.068

Lo spostamento verticale del punto B vale:

5 v F-L F-13 4.5-15000-2000 15000 - (2000)3
B = =

+ = +
G-A " 3-E-J, 80.8-103-5860 @ 3-210-103-45.5-10°

= 0.285 + 4.186 [mm]
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EsercizioN.2

La trave a mensola AB ha sezione trasversale desgrporta un F

carico F nella sua estremita libera B. Determinarespostamento R

verticale di un punto qualsiasi della trave. ) L A B
yV i

Soluzione

Iniziamo calcolando le reazioni vincolari nel nodo Applicando le equazioni cardinali della statica
otteniamo:

HA = 0
VA = F
My, =—F-L antiorario
Le equazioni delle azioni interne sono:
N,(x)=0 +
T,(x)=F

M,(x) =F-(x—L) Convenzioni sul segno
Per applicare il Principio dei Lavori Virtuali € eessario utilizzare una struttura fittizia, ideate quella in
esame, ma caricata da una forza unitaria applegtgunto in cui si desidera calcolare gli spostaimed
orientata come questi ultimi.

Nel caso in esame, le azioni interne che agiscaila struttura fittizia
sono le seguenti:
per0 <x<a

N/ (x) =0
Ty(x) =1 y a 1
M,(x) =1-(x - a) A . %
pera <x <L L R ®
Ny(x) = 0 Y
Ty(x) =0
M,(x)=0

Per distinguerle dalle precedenti, ai simboli ablmaaggiunto un apice.
L'applicazione del Principio dei Lavori Virtuali oduce alla seguente equazione:
5(a) szN;(x)-Nx(x)d jLz-T’y(x)-Ty(x)d fLM’z(x)-Mz(x)
0 E " A 0 G * A 0 E .]Z
Poiché, in questo caso, I'azione interna di trazloompressione é nulla, I'equazione si riduce antjua
segue:

dx

(" Ty@ Ty (M) M) g Fa (“Fr-L?
6(‘1)_-[0 A dx+f0 d +f0—dx—

E-J, G A E-],
a
yF-a F [x3 S 7y F-a F-a [(a* 5
= + T Lxa*+1%x| = e (=-L-a+L
G A E-]Z[S . *,7 64 "EJ, \3 @

Abbiamo ritrovato I'equazione della linea elast{gafunzione della coordinata), ma con il contributo del
taglio.
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EsercizioN.3
La trave prismatica semplicemente appoggiata ABapan carico a
uniformemente distribuito q per unita di lunghezizeterminare A l l l l l l l l l l l l l l X,

'equazione della linea elastica e lo spostamerdassimo della trave. > L 3 B
yv -
Soluzione
Iniziamo calcolando le reazioni vincolari. Applichmle equazioni cardinali della statica otteniamo:
HA = 0

Le equazioni delle azioni interne sono:
N,(x)=0 +
T,(x) =q-(L/2—x)
M,(x) =q-x-(L—x)/2

Convenzioni sul segno

Per applicare il Principio dei Lavori Virtuali € ecessario utilizzare una struttura fittizia, ideati quella in
esame, ma caricata da una forza unitaria applegtgunto in cui si desidera calcolare gli spostaimed
orientata come questi ultimi.

Applicando le equazioni cardiali della statica pas® calcolare le
reazioni verticali negli appoggi A e B: a_, b >

YMy;=0-Vg-L—-1-a=0->Vg=--1 A X
B

L
ZFy=0—>VA+VB—1:0—>VA=1_%-1=%.1 yM

Utilizziamo due sistemi di riferimento: uno congirie nel nodo A, orientato verso destra (la co@tdirx),
I'altro con origine nel nodo B e orientato versoisira (la coordinata t).

v

~R

Le azioni interne che agiscono sulla strutturéfétsono le seguenti:
per0<x<a

Nx(x) =0

, b
Ty(X)—VA:Z

b
Mz(x)=VA-x:Z x
Per0<t<b

Ny(©) =0

, a
Ty(t)=VB=Z

, a
Mz(t)=VB-t=Z-t
Per distinguerle dalle precedenti, ai simboli ablmaaggiunto un apice.

ATTENZIONE:
Avendo utilizzato un secondo sistema di riferimefuoello nella coordinata t), € necessario espenaeche
le equazioni delle azioni interne della strutturigioale utilizzando i due sistemi di coordinate.

Le azioni interne che agiscono sulla strutturainélg sono le seguenti:
per0<x<a
N,(x)=0
Ty(x) =q-(L/2 —x)
M,(x)=q-x (L—-x)/2
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Per0<t<b
N,(t)=0
T,(t)=q-(t—L/2)
M,(t)=q-t-(L—1t)/2

L’applicazione del Principio dei Lavori Virtuali oduce alla seguente equazione:
L ny! L ! IRV U
Ny (x) - Ny (%) 2 Ty(x) " Ty(x) M (x) - M,(x)
v(x—a)—fO—E_A dx+f0 G A dx+f0 —E']z

Poiché, in questo caso, I'azione interna di tragioompressione é nulla, I'equazione si riduce antgua
segue:

dx

a..T! . b.,.T! . anpng’ .
v(x=a)= f 2Ty T,() dx + fo 210 1,0 dt + fo M) M, ;.

0 bG-A G- A E-J,
M, (t)-M,(t
+f 2(t) z()dt
0 E-J,
Sostituendo le equazioni prima descritte abbiamo:
arPqwr-n  pree-L2  @2axgxw-vn2
=a)= d dt d
v(x=a)= f A x+f0 A +f0 EJ, x
f % tq-t- (L—t)/zdt_
E ]Z 2 2 3 4
b L a a bs L b a’ a
zpalze-g) ria(z-zr) 1e(5-%)2
G-A + G-A + E-J,
a b b*
+Z""("'?‘T)/2
E-J,
Semplificando:
ab
2 or 4 (b—a) L qab (4L - a® — 3a® + 4L - b* — 3b?)
v(x=a) =
G-A 24LE -],

Sostituendd = L —a abbiamo:
q-a [y-(L?-3-a-L+2-a*) (L3-2d’L+a?)
2 L-G-A 12-E-],

v(x=a) =

Nel punto in cuiz = L/2 lo spostamento verticale non dipende dal contildet taglio e vale:
5-q-L*

v =L/2) =350,

]
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EsercizioN.4 q
Determinare le reazioni nei vincoli per la travespratica di figura. A VWLLLLLLLLLLL L

Soluzione L @ B

La trave € una volta iperstatica: per calcolane&zioni a terranon  y v "
possiamo considerarla indeformabile.

Possiamo immaginare di eliminare i vincoli sovratbenti (in questo caso uno solo) rendendo la staitt
isostatica: eseguendo questa operazione € necessédre di renderla labile. Dove sono stati efiati i
vincoli & necessario aggiungere le corrispondezgzioni incognite X Non esiste una sola procedura: per
esempio in questo esercizio possiamo eliminareaiteio nel punto B, oppure possiamo consentire la
rotazione in A sostituendo all'incastro una cermiarterra. Chiaramente le soluzioni finali saraiceatiche.

Vediamo la prima procedu
Calcoliamo le reazioni a terra utilizzando le egoliz cardinali

della statica: q
YF,=H;=0 ARV
ZFqu'L_VA_XIZO ’ L X1

yv

da cui ricaviamo:

Vio=¢q L—-X; diretta verso l'alto
.12
ZM=MA—%+X1-L=0 con M, antioraria
da cui ricaviamoM 4 = al _ XL

2
Calcoliamo le equazioni delle azioni interne:

T,(x)+q-x+-V,=0

q-x?
MZ(X)+T+MA—VA'X'= 0
da cui:

TyxX)=Vp—q-x=q-L—q-x—Xq
22 2 72
M,(x)= -4V x-My=-"4q-L-x-T-+ L-%) X,

Possiamo scindere le equazioni delle azioni intémngue contributi: uno dovuto ai carici esterrd, @no
dovuto alle azioni delle iperstatiche consideratevalore unitario. Per distinguere i due contributi
aggiungiamo un indice tra parentesi come espomaile equazioni delle azioni interne.

T,(0) =TP @) + X, T @) =[q-L—q-x] + Xy - (-1)
M) = MO0+ Xy M) = M0 = [+ g Lox -]+ Xy (L-%)

In sintesi abbiamo:

O g —g- MWy = _

T, x)=q-L—q-x T, "(x)=-1
) L2

MO () =-1"+q-L-x—1- MPx) =L—x

Il valore dell'iperstatica si trova risolvendo lagtiente equazione:

LM, (x) -Mgl)(x)_der fL ;(-Ty(x)-T;”(x)_der fLNx(x)-Nil)(x)_
0 0

G A E A dx

LexZXI'V(L)Z():fo E-J

In questo caso il contributo dell’azione normaleudio quindi I'equazione precedente si riduce a:
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LMP@ 4% WP MP @ [0+ X0 1) 1R
~dx +f cdx=0

0 E-], 0 G-A

Considerando il fatto che l'iperstatica; € una costante indipendente dalle coordinate djiazone.
possiamo risolvere I'equaziomel modcseguente:

MO MP@ w10 T

v - lo E7, dx + G A
L=
&) @ Oy
LM (x) - M, (x) X Ty (x)-T,”(x)
Jo == E-]ZZ dx + [ C A ~dx

Sostituendo le equazioni delle azioni interne atoloi

.x2 .LZ
L[—qz +q-L-x—qT]-(L—x)

fo E-J,

I R ™

Sviluppando gli integrali e considerando la trave omogen@aismatica, possiamo portare fuori dal se
dell'integrale i parametri del materiale (E, G)adld sezione trasversale (4):

) Lx-[q-L—q-x]-(-1)
dx+f0 T A dx

X1:—

q-L'  x-q-L°
B EJ, 2G4

X1

L3 LxL
3-E-], G-A
Setrascuriamo il contributo del taglio abbiar
q-L*
_8EJ,_3-ql
1= 8
3'E-],

Una volta calcolato il valore dell'iperstatica, p@smno calcolare le reazioni vincolari e disegnatiagrammi
delle azioni interne:

Va=qL-3 ="

M, =2

Ty(x) =2 -q-x
Mz(x)=—”'T"Z+%-x—"'TLZ=§-(—4-x2+5-L-x—L2)

Grafico del momento flettente
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Esercizi N.5
Per il carico mostrato, determinare le reazionrsiaiche e le

equazioni delle azioni interne. l l l l l l l l l l l l lql\ii X

) A
Soluzione ) L 1B

La trave & due volte iperstatica: per calcolareckezioni a terra  yv' g
non possiamo considerarla indeformabile.

Possiamo immaginare di eliminare i vincoli sovratenti (in | | 1l | 1l | 1 lql ! lx X
questo caso due) rendendo la struttura isostaBsaguendo A X -
questa operazione € necessario evitare di rendebde. yv L 5
Osservando il terzo schema (in basso a destrajanedche se

avessimo inserito il carrello nel nodo A ruotat®@P, la struttura lllllllllllql l m «
sarebbe risultata isostatica, ma labile, in quamno sarebbero | A B/
impediti gli spostamenti orizzontali. 5 X1 L X5

Dove sono stati eliminati i vincoli & necessariaiaggere le yv

corrispondenti reazioni incognite . XNon esiste una sola q
procedura: per esempio in questo esercizio possiditizzare i Al l l l l l l l l l l l l l\xm X
tre schemi statici mostrati nelle figure a latoiaCamente le tre  <X{ ] 5
soluzioni finali dovranno essere identiche. S >
Yv
Vediamo la prima procedureelativa al primo schema statico mostrato inréigu
Calcoliamo le reazioni a terra utilizzando le egomizcardinali della statica:

ZFxZHAZO
ZFy=qL—VA—X1=0

.12
T Xy L+X,—M,=0

M=

da cui ricaviamo:

Vo=q L—X, diretta verso l'alto

.72
M, = % —X,-L+X, direttain senso antiorario

Calcoliamo le equazione delle azioni interne:
T,(x)+q-x—V,=0
Mz(x)+q'sz+MA—VA-x= 0
da cui:
TyxX)=Va—q-x=qL-X1—-q-x=q-(L—x)—X;
M,(x)=V4-x—My— —g-(x—L)2+(L—x)-xl—x2

qx® _
==

Possiamo scindere le equazioni delle azioni intérriee contributi: uno dovuto ai carici esternioudovuto
all'azione dell'iperstatica X considerata di valore unitario e uno dovuto adifgiatica X considerata di
valore unitario:
0 1 2
Ty(x) =T () + X1 - TSV (%) + X, - TP (%)
0 1 2

M,(x) = M (x) + X1 - M (%) + X5 - M2 (2)

dove abbiamo:

T =q-(L-2)  TP@=-1 : TP =0
MO =-1-x-1? ; MPE®=0-% : MP (x) = -1
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Soluzione degli esercizi a cura del prof. Filippo Bertolino.



Universita degli Studi di Cagliari - Facolta di Ingegneria e Architettura

Fondamenti di Costruzioni Meccaniche
Applicazione del Principio dei Lavori Virtuali

Il valore delle due iperstatiche si trova risolverildseguente sistema di due equazioni nelle doeginite X%
e X;:

Ly x.M(l)x LX'T(X)'T(l)(x) Ly X'N(l)x
Lex=X1'v(L)=0=fM-dx+f y y ) f ) N ()
0 E ']Z 0 G-A 0 E-A
LM, (x) MP (x) Ly -T,(x) - T® (x) LN, (x) - NP (x)
ex 2 () fo E']z X . G A X O—E-A x
In questo caso il contributo dell’azione normaleudio quindi il sistema si riduce a:
LM+ Xy MY+ X, MP| - MY L [T + X, TP + X - TP - TS
dx + dx=0
0 E-J, 0 G-A
LM+ %y ML+ X, MP | MP g [0+ Xy TP+ X TP TP
dx + dx=0

0 E-J, 0 G-A

Considerando che le iperstatichg ¥ X, sono costanti indipendenti dalle coordinate dgrézione,
possiamo portarle fuori dal segno d’integraziom®sgsiamo riscrivere il sistema nel modo seguente:

[Mm) (1)] [Mu) Mgn] [M(z) M(l)]
[ gy [ gy [
E- ]z E']z E- ]z
[(0) . (D) @ . () @ . )
+f de” f Mdﬁx .fLde_o
0 G-A A G-A 2 ), G-A
[M(O) M(Z)] [M(i) M(Z) L[Mgz).MgZ)]
dx + X f dx+X S —/—Hax+
o EJ, ! E-], 2 ) E-,

7@ @ 7 @ 7@ . @
A PR A o PR L e 5 P
0 G-A o G-A 2 ), G-A

Il sistema puo essere riorganizzato in forma matsc
a1 ‘11,2] {Xl} {bl}
azi1 Qazzl (X, b,
dove i coefficienti hanno il seguente valore:
CONED) 7. [FORYO) 7@ 7@
a11=fL—[MZ " ]dx+f Lx{n ) dx ; = [t o) ] dx + [r Lx[n 1] ]dx
, 0 EjJ, 0 GA ’ 0 EjJ, 0 GA
1 2 1 2
A1 =0y 1 = fL—[Mg).Mg )] dx + fLX—.[T;).T; )] dx
1,2 2,1 0 EJ, 0 G-A
© <1>]

(0), (1)
f[M ]x fOX[Tde :

©, (z)] L1012

_fo GA

f [M dx

Sostituendo all'interno degll integrali le equaziidalle azioni interne abblamo:

(L (L—x)? Ly )(_L ) _ (L1 L
a1 = Jy EJ, dx + ca®* =35 -+ : @22 = Jo EJ, dx T EY,
L[-(L-x)] -2
Q12 =021 = fo £, dx =~ 2E7,
b = _qfoL(x—L)3d _x-qfo(x—L)d _ qlt | xql?
1~ 2-EJ, G-A - 8-E, 2-G-A
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b, = Lyx-L? g3
2= " Jo gy, T 6EJ,
In forma matriciale:
L3 +)(-L —12 q-L* +x-q-L2
3-E-], G-A Z-E-]Z_{ }_ 8-E-J], 2-G-A
—12 L q-13
2-E-], E-], 6-E-],
Trascurando il contributo del taglio abbial
r L3 _LZ -I qL4-
3'E']z Z'E']z_Xl}_ B'E']z
—12 L X —q-L3
2-E-], E-J, 6-E-],
da cui:
q- L4 _LZ
—-q- 13 L q- 15 g1
x.-"6-E-J, E-J, Il "8 1z _a'tL
1 13 —12 Lt Lt 2
3‘E-J, 2'E-], 3 4
—12 L
2'E-], E-],
L3 q- L4-
—12 —q-L3 —q'L6 q'L6
x, - WZE], 6E], B 16 _9L
2 13 —12 Lt 12
3'E-J, 2'E-], 12
—12 L
2'E-J, E],
Sostituendo nelle equazioni cegprimono le reazioni a terabbiamo:
g L—X.=qg-L_3t_at Y _al_ql el ql?
VA—qL Xl—qL 2~ 2 MA_Z X1 L+X2—2 2 L+12—12
Le equazione delle azioni interaalgonc
‘L L
Ty =q L-0-X1=q- L-x)-2=q-(-x)
M,(x) = =3 (x—L)? + (L—x) Xy — Xp = — 7~ [6x — 6xL + 1?]
Grafico del momento flettente
ﬁ\/éx
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Esercizi N.6

Per il carico mostrato, determinare le reazionrsfaiche e le . a LI F

equazioni delle azioni interne. A ) N X
R

Soluzione ’ L ,/B

La trave & due volte iperstatica: per calcolareelzioni a terra Yv

non possiamo considerarla indeformabile.

Possiamo immaginare di eliminare i vincoli sovratenti (in

questo caso due) rendendo la struttura isostddicee sono stati < a o }

eliminati i vincoli € necessario aggiungere le Ipondenti A = X

reazioni incognite X Non esiste una sola procedura: in questo L X,i/

esercizio utiliziamo lo schema statico mostratdanigjura a lato. A2

Calcoliamo le reazioni a terra utilizzando le egomizcardinali della statica:
SF,=H;=0
YFy=F-V,—X;=0
SM=F-a—X;L+X,—M4=0

da cui ricaviamo:
Vo=F—-X; diretta verso l'alto
My, =F-a—X,;'L+X, direttain senso antiorario

Calcoliamo le equazione delle azioni interne. Pmioid = L —a e poniamo nel punto B l'origine di un
asse orizzontale diretto verso sinistra le cui dim@te vengono indicate con la lettera t.

per0<x<a

T,(x)—V,=0
MZ(.X)+MA—VA'.X:0
da cui:
Ty(x) :VA :F—Xl
M,(x)=V4x—My=F-x—a)+X;-(L—x)— X,
per0<t<b
Ty(t)+X1=0
Mz(t)+X2—X1t:0
da cui:

Ty(t) = _Xl
Mz(t)let—XZ

Possiamo scindere le equazioni delle azioni intérriee contributi: uno dovuto ai carici esternioudovuto
all'azione dell'iperstatica X considerata di valore unitario e uno dovuto adifgiatica X considerata di
valore unitario:

T, =TO® + X TP @ + X, TP@  ; T, =TOW® + X, - TO®) + X, - TP (0)
M,(x) = MO (x) + X1 - MP(x) + X5 - MP (x) ;. M,(£) = MO (1) + X1 - MP(©) + X5 - MP(£)

per0 < x < a abbiamo:

T (x) = F . TP =-1 : TP (x) =0
MP (%) = F - (x - a) D MP@=0L-% : MP (x) = -1
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per0 <t < b abbiamo:

TV =0 . TP®m=-1 : T?®) =0
M () = 0 L MPm=t ; M2 () = -1

Il valore delle due iperstatiche si trova risolvenldseguente sistema di due equazioni nelle doeginite X
e X

Lm 'M(l) Ly-T, (x -T(l) X Ly .N(l)
Lex=X1'17(L)=0=f M'dx+f x y(G)'Ay ()-dx+f —X(x)E.Ax (x)-dx

0 z 0 0

LM (.X')M(Z)(x) LXT (x)T(Z)(x) LN (x)N(Z)(x)
L., =X, -9(L =0=fz—z.dx+f Y y dx f X x - dx
ex 2 () o E']z 0 G-A O—E'A

dovewv(L) ed(L) indicano lo spostamento verticale e la rotazicglgpdnto B, che, dati i vincoli, sono nulli.
In questo caso il contributo dell’azione normaleudo quindi il sistema si riduce a:

LM+ x; M+ X, MP | MY Ly T + X0 TS0 + X, - TP - T3)

dx + dx=0
(] E-], 0 G-A
L[MP + X, - M+ X, MP| - MP Ly [T+ X, T + X, 7P| TP

dx + dx=0

0 E-], 0 G- A

Gli integrali devono essere scissi in due partcpérle equazioni delle azioni interne non sonoinaet le
equazioni verranno integrate prima nella coordimataa zero (il punto A) e la coordinaia(punto in cui &
applicata la forza F); quindi verranno integratdaneoordinata t, tra zero (il punto B) e la comatab

(punto in cui € applicata la forza F).

Considerando che le iperstatichg ¥ X, sono costanti indipendenti dalle coordinate dgrézione,
possiamo portarle fuori dal segno d’integraziom®sgsiamo riscrivere il sistema nel modo seguente:

o 2] o] )

——=dx + dty +
o E‘J, o E‘J,
1 1 1 1
([ )
DN i il | |
Y1 E-1, o E-,
a [M;Z> : Mgﬂ] b [M;2> : Mgﬂ]
X, — —dx + — - dt; +
21 E-1, o E-,

fax-[T;")-Tgl)]dx+ bx-[T;O)-Tgl)]dt N
0

G-A o G-A
aX_[Tu)_Tu)] ,,X_[Tu)_T(l)]
X, - f#dﬁf AUy Ty Lty
0 G'A 0 G'A
@) (D @ (D
. f“Mm S8 Ui A
2 G A 0 G-A
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a|mMP M| o[ mMP M|
o EJ, Y TE,

a|mP - mP| o[ MV M|
o EJ, YL TEg,

dt, +

dx+ dt; +

f [M® ) o[ M2 M2
E-J, 0 E-J,

b, o),
0

G-A 0 G-A

@ p(2) @, p(2)
X. . I“Mdﬂf”wdt .
A G-A 0 G-A
@ @) 7@ @)
X, I“Mdﬁf"wdt _o
2 G- A 0 G-A
Il sistema puo essere riorganizzato in forma miatgc
aq a1,2] _{X1} _ {b1}
azi1 Azl |X,) b,
dove i coefficienti hanno i seguenti valori:
@),y (D @)1 1),y (D) R
o [pr "] ax[ry’ 1] M) x[T )|
a1_1=f0E_—]de+f0 Tydx+f0 —d +f dt

M(Z) M(Z) (2) (2) (2) (2) (2) (2)
“zz—fo[E.—,]d +ls T]d +fo[g.—]d +fo%dt

@, @ PREORNC)) M) 3@ PRCORNC))

M; x b|M, bXx
a12—a21—f0[E_—]]d +fa [ ]d +fogd +f [ ]dt
b f“ [M§°)-M§”] e fax-[T§°)'T§1)] i fb [Mgo)_Mgn] it fb x-[T§,0)-T§,1)] it

1 0 EjJ, 0 G4 0 EJ, 0 G4
S B s Y U IO
2 0 Ej, 0 GA 0 EJ, 0 Ga
Sostituendo all'interno degli integrali le equaz'idalle azioni interne abbiamo:
a (L-x)?2 b x 3L2a-3La?+a3+b3  yL L3 xL
fo EJ, dx +f0 GAd +f0 EJ, dt+f0 GAdt 3-EJ, +G-A_3-E-], GA
a+b L
a2 = Iy 7, £y, %% x+ fy ﬁdt EJ,  EJ,
_ a(x L) a?-2La-b?* _ —-L2
al,Z - aZ,l fo EJ, dx + fo ﬁdt Z'E']z - 2:EJ,
_ a F-(x—a) (L—x) a )(F } _ _ )(Fa
b, = {fo—g-] dx +f dx GE] a) +
_anF(a x)d —F-a?
EJ, 2-EJ,
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In forma matriciale:

L3 x'L -L2? F-a?-(3L—a) y-F-a
3-E-]Z+G-A 2-E-],| (X1)_ 6-E-J, G-A
—12 L | {Xz} - —F - a?
2 E, E-J, | 2°EJ,
Trascurando il contributo del taglio abbiamo:
L3 —12 F-a?-(3L—a)
3-:E-], 2-E-],| (X1) _ 6-E-],
—12 L | {Xz} B —F - a?
2 E-7, E-J, | 2-E-J,

da cui:

|F-a?-(3L—a) —12

—F - a2 L ,
2-E- E - F-a
X;= L3]Z Iz J W _ 3 ‘(3:-L—2-a)
—12 L

2E-], E-J,

L3 F-a?-(3L—a)

—L2 —F - a* )
Z'E'] Z'E'] F-a
X, = Z T =4 L-a
3‘E-], 2'E],
—12 L
2'E'], E-],

Se la forza F fosse applicata esattamente in mezzel punto di coordinata a = L/2, allora le iear
iperstatiche varrebbero rispettivamerXe:= F/2 eX, = F-L/8.

Sostituendo il valore delle iperstatiche nelle et che esprimono le reazioni a terra abbiamo:

_F. (L3-3-a%.L+2-a3

F'2
Va=F-X,=F-"2.3.L-2-a) 2T (28 -3 8 +1)

MA=F-a—X1-L+X2=F-a—FTf-(3-L—2-a)+FTf-(L—a)=F-a-(§2—2-2+1)
dove é stata utilizzata la coordinata adimensiohatea /L.
Le equazione delle azioni interne valgono:
per0<x<a
T,(x)=V,=F-(2-8-3-8+1)
M,(x)=F-x-(2-8-3-82+1)-F-a-(¥-2-§+1)
per0<t<b
Ty(t)=F-§-(2-5-3)
Mz(t)=F't'(3'§2—Z'E?’)—F'L'(Ez—é)
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Esercizi N.7

Per il carico mostrato, determinare I'equazioneladdinea q
elastica, utilizzando il Principio dei Lavori Visii. A VWLV L L x o
Soluzione L ?
Per risolvere il probela utilizziamo i risultati iddue esercizi yv'

precedenti, il N. 5 ed il N.6.

In base all'esercizio N.5, le equazione delle aziaierne valgono:

T,®=q L-x-X1=q L-0-%=q (;-x)
M,(x) = —g- x—LZ2+L-%)X;—Xp = —112- [6x% — 6xL + L]
In base all'esercizio N.6, le equazione delle aziaierne nella struttura fittizia (quella dellerfe) valgono:
per0 <x<a
Ty(x)=V,=F-(2-8-3-8+1)
M;(x)=F-x(28-38+1)-F-a-(8-2-5+1)
per0<t<b
Ty(H) = F-§-(2-§-3)
M. (t) =F-t-(3-§2—2-§3)—F-L-(§2 _§3)

dove é stata utilizzata la coordinata adimensiohatea /L. a indica il punto in cui desideriamo calcolare
lo spostamento verticale, e coincide con il pumiaui applichiamo la forza unitaria (F = 1) neltsisa
fittizio.

ATTENZIONE:

Avendo utilizzato un secondo sistema di riferimefuwello nella coordinata t), € necessario espenaeche
le equazioni delle azioni interne della strutturigioale utilizzando i due sistemi di coordinate.

Poichét = L —x abbiamo:

per0 <x<a
'L L
Ty =q - L-0)-X1=q L-x)-L=q-(;-x)
M,(x) = —g- x—LZ2+L-%)X;—X, = —%- [6x% — 6xL + L]
per0 <t<b
n@=q[t-a-0]=q-(c-)
M,(8) = - [6(L—t)? —6(L—t)L+1*] = - - [6t? — 6Lt + L?]
L'applicazione del Principio dei Lavori Virtuali oduce alla seguente equazione:
L ny! L U IRy U
Nx(x) ' Nx(x) X Ty(x) ' Ty(x) Mz(x) ' Mz(x)
v(x=a)=f—dx+f dx+f ——————dx
0 E * A 0 G * A 0 E .]Z

Poiché, in questo caso, I'azione interna di trazloompressione é nulla, I'equazione si riduce antjua
segue:

(2 Ty Ty boy-Ty(@®) - Ty (®) TM;(x) - M,(x)
V(X—a)—.[) G- A d +LTdt+LE.—]zdx
P M(0) - M, ()
+f0 EJ, dt
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Sostituendo le equazioni prima descritte abbiamo:

(2 L_ 2.2-5-3)-q-(t—-L
o [EEEE D 0l o ve e o)
0 0

G-A G-A dt
ax (2:8-3-8+1)-a-(-2-+1): [ - [6x2 —6xL+L2]]
+fo E-J,
bt'(3'§2—2'{3)—L'(EZ—23)'[—%'[6t2—6Lt+L2]]
+ dt
—L E-],

La coordinata adimensionde= a/L. é indipendente dalla coordinata d’integrazionepue essere portata
fuori dal segno d’integrale: Consideriamo inol@drave prismatica e di materiale omogeneo:

@) (2- 23—BGEZA+1) X qfo (2 x).dx+§2'(ZIZTAS).Z.‘IK(F;)'&

A et oo
e e v ax
L) e v o - u?]a

Sviluppando i vari integrali abbiamo:

oy = & F —23_-22_;1)-z-q(m_a2) L8 @8- 104y
L2 (2 ;i _EB ]fz +1) [-3a* + 4a’L — 12a?
+ 4 (E:Z__bz, _';: D [2a* — 3a%L + 12a?] + (ZfZE - %) [~3b* + 4b3L — 12b?]
+ —ql'z(_‘t’ = i) [2ab?® — 3ab?L + L2ab]
Il contributo del taglio vale:
v(a) —2 2 A[(z :3 3-8+4+1) - (La—a®)+(2-8 —38)-(b? - Lb)|
=57 G A[(z £2-3-2+1) (La-a?) - (2-8-38) (La—a?)] =%
Il contributo del momento flettente vale:
v(@ = L2 ;i _ES ]:’2 +1) [~3a* + 4a°L — 12a%] + - (Zzi __E4_']E +2) [2a* — 3L + 1222
L (1; f.ZE—-]zZ' £) [~3b* + 4b3L — b212] + T2 =5 ) .2(422 o ]Ez) [2ab® — 3ab®L + abl?|
=2;"f"—;L_2,Z-[zZ—zz+1]
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