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Fondamenti di Costruzioni Meccaniche
Deformazioni delle travi

EsercizioN.1 £
La trave a mensola AB ha sezione trasversale desgrporta un X
carico F nella sua estremita libera A. Determinaquazione della A >
linea elastica, lo spostamento e la rotazione in A. L ,
yV

Soluzione

. . , . . . d? , L ,
Ricordiamo I'equazione della linea elastica: E - J, -%(Zx)= —M(x) dove l'asse x coincide con l'asse

della trave, lo spostament@x) € orientato come I'asse y verso il basso e I'ass@rizzontale e passa per |l
baricentro della sezione trasversale della traleguazione del momento flettente € la seguente:

M(x)=F-(x—1L)
Integrando una prima volta I'equazione della lietsstica otteniamo:
_ dv(x)
dx

22
E-], =E-]Z-19(x)=—F-f(x—L)-dxz—F-<——L-x+cl>

2
Integrando una seconda volta otteniamo:
x? x3 x?
E-], v(x) =f—F-<7—L-x+cl)-dx = —F-<?—L-7+cl-x+cz)

Le condizioni al contorno sono le seguenti:

a) Perx=0 y(0)=0-¢c,=0

b) Perx=0 9(0)=0-¢;, =0
Di conseguenza, I'equazione della linea elastieaseguente:

x3 x?
_F'(F_L'T)_—F-xz-(x—&L)

y(x) = =
E-], 6-E-],
Nel punto A lo spostamento e la rotazione valgono:
L3 L2
( L) —F'(g—L'T) F.L3
V(X = = =
E-J, 3-E-],
LZ
X = = =
E-], 2-E-],

—

Linea elastica, scalata per la rappresentaziorfecgra
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Esercizio N.2

La trave prismatica semplicemente appoggiata ABapan carico l | | l l l l | l l l l | 1 qX
uniformemente distribuito q per unita di lunghezEzeterminare A@ B=
'equazione della linea elastica e lo spostamerdassimo della trave. D L N
Soluzione

2
Ricordiamo I'equazione della linea elastica: E -]Z-dd’;(zx) = —M(x) dove l'asse x coincide con l'asse

della trave, lo spostament@x) € orientato come I'asse y verso il basso e I'ass@rizzontale e passa per |l
baricentro della sezione trasversale della tragereazione verticale nel punto A vale gl/2 e I'exjaae del
momento flettente & la seguente:

2

_q-L q-x°_q-x
M(x)—zx 2—2(L x)
Integrando una prima volta I'equazione della lietsstica otteniamo:
dv(x) q 5 q (x3 x?
E-], I =E-J], ﬁ(x)—i f(x —L-x) dx—E ?—L 7+c1
Integrando una seconda volta otteniamo:
E ()—fq L e ae= (L ek
]ZvX—2 3 > cq x—2 12 G €1 X+ Cy
Le condizioni al contorno sono le seguenti:
a) Perx=0 v(x=0)=0-¢,=0
_ ) =009 (K By )=
b) Perx=L v(x—L)—O—>2(12 L=+ L)_o
. L3 L3 L3
da cui: CE=——===
6 12 12
Di conseguenza, I'equazione della linea elastieaseguente:
4 3 3
q.(x=_,. x> L
2 (12 L-5+13 x)
v(x) =
E-J,
Lo spostamento massimo della trave si ha nel pantai la tangente alla curva elastica € nulla:
3 2 3
q.(x>_p.x2 L°
dv(x) 2 (3 L3 +12)
——=9(x) = =0
dx E-],

E’ necessario trovare gli zeri del polinomio: y = 4-x3—6-L-x? + L3
Uno degli zeri si trova in x = L/2, gli altri sorfoori dalla trave e quindi non hanno alcun sigmifacfisico.
Di conseguenza lo spostamento massimo della traee v

3

q. (%) _L.(é‘_)Jr%.(é)

2|12 6 2)| gLt 1+ 1

() = _2'|T9z"a8%24] 5-q-L*
- E-], - E-J, 384-E-],
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EsercizioN.3 b
La trave prismatica semplicemente appoggiata ABtratsin figura, — 2 >
determinare lo spostamento e la rotazione nel pdirdpplicazione del IF X
carico. A
B
. L N
yv -
Soluzione

Applicando le equazioni cardiali della statica pas® calcolare le reazioni verticali negli appogge B:

YMy=0-Vs-L—F-a=0-Vz=7-F

NF =0V +Vg—F=0-V,=F—2-F=_-F

~ S

Nel tratto:0 < x < a I'equazione del momento flettente € la seguente:
b
MZ=VA-x=Z-F-x

Poniamo in B 'origine di un sistema di riferimendgentato verso sinistra, di coordinate t-y.
Nel tratto:0 <t < b I'equazione del momento flettente € la seguente:

a
M,=Vg-t=r-F-t

Integrando una prima volta I'equazione della lisksstica nel tratt@ < x < a otteniamo:

_ dv(x)
dx

Integrando una seconda volta otteniamo:

b x? b x3
E-]Z-v(x)=—Z-F-f 7+c1 -dx=—Z-F- ?+c1-x+c2

Integrando una prima volta I'equazione della lisksstica nel tratt@ < t < b otteniamo:

dv(t)
dt

Integrando una seconda volta otteniamo:

a t? a t3
E-]Z-v(t)z—Z-F-f 7+03 cdt =——-F- E+c3-t+c4

E-],

b b x?
=E-]Z-z9(x)=—Z-F-fx-dx=—Z-F- 7+cl

E.]Z.

a a t?
=E']Z'19(t)Z—Z'F'ft'dt:—z'F' ?+C3

Le condizioni al contorno sono le seguenti:
a) Perx=0 vx=0)=0-¢,=0
b) Pert=0 v(t=0)=0-¢,=0

. b a a b3
c) Perx=aet=b v(x=a)=y(t=>b) dacui —z'F'(?+C1'a) = —Z-F-(?+c3-b)
. b a? a b2
d) Perx=aet=b d(x=a)=-0(t=b) dacui —7-F-(S+c)=5F-(5+cs)
Semplificando, possiamo scrivere:

a’b
2

a? b? a-b?
STta=4+tc ; - —cl-b=T+c3-a

In forma matriciale:
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(b—a)-L
1 —17 (61 _ 6
b ol dat=1 o%.s
. . 2
Da cui risulta:
(b—6a)-L _1
a*b-L a b ) b
_177 _\Ww~ajra ab_a .
“= a+b - 6 2 g (@at2:b)
(b—a)-L
1 6
b a*b-L
B ) ——a.b—(b_a).b——é-(Z-a+b)
€= atb -T2 6 6

L'equazione della linea elastica risulta quindséguente:

a)per0<x<a

—F-bx:[x2-2-a-b—a?|

—F-b(3-x%-2-a-b—a?)

v(x) = 6LE, 9(x) = 6'L'E],
b) pero<t<bh
v(t) = -F-a-t-(t?—2-a-b—b?) 9(t) = —-F-a-(3-t?-2-a-b—b?)
6:L-E], 6:L'E],
In x = a la freccia e la rotazione valgono:
F-a?-b? F-ab
yx=a)= 3LE], I =a)= 3E),
o . _ _ FIL3? _ _ FI?
Sea=b=L2allora: y(x =a) = 0L, Id(x=a)= 2E],

/

Linea elastica, scalata per la rappresentaziorfecgra

]
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EsercizioN.4
Determinare le reazioni nei vincoli per la travespratica di figura.

q
S R TR,
La trave € una volta iperstatica: per calcolane&zioni a terra non ’ L N B
possiamo considerarla indeformabile. yv

Possiamo immaginare di eliminare i vincoli sovratubenti (in questo caso uno solo) rendendo la staitt
isostatica: eseguendo questa operazione € necessédre di renderla labile. Dove sono stati efiati i
vincoli & necessario aggiungere le corrispondezgzioni incognite X Non esiste una sola procedura: per
esempio in questo esercizio possiamo eliminareaiteio nel punto B, oppure possiamo consentire la
rotazione in A sostituendo all'incastro una cemierterra. Chiaramente la soluzione finale sansticke
Vediamo la prima procedura.

Calcoliamo le reazioni a terra utilizzando le egoiz cardinali

della statica: .
Y B =Hy=0 ALV L X

§ _ _ J L X1
Fy—q'L—VA—Xl—O yv‘
da cui ricaviamo:

V4 = q - L — X, diretta verso l'alto

T2
M =M, —%+X1 L =0 , (con M, antioraria)

. . L2
da cui ricaviamo: M, = qT - XL

2
Calcoliamo I'equazione dei momenti flettenti (x) + =+ M, =V, - x = 0

da cui:

2 q-x

2

M(X)Z—q —MA+VA'x=_

2 q- LZ
In x = 0 il momento flettente vale :
'LZ
Mx=0)=—(L-=X-1) =M,

In x = L il momento flettente vale :

q- L2 q- LZ 5
M(x=L)=—- ) +X,-L+q-L°—X,-L=0
L’equazione della linea elastica € la seguente:
dZ ( ) A2 _LZ
E-Jp = M) = +L-+ (Lo =X L) = (g L= X)) x

Integrando una prima volta otteniamo:

dv(x) q-x3 [(q-L? x?
E-Jz—7, =E-J,-9(x) = e T\ %l 'X—(Q'L—X1)'7+C1

Integrando una seconda volta otteniamo:
3

E-J, v(x) = q'x4+<q'—L2—X1 -L)-x—z—(q-L—Xl)-x—+C1 - x+C,
24 2 2 6
Le condizioni al contorno sono le seguenti:
a) Perx=0 v(0)=0-¢,=0
b) Perx=0 9(0)=0-¢;, =0
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c) Perx=L E-Jyv@) =2+ (L x, 1) Y- (g L-x) L =0
Grazie a 'ultima equazione possiamo calcolarestgatica X:
3
X = rEC L

Di conseguenza, I'equazione della linea elastieaseguente:
2:q-x*=5-q-L-x3+3-q-L* x*
48-E -],

N /

AN /
NG

Linea elastica, scalata per la rappresentazioriecgra

v(x) =

Le reazioni nei vincoli valgono:

g2
Va=q-L-X;=2-q-L My =1
La freccia massima si trova nel punto, tra A eiBcui si annulla la derivata prima:
3 2
q-x°> q-L 5
E-].-0 — 4+ —x——:qg-L- 2-0
Jo 900 ==+ g x =g qLox
Risolvendo I'equazione troviamo:
+15 —+/33
X(Umax)) = TL = 0.5785"L
74
In corrispondenza di tale coordinata la frecciggiagge il valore massimo che vale cirog,, = ﬁ

Vediamo la seconda procedura.
Calcoliamo le reazioni a terra utilizzando le edoaiz cardinali X

della statica: PLLLLLLLLLLLL ®x

D E=H=0 Ay ] A

yv "

q-L?

da cui ricaviamo:

da cui ricaviamo:
Va=q-L-Vp=1-2
Calcoliamo I'equazione dei momenti flettenti:
M(x)+q'2—x2—X1 —Vyx=0
da cui:
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2 2
q-x q- q-L X
M(X):— > +X1+VA'X=— > +X1+(T—T)'X
In x = 0 il momento flettente vale :
M(x=0)=X1

In x = L il momento flettente vale :

L2 L X
M(x=1)=—"1 +X1+(q———1)-L =0
2 L
L'equazione della linea elastica € la seguente:
da? x? L X
B = @ = - (- 3)
Integrando una prima volta otteniamo:
dv(x) q-x3 q-L X;\ x?
Bely =g =B e 00 == Xyx = (B =) 46
Integrando una seconda volta otteniamo:
q-x* x? q-L X\ x3
By o) =t =g = (T =) g Gt

Le condizioni al contorno sono le seguenti:

a) Perx=0 v(0)=0-¢,=0

b) Perx=0 9(0)=0-¢;, =0

= _alt o L (el X)L

c) Perx=L v(L)—24 X135 (2 L) =0

Grazie a 'ultima equazione possiamo calcolaresfgatica X:
q-L*
X, =—
! 8

Di conseguenza, I'equazione della linea elastieaseguente:
_2:qx*=5-q-L-x*+3-q-1?-x* q-x*[2-x*-5-L-x+317]
) = 48-E-J, - 48-E-J,

Soluzione identica a quella trovata con la primzcpdura.

]
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Esercizi N.5

Per il carico mostrato, determinare (a) I'equaziatgda linea q
elastica per la trave a mensola AB, (b) lo spostame ) |lJIl}IL}I]]]. «x
dell’estremita libera, (c) la rotazione dell’estitniibera. A

»

L B

<

Soluzione yv
La trave & due volte iperstatica: per calcolareelzioni a terra
non possiamo considerarla indeformabile.

Possiamo immaginare di eliminare i vincoli sovratuenti (in
. . A
questo caso due) rendendo la struttura isostaBsaguendo
qguesta operazione € necessario evitare di rendebde. yv L
Osservando il terzo schema (in basso a destrajanedche se
avessimo inserito il carrello nel nodo A ruotat®@P, la struttura H l l l l l l l l lql l l\
sarebbe risultata isostatica, ma labile, in quamn sarebbero
impediti gli spostamenti orizzontali. X1 L X5
Dove sono stati eliminati i vincoli &€ necessariaiaggere le yv
corrispondenti reazioni incognite . X Non esiste una sola
procedura: per esempio in questo esercizio possigtitizzare i Al ! 1 ! 1 ! ¥ ! | Vi x .
tre schemi statici mostrati nelle figure a lato.idamente le tre  \X{ ] 5
soluzioni finali dovranno essere identiche. =2 >
Yv
Vediamo la prima procedura, relativa al primo schema statico mostrato inrégu
Calcoliamo le reazioni a terra utilizzando le egomizcardinali della statica:

ZFx:HAZO
YF=q-L-Vy—X =0

x

LUV LD

R

X

>

_al M. =
ZM—Z Xi'L+X,—My=0
da cui ricaviamo:

Vi=q-L—X; diretta verso l'alto

g2
My = % —-Xi'L+X, diretta in senso antiorario

Calcoliamo I'equazione dei momenti flettentid/ (x) + L + My—Vy-x=0 da cui:
2

M(.x):_ _MA+VA'x

In x = 0 il momento flettente vale:  M(x =0) = M,
In x = L il momento flettente vale :

LZ qLZ <qL1

M(x=1L)=— ~My+ VL= - > —X1-L+X2>+(q-L—X1)-L=X2

L’equazione della linea elastica € la seguente:

2
E 0 = M) =T v, x4 My
Integrando una prima volta otteniamo: E-J,- d”(x) =E ], 9x)=—y,- = + My x+C
Integrando una seconda volta otteniamo: E -], -v(x) = -V, = + M, Z + Cix+GC,

Le condizioni al contorno sono le seguenti:
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a) Perx=0 v(0)=0->c,=0
b) Perx=0 9(0)=0->¢; =0
c) Perx=L E-J,-v (L)———VA +MA —2—0
— dV(L)
d) Perx=L E-], =E-], 19(L)———VA —+MA L=0

Semplificando le ultime due equazioni, possiamdvepe il seguente sistema di due equazioni e due
incognite:

4LVA—12MA =qL2

3LVA—6MA=qL2

4-1 —12 _{VA}:{q'LZ}
3L -6 My q-L2

In forma matriciale:

da cui:
qL? -12 q-L?
= lla? _sal’ _gaL M _q-LZ _al _ql?
- | —12” 12L 2 ' AT 4L —12” T 120 12
] 3L -6
Ricordando che:
Vo=q-L—-—X;
T2
My=L"—X L+X,
possiamo calcolare le reazioni iperstaticheX,
q- q-
X1=q'L-V,=qL——=—
1=49 A=q 2 2
qL? gl ql*  qL , _ql*
Xy =My ——~+XL —T_T+T L="

L’equazione della linea elastica risulta la segeent
— 4V, x3+12- M, - x? q-
24-E-], T 24-E- ]Z

N d
AN /|

~__~—

Linea elastica, scalata per la rappresentazioriecgra

4
x
v(x)=q (x2=2-L-x+1?

]
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Esercizi N.6
Per il carico mostrato, determinare (a) I'equaziateda linea llllllllllllllq
elastica per la trave AB, (b) lo spostamento detitlemita libera, A X,
(c) la rotazione dell’'estremita libera. L C @ L2

yv >
Soluzione

Applicando le equazioni cardiali della statica pais® calcolare le reazioni verticali negli appogge C:

2
SMy=0-V L—q- B2 —0 5y =21

ol I}

SE =05V +Ve—q-(L+L/2)=0->V,=2-q-L—2-q-L=2-q-L

Nel tratto:0 < x < L I'equazione del momento flettente € la seguente:
q-x* 3 L q-x?

A

Poniamo in B I'origine di un sistema di riferimergdentato verso sinistra, di coordinate t-y.

Nel tratto:0 < t < L/2 I'equazione del momento flettente é la seguente

MZ=VA'x—

q-t?
2
Integrando una prima volta I'equazione della listsstica nel trattd < x < L otteniamo:

M, =

dv(x) q-x* 3 qg-x® 3 5
E-],- I =E-]Z-19(x)=f > —g-q-L-x cdx = c —E-q-L-x +C;

Integrando una seconda volta otteniamo:
4

q-x 1 3
E-J,-v(x)= >4 —E-q-L-x +Cx+ G
Integrando una prima volta 'equazione della lieksstica nel tratt@ < t < L/2 otteniamo:
dv(t - t3
g 2O g0 =L e,
dt
Integrando una seconda volta otteniamo:
q-t*
Le condizioni al contorno sono le seguenti:
a) Perx=0 vx=0)=0-¢,=0
= — ) =0T et e _ar
b) Perx=1L v(x—L)—O—>24 o TG L=0-C ="~
_ _ _ QL L - —_alt L
c) Pert=1L/2 v(E=L/2)=0>—+C3 s+ C=0-Cy=—5 ——C3°7
_ _ — 1) = —9(t = i e _3el’ gl ql®
d) Perx=Let=L/2 9(x=L)=-9(t=1L/2) dacui A o s = a8 Cs

Dalle ultime due equazioni risulta:

_q.L3
Cy = -
3 48 '
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L’equazione della linea elastica risulta quindséguente:
a)per0<x<L

8-q-x3-9-q-L-x?+q-L3

_22qx*=-3-qLx3+qL¥x | _
v(x) = 48-E-J, ! I(x) = 48-E-],
b) per0 <t <L/2
a4 _Q.q.73. T4 q-+3_pq.73
v(t)=16qt 8:q-L>t+3:q'L ; 19(t)=8qt q-L
384°E"J, 48-E-],
Nel punto A, dove x = 0 abbiamo:
— 0 — . _m L
v(x=0)=0 ; I(x=0) = B
Nel punto B, dove t = 0 abbiamo:
— ) _aLt . _m o aL?
v(t = 0) = 128'E), ’ ﬁ(t - 0) - 16°E-J,
Nel punto C, dove x =L e t = L/2 abbiamo:
v(x=L)=0=v(t=L/2) ;o 9(x=L)=0 X It =L/2)=0
20
0
2 40 60 8 100 20 140

-20

\ / \ Deformata: v(x)
® \—/ \
-60 \

Rotazione

Linea elastica e rotazione, scalate per la rapptas@ne grafica

]
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