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Fondamenti di Costruzioni Meccaniche
Flessione deviata

Esercizio N.1 (pag. 281)
La coppia M agisce in un piano verticale passaptel’psse baricentrico di 14 il

una trave la cui sezione trasversale & mostratiigima. Determinare la - 5| i
tensione nel punto A. '

Soluzione N ol 150 v
Per calcolare i momenti principali d’inerzia trasamo i raccordi e | |

cerchiamo la posizione del baricentro dell'interaaa Possiamo immaginare '

la sezione a L come somma di due rettangaligidimensioni 100 x 19 e A | !

di dimensioni 19 x (150-19), oppure differenza dedree rettangolari,; Bli
dimensioni 100 x 150 e.Rli dimensioni (100-19) x (150 — 19).

Nel primo caso abbiam R

AreaAl: A, =B-t=100-19 = 1900 [mm?] guser

Area A2: A, =t-(H—t) =19 (150 — 19) = 2489 [mm?] j*gz

Areatotale: Ay = A; + Ay, = 1900 + 2489 = 4389 [mm?] &
Al

Xg, = 50 [mm]

Vg, = 150 — 19/2 = 140.5 [mm]
Xg, = 100 — (19/2) = 90.5 [mm]
Yg, = (150 —19)/2 = 65.5 [mm]

Posizione del baricentro dell’area A:

Posizione del baricentro dell’area A:

| momenti statici delle due aree rispetto agli assirdinati x ed y valgono rispettivamente:
Sy(A1) = Ay -xg, = 190050 = 95000 [mm?3]
Sx(A1) = A yg, =1900-140.5 = 266950 [mm3]
Sy(Az) = Ay xg, = 2489-90.5 = 225254.5 [mm?3]
Sx(Az) = Ay ryg, = 2489 65.5 = 163029.5 [mm3]

Momenti statici dell’ area A;:

Momenti statici dell’ area A,:

| Momenti Statici dell'area totale valgono:
Sy(Aror) = Sy(A1) + Sy(A;) = 95000 + 225254.5 = 320254.5 [mm°]
Sx(Aror) = Sx(A1) + S4(A,) = 266950 + 163029.5 = 429979.5 [mm?]
La posizione del baricentro dell'intera sezionesval

Sy(Aot)  320254.5
Xg = =

= 72.9675 = 73 [mm]

Awe 4389
_ Sx(Aror) 4299795 N
yg = Ao, 4389 97.9675 = 98 [mm]

I momenti principali d'inerzia dell'areaAcioé calcolati rispettal sistema di riferimento locale la cui orig
si trova nel baricentro dell'area Avalgono:

B-t3 100193
Ixx(Al) = 12 =

t-B® 191003
I,(4) =—=
vy (41) 12 12

Ixy(Al) =0

= 57158 [mm*]
12

= 1583333 [mm*]

Il testo degli esercizi e le immagini sono tratte dal libro: “Meccanica dei solidi: Elementi di scienza delle costruzioni” di F.P. Beer, E. Russell Johnston,
J.T. DeWolf, ed. McGraw-Hill, 2002. La loro soluzione € a cura del prof. Filippo Bertolino. Pag. 1



Universita degli Studi di Cagliari - Facolta di Ingegneria e Architettura

Fondamenti di Costruzioni Meccaniche
Flessione deviata

I momenti principali d’inerzia dell'areaAvalgono:

t-(H-t)® _ 19-(150-19)3

Lex(A2) = —; ——— = 3559477.4 [mm*]
—t)t3 _ .193

Ly (Ag) = H200 = BS2I0  74877 4 [mun?]

Ixy(Az) =0

| momenti d’'inerzia dell'area £calcolati rispetto al sistema di riferimento glab@h cui origine si trova s
baricentro dell'intera sezione) valgono (vedi lagbe di Huygens):

Lo (A1) = Ly (A + Ay - (yg — ygl)2 = 57158 + 1900 - (98 — 140.5)? = 3489033 [mm*]
Lya(A1) = I,y (A) + Ay - (x5 — xg1)2 = 1583333 + 1900 - (73 — 50)2 = 2588433 [mm*]
Ly (A1) = Ly(A1) + Ay - (x6 —%g,) (6 —Yg,) = 0+ 1900 - (73 — 50) - (98 — 140.5) = —1857250 [mm*]

I momenti d’inerzia dell'area Acalcolati rispetto al sistema di riferimento glabdh cui origine si trova s
baricentro dell'intera sezione) valgono:

L (A2) = Ly(A2) + Ay - (6 — v, ) = 3559477.4 + 2489 - (98 — 65.5)? = 6188483. 65 [mm*]

Lyyo(Az) = Ly (A)) + Ay - (xg — xg,)" = 74877.4 + 2489 - (73 — 90.5)? = 837133.65 [mm*]

Ly (A2) = Ly (A2) + Az - (x5 — Xg,) - (¥6 — ¥g,) = +0 + 2489 - (73 — 90.5) - (98 — 65.5) = —1415618.75 [mm*]
I momenti centrali d’inerzia dell’intera sezione valgono:

L (A1 4 A3) = Lo (A1) + Ly (A;) = 3489033 + 6188483.65 = 9677517 [mm*]

Lye(Ay + Ay) = Ly (Ay) + Ly (A;) = 2588433 + 837133.65 = 3425567 [mm*]

Liye (A1 + A2) = Ly (A1) + Liye(Ay) = —1857250 — 1415618.75 = —3272869 [mm*]

Nel secondo caso abbiar R N
Area B1: B, =B-H =100"-150 = 15000 [mm?]

Area B2: B,=B-1t):(H-t) =10611 [mm?]
Areatotale: B, = By — B, = 15000 — 10611 = 4389 [mm?]

meno

Xg, = 100/2 = 50 [mm]

Yg, = 150/2 =75 [mm]

Xg, = (100 — 19)/2 = 40.5 [mm]

Vg, = (150 —19)/2 = 65.5 [mm]

I momenti statici delle due aree rispetto agli assirdinati x ed y valgono rispettivamente:
Sy(B1) = By *xg, = 15000 - 50 = 750000 [mm?]
Sx(B1) = By *yg, = 1500075 = 1125000 [mm?®]

Posizione del baricentro dell’area B:

Posizione del baricentro dell’area B:

Momenti statici dell’ area B;:

Sy(By) = B, " Xg, = 10611 40.5 = 429745.5 [mm?]

Momenti statici dell’ area B,:
2 S¢(B;) = B, -y, = 10611 - 65.5 = 695020.5 [mm?]

| Momenti Statici dell'area totale valgono:
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Sy(Biot) = Sy(B1) — Sy(B) = 750000 — 429745.5 = 320254.5 [mm?]
Sx(Btot) = Sx(B1) — Sx(B3) = 1125000 — 695020.5 = 429979.5 [mm?]
La posizione del baricentro dell'intera sezionesval

_ Sy(Btot) __ 320254.5

X = = 73|mm
G Biot 4389 [mm]
_ Sx(Btot) _ 429979.5 98 [mm]

G Biot 4389

I momenti principali d’'inerzia dell'area;Bispetto al sistema di riferimento locale valgono

.H3 . 3

Ly (By) = 22 = 199159 _ 58125000 [mm*]
12 12
H-B® _ 150-1003

I, (By) = 0 = 1z = 12500000 [mm*]

Ixy(Bl) =0

I momenti principali d’inerzia dell’area Bispetto al sistema di riferimento locale valgono:
—£). —_+)3 _ . _ 3

Lix(By) = E-UE - GOTIVAST)  15174614.25 [mm?]
(H-t)-(B—-t)®  (150-19)-(100-19)3

Ly(By) = —3,—= e = 5801564.25 [mm*]

I momenti d'inerzia dell’area Bcalcolati rispetto al sistema di riferimento glabdhk cui origine si trova s
baricentro dell'intera sezione) valgono (vedi lagbe di Huygens):

Lixg(By) = Ly (BY) + By - (yg — ygl)2 = 28125000 + 15000 - (98 — 75)2 = 36060000 [mm*]
Lye(By) = Ly(By) + By« (x¢ — xgl)2 = 12500000 + 15000 - (73 — 50)2 = 20435000 [mm*]
Liyg(B1) = Ly(By) + By - (xg — Xg,) - (¥6 — ¥g,) = 0+ 15000 - (73 — 50) - (98 — 75) = 7935000 [mm*]

I momenti d'inerzia dell’area Balcolati rispetto al sistema di riferimento glab#h cui origine si trova s
baricentro dell'intera sezione) valgono:

Lexa(B2) = Lx(B2) + By - (yo — yg,)" = 15174614.25 + 10611 - (98 — 65.5)? = 26382483 [mm*]

Iyy6(B2) = Ly (By) + By - (x — Xg,)° = 5801564.25 + 10611 - (73 — 40.5)? = 17009433 [mm*]

Ly (B2) = Ly(By) + By (x6 —%g,) " (¥6 — Vg,) = +0 + 10611 - (73 — 40.5) - (98 — 65.5) = 11207868.75 [mm*]
I momenti centrali d’inerzia dell’intera seziondg@no:

Lixe (By = By) = Ly (By) — Lixg (By) = 36060000 — 26382483 = 9677517 [mm*]

Ly (By — By) = Ly (By) — Ly (By) = 20435000 — 17009433 = 3425567 [mm*]

Liyc(By — By) = Liyg(By) — Ly (By) = 7935000 — 11207868.75 = —3272869 [mm*]

Come si pu0 notare i risultati ottenuti con i duetodi coincidono.
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Disegniamo il cerchio di Mohr dei momenti d’inerzia
500
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Per ottenere i momenti principali d’'inerzia e nesee® ruotare il sistema di riferimento dell’angolo

1 . < 2 Ly ) 1 . ( —2-3272869 ) 231580
a=—-atan|\ ———— | = -~atan = .
2 Ly —Lag) 2 3425567 — 9677517

Si tratta di una rotazione positiva, cioe antia@ari
Il centro del cerchio di Mohr si trova nel puntocgiordinate:

[Iyy(; + Lexg ) 0] _ [9677517 + 3425567
2 Ul 2

;o] = [6551542; 0]

mentre il suo raggio vale:

Lyve — L\ 2 9677517 — 3425567\°
J( yyG xx_G) + 12,6 = J( ) + (—3272869)2 = 4525858

2 2

Il momento principale d’inerzia piu grande vale:
Lx(max) = centro + raggio = 6551542 + 4525858 = 11077400 [mm*]
Il momento principale d’inerzia piu piccolo vale:
I, (min) = centro — raggio = 6551542 — 4525858 = 2025684 [mm*]
Per calcolare gli sforzi nel punto A, dobbiamo pttare il momento flettente lungo gli assi prindipéinerzia.
M, = M - cos(a) = 6750000 - cos(23.158°) = 6206111 [N - mm]
M, = M - sin(a) = 6750000 - sin(23.158") = 2654559 [N - mm]
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Poiché il punto A, rispetto al sistema di riferin@ibaricentrico, ha le seguer """

coordinate:
b = 12587 = Lse}

la sua posizione rispetto al sistema di riferimaniatato € la seguente:

—
L5h mvm
15 mam

(@)  sin(a) (23°)  sin(23°) -13.
{;:}Rz[—c:isnga) icl:;(g) '{;2}2[—C§isn(23°) i;rsl(23°)]'{_t2);}={_1(l)g.;}

La tensione nel punto A é la somma del contribeiontbmento flettente M e del momento flettente Mhe
tendono le fibre del punto A (vedi figura):

My ys M, x; 6206111-100.7 2654559137
+ = +
Lrr Lyr 11077400 2025676

Per definizione, I'asse neutro € il luogo di putdize si annulla lo sforzo normale agente sullaoseziNel
nostro caso abbiamo:

0, = = 56.42 + 17.95 = 74.37 [MPa]

M, - M, x
x YR + y R =0
IxxR Iny
da cui:
My ILyg _2654559 11077400

YR "M, Tyr T 6206111 2025676

Xp = —2.339 - xg=tanf - xp

dove le coordinate, edyy appartengono al sistema di riferimento ruotat® ula inclinazione vale:
B = arctan(—2.339) = —66.85°.

]
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Esercizio N.2

La coppia M agisce in un piano verticale passardge l@asse ‘_
baricentrico di una trave la cui sezione trasvergalmostrata in ERN A
figura. Determinare la tensione nel punto A. [ =12}

Soluzione _ - ‘ | .
Per calcolare i momenti principali d’inerzia trasamo i raccordi; in i-onmm=1 ir=llapmr=] ==
oltre dal disegno osserviamo che il baricentrocia nel punto C. Lixg = 6142 [em*]
Ly = 189.42 [cm*]
{Ixy(; = —80.00[cm*]

| Momenti principali d’'inerzia dell'intera seziordpendono dal contributo di tre aree rettangolari(10 x
40) a destra del punto C, L0 x 40) a sinistra del punto C g @0 x 10) centrata sul punto C.

I momenti principali d’inerzia dell’area ,Ae dell’area A rispetto ai rispettivi assi orizzontali baricentri

g3 . 3 —
valgono: Lix (A1) = Ley(4,) = 5= = 220 = 53333.3 [mm?*]

I momenti principali d’inerzia dell’area ;Ae dell'area A rispetto ai rispettivi assi verticali baricentri
Ht® 40108 5
valgono: Lyy(4y) = I, (A)) = —-=—,— =3333.3 [mm*]

Il momento principale d’inerzia dell’area Aispetto al proprio asse baricentrico orizzontale:

B-t®  90-103
Ixx(As) = 1z = 12

Il momento principale d’inerzia dell’area Aspetto al proprio asse baricentrico verticaleeval

= 7500 [mm*]

t-B3  10-90°%
Iyy(AS) = 1z =

I momenti principali d'inerzia misti delle areq AAe Agsono nulli: = I, (A1) = Iy, (4;) = I, (A3) =0

= 607500 [mm*]
12

Rispetto al sistema di riferimento globale la crigime & nel punto C, l'asse x & orientato veresti e
'asse y € orientato verso l'alto:

a) il baricentro della sezionelA/aIe:{;} = { ;g}
G1 -

b) il baricentro della sezionezA/aIe:{;} = {_;}g}
G2

X
c) il baricentro della sezion%/ivale:{y} = {g}
G3

I momenti principali d’'inerzia dell'intera seziowalgono:

2 2
Lxg = Ixx(Al) + A4 (_y§1) + Ixx(AZ) +A4;- (_y§2) + Ixx(AS) = B
=53333.3 + 400 (25)? + 53333.3 + 400 - (—25)? + 7500 = 614166.6 [mm*]

2 2
lyye = Lyy(A1) + 4y - (__Xgl) + Ly (Az) + 4z (_fgz) + 1y (43) = B
=3333.3 + 400 - (—40)2 + 3333.3 + 400 - (40)2 + 607500 = 1894166.6 [mm*]

IxyG = Ixy(Al) +A; - (xG - Xgl) ' (yG - Ygl) + Ixy(AZ) +A4;- (xG - ng) ' (YG - Ygz) + Ixy(AZ) + A,
“(x¢ —%g,) " (¥6 — yg,) = 400 - (—40) - (25) + 400 - (40) - (—25) = —800000 [mm*]
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Disegniamo il cerchio di Mohr dei momenti d’inerzia

120

0 SEEEERRRRRRLN

ol f /N
A
\40\2a80 /f.O 160 200/

N

(Ixx; Ixy) \_——/

X

lyy [cm?]
o

240

-120 —

4
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XX’

Per ottenere i momenti principali d'inerzia € neee® ruotare il sistema di riferimento dell’angolo

1 2 Iy 1 —2-800000
a=—-ratan|————|=—- atan( — _) = —25.67°
2 Ly — Ixxg 2 1894166.6 — 614166.6

Si tratta di una rotazione negativa, cioé oraria.
Il centro del cerchio di Mohr si trova nel puntocgiordinate:

[Iny + Lixe _ 0] _ [1894166. 6+ 614166.6
2 e 2

Il raggio del cerchio di Mohr vale:

Iye — Lexg\2 1894166.6 — 614166.6\"
J(u) + 12 =j< ) +(800000)? = 1024500 [mm*]

;0] = [1254167; 0]

2 4 2

Il momento principale d'inerzia pit grande vale:
I,y (max) = centro + raggio = 1254167 + 1024500 = 2278666.5 [mm*]

Il momento principale d'inerzia piu piccolo vale:
L, (min) = centro —raggio = 1254167 — 1024500 = 229666.8 [mm*]

Per calcolare gli sforzi nel punto A, dobbiamo ptt@Ere il momento flettente lungo gli assi prindipa
d’inerzia.

M, = M - cos(a) = 1200000 - cos(—25.67") = 1081565 [N - mm]
M, = M -sin(a) = 1200000 - sin(—25.67") = —519825 [N - mm]
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Il punto A rispetto al sistema di riferimento lzamtrico ha coordinate:
XA _ (—45
bt ={74s)
Di conseguenza, rispetto al sistema di riferimentgato, le sue
coordinate sono:

{XA} _ [ cos(—25.67) sin(—25.67) _{—45} _ {—60.052}
Yalg ~ |-sin(—25.67) cos(—25.67) 45 21.065

Lo sforzo nel punto A e la somma del contributordeimento flettente M e del momento flettente Mehe
entrambi ne comprimono le fibre (vedi figura):
My -y, M,-x, 1081565 - (21.065) 519825 - (60.052)
- - = - - =-99.2-13.7=-1129 [MP
Lix L, 229666.8 2278666.5 [MPal

g, =

Per definizione, I'asse neutro € il luogo di putdie si annulla lo sforzo normale alla sezione. ibstro
caso abbiamo:

M, - M, - x
xyR+yR=0

IxxR Iny
da cui:
My Iy 519825 229666.8

YR= "M, T, R T 1081565 22786665

xp = —0.04844 - x5 = tan f§ - xp

Quindi I'inclinazione dell'asse neutro rispettosgdtema baricentrico ruotato vale:
B = arctan(—0.04844) = —2.77°.

]
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