
ANALISI NEL DOMINIO DEL TEMPOANALISI NEL DOMINIO DEL TEMPO

GRAFO DEL CIRCUITO: L lato, N nodi  2L variabili 
d  d l descrittive del circuito

DOVRANNO ESSERE SCRITTE 2L EQUAZIONIDOVRANNO ESSERE SCRITTE 2L EQUAZIONI:

N-1 ai cocicli fondamentali
L: Eq  Topologiche

L-N+1 alle maglie fondamentali 
L: Eq. Topologiche

L: Eq. dei Componenti
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Sia l’ingresso che l’uscita possono
essere sia tensioni che correntit=0 essere sia tensioni che correnti

Ci possono essere 4 possibili
combinazioni a seconda della

RETE Y(t)u(t)
combinazioni a seconda della
natura dell’ingresso e dell’uscita

La relazione I/O e’ un’equazione ordinaria la cui soluzione può essere
ricavata sommando l’integrale generale dell’omogenea associata
all’integrale particolare dell’equazione completaall integrale particolare dell equazione completa
Le condizioni iniziali occorrenti sono legate algebricamente allo stato 
della rete nell’istante iniziale t=0+della rete nell istante iniziale t 0
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viene determinata a partire dalla 
condizione iniziale in 0+condizione iniziale in 0
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P i hé l  f  lib  è l  i  Poiché la frequenza libera è reale negativa 
il regime viene raggiunto da tutte le variabili del circuito
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NOTENOTE

Esiste un legame di corrispondenza tra l’ordine dell’equazione
diff n i l h pp s nt l l i n I/O d il n m didifferenziale che rappresenta la relazione I/O ed il numero di
componenti ai quali e’ associabile una variabile di stato

Es. precedente:
• CIRCUITO DEL Iº ORDINE• CIRCUITO DEL Iº ORDINE
• VARIABILE DI STATO vc
• EQ DIFF DEL Iº ORDINE• EQ. DIFF. DEL I ORDINE
• STATO INIZIALE NULLO

Come verrà visto più avanti il legame non è sempre uno a uno.
Esistono dei teoremi che ci consentono di risalire all’ordineEsistono dei teoremi che ci consentono di risalire all ordine
del circuito (e quindi dell’equazione differenziale che
rappresenta la relazione I/O) nota la topologia del circuitorappresenta la relazione I/O) nota la topologia del circuito



PROPRIETA’ DELLA RISPOSTA NELLO STATO ZEROPROPRIETA’ DELLA RISPOSTA NELLO STATO ZERO

RETE Y1(t)u1(t)
u1  u2  y1  y2

H  (t)  (t)   (t)Hp: u(t) = u1(t) + u2(t)
se

RETE Y (t)u (t)
y(t) = y1(t) + y2(t)

RETE Y2(t)u2(t)
allora

LA RELAZIONE I/O E’ LINEARELA RELAZIONE I/O E  LINEARE
Questa proprietà non e’ scontata

SI DICE CHE UNA RETE E’ LINEARE SE VALE LA PRECEDENTE 
PROPRIETA’ PER QUALUNQUE VARIABILE

ALLORA
LA RISPOSTA NELLO STATO ZERO E’ LINEARE RISPETTO 

ALL’INGRESSOALL INGRESSO

LO STATO ZERO E’ UNA SPECIFICAZIONE INDISPENSABILE



PROPRIETA’ PROPRIETA’ DIDI TEMPO INVARIANZATEMPO INVARIANZA
u(t) y(t)

u(t) u(t-T)
u(t)  y(t)
u(t-T)  y(t-T)

( )

T

y(t) y(t-T)y(t) y(t T)

T

Resistori, induttori, capacitori, mutue, sono componenti tempo-invarianti

Ci sono casi in cui la tempo-varianza e’ voluta (es. interruttore)
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Equazioni differenziali ordinarieEquazioni differenziali ordinarie

Condizioni per u(t)
•identicamente nullo per t<t0 con t0 al finitoidenticamente nullo per t<t0 con t0 al finito
•in ogni istante deve assumere valori reali
•in ogni istante deve essere specificato in modo non ambiguo
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Equazioni differenziali ordinarie (Equazioni differenziali ordinarie (CntCnt.).)

Hp: u(t) noto per t>t0
noti y(t) e le sue n 1 derivate in t=t0+
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Equazioni differenziali ordinarie (Equazioni differenziali ordinarie (CntCnt.).)

 di i di li i M h i  )
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Equazioni differenziali ordinarie (Equazioni differenziali ordinarie (CntCnt.).)
 Per il calcolo dell’integrale particolare non esiste un metodo generale

 In casi particolari (ingresso polinomiale, cisoidale, etc.) il calcolo è 
agevole
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Noto l’andamento dell’integrale si determinano i coefficienti imponendo il 
ll /soddisfacimento della Relazione I/O
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Le costanti di integrazione Ai si determinano imponendo le condizioni 
iniziali
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FREQUENZE LIBEREFREQUENZE LIBERE
 sono le radici dell’equazione caratteristica e prendono il nome di 

frequenze libere
 hanno le dimensioni dell’inverso di un tempo
 sono indipendenti dall’ingresso (si pone u(t)=0), per questo prendono il 

nome di liberenome di libere
 il loro inverso 1/ = sono le costanti di tempo
 se tutte le  sono a parte reale negativa, dopo un tempo 

sufficientemente lungo i termini A e t si attenuano e l’uscita del 
circuito segue l’ingresso

m se la risposta libera 
converge a zero dopo un certo tempo  Per 

  ie i  0
e converge a zero dopo un certo tempo. Per 

t RIMANE LA SOLA RISPOSTA 
FORZATA

se RETE ASSOLUTAMENTE STABILE
s RETE SEMPLICEMENTE STABILE

  ie i  0
 se RETE SEMPLICEMENTE STABILE

se RETE INSTABILE 
  0 iei 
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Sostituendo nella relazione I/O:
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Sostituendo nella relazione I/O:
    ttNtMtNtMtNtM 2cos242sin2cos62cos22sin252sin42cos4 

Da cui, eguagliando i coefficienti dei termini cos e sin si ottiene:
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 Caso b)  ttte 12cos12)(  

  tKtHti 2sin2cos 
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Da cui, eguagliando i coefficienti dei termini cos e sin si ottiene:
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Segnali elettriciSegnali elettrici



Ingresso a  Gradino UnitarioIngresso a  Gradino Unitario--11
t 0

-1(t)
t=0 1
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Reteu(t)
0 t
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Dal punto di vista fisico, corrisponde all’inserzione di un 
generatore di valore unitario all’istante t=0g
La funzione a gradino e’ discontinua in t=0 e in questo punto 
non e’ definitaf
Moltiplicare una funzione continua nel tempo per -1 
consente automaticamente di considerare tale funzione consente automaticamente di considerare tale funzione 
identicamente nulla per t<0
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Un s n l  t sl t  n l t mp  di t p ò ss  ist  m  n Un segnale traslato nel tempo di t0 può essere visto come un 
generatore che viene inserito all’istante t0



Ingresso rettangolareIngresso rettangolare

E

u1=E-1(t)

u (t)

t
E

( )

0 t

0 tT

Si ottiene sottraendo 
le due funzioni a gradino

u2=E-1(t-T)
E

le due funzioni a gradino

0 t0 t
T

Se u(t) = u1 –u2 posso trovare l’uscita di un circuito per un ingresso 
rettangolare sottraendo le uscite relative ai due ingressi a gradino
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Il risultato trovato e’ conseguenza della proprietà di linearità 
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Il risultato trovato e  conseguenza della proprietà di linearità 
e di tempo invarianza del circuito considerato
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durata nulla, ampiezza infinita nel punto in cui esiste
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Si definisce A(t) come il limite di A(t) quando  tende a zero( ) ( ) q

A/ Se A=1 si ottiene l’impulso unitario 0(t) o (t) 
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COMPENSAZIONE (o IDENTIFICAZIONE) DEGLI IMPULSI:COMPENSAZIONE (o IDENTIFICAZIONE) DEGLI IMPULSI:

 Se e’ assegnata un’eguaglianza (t)=(t) e (t) presenta, in t=t0, ung g g ( ) ( ) ( ) p 0
impulso di ordine non negativo Ak(t- t0), l’uguaglianza con (t) può
essere verificata solo se, in t=t0, anche (t) presenza un impulso
dello stesso ordine e con uguale costante moltiplicativadello stesso ordine e con uguale costante moltiplicativa.

 Se l’ordine massimo di derivazione che compare a secondo membrop
della relazione I/O (m) e’ maggiore dell’ordine massimo al primo
membro (n), allora l’uscita è più impulsiva dell’ingresso.

 L’ordine più elevato d’impulso nella risposta e’ uguale all’ordine più
elevato d’impulso all’ingresso aumentato di (m-n)p g ( )
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La rampa unitaria e’ l’integrale del gradino unitario
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Essendo una funzione dispari sono nulle la componente continua e 
t tti i ffi i ti d i t i i i  tutti i coefficienti dei termini in coseno
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TEOREMA
Quando la rete non contiene percorsi  chiusi (maglie) di soli 

generatori di tensione e condensatori, 
 i li di li i di   i d i  ll  l  o co-cicli di soli generatori di corrente e induttori, allora le 

variabili di stato sono meno discontinue dell’ingresso

CONSEGUENZA
Quando si applica un ingresso che ha nell’istante Q pp g

iniziale una discontinuità di Ia specie 
le variabili di stato si conservano  cioè non le variabili di stato si conservano, cioè non 

cambiano tra 0- e 0+ salvo per i casi in cui si 
abbiano condizioni “patologiche”abbiano condizioni patologiche
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STATO E INGRESSI
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LE CONDIZIONI IN 0+ SI OTTENGONO DAL SISTEMA:

EQUAZIONI DI STATO

RELAZIONE I/O

NELLE SITUAZIONI PATOLOGICHE LE VARIABILI DI STATO 
POSSONO ESSERE DISCONTINUE QUANTO GLI INGRESSIPOSSONO ESSERE DISCONTINUE QUANTO GLI INGRESSI
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MEMORIZZAZIONE DELLO STATO INIZIALEMEMORIZZAZIONE DELLO STATO INIZIALE
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Per t < 0 il circuito è a regime
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Per t < 0 il circuito è a regimePer t < 0 il circuito è a regime.
In t= 0 il tasto commuta.
Determinare l’andamento di
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v0(t) e tracciarne il grafico.

Per t < 0 il circuito è in regime sinusoidale. Per ricavare le condizioni iniziali
delle grandezze di interesse, si studia il circuito col metodo dei fasori.
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Supponiamo che per t=t0 il generatore di tensione venga cortocircuitato.
Questo equivale a considerare il seguente circuito:Q q g

M
i1 i2R t=t0 è una nuova origine dei tempi.
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Supponiamo che l’istante t0 sia 
sufficientemente distante da t=0 
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raggiungere il regime.
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Per t>t0 dobbiamo studiare l’evoluzione del circuito a partire da uno stato non nullo: 

   
  























20

10

2

01

0 I
I

ti
ti

ttX M
i’1 i’2 i2i1R

    2002 Iti

Il tasto ha commutato. 
Scarichiamo il circuito

L1 L2 I20 I10Scarichiamo il circuito
    00'00' 21   ii



Ci siamo riportati ad un circuito nello stato zero. Le frequenze libere 
del circuito sono le stesse  Una frequenza libera è λ=0  cioè c’è un del circuito sono le stesse. Una frequenza libera è λ=0, cioè c è un 
termine ke0t. Le equazioni del circuito sono:
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Supponiamo invece di aver commutato il tasto nella posizione di aperto 
nell’istante che per t=t0nell istante che per t=t0
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In questo caso la resistenza non è attraversata da corrente.
Il circuito scaricato è il seguente:
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È imposta dal generatore di corrente 
e non è più una variabile di stato
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La tensione v1 sarà:
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La corrente scende 
drasticamente a zero 

e questo equivale ad un 
impulso di tensione
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