TRASFORMATE DI LAPLACE



INGRESSO CISOIDALE
u(t) =Ue” cos(wt + ¢)o_,(¢) U >0

a) 0=0,0=0=u(t)=Ucospd (1) > Gradino

b) 0=0;0+#0=u(t) =Ucos(at + )5 ,(t)—— Sinusoide

c) 0<0;0=0=u(t)=Ue”" cospd (i) >Esponenziale
decrescente

d) o<0;,0#0=u(t)=Ue" cos(wt + )5, (t) —> Oscillatorio

smorzato
u(t)h

0 0.5 z 15 > 25 Gs)



INGRESSO CISOIDALE
u(t) =Ue” cos(awt + )o_,(t) U>0
u(t):ERe{Ue‘”} s=0+ j@ ﬁ:‘ﬁ‘em

m
b s" +---+bs+ b,

yp(t)sze{YeSt}con Y = U=H(s)-U

n
a,s +---+aqs+a,

b s"+---+bs+b . . .
m 1 0 Funzione di Trasferimento

H(s) =
as"+---+as+a,

DIPENDE DALLE CARATTERISTICHE DELLA RETE E NON DALL'INGRESSO
y(t)zz Aie’i"t—kfﬂe{H(S)-U(S)-eSt} t>0

i=1 —-— -
v Ri
ISposta

Risnosta _
forzata

l\lur/vu [}

libera

La risposta libera rappresenta il modo di evolvere nel tempo della rete
indipendentemente dall'ingresso
La risposta forzata evolve nel tempo come l'ingresso



FREQUENZE LIBERE

~\\m
° Se Re{l }<0 Vi
la rispostalibera converge a
O——@ — Re
zero dopo un certo tempo i
O

per ¢t — oo Rimane la sola risposta forzata
se NRe{l|<0 Rete assolutamente stabile

o -
o — LI A\ IR RLA] I

se Ji> Ne{l}>0 Rete instabile

l:ﬂ Rete ceomnliremente ctahile
J \J INGW | & (& j &) rll'\v | o J INAWIING

4




se 0=0s=jw — Ingresso sinusoidale
Y =H(w)-U Fasore > Metodo simbolico

Per tempi molto grandi possiamo prescindere dall'origine dei
tempi e lavorare direttamente nel campo complesso

La riconversione al dominio del tempo e’ immediata:
V(1) = iRe{Yej“’} se u(t):%e{ﬁej“’}



Dimostrazione

u(t) = ERe{(_]e“} Ue" =Ue’* """ = Ue™e'™*) =

=Ue™ [cos(at + ) + jsen(a@t + ¢)]

iRe{(_]e”} =Ue”|cos(at + )] pert>0

CZ = ddt me{ﬁe‘” }: %e{% (Ue“)} = SRe{Sﬁe“}

d'y
i
Sostituendo nella Relazione I/0

iRe{que ¥

anﬂ?e{S”Ye”}Jr ~~~~~ + aofRe{Ye”}z bm%e{s’"ﬁe”}Jr .



Dimostrazione (Cnt.)

anme{s’”’Yeﬂ }-|— ..... + aOERe{Ye“ } — bmme{Smﬁesf }_|_ ..... + boi)%e{ﬁe”}
me{(ansn I n aO)Yest } _ me{(bmsm NI 4 bo)ﬁest}

bmS 4 oeeeen +bOE:H(S)-(7 C.V.d.
as'"+:-- +a,




ANALIST NEL DOMINIO DI LAPLACE

s=o+ jw Variabile di Laplace
Y(s)=H(s)-U(s) Teorema diConvoluzione

La frasformata di Laplace permette di trasformare
sistemi di equazioni integro-differenziali nel tempo in
sistemi algebrici nel dominio della variabile s, detta
variabile di Laplace

La trasformata di Laplace consente di calcolare la

risposta di un circuito a (quasi) ogni tipo di orm-l'n?mno

permettendo ad un tempo, di calcolare la risposta libera e

la risposta forzata, a partire da qualsivoglia condizione
iniziale



DEFINIZIONE DI L-TRASFORMATA

Sia f(t): R—>C, f(t)=0 pert<0
La L-trasformatadi f{1) e.:

F(s)=L[f0)=]f@)-evar (%)

NOTA: f{1) e funzione dit.La trasformata e funzione dis=c+ j@

Condizioni di esistenza della L - Trasformata

Te“”\f(t)\dt <o per qualche valore dic =0,

essendo: |¢’"|=1 per qualunque valore dir

Regione di convergenza:
Relsl=0>0,



ESEMPIO: L-Trasformata del Gradino unitario

£)=5,(
F(s)=LLf(6)]=] £ () -e™dt =

T —st r

—lim[e"dt =lim&—| =lim= [1 e ]_Ilml[l e e |

T—)ooo T—>oo_S0 T—)oo T—>ooS

se 0<0 e“divergeeillimitenon esiste

se 0=0 ¢ =1 illimitenon esiste perchela funzione ¢’ e periodica

1
se 0>0 ¢” tendeazeroperT—ow=lim= [1 e ”"T] -
S

T—)oo

La regione di convergenzae o >0

s, 0]=2




ESEMPIO: L-Trasformata della funzione esponenziale

f{t)=e" con a reale ocomplessa

F(s)= L[e‘”]z Tf(t) e dt =

T T —(s—a)t
: B : o . e : 1 o 1
=lim|e“e™dt =lim| e ™dt =lim =lim [1—6( )’]:_

T—)ooo T—)ooO T—)oo_(S_a)O T—o ¢ _ g S —qa




- A

NOTA: L'integrale che definiscelal - Trasformata puo’ essere
calcolato, in genere, solo per valori di s tali che Rels}=c> 0o,

o e detta ascissa di convergenza

4

Nel caso di J,(¢) per esempio, |'ascissa di convergenza vale O.

L . . . .1
Tuttavia, impropriamente, si considerala funzione p come

trasformata di 5,(¢) anche per valoridis che non
appartengono al dominio di convergenza

NNDTA:' |l “taatrmear ~Alan £/ _ N nrnmarn + N ~'
UV I ||JU|CD|L’|C I\lj—UPCI |l SN VK I

®
O
®
0
7))
o

la unicita della L - Trasformata



DEFINIZIONE DI ANTI-TRASFORMATA
La anti—trasformata di F(s) e:

1) =L[F))=—- [F(s)-e"ds

] 7Z.G1J°O

esiste pert>0

j@ L 'integrale & eseguitolungo unaretta

O,tj@ CON -0<@T<®©
nella regione di convergenza

O-l O

\

Regione di convergenza




TRASFORMATA E ANTI-TRASFORMATA
Proprieta di unicita

Se due funzioni f,(t) e f,(t) hanno la stessa L-trasformata
allora deve essere:
11(8) < 1, (¢)

L

Esiste una corrispondenza biunivoca tra le funzioni
trasformabili e le corrispondenti trasformate

J
() & F(s)



PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE
LINEARITA" Lc, £, () + ¢, f, (1) |= ¢, F(s) + ¢, F, (s)
dalla linearita dell'integrale :

o0

L[lel(t) +c,/, (t)] = _[[Clﬂ(t) +¢,/, (t)k_ﬂdt =

0

J- [le1 (t)]e_Stdt T J- [szz (t)]g_ﬁdt = (s)+c,Fy(s) cvd.

Esempio: Trasformata della Funzione seno
jat _ —jat
Lsinat]=1] =5 |= N N T
2j | 2j\s—jw s+ o
1 2jo @

= | Llsinar]= - d

2js°+@° stHo g =m




PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE (Cnt.)

DERIVATA

L{df(t)} _ e A

dt

Dimostrazione: 0

F(s)=lim j df () g = | im[ f}/é — 1(0)- }— sf(z)e-“dt}:

=0- /(0 )+SF(S)=SF(S)—f(O) cvd.

DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE

[2i0)
Y ar




i(1) 3H
—>—e

C)T 248—1(T) -

i(07) =14 |

ESEMPIO I ‘

3.9 L 6.1=245 (1

dt
3s-1(s)—i(07)|+6-1(s)= %

(s+2)1(s)=§+1:>
S
8
;+1_ 8+s

I(s)=
s+2 s°+2s

i(t)=L"I(s)]=4-3e* pert>0



PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE (Cnt.)

Derivazione rispettoad s

T ]
ds

F(s) = | et = [ fi)-1e ) =
0 ds 0

= _T tt)e)dt =-L|tf (¢)] cv.d.

Integrazione

1 [ froar |-

A




Dimostrazione

L

PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE (Cnt.)

[ frodz

oo_t
0L

jﬂ@dr

e " dt

Integrando ner partl con :

u(t) =

thyh

= du

1

dv=e'dt=>v=—=e"

L j f(f)dr

=0+— j

S

j f(r)dr

= fiy)dt

—St

e

“L |

g

|

(o8

Coll—‘

e+t [ /(e di==F(s) cvd
S 0 S

U f(0)dt =



PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE (Cnt.)

TEOREMADEL VALORE INIZALE:
£(0)=1im sF (s)

TEOREMA DEL VALORE FINALE:
ILT f(t) = f(0) = Isiig sF(s) (se esiste ILT f(t))



PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE (Cnt.)

Dimostrazione

_d ) td —st
LEJ;_:SF(S)— =] ?f;e dt

L@[SF(S)— £(0)|=0=sF(s)= £(0) c.v.d.

imlsF () - @)= [Ledt=[df =f (=) - F(O) =

= f () =limsF(s) c.v.d.



PROPRIETA' DELLE L-TRASFORMATE (Cnt.)
TEOREMA DELLA TRASLAZIONE NEL TEMPO .

Lf(t—7)8,(t—7)|=€"F(s)

f(£)64(2)

AV

0

Dimostrazione:

[ =

f-1)o4(t—7)

0

EVAY

e

Lf (-8 (- D))=[ ft—1)8 (c— ) e de = [ f(t— 1) e d

ponendo: x=t-7=>t=x+7=>dt=dx

T f({t—7)e’dt = T F(x)e"dx = e‘”T f(x)edx=e""F(s)



Esempio

f(t) — 3[5_1 (t) — 5—1 (t — 2)]

3 3 3
(o) \ r (S):;_ P

0 2 t




ESEMPIO: L-Trasformata dell'Impulso unitario (Cnt.)

Le L-trasformate permettono anche lo studio di segnali non
rappresentabili da funzioni nel senso “classico” del termine.
Si tratta in tal caso di distribuzioni

Esempio: Impulso di Dirac

t=0

L[5@)]= (e dt=e| =1



ESEMPIO Q

0 n _(a—s)t >
_ t"

L[t”e“"ﬁ_l(t)]=j e e dt _[” (=)t gt = Z_S +

0 0 0
B n jtn—le(a—s)tdt —0_0+ L[tn—le(a—s)t]:

a—=» S —
0

n(n 1) L[n 2 (a S)t] n! L[ (a— S)t]
(s —a)® (s—a)"




Trasformate notevoli

f@®) = L7 ¥F@)]

1

t'ﬂ

at
te at
tneat
sin(wt)

cos(wt)
sin(wt + 19)
cos(wt +19)
e“sin(wt)

et cos(wt)

F(s) = L[F(s)

AR

S »

S—a
1
(s —a)?
nl
Q)
s
S
STt o2
ssind + wcos

s2 + w?

scos?9 — wsin?®

$% + w?
w
(s — a)*+w?
s—a
(s — @)’ +w?




PRODOTTO DI CONVOLUZIONE

Date due funzioni fi(1) e f,(?), si definisce prodottointegrale o
prodotto di convoluzione :

fa0)= [ (0 foft =0z = fi(0* 1:(0
0

TEOREMA
La trasformata di Laplace del prodotto di convoluzione e’ uguale
al prodotto delle trasformate di Laplace delle funzioni

Fy(s) = Fy(s)- F(s)

4




ANTI-TRASFORMAZIONE DI FUNZIONI RAZTONALI

N(s)  bs"+---+bs+b,
D(s) s"+a s""-+as+a,
Caso 1) D(s)=(s—py)-(s—p,)--(s—p,)
con p,#p, sei#j (polisemplici)
N(s) _ R P R,
(s=p)--(s=p,) (s—p) (s=p,)

Sia F(s)=

m<n

allora: F(s)=

R, : residui
o = Re"
_(S _pi)

Calcolo dei residui
R(s—p))-(s=p)++R(5=p)(s-p,4)
(s=p1)--(s-p,)

eguagliando 1 coefficienti in termini di R, ai coefficienti b,

A _ N o) —
a)——7 1 \J)—

Sl ottengono n equazioniin n incognite



ESEMPIO I ‘
i(t) 3H

o (i(07)=14 |

O 2450 -

I(s) = 523+S _ 8+s R : R,
s°+2s s(s+2) s 542
(R,+R,)=1=R,=-3
](S):Rl(S+2)+R2S:><( 1 2) 2
s(s+2) 2R =8=R =4
4 3 . 2
1(s) = = i(t)=(4-3e )0, (1)

s S+2



ANTITRASFORMAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALTI (Cnt.)

Calcolo deiresidui
b) > (s—p,) F(s)= R+Z(S p,)

i = !I_)T(S _pi) F(S)

R
(s—p,)

Esempio I: I(s)= 28” _ 8+s R R
sT+2s s(s+2) s s+2

p1:O ‘ p2:_2

8+s 8
_I|m -I(s)=1Im =
R=lims-1(s)=lim =5 =57
Q| o A
—|Im(S-I—2) I(s)=lim——=—=-3
so2 g —2
F(S)Zﬂ— 3 c.v.d.

s S+2



ANTITRASFORMAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALTI (Cnt.)

Nel caso di poli complessi essi sono presenti in coppie coniugate::
pL=0,+j@, | p,=0,—]0 =P

| residuisono:—»> R, =u,+jv, ; R, =u,—jv =R

R R’
F(s)=——+——
S—P1 S—D
se Mz\/u12+v12 ; gpzarctgﬁ
Uy
e -jo
F(s)=M|-*— 4+ 5
S—P1 S—Pp1

r 1 _ ]
L—l[F(S)]:M\-eplt-Fj(D +€pl t_j¢J:M{ealt+j(wlt+¢) _I_ealt—j(wlt+¢)J:

= 2Me" cos(m,t + @)



) 1H ESEMPIO II ‘
R di
5.(t)="242 z+5j (r)drt

Ol )
0 _y(1)
U/5F “ Ezs-[(s)+2-](s)+5@

II S S
~— oy L p=-1+2
A=\ _ N - -\ __ (S) 92 — < > .

[i(07)=0; v(0)=0 | S +2s+5 | pF=-1-2
1 1 1
R, = Iim =—=—j—

so>-1+j2s5+1+j2 j4 4

M = ﬂ T 0=

\
—jrl2 jml2
0 P :i(r)=21e—fcos(2t—fj:1e—fsin2t
4 S— D1 S-—[%__ 4 2 2




ANTITRASFORMAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALTI (Cnt.)

Caso?2) Poli Multipli
Hp.: sia presente un polo p, di molteplicita ¢>1

R, R, R,
F(s)=..... + et
(S p) (s—p) (s—p,)
Sidimostrache:R = 1_ {d (s—p )“F(s)} j=1....,C
(€-)'d =,
R gt
SinoTiche:Ll{ = }:Rm.t.e j=1...¢
(s—p) (/-1
R R

il

Se ¢ =2 (polo doppio)i= F(s) =......+ + 2

(s=p) (s-p)

| d, o] _ r, 2 s ]

r, = Ld—(S —p,)Ls) 8, =s=p) )],
A)

s=p;

R' il Ri 2 | pit it
+ ~—— |=R " + R, te"
(S p) (s—p) |



ANTI-TRASFORMAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI IMPROPRIE

N(s)  bs"+---+bs+b,

Sia F(s)= = - m=n
D(s) s"+a _s""---+as+a,
N(s) R(s)
F(s) = _
(s) D(s) O(s) + D(s)
QO(s) quoziente siriduce ad una costante K se m=n
R(s)

funzione razionale propria

R(s) restodigradoinferiore aD(s)=
D(s)

L7[O(s)]= Ko (1)

La funzione Q(s) si riduce ad una costante e la sua anti-
trasformata € un impulso di area pari a K

La funzione razionale propria rimanente si puo anti-
trasformare calcolandone i residui



ESEMPIO

2 2 _ 2 B ‘
F(s) = s*+4  s°+4s 4S-|—4:(S +45+3) 4s+1:

s?+4s+3 s +4s+3 s +4s5+3
4s -1 1 4s -1 1 R, R,

_1_ _1_ _1_ _
s°+4s+3 (s+3)(s+1) (s+3) (s+1)
R, = 4s -1 _65 R = 4s -1 _ 25
(s+1)|_, (s+3)| _,
F(s)=1--—22_ 27
(s+3) (s+1)

11&

= f(t)=06(t)—6,5¢ +2,5¢™

oY




i(t) 1/8F
~——

"

v(t)

Ol14s. 0 ?Q

(v(0) =2V ]

ESEMPIO IIT

14 = 4-i(t) +v(0") +8-ji(r)dr —
0

t
12=4-i(t)+8- |i(r)dr
0

\

E:4-I(S)+8@
(s+2)-1(s)=3=1I(s) = 3
S+2

i(t)=3-¢7%5,(t)

NOTA COME LE CONDIZIONI INIZIALI ENTRANO
NEL CALCOLO IN MODO NATURALE



i(+) 1H

Dl 3o

1 i(07)=0 |

Nota:
i(07)=0
i(07) =1

ESEMPIO 1V

di .
o(1) —E-I-Z-l
1=s-1(s)—i(0")+2-I(s)
1
S+2

i(t)=e?5_,(1)

I(s) =

N




ANALISI CIRCUITALE

L'unicita tra f(t) e F(s) permette di risolvere vari problemi
in questo modo:

Dominio del tempo Dominio di s

. . Trasformazione
Descrizione del circuito nel | nel dominio di s| | Descrizione del circuito nel

dominio del fempo in termini > dominio di s in termini di
di equazioni differenziali equazioni algebriche
I ° .
[ Risoluzione RISOIUZIOHZ
: e e
| delle equazioni dellle et)qqaf\lonl
I differenziali aligizelilion=
\'4 \ 2
C l A l A ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ CAII Iq:ﬂnﬁ Aﬁl A llllll
IV lLl 110 | HCI UUllllHIU JUIULIVIIIC U] l||ll|lU
del tempo < , dis
Trasformazione
nel dominio del

tempo




ANALISI CIRCUITALE

I calcoli sono effettuati nellambito della teoria delle
distribuzioni in modo da includere |'eventuale presenza di
distribuzioni singolari nell'origine

Le condizioni iniziali sono sempre le variabili di stato in O-
Tutte le F(s) possono essere anti-trasformate
Non e’ necessario ricavare la relazione I/0 ma si possono

scrivere le equazioni topologiche e dei componenti nel
dominio di s



EQUAZIONI DEI COMPONENTT

Generatore Indipendente
di tensione

Hp: v(t) L-trasformabile

Generatore Indipendente
di corrente

Hp: a(t) L-trasformabile



Resistore

Jite) [1(s)
v(t)( R V(S)( V) =R-i(t) = V(s) = R-1(s)

i() = G-v(t) = I(s) = G-V (s)

TN A Generatore di tensione
l(:)_v Mt) pilotato in corrente
I(S)V (DTU(S) u(lt)=r-i(t) =>U(s)=r-1(s)

° Generatore di corrente
‘c v(r) ot a(t ) pilotato in tensione

‘CV(S) MS) a(t)=g-v(t) = A(s) = g-V(s)




Condensatore

T i(s)

S

1 V(S) T
V(S — Cs @TC"(O) C)T v(0)

I(s)=sC-V(s)=C-V, | v(s)=18) Vo

sC )




Induttore

L 1(07) =1,

/ (S)

¥
)

Q| i)

\ o

V(s)=sL-1(s)—L-1,




i (7)

Trasformatore ideale

ip (1)

.”:1|. (V1(f):”"’2(f)
vy (2) vo(f) <

1(s)

O

I, (s)

V1 (s)

O

n:l

) (

—0
o

O

Vo(t)

1) ===+,

( Vi(s)=n-V,(s)

I(s) === I (s)

e )

L n



Induttori mutuamente accoppiati
ll(t) y 12 (1)

-

oo @)=L Y20 )01
1 1° dt dt 1 10
L. L 9

v (2 ' ﬁf Vv, (2) di di o

1()\ / 2 VZ(ZL)ZM?;-_I_LZT; 12(0 )¢O:]20

11(s) I, (s)
o ( ) ( ) A M < ( ) ( ) o
T —_— — ‘l N |‘ -— — T
MIZO I— I L2 20 IlO
ne) ot A0

S
3

)
8

Vi(s) =sLiI;(s)+sMI,(s)— L1y — My,
Vo(s) =sMIy(s)+sLyly(s)— Lylyy — Ml



Induttori mutuamente accoppiati

O E — O

|
V1 I,5-6.4(2) (—)l, % H % <_>l' 50 +0.4(2) v,

O )

]1(S) I (s) I, (s) 1, (s)
O — o—= M <=4 < o
ol . . le

i (s) %O Sl gf“ L% @V% 20

O O O 'e)




V

X

0,5H N

20) Per t=0- lo stato del circuito & nullo.

e Calcolare la vy(t) in risposta ad un
C)I e(t) Lov, l Vo| wemm 2F ingresso e(t) a gradino unitario.

ESEMPIO: Generatore pilotato e poli multipli ‘

@
Il circuito nel dominio di Laplace ¢ il seguente:
V
0,9s - Applichiamo l'equilibrio ai nodi A e B
WT/'VW\B "’ v qE vV, -V
2 1 nodo A A(;S(S)_ B; 4-0
(DIEs) 157, |V s)|== = 8
nodoB s ;VA +15(7, - V,)+2sV, =0
~ Vo= SVB +4E(S)
(4+5W, —sV, =4E(s) 4 (4_|_S)
) Qs =1 < osy o SVatAEG) ,  AE() 4
- ’ (4+5) T o(s+2)  s(s+2)




ESEMPIO: Generatore pilotato e poli multipli

s e
—MN—\\
20) Per t=0- lo stato del circuito & nullo.
e Calcolare la vy(1) in risposta ad un
C)I e(?) Lov, l Vo (— 2F ingresso e(t) a gradino unitario.
N
4 R R R,
Viis)=V,(s)= =14+ _—= 4
o(5) =7, (s) s(s+2) s (s+2) (s+2f
4 d : d 4 4
= =1 R =—1IV (s+2 =—— =—-— =-1
A (s+2)| i ds[ o(s+2) ]Sz dss|_, s,
R=[V(S+2)2] :ﬂ‘ =2
3 0 4s:—2 S L




EQUAZIONI TOPOLOGICHE
¢ AL COCICLT FONDAMENTALI

> i(t)=0 ) > I(s)=0

¥ ALLE MAGLIE FONDAMENTALI

D v(t)=0 —> D V(s)=0



ESEMPIO: Equilibrio ai nodi

L'interruttore si apre per t=0. L
Il circuito e a regime per 1< 0. C) 1121/ v ==l
Ricavare v(1).

Per t < O il circuito € in regime stazionario:
10 10
l
Ol 7 T "

V= 0 per via del c.to-c.to.

Per determinare vapplichiamo la regola del partitore di tensione:

1 . i
V=12.——=6(V)  dacu W(07)=6; v(07)=0



ESEMPIO: Equilibrio ai nodi

1) 10
—AW WW
L'interruttore si apre per t=0. L I
Il circuito € a regime per t < O. ) 1121/ A _1Ft - O%
Ricavare v(%).
<@
Per t > O disegniamo il circuito nel dominio di Laplace scaricando il
condensatore. 5
Vis)=V'(s)+—
Lo (5)="(s) +~ N
A AMA Applichiamo
vy 41 1 I'analisi nodale al nodo 1
Ot \Ts =, 6 5
s . S —(V'+j (sV'+2)
O - o=+ :
S . 1+=
A
A BT L JENL B AP L BN RS O L
s s s+1 S s+1 S s+1



ESEMPIO: Equilibrio ai nodi

10 10
—A\W YW
L'interruttore si apre per 1=0. L L Oi’
Il circuito e a regime per 1< 0. C) 1121/ v| ==l V| = T

Ricavare v(1).

6(s +1) —s(s +1)°V'=sV'+65 = §§+ 6—s(s’+2s+1)V'= SZV'+§{
(s’ +2s + D)V +sV'=6=s(s° + 25 +1+5)V'=6

V(s) = 6 _o _—=3+49-4 —0.38
s(+as+1) DT P 2 ~2.62
V'(S) - / a) ’)O?/ N LD\ - Ial + f\z’)O + 1’233 [agy ]
SIS T+VU.00)(S§+<£.0) § S+U.00 S+ 4£.02
(s +0.38)(s +2.62)| s(s+2.62) o038 s(s +0.38) 2




ESEMPIO: Equilibrio ai nodi

L'interruttore si apre per t=0. L
Il circuito e a regime per 1< 0. C) 1121/ v| =1
Ricavare v(t).

=

@
V'(S)Ig— ! + 1
s s+0.38 s5+2.62
V() ='(s)+ o =22 L

_|_
s s s5+038 s+2.62




ESEMPIO: ‘

12

40D 3Q2
<>1 e(t) >t

i(7)
Ricavare i(t) sapendo che il circuito € a regime per t < 0.

<@

Per t < O il circuito € in regime stazionario:
I, I

2
> >

40 30 1:%:3/1 12:%:4/1

Ol 12

I [, =1+1,=74

Da cui lo statoint=0-¢ i (0)=74 i,(07)=44



ESEMPIO.

— N
12
40 3C2
QR0 >
: [
i(7)
Ricavare i(t) sapendo che il circuito € a regime per t < 0.
@

Per t >0 il circuito nel dominio di Laplace é:

Applichiamo I'equilibrio
delle correnti al nodo 1
con il metodo dei potenziali nodali

Vs)=7  (s) | H()+3
S 4 3+0,75s

=0= 3s°V,(s) + 40sV,(s) + 48V, (s) =336 + 365



ESEMPIO.

1H 0,75H
—A

<>1 (1) 40 3Q2

>~

 e()(V)
12

i(7)
Ricavare i(t) sapendo che il circuito € a regime per t < 0.

<@

336+36s 112+12s
3s°+40s+48 s°+40/3s+16
Vi(s)  28+3s —20+\/4OO—16={_12

— = T
4 $+403s+16 7 3\ 9 _4/3

(s)=

I(s)=

28+ 3s R R,

I(s) = — = + ,
(s+12)(s +4/3) (s+12) (s+4/3)

_28+3s 3 R _28+3s

9
s+4/3_, 4 Cos+i2) e 4|

R




Legge di OHM generalizzata

Vis)=Z(s)I(s)
1(s) = Y(s)V'(s)

Z <L Applicando le regoleperla seriedibipoli:

V()| s=— AN
gSC ( ) C

Applicando le regole per il parallelo dibipoli:
() Is) 1 1

Y(s)=— " =—+—+s5C=

D T
V\b) N SL

V(s) %SL % ;
T 2)= =11 RL

Y(S) 1.1 T PLC+sL+R
R sL




ESEMPIO: Serie di Impedenze ‘

X 3Q 14 i(¢) | |

t=0 Ricavare la corrente i(t) per

C) I1V v.| ==05F 10 sapendo che lo stato del
circuito in t=0- ¢ nullo

@
Per t < Q il circuito e scarico quindi: i(07)=0; v.(07)=0

Per +> 0 il circuito nel dominio della variabile di Laplace ¢ il seguente:
3Q sQ  (s)

AMAN— N> Scriviamo I'equazione di Kirchhoff
. , alle tensioni per I'unica maglia del
7 £\ . rinrintac
— Vc(S) — — O CirCunio.
<>1S § 1=(3+S+2jl(s)
S S

Infatti i 3 bipoli sono in serie e si possono sommare le impedenze.



ESEMPIO: Serie di Impedenze

X 3Q 17 i(¢) | |
t=0 Ricavare la corrente i(t) per
V. < e 0.5 F

C) IlV 1>0 sapendo che lo stato del
circuito in =0 e nullo

Ji = i —
(5) ( 2) S2+3S+2:>p1'2 2

1/s s ~3¥4/9-8 {—2

3+s5+—
S

s R R (2 poli semplici
1) (S+2)(S+1) S+2+S+1 (2 poli semplici)

| A A
1 1

1
R
-2+1 * (s+2)

j— :1
—-1+2

s=-1

I(s)=— 1D :>[i(t) —(ce?+e)s,() per t> o]




TEOREMTI DI THEVENIN E NORTON

I(s)

- O<—— Rete attiva costituita da componenti
RETE lineari tempo-invarianti
V(s)
ATTIVA

EQUIVALENTE CIRCUITALE

THEVENIN V(s)=Zoy(s)I(s)+ E,, (s)

Tl duale ¢ il teorema di Norton

1(s) EQUIVALENTE CIRCUITALE
O S

NORTON lAeq Y | v(s) 1(s) =Y, (s) -V (s)+ 4, (s)

O



ESEMPIO: Thevenin

20)
— AW

(D sy

Il tasto si apre per 1=0. Il circuito € a regime per t < O. Ricavare i (1) per 1 > O.

@
Per 1 < Q il circuito e in regime stazionario:

2Q)

M MWN——

8/3Q e

Applichiamo il teorema di Thevenin ai morsetti A-B

—(2//4+—)—§+§ 4 ETH:18~i=12V
6 3 4+2



ESEMPIO: Thevenin 80

— AW
20
40 =0 gq

Ol 3 1o S

<@

— W — W\ V. =12—884:8V v.(07) =8V
+

14 1,(07)=14

Pert > 0 8 (20 \
disegniamo ——L—+8+4SJ1L(S)+420
il circuito AN

nel dominio 20+8s +4s2),(s)= 45 +8

di Laplace:




ESEMPIO: Thevenin 80

— AW
20
-y vy ANW——
40 =0 gq

Ol 30 koo™ 2

Il tasto si apre per 1=0. Il circuito € a regime per t < O. Ricavare i (1) per 1 > O.

<@

20+8s+4s?) (5+2s+s°)
p,,=—1+~41-5=-1% ;2 policomplessi coniugati

45438 s+ 2
)=

*

[(S): S+2 _ R 4 R
T (s +1-2)s +1+52) s+1-j2 s+1+ 52
p__ St2 145242 _1+12:2—]:£4_26,560

o =1+ j2+1+ 2  j4 4

s=—1+;2

(s+1+,2)



ESEMPIO: Thevenin 8Q
— AW
20)
— A AM——

(D l1sr

Il tasto si apre per 1=0. Il circuito € a regime per t < O. Ricavare i (1) per 1 > O.

i (t)= fet cos(2t — 26,56°)

<@

Al

1.5

0.5




METODO DELLE CORRENTT CICLICHE
[Z(5)]- J () = E(s)

i : Z--(s) Impedenza propria della maglia /

Z1n Zip o Ly
[Z(s)]= Za Zan v Lo Z ;(s) Impedenza mutua tra le maglie /e j
o : della maglia /
Zv1t Zy2 v Lyu
) ] M=/-(N-1 L
_J ] ( ) Evl Eil
Y| Correnti cicliche nelle maglie E(s)=| : |+ :
A=) E E,
_"]M_ | ~vM ] | ~iM ]

E,; ¢ la somma dei generatori di tensione nella maglia 7, prese con segno +
se concordi con il verso di J;e viceversa

E,, e la somma delle tensioni dovute ai generatori di corrente collegati
uyu estremi dei lati della n\GgliG / "pi"OdOTTU della corrente per
|'impedenza del ramo a cui & collegato) preso con il segno + se la caduta
di tensione provocata in quel ramo dalla sola corrente del generatore &

concorde con J;e viceversa



ESEMPIO: Metodo delle correnti cicliche
Rl RZ iR2 — R =2Q

—— AW AMA—>

C =C,=1F
Q@ (= ¢ v, Ol% v ) 0)=1
T Calcolare v (t) per t > 0 in modo che
C, risulti v_,(1)=3.4().
.
Il circuito nel dominio di Laplace ¢ il seguente:
1 2 I,
—AW 1 . AMN—>
O )iL" 5. ) Ol
Ii—"s T )
l\_{ " 1
s s

Applichiamo il metodo delle correnti cicliche,
scegliendo le due finestre del circuito come maglie fondamentali.



ESEMPIO: Metodo delle correnti cicliche

R R, i, R =1Q; R,=20Q
C =C,=1F
Ol (Fe v, QL% w00
T Calcolare v (1) per t > 0 in modo che
Cz" risulti v,(1)=8_,(1).
o
_ ) 1 ] - -
- V —— 1
1+1 o s Ve——
S s . _ _ S
R TARE 1
LS sl = —+21, ——| | 2J, |
| S S
1 gyt
aE R I A 2 2 1 2s+1
A=—+ 2 2 2
_l g J s s s S
s s =1 0



ESEMPIO: Metodo delle correnti cicliche

e R, 1, R =10; R,=20
C =C,=1F
Ol (Fe v, QL% w00
/I_I\ Calcolare v (T) per t+ > 0 in modo che
C, risulti Veo(1)=0_4(1).
.
1+1 Vg—1
S S
U A
J =L s 52 Vsl
. A 2s+1  25+1
S2
1 1 1 1 1Vs-1 2s+1+Vs—-1 V +2
S)=—+V' (s)=—+—-J, =—+— — g __ ¢
(5) c2(5) s s s s2s+1 2s+1)s (25+1)

Dobbiamo imporre che V,,(s)=



ESEMPIO: Metodo delle correnti cicliche

R, R, i, R =1Q; R,=2Q
C, =C,=1F
Orvo v (= ¢ v, Ol% va(07)=v,,(07)=1
T Calcolare v (1) per t > 0 in modo che
C rlsul’n vo(1)=0_4(1).

<@

1
ch(S):;

e L)

R | L. e . am . m — am _ A

Si noti cne I GUZ |rnpw5| neii OF'iglﬂZ TZHQOHO conto GCI TClTTO Che

condensatore C, ha la stessa tensione (1V) prima e dopo l'istante

iniziale, ma per ipotesi esso e un gradino e questo significa che il
condensatore si scarica e poi si ricarica istantaneamente.




METODO DEI POTENZIALI NODALI
[Y ()] U(s) = A(s)

¥y Yi, - Nyg Y;(s) Ammettenza propria della maglia /
[Y( )]_ Y Yoo o Yong Y;(s) Ammetftenza mutua tra le
IEL : : maglie /e j della maglia /
| Yvag Yyaz o Yyvawa
Ul Ail Avl
U(s)=| Potenziali nodali A(s) = : n :
_UN—l_ _Ai,N—l_ _Av,N—l_
A;; = somma delle correnti dei generatori di corrente che incidono sul
nodo /, positivi se entranti.
A, = correnti dovute ai generatori di tensione inseriti in lati

convergenti nel nodo / (f.e.m. x ammettenza del lato) positivi se il
generatore da solo fa circolare corrente entrante.



ESEMPIO: Metodo dei potenziali nodali

20

@1%@) V, (:0’51: 20 %Q 05H

A4 A4 A4

Determinare |'espressione di v,(t) sapendo che:

<@

Il circuito nel dominio di Laplace & il sequente:  A4(s)=

@ @ 20 @0
0,5 2

@
OA6) V1(=2<>f 2 3 - 12,/13;/2 t 4,(5)

S

Ve Y
~ ~ A4 ~

Applichiamo il metodo dei potenziali nodali al nodo 1 e al hodo 2.



ESEMPIO: Metodo dei potenziali nodali

20
? —A\MWW o o o o
Ol (Fosr a0 S0 o3 OI2,)»

A4 A4 A4 A4 ~

Determinare |'espressione di v,(t) sapendo che:




ESEMPIO: Metodo dei potenziali nodali

20D
? —A\MWW o o o o
@1%(0 Vi (=O,5F 2Q) %Q 0,5H 1 %vl 3 v, 1 a, (1)

A4 A4 A4 A4 ~

Determinare |'espressione di v,(t) sapendo che:

7 s +4 2 2
6 S+2 s*(s+2) S+2)
( 7 S+1j s*+4
V,=
6 S+2 S+ 2 (S+2)
—7s° +1£S\S+l)ks+ V :J.ZS +/\S +4) (12S3+29S2+24S)V2=19S2+28

65°(s +2) 2 65°(s +2) 1057 + 28

' 257 + 295 + 24)




ESEMPIO: Metodo dei potenziali nodali

20
o o— AMIM— o—o o
2
Ola) v, (=O,5F 20 203 05H 3 fa.()
Determinare |'espressione di v,(t) sapendo che: 1 : L : N
1( )= 2r5_1(r), A ) 2¢7%'5 (1)
Y N

A 29 O, =121+ J14601-2 = ~121+ j/0.54 =121+ j0,73

125(5 +—s5+ 2)

12
1,58s% + 2,33 R, R, R

V,= . — =T — .

s(s +1,21— j0,73)(s +1,21+ j0,73) s (s+121+0,73) (s+1,21-0,73)
D _ 1V (sl —11R7
Ny =5V\8) _, =410
R =(s+121- jO,73W,(s) _ .. 015 = 0,0396 - j0,4349 = 0,4367 £ —84,8°

[v2 (r)=[1167 +0,87¢ % cos(0,73¢ — 84,80)]5_1(t)]




FUNZIONE DI TRASFERIMENTO E FUNZIONE DI RETE

Si definisce FUNZIONE DI RETE il rapporto fra la L-Trasf. della
risposta dovuta ad una data eccitazione (ingresso) e la L-Trasf.
dell'ingresso:

Y(s)

Y(s)=F(s) -U(s) = F(s) = Us)

»>L'inverso della funzione di rete puo non essere una funzione di rete, e non
gode delle stesse proprieta

»>Per circuiti lineari fempo-invarianti vale il principio di sovrapposizione
degli effetti. Allora nel caso di piu eccitazioni (ingressi) I'uscita si ottiene
come somma delle uscite dovute ai singoli ingressi

»La funzione di rete si chiama FUNZIONE DI TRASFERIMENTO se
I'ingresso e l'uscita si riferiscono a coppie di morsetti diversi

»La funzione di rete si chiama IMPEDENZA o AMMETTENZA se ingresso
e uscita si riferiscono alla stessa copia di morsetti (nel primo caso una
deve essere una tensione e I'altra una corrente e viceversa nel secondo
caso)



FUNZIONE DI TRASFERIMENTO E FUNZIONE DI RETE (Cnt.)

Se Y(s)= Tensione; U(s)= Tensione = F(s) Funz. di Trasferimento

Se Y(s)= Tensione; U(s)= Corrente = F(s) Impedenza (Q2)

Se Y(s)= Corrente; U(s)= Tensione = F(s) Ammettenza (S)

Se Y(s)= Corrente; U(s)= Corrente =P F(s) Funz. di Trasferimento



ESEMPIO: Sintesi di funzioni di trasferimento

Data la funzione di trasferimento y KLK N
H = 0 = A7
(5) K(s) s°+3s+10 CDIV’( ) >

Realizzare la funzione mediante il circuito di figura nei due casi:
a) R=5() b)R=10

determinando in entrambi i casi i parametri L e C.

<@

2115
sL 1

Circuito nel dominio di Laplace > <>1 v (s) =—C R %} Vy(s)
S

Applicando la regola del partitore di tensione:

—~

Y IR A




ESEMPIO: Sintesi di funzioni di trasferimento

Data la funzione di trasferimento 115

L —
H(s) = IIE’(S) - Oy, TC R %} 0

() - s7+3s+10

Realizzare la funzione mediante il circuito di figura nei due casi:
a) R=5() b)R=10

determinando in entrambi i casi i parametri L e C.

<@

1 (1

S — =10
Vs)_ ¢ _ 10 jl> jLC
Vi(s) s°+s . + L s 435+10 izg

RC LC RC
Casoa) (1 1 1

=—=3->C=—=0606,/mF
JRC 5C 15
1 1

~ -10—>-=10-66,7-10° — L =15H
LC L




ESEMPIO: Sintesi di funzioni di trasferimento

Data la funzione di trasferimento 115

L —
H(s) = IIE’(S) - Oy, TC R %} 0

() - s7+3s+10

Realizzare la funzione mediante il circuito di figura nei due casi:
a) R=5() b)R=10

determinando in entrambi i casi i parametri L e C.

<o
1 (1
1 210
Vs)_ ¢ _ 10 :I'> jLC
VZ(S) S 1 N 1  s*+3s+10 i:3
RC ' LC RC
Casob) (1 1 1
— 2 _-3.5C===333mF
RC C 3
11 1
1 10— 2210-333-10° — L =03H
LC L




RISPOSTA IMPULSIVA
Poniamo U(s)=1 = Y(s)=H(s)1

»Nel dominio di s, la risposta Y(s) coincide con la funzione
di rete H(s), quando l'ingresso e' uguale a 1 e poiché:

LMMus)|=r]=6) impulso
LMy (s)|=L7YF(s)]= h() risposta impulsiva

LA RISPO

ST
NElLL A I‘ﬁDD
ULl CURRL

MPUL IVA E' LANTITRASFORMATA
ON E

IDENTE FUNZIONE DT RETE
JuiN i ' L/

/1N N VI N l | N T




RISPOSTA IMPULSIVA (Cnt.)

Nota h(t) e univocamente determinata la risposta ad un
generico ingresso u(t):

y(t)=h(1)*u(t)

cioe la risposta y(t) e' uguale al prodotto di convoluzione
tra risposta impulsiva h(t) e funzione di ingresso u(t)

/ DIMOSTRAZIONE: ~N
Y(s)=F(s)-U(s)

v(0) = LY (6)]= L [F(s)-U(s)]= | h(@)-u(t = 2)dT =h(e)*u(o
N : Y

B La funzione di rete puo essere utilizzata solo in circuiti lineari
tempo-invarianti

B Larisposta impulsiva puo essere usata per qualunque circuito



VvV V

A\

STABILITA' DI UN CIRCUITO

Le frequenze libere A\ sono le radici dell'equazione caratteristica
Sono indipendenti dall'ingresso (si pone u(t)=0),

se tutte le A sono a parte reale hegativa, dopo un tempo
sufficientemente lungo la risposta libera si attenua e l'uscita del
circuito seque l'ingresso

Im(L) se me{ﬁi}<0 Vi la risposta libera

x 4 " converge a zero dopo un certo tempo. Per
. o o NEQ) >0  RIMANE LA SOLA RISPOSTA
 x " FORZATA

X

»se Relt <0 Vi RETE ASSOLUTAMENTE STABILE
»se 3i > We{r}=0 RETE SEMPLICEMENTE STABILE
»se 3i > Re{l,}>0  RETE INSTABILE

Un circuito e assolutamente stabile se, sottoposto a sollecitazioni di
durata limitata, e in grado di ritornare alla situazione di riposo dopo
che le sollecitazioni esterne sono cessate.



STABILITA DI UN CIRCUITO (Cnt.)

Un circuito si dice assolutamente stabile quando tutte le sue
possibili risposte impulsive tendono a zero al crescere del tempo

LA RISPOSTA IMPULSIVA E' L'ANTITRASFORMATA DELLA
CORRISPONDENTE FUNZIONE DI RETE

Condizione necessaria e sufficiente affinché una
risposta impulsiva tenda a zero al crescere del tempo &
che la corrispondente funzione di rete abbia tutti i poli
con parte reale negativa.




PROPRIETA' DELLE FUNZIONI DI RETE

PER CIRCUITI LINEARI TEMPO-INVARIANTI A COSTANTI
CONCENTRATE:

@ OGNI FUNZIONE DI RETE E' UNA FUNZIONE RAZIONALE A
COEFFICIENTI REALTIN S

@ UN CIRCUITO E' STABILE SE TUTTE LE SUE POSSIBILI
RISPOSTE IMPULSIVE TENDONO A ZERO AL CRESCERE DEL
TEMPO

@ CONDIZIONE NECESSARTIA E SUFFICIENTE AFFINCHE' UNA
RISPOSTA IMPULSIVA TENDA A ZERO AL CRESCERE DEL
TEMPO E' CHE LA CORRISPONDENTE FUNZTIONE DI RETE

ADDT A TIITTT TDNI T /ANNIDADTE DEAICNEZATTVA\ZA
ADDLA 1TV I 1L LTULL CUINTFTARITODC KLALD NLOA TLVA



ESEMPIO: Stabilita

Determinare per quali valori
di p il circuito e stabile.

Qv =01

Semplifichiamo il circuito
della induttanza un'impeden

10 ;@ £
1
—wW—<—7—D

Qv =,

Vi=V,+sV,-pV.+ pV,=0

<@

sostituendo al parallelo del resistore e

za equivalente g
z,=—7=
s+1

Applichiamo I'equilibrio delle
s correnti al nodo 1:
s+1 V.-V a4

1
NN

):>V1: 1-5

=>V,Ql+s-p)=V,1-8 =30



ESEMPIO: Stabilita

10 ey
/ N\
— W\ D,

Determinare per quali valori 1
di p il circuito & stabile. ()1 v, (s) = 1<

I

La funzione di trasferimento —* haunpolo p=/£-1

7

g

Affinché il circuito sia stabile deve essere p; < O da cui

p-1<0 = p<l1

{Il circuito & stabili per valori di p minori di IJ




