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INTRODUZIONE ALLE EQUA-
ZIONI DIFFERENZIALI

1. PRIMI ESEMPI

A. LE FUNZIONI COSTANTI y(z) = ¢ SO-
NO SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DIFFE-
RENZIALE

y = 0.
B. LE FUNZIONI ESPONENZIALI y(x) =
ce’ SONO SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE

/
y =Y.
C. LE FUNZIONI PERIODICHE DELLA SE-
GUENTE FORMA: y(x) = a cosx+b senx

SONO SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DIF-
FERENZIALE

y// +y=0.
2. CONCETTO GENERALE

UN’EQUAZIONE DIFFERENZIALE E UN
PROBLEMA CHE CONSISTE NEL TROVA-
RE TUTTE LE FUNZIONI y(z) TALI CHE,
SOSTITUENDO LA STESSA y(z) E LE SUE
DERIVATE y*)(x) AL POSTO DELLE VA-
RIABILI DI UNA FUNZIONE DATA

F(x7y07y17 cee 7yn>7

RISULTA SODDISFATTA L'UGUAGLIANZA
SEGUENTE:

Fa,y(2),y (2),....y" (2)) =0

PER OGNI x IN UN DATO INTERVALLO.

SI CHIAMA “ORDINE” DELL’EQUA-
ZIONE IL VALORE NUMERICO DI n.

CLASSICAMENTE, SI INTENDE CHE LE
SOLUZIONI y(x) DEVONO ESSERE FUN-
ZIONI DERIVABILI ALMENO n VOLTE, E
CHE ANCHE LA DERIVATA y(z) sIA
CONTINUA.
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3. RIVEDIAMO I PRIMI ESEM-
PI ALLA LUCE DEL CONCETTO
GENERALE

A. LA FUNZIONE F E

F(x,y0,y1) = y1.

[L. PROBLEMA AD ESSA ASSOCIATO E
QUELLO DI TROVARE LE FUNZIONI y(x)
TALI CHE

F(z,y(x),y'(x))

CIOE TALI CHE

y'(z) = 0.

B. LA FUNZIONE F E

0,

F(z,90,11) = y1 — Y.

[L. PROBLEMA AD ESSA ASSOCIATO E
QUELLO DI TROVARE LE FUNZIONI y(x)
TALI CHE

y'(x) —y(x) = 0.

L’ORDINE DI QUESTA EQUAZIONE E 1,
COME PER QUELLA PRECEDENTE.

C. LA FUNZIONE F E

F(x,y0,y1,Y2) = Y2 + Yo.

IL PROBLEMA ASSOCIATO E QUELLO DI
TROVARE LE FUNZIONI y(x) TALI CHE

F(z,y(x),y (x),y"(x))

CIOE TALI CHE

0,

y'(x) +y(z) = 0.

QUESTA E UN’EQUAZIONE DEL SECON-
DO ORDINE.



4. MOTIVAZIONI PER LO STU-
DIO DELLE EQUAZIONI DIFFE-
RENZIALI

I. MOLTE LEGGI FISICHE SONO ESPRES-
SE DA EQUAZIONI DIFFERENZIALI.

ESEMPIO: LA SECONDA LEGGE DEL-
LA DINAMICA NEWTONIANA DEL PUNTO
MATERIALE

Pt
dx?
E UN’EQUAZIONE NELLA QUALE SONO
DATI LA MASSA m DEL PUNTO ED IL
CAMPO F' DELLE FORZE APPLICATE, E
L'INCOGNITA E LA FUNZIONE 7 ().

RISOLVENDO UN’EQUAZIONE DIFFE-
RENZIALE E POSSIBILE FARE PREVISIO-
NI SULL’EVOLUZIONE DEL SISTEMA.

II. LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI SI U-
SANO ANCHE AL DI FUORI DELLA FISI-
CA.

AD ESEMPIO, LA PROPAGAZIONE DI
UNA MALATTIA SI PUO RAPPRESENTA-
RE CON UN SISTEMA DI TRE EQUAZIONI
DIFFERENZIALI, NELL QUALE x DENOTA
LA VARIABILE TEMPORALE, E LE FUN-
ZIONI INCOGNITE SONO:

S(z) IL NUMERO DEI SUSCETTIBILI A
CONTRARRE L’INFEZIONE;

I(xz) IL NUMERO DEGLI INFETTI AL-
L'ISTANTE ;

R(z) IL NUMERO DEI RIMOSSI (GUA-
RITI O MORTI).

SI PARLA PERCIO DI “MODELLO SIR”:
LA SUA ORIGINE E ATTRIBUITA A Ro-
NALD ROSS, NOBEL PER LA MEDICINA,
CHE SCOPRI CHE LA MALARIA E PORTA-
TA DA UNA ZANZARA.
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5. INTEGRALE GENERALE

SI NOTI, INNANZITUTTO, CHE UNA SO-
LUZIONE DI UN’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE E UNA FUNZIONE, E NON UN SIN-
GOLO VALORE NUMERICO.

SI CHIAMA “INTEGRALE GENERALE”
DI UNA DATA EQUAZIONE UNA FORMULA
CHE RAPPRESENTA TUTTE LE SOLUZIO-
NI, CHE, DI SOLITO, SONO INFINITE.

ESEMPIO SEMPLICE: L INTEGRALE
GENERALE DELL’EQUAZIONE ¢ = 0 E

y=c.
E NATURALE CHE NELL'INTEGRALE GE-
NERALE FIGURINO DEI PARAMETRI, AL

VARIARE DEI QUALI SI INDIVIDUANO LE
DIVERSE SOLUZIONI.

6. FORMA NORMALE

SI DICE CHE UN’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE E IN “FORMA NORMALE” QUAN-
DO IL PRIMO MEMBRO E SOLTANTO y(”),
E AL SECONDO MEMBRO STANNO SOLO
TERMINI DI ORDINE INFERIORE AD n.

DUNQUE UN’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE E IN FORMA NORMALE QUANDO E
SCRITTA COME SEGUE:

y(n) = f(x7 y? y/7 R 7y(n71))'

SI INTENDE CHE LA FUNZIONE f VARIA
DA EQUAZIONE A EQUAZIONE, MENTRE
y(x) DENOTA LA FUNZIONE INCOGNITA.

ESEMPIO: L'EQUAZIONE 3" +y = 0
NON E IN FORMA NORMALE, MA LA SI
PUO PORRE IN TALE FORMA SCRIVENDO

2

IN QUESTO CASO LA FUNZIONE [ E

fly) =—y.



7. PROBLEMA DI CAUCHY

IL PROBLEMA DI CAUCHY RISULTA DAL
CONSIDERARE, OLTRE AD UN’EQUAZIO-
NE DIFFERENZIALE IN FORMA NORMA-
LE, ANCHE DELLE CONDIZIONI, DETTE
CONDIZIONI INIZIALI, CHE RICHIEDONO
CHE IN UN DATO PUNTO zy LA FUNZIO-
NE INCOGNITA y E LE SUE DERIVATE
', ...,y Y ABBIANO VALORI PRESTA-
BILITI 4, - - . , Yn—1-

IL PROBLEMA DI CAUCHY SI RAP-
PRESENTA COME SEGUE:

y(n) — f(x7 y? y/7 c e 7y(n71))7
y(fﬁ‘o) = Yo,

2

y(n—l) (1,'0) = Yn—1-

\

ESEMPIO: IL MOTO DI UN PUNTO MATE-
RIALE E DETERMINATO NON SOLO DAL-
LA LEGGE DI NEWTON

dr

F=m—

dx
MA ANCHE DALLA POSIZIONE r(xy) E
DALLA VELOCITA 7/(zy) DEL PUNTO ME-
DESIMO IN UN PARTICOLARE ISTANTE
xo-

I VALORI 7(z9) E 7'(xy) SONO I DATI
INIZIALI DI UN PROBLEMA DI CAUCHY,
E 1 SI DICE “ISTANTE INIZIALE”.

IL PROBLEMA AI VALORI INIZIALI SI
CHIAMA “DI CAUCHY” PERCHE CAU-
CHY HA DIMOSTRATO CHE ESSO HA
UNA SOLUZIONE, ANCHE SE NON SEM-
PRE SEMPLICE DA SCRIVERE, ED ESSA E
UNICA, SOTTO L'IPOTESI CHE LA FUN-
ZIONE f(2,Y0,...,Yn_1) SIA DI CLASSE
Cl.
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SI BADI CHE IL “PROBLEMA DI CAU-
CHY”, IL “TEOREMA DI CAUCHY”, ED
IL “CRITERIO DI CAUCHY” SONO TRE
COSE DIVERSE.

8. EQUAZIONI ALLE DERIVATE
PARZIALI

QUANDO LA FUNZIONE INCOGNITA
y(x1,...,2y5) DIPENDE DA PIU VARIABI-
LI ANZICHE DA UNA SOLA, L’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE VIENE DETTA “EQUA-
ZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI”.

ESEMPI NOTEVOLI SONO L’EQUAZIO-
NE DI LAPLACE:

o 0* 0*

Ox{  Ox;  Oxj
L’EQUAZIONE DEL CALORE:

0 0* 0* 0*

ot Ory Oxry  Ox3
E L’EQUAZIONE DELLE ONDE:

0* 0* 0* 0*

ot Ory  Ox;  Oxj

LO STUDIO DELLE EQUAZIONI ALLE DE-
RIVATE PARZIALI ESULA DAI LIMITI DEL
CORSO.



COME RISOLVERE LE EQUAZIO-
NI DIFFERENZIALI

NEL CORSO DI ANALISI MATEMA-
TICA 3 SI STUDIANO ALCUNI METODI
RISOLUTIVI PER PARTICOLARI TIPI DI
EQUAZIONI DIFFERENZIALI.

FIN DALLA PRIMA COMPARSA DEL-
LE EQUAZIONI DIFFERENZIALI, AVVENU-
TA NEL SEICENTO, SONO STATI SVILUP-
PATI VARI METODI RISOLUTIVI, MIRANTI
A SCRIVERE ESPLICITAMENTE LE SOLU-
ZIONI.

Po1 €I SI E ACCORTI DI NON POTER
SEMPRE RIUSCIRE IN TALE INTENTO, E
SI E DOVUTO RIPIEGARE SU RAPPRE-
SENTAZIONI DELLE SOLUZIONI MEDIAN-
TE INTEGRALI O MEDIANTE SERIE.

OGGI SI STUDIANO, IN PARTICOLARE:

1. METODI PER DIMOSTRARE CHE
ESISTE UNA SOLUZIONE, ANCHE SE NON
SI RIESCE A SCRIVERLA ESPLICITAMEN-
TE;

2. METODI PER CONTARE QUANTE
SOLUZIONI CI SONO, ANCHE SENZA CO-
NOSCERLE;

3. METODI PER SAPERE SE LE SO-
LUZIONI SONO SIMMETRICHE, O HANNO
ALTRE PROPRIETA PARTICOLARI, SENZA
CONOSCERE L’ESPRESSIONE DELLE SO-
LUZIONI STESSE.

GLI STUDENTI DEVONO APPRENDE-
RE I METODI TRATTATI NEL CORSO,
RESTANDO CONSAPEVOLI CHE BEN AL-
TRI PROBLEMI ESULANO DAI LIMITI DEL
PROGRAMMA.
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EQUAZIONI A VARIABILI SEPA-
RABILI

LE EQUAZIONI CHE MODELLIZZANO
MOLTI FENOMENI INTERESSANTI HAN-
NO LA PARTICOLARITA DI ESSERE A VA-
RIABILI SEPARABILI, O POSSONO ESSERE
TRASFORMATE IN EQUAZIONI DEL GE-
NERE.

UN’EQUAZIONE A VARIABILI SEPA-
RABILI E UN’EQUAZIONE DEL PRIMO
ORDINE AVENTE LA FORMA

\

E IMPORTANTE CHE AL SECONDO MEM-
BRO CI SIA IL PRODOTTO DI DUE FUN-
ZIONI, UNA CHE DIPENDE SOLO DA ¥ E
L’ALTRA CHE DIPENDE SOLO DA Y.

ESEMPI:

A. LEQUAZIONE v = 0
E A VARIABILI SEPARABILI

(f(x) =05 g(y) = 0);

B. L’EQUAZIONE 1/ =y
E A VARIABILI SEPARABILI

(f(x)=1; g(y) =v)

C. L’EQUAZIONE ¢/ + 4y =0
NON E DEL PRIMO ORDINE, MA LO DI-
VENTA CON L’ARTIFICIO DESCRITTO PIU
AVANTI (PAG. A9).

NOTARE CHE, ANCHE SE AL SECON-
DO MEMBRO C’E UNA SOMMA, OPPURE
UNA FRAZIONE, L'EQUAZIONE PUO BE-
NISSIMO ESSERE A VARIABILI SEPARABI-
LI. ESEMPI:

D. L’EQUAZIONE ¢/ =y + 2 E A VA-
RIABILI SEPARABILI
(f(@) =15 9(y) =y +2).
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E. L’EQUAZIONE ¢ = (1 —y)/z E A
VARIABILI SEPARABILI

(f(z)=1/z; gly) =1—y).

PROCEDIMENTO RISOLUTIVO*

LA RISOLUZIONE DI UN’EQUAZIONE A
VARIABILI SEPARABILI SI PUO TENTARE
CON IL SEGUENTE PROCEDIMENTO:

0) SE yo E UN NUMERO REALE CHE RI-
SOLVE L’EQUAZIONE ¢(y) = 0, ALLORA
LA FUNZIONE COSTANTE y(z) Yo B
UNA SOLUZIONE DELLA (1).

1) PER TROVARE LE EVENTUALI ALTRE
SOLUZIONI, SI DIVIDONO AMBO I MEM-
BRI DELLA (1) PER ¢(y). SI OTTIENE

y'(x) ,
sy T

2) SI INTEGRANO AMBO I MEMBRI:

/%d;ﬁ:/ﬂ@dm.

3) SI EFFETTUA IL CAMBIAMENTO DI
VARIABILE y = y(x), DOVE y(z) E LA
FUNZIONE INCOGNITA. SI OTTIENE

/%:/f(x)daz

QUI y DENOTA LA NUOVA VARIABILE DI
INTEGRAZIONE, E NON LA FUNZIONE IN-
COGNITA y(x).

* NOTE:

I. LA POSSIBILITA DI SVOLGERE GLI
INTEGRALI A MANO DIPENDE DALL’E-
SPRESSIONE DI f(x) E ¢g(y).

II. IN PRATICA, SI E SOLITI SCRIVERE
dy/dx ANZICHE 3, E PORTARE dx AL
SECONDO MEMBRO, COME SE IL DIFFE-
RENZIALE FOSSE UNA QUANTITA ALGE-
BRICA.



COME SEMPLICE APPLICAZIONE, RI-
SOLVIAMO L’EQUAZIONE Yy’ = cy, CON
LA CONDIZIONE INIZIALE y(0) = 7. SI
INTENDE CHE ¢ E 9y SONO COSTANTI AS-
SEGNATE.

0) SE IL DATO yy E UGUALE A ZERO,
SI VERIFICA PER SOSTITUZIONE CHE LA
FUNZIONE y(z) = 0 E UNA SOLUZIONE
DEL PROBLEMA CONSIDERATO.

1) SE, INVECE, yg # 0, ALLORA OGNI
EVENTUALE SOLUZIONE y(x) (CLASSICA,
DUNQUE CONTINUA) SODDISFA LA CON-
DIZIONE y(z) # 0 IN UN INTORNO DI
x = 0, QUINDI E LEGITTIMO PORRE L’E-
QUAZIONE NELLA FORMA

y'(x)

y(x)
2) INTEGRIAMO AMBO I MEMBRI SUL-
L'INTERVALLO (0, x):

X / X
/ y'(z) dx:/ cdzx.
0 0

y(z)
3) EFFETTUIAMO IL CAMBIAMENTO DI
VARIABILE y = y(x) PRIMA ANCORA DI
AVER DETERMINATO LA FUNZIONE IN-
COGNITA y(z):

/y(w) dy
Yo Y B

IN QUESTO CASO, L'INTEGRALE AL PRI-
MO MEMBRO SI SVOLGE FACILMENTE, E
SI TROVA

CT.

log |y(x)| = log |yo| + cx

DA CUI, PASSANDO AGLI ESPONENZIALI,
SI OTTIENE:

[y(@)] = lyol .

DUNQUE, SE yy # 0, y(z) NON SI AN-
NULLA PER NESSUN .
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PER IL TEOREMA DEGLI ZERI, ()
NON CAMBIA SEGNO, E QUINDI MANTIE-
NE IL SEGNO DI .

(GRAZIE A QUESTA BREVE DISCUS-
SIONE, POSSIAMO ELIMINARE IL VALORE
ASSOLUTO E SCRIVERE

y(x) = yo e

SOSTITUENDO TALE ESPRESSIONE NEL-
L’EQUAZIONE DATA SI VERIFICA CHE LA
FUNZIONE OTTENUTA COS\I, SUPPONEN-
DO L’ESISTENZA DI UNA SOLUZIONE, RI-
SOLVE VERAMENTE IL PROBLEMA CON-
SIDERATO.

PER CONCLUDERE VERIFICHIAMO CHE,
SE 79 = 0, L’UNICA SOLUZIONE E LA CO-
STANTE NULLA.

SE ESISTESSE UNA SOLUZIONE z(x)
NON IDENTICAMENTE NULLA, ALLORA
RISULTEREBBE 2z # 0 IN QUALCHE PUN-
TO CHE INDICHIAMO CON .

MA SEGUENDO LO STESSO PROCEDI-
MENTO DI PRIMA, CON &y AL POSTO DI
ZERO, TROVIAMO z(z) 7=20)

2(xg) el :
DUNQUE z(z) NON SI ANNULLA AFFAT-
TO PER x = 0.

PERCIO L'UNICA SOLUZIONE SODDI-
SFACENTE LA CONDIZIONE y(0) = 0 E
LA FUNZIONE IDENTICAMENTE NULLA,
COME VOLEVASI DIMOSTRARE.



PER COMPLETEZZA, INTEGRIAMO L'E-
QUAZIONE 3" = —y, CHE E DEL SECON-
DO ORDINE. USIAMO UN METODO UTI-
LE ANCHE IN ALTRE SITUAZIONI.

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI PER
y'(r), EQUAZIONE DIVENTA

Y (@) y' () = —yla)y'(x).  (2)

NEL FARE QUESTO PASSAGGIO, SI IN-
TRODUCONO ILLEGITTIMAMENTE COME
SOLUZIONI TUTTE LE FUNZIONI COSTAN-
TI (PERCHE HANNO LA DERIVATA NUL-
LA).

PER SOSTITUZIONE NELL’EQUAZIONE
DATA SI VEDE PERO CHE, TRA TUTTE LE
COSTANTI, SOLO LA COSTANTE NULLA E
SOLUZIONE.

INTEGRANDO AMBO I MEMBRI DEL-
LA (2) SI OTTIENE

[v@y@de=- [y @

NEL PRIMO INTEGRALE FACCIAMO LA
SOSTITUZIONE z = y/(x), E NEL SECON-
DO y = y(z). OTTENIAMO:

/zdz:—/ydy.

DUNQUE
2 ].

2= —=

; 3

cON C > (0 PERCHE SOMMA DI QUADRA-
TI. ANZI, POICHE AL VALORE C = 0
CORRISPONDE LA SOLUZIONE y(z) = 0,
DA ORA IN AVANTI SUPPORREMO C' > 0.

1
2

- C
yrs

N | —

ESPLICITANDO z DALLA (3) TROVIA-
MO z = +4/C — y?>. RICORDANDO CHE
z = y'(r), OTTENIAMO L'EQUAZIONE A
VARIABILI SEPARABILI §f = ++/C — 42,
CHE SI PUO RISOLVERE COME SEGUE.
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RISOLVIAMO L’EQUAZIONE A VARIA-
BILI SEPARABILI 1/ = C' —y?, CON
C > 0.

1) SCRIVIAMO L'EQUAZIONE NELLA

FORMA
/

vy

C —y?

2) INTEGRANDO AMBO I MEMBRI,
TROVIAMO:

[ e =

3) EFFETTUANDO LA SOSTITUZIONE
y = y(z), POSSIAMO SCRIVERE:

= =£1.

dx.

/%:i/dm

PER SVOLGERE L'INTEGRALE AL PRI-
MO MEMBRO, UTILIZZIAMO LA CONSUE-
TA SOSTITUZIONE y = v/C' sena. TRO-

VIAMO:
/da = :i:/dx,

DUNQUE a = £(x — x), DOVE —x( DE-
NOTA LA COSTANTE DI INTEGRAZIONE
(CHE ORA NON PUO ESSERE INDICATA
CON +C PERCHE LA LETTERA C' E STA-
TA GIA USATA).

RICORDANDO CHE ¥ v (' sena,
POSSIAMO SCRIVERE y = v/ C sen(£(z —

I‘o))

POICHE sena E UNA FUNZIONE DI-
SPARI, CONVIENE USARE UNA COSTAN-
TE REALE A (ANCHE NEGATIVA) AL PO-
sTO DI VC > 0 E SBARAZZARSI DEL
SEGNO =+: L INTEGRALE GENERALE DI

" = —y E DUNQUE

Y
y(r) = A sen(z — xg).



EQUAZIONI LINEARI

LE EQUAZIONI CHE MODELLIZZANO
MOLTI FENOMENI INTERESSANTI HANNO
LA PARTICOLARITA DI ESSERE LINEA-
RI, O POSSONO ESSERE TRASFORMATE
IN EQUAZIONI DEL GENERE.

SI CHIAMA LINEARE UN’EQUAZIONE
DIFFERENZIALE AVENTE LA FORMA

n
> axlw) y ()
k=0
TALVOLTA SI POSSONO APPROSSIMARE
EQUAZIONI NON LINEARI CON EQUAZIO-
NI LINEARI.

g(z).

EQUAZIONI LINEARI OMOGE-
NEE

UN’EQUAZIONE LINEARE SI DICE OMO-
GENEA SE g(z) = 0, CIOE SE HA LA FOR-
MA

n

> ax@)y¥(@) =0,

k=0

EQUAZIONI LINEARI OMOGE-
NEE, DEL PRIMO ORDINE, E IN
FORMA NORMALE

SONO LE EQUAZIONI AVENTI LA SE-
GUENTE FORMA:
/
y'(x) + ao(z) y(zr) =0
DUNQUE SONO ANCHE EQUAZIONI A VA-
RIABILI SEPARABILI.
HANNO LA SOLUZIONE y(z) = 0.

PER TROVARE LE ALTRE SOLUZIONI,
DIVIDIAMO PER y(x) E INTEGRIAMO AM-
BO I MEMBRI DELL'EQUAZIONE:

/ y() dx—l—/ao(a:) dx = 0.

y()
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CON LA SOSTITUZIONE y = y(x), L'IN-
TEGRALE AL PRIMO MEMBRO DIVENTA:

/y’(x) _ [ dy

dx =
y(x) Y
SCRIVIAMO INOLTRE

/ao(;r:) dr = Ap(z) + C

DOVE Ag(z) E UNA QUALUNQUE PRIMI-
TIVA DI ag(x).

CIO E LEGITTIMO SE ag(z) E UNA
FUNZIONE CONTINUA AVENTE PER DO-
MINIO UN INTERVALLO.

L’EQUAZIONE, PERTANTO, DIVENTA:

log [y(z)] = —Ao(z) — C
DA CUI SI RICAVA
[y(z)| = e~ =¢

DUNQUE L'INTEGRALE GENERALE E DA-
TO DA

y(z) =ke @ LeR.

FATTORE INTEGRANTE

UN ALTRO METODO PER RISOLVERE
L'EQUAZIONE ¢/(x) + ao(z)y(z) = 0 E
QUELLO DI VEDERE IL PRIMO MEMBRO
COME LA DERIVATA DI UN PRODOTTO
OPPORTUNO.

CERCHIAMO UNA OPPORTUNA FUN-
ZIONE ¢(x) # 0 TALE CHE L’EQUAZIONE
p(2)y'(2) +¢(x) ao() y(x) = 0, BQUIVA-
LENTE A QUELLA DATA, ABBIA AL PRI-
MO MEMBRO LA DERIVATA DI UN PRO-
DOTTO.

BISOGNERA PRENDERE ¢(x) TALE
CHE /() = ag(x) (x).



MA QUESTA E UN’EQUAZIONE LINEA-
RE, OMOGENEA, DEL PRIMO ORDINE, E
IN FORMA NORMALE, LA CUI INCOGNITA

\

E ¢(z). DUNQUE POSSIAMO PRENDERE

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI DEL-
L’EQUAZIONE y'(z) + ao(x) y(x) = 0 PER
IL FATTORE ¢(®) (FATTORE INTEGRAN-
TE) TROVIAMO L'EQUAZIONE

e/ (1) + @ g () y(z) = 0

CHE E EQUIVALENTE A QUELLA DATA
(HA LE STESSE SOLUZIONI).

SENONCHE QUESTA LA POSSIAMO RI-
SCRIVERE COME

(e y(x))

MA ALLORA

DUNQUE L'INTEGRALE GENERALE DEL-
L'EQUAZIONE DATA E

y(a) = ke Aol

COSA CHE GIA SAPEVAMO, E CHE, DEL
RESTO, ABBIAMO UTILIZZATO PER DE-
TERMINARE ¢(x).

L’UTILITA DI QUESTO METODO EMERGE
NELLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI
NON OMOGENEE (VEDI A LATO).
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EQUAZIONI LINEARI DEL PRI-
MO ORDINE, IN FORMA NOR-
MALE

SONO LE EQUAZIONI AVENTI LA SE-
GUENTE FORMA:

y'(x) + ao(x) y(x) = g(x)

DUNQUE COMPRENDONO, IN PARTICO-
LARE, LE EQUAZIONI LINEARI OMOGE-
NEE, DEL PRIMO ORDINE E IN FORMA
NORMALE: BASTA PORRE g(z) = 0.

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI PER
IL. FATTORE INTEGRANTE (z) = e40(®),
CHE E STATO TROVATO QUI A FIANCO,
L’EQUAZIONE DIVENTA

(e y(2)) = et g(a).

MA ALLORA BASTA INTEGRARE AMBO I
MEMBRI, E SI OTTIENE

/6‘40(@ g(x) dzx.

LA POSSIBILITA DI SVOLGERE A MA-
NO QUEST’ULTIMO INTEGRALE DIPEN-
DE, OVVIAMENTE, DALL'ESPRESSIONE
DI Ao(z) E DI g(x).

L INTEGRALE GENERALE DELLA EQUA-
ZIONE DATA SI PUO SCRIVERE COME SE-
GUE:

y(x) e_AO(x)/eA‘)(x)g(:v) dx.

SI PUO OSSERVARE CHE, SE SI SO-
STITUISCE ¢g(x) 0, L’ULTIMO INTE-
GRALE RAPPRESENTA L’INSIEME DELLE
COSTANTI k € R, DUNQUE L'INTEGRA-
LE GENERALE SI RIDUCE A QUELLO GIA
TROVATO: y(z) = ke Ao,



EQUAZIONI DEL SECONDO OR-
DINE, LINEARI, OMOGENEE, A
COEFFICIENTI COSTANTI

SONO LE EQUAZIONI DELLA FORMA
ay’+by +cy =0, CON a,b,c COSTANTI,
E a # 0 (ALTRIMENTI NON SAREBBERO
DEL SECONDO ORDINE...).

STUDIAMO TRE CASI SEMPLICI E SI-
GNIFICATIVI, AI QUALI SI PUO RICON-
DURRE IL CASO GENERALE.

DENOTIAMO CON z(x) LA FUNZIONE
INCOGNITA, IN VISTA DELLA SOSTITU-
ZIONE y(z) = e /% 2(z) DA FARE PIU
AVANTI.

1) 2” = 0. SI RISOLVE IMMEDIATA-
MENTE PERCHE EQUIVALE A 2/ = CO-
STANTE, DUNQUE L’INTEGRALE GENE-
RALE E z(z) = mz + q.

2) 2" = z. MOLTIPLICANDO AMBO
I MEMBRI PER 2’ DIVENTA 2’2" = 27/,
CHE, INTEGRATA, SI TRASFORMA NEL-
L’EQUAZIONE A VARIABILI SEPARABILI

2=+

22+ .

PER SVOLGERE L'INTEGRALE IN

/—dz =dr+ cy
NEE

SI DISCUTE IL SEGNO DI ¢;: SE ¢
0 E FACILE; SE ¢; > 0 SI PONE z
V¢ senht; SE, INFINE, ¢; < 0 SI PO-
NE /22 4+ ¢ =w E CI SI RICONDUCE AL
CASO ¢; > 0.

SI CONCLUDE CHE L'INTEGRALE GE-

NERALE DI 2/ = 2 E
z(x) =kie"+koe ™, ki, ke € R

CHE SI PUO ANCHE SCRIVERE z(x)
C4 senh z + s cosh x, 01,02 € R.
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3) 2/ = —z. L’INTEGRALE GENE-
RALE, GIA RICAVATO A PAGINA A9, E
z(x) = Asen(x — xy), CHE SI PUO AN-
CHE SCRIVERE

2(x) = Cy senx + Cy coszx, Cp,Cy € R.

CONSIDERIAMO IL CASO GENERALE
y"+by' +cy = 0, AL QUALE CI SI PUO RI-
CONDURRE, SE NECESSARIO, DIVIDEN-
DO AMBO I MEMBRI PER IL COEFFICIEN-
TE a DI y".

L’INTENZIONE SAREBBE QUELLA DI
ESPRIMERE IL PRIMO MEMBRO COME LA
DERIVATA SECONDA DI UN PRODOTTO.

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI DEL-
L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE PER e%/2,
CHE E UNA FUNZIONE POSITIVA, SI OT-
TIENE L’EQUAZIONE EQUIVALENTE

ebx/2 y//(x) + bebx/? y’(t) _ _Cebx/Q y(t)

D’ALTRO CANTO, DERIVANDO DUE VOL-
TE IL PRODOTTO e"/2y(x) CON LA RE-
GOLA DI LEIBNIZ SI VERIFICA CHE:

ebm/Q y//(x) + bebx/Q y’(a:) _ (ebx/Q y(x))//
— % b2y ().

QINDI L'EQUAZIONE DATA SI PUO POR-
RE NELLA FORMA

(72 y(@))" = L (1 — 4e) " y ().

DA QUEST’ULTIMA, CON LA SOSTITU-
ZIONE z(z) = e"/? y(x) CI SI RICONDUCE
ALL’EQUAZIONE

2 =1 (b —4o) 2,

CHE E DEL TIPO 1, 2 0 3 A SECONDA
DEL SEGNO DEL DISCRIMINANTE A = b?
— 4ec.



EQUAZIONE CARATTERISTICA

SI CHIAMA EQUAZIONE CARATTERI-
STICA ASSOCIATA ALL'EQUAZIONE DIF-
FERENZIALE ay” + by +cy = 0 L'EQUA-
ZIONE ALGEBRICA a A2 +b\+c = 0 NEL-
L'INCOGNITA A € C.

IL PROCEDIMENTO DELINEATO ALLA
PAGINA PRECEDENTE PORTA ALLE SE-
GUENTI CONCLUSIONTI.

SE L’EQUAZIONE CARATTERISTICA HA
UNA SOLA RADICE REALE \g = —b/(2a),
ALLORA L'INTEGRALE GENERALE DEL-
L'EQUAZIONE DIFFERENZIALE ASSOCIA-
TA E

y(x) =mz e+ qe™® m,qeR.

SE L’EQUAZIONE CARATTERISTICA HA
DUE SOLUZIONI REALI E DISTINTE A1, A9,
ALLORA L’'INTEGRALE GENERALE DEL-
L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE ASSOCIA-
TA E

y(x) =k M 4k 27

SE, INFINE, L’EQUAZIONE CARATTERI-
STICA HA DUE SOLUZIONI IMMAGINARIE
A2 = Ap £ iw, ALLORA L'INTEGRALE
GENERALE DELL’EQUAZIONE DIFFEREN-
ZIALE ASSOCIATA E

y(x) = A e?o® sen(wx+¢), A,p €R
CHE SI PUO ANCHE SCRIVERE
y(x) = e (C) sen(wx) + Cy cos(w)),

CON (7,5 € R. SI TENGA PRESENTE

CHE \g = —b/(2a) E w = 5 /|b* — dac]|.
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INDICAZIONI OPERATIVE

PER TROVARE L'INTEGRALE GENE-
RALE DI UN’EQUAZIONE DELLA FORMA
ay’ +by +cy =0, NON E NECESSARIO
SVOLGERE OGNI VOLTA GLI INTEGRA-
LI INDICATI ALLA PAGINA PRECEDENTE,
MA SI PUO PROCEDERE DIRETTAMENTE
COME SEGUE.

1) SCRIVERE L'EQUAZIONE CARAT-
TERISTICA.

2) A SECONDA DEL SEGNO DEL DI-
SCRIMINANTE, SCRIVERE L'INTEGRALE
GENERALE IN BASE ALLA CASISTICA RI-
PORTATA A LATO.

3) AIUTARE LA MEMORIA FACENDO
RIFERIMENTO AI TRE CASI SEMPLICI
ESAMINATI ALLA PAGINA PRECEDENTE,
TENENDO CONTO DELL’EFFETTO DEL
TERMINE by’ (SMORZANTE, SE ab > 0).

PER RISOLVERE IL PROBLEMA DI
CAUCHY (initial-value problem)

Yy +by +cy=0
y(xo) = yo
y'(w0) = 11
SI DETERMINA L'INTEGRALE GENERALE,

E POI SI TROVANO LE COSTANTI IMPO-
NENDO LE CONDIZIONI INIZIALI.

ANALOGAMENTE SI PROCEDE PER
RISOLVERE IL PROBLEMA AL CONTOR-
NO (boundary-value problem)

y'+by +cy=0
y(o) = Yo
y(r1) =

SI BADI CHE ESSO PUO NON AVERE SO-
LUZIONI, AVERE UN’UNICA SOLUZIONE O
ANCHE AVERNE INFINITE.



EQUAZIONI DEL SECONDO OR-
DINE, LINEARI, OMOGENEE, IN
FORMA NORMALE

STRUTTURA DELLO
DELLE SOLUZIONI

SPAZIO

LA TEORIA SVOLTA NELLA LEZIONE
PRECEDENTE MOSTRA CHE L’INTEGRA-
LE GENERALE DELLE EQUAZIONI AVENTI
LA FORMA ¢" 4+ by’ + cy = 0 HA LE SE-
GUENTI PROPRIETA:

1) LA COSTANTE NULLA E UNA SO-
LUZIONE;

2) L'INTEGRALE GENERALE DIPENDE
DA DUE COSTANTT;

3) ESSO E COMBINAZIONE LINEARE
DI DUE SOLUZIONI PARTICOLARI.

NOZIONE DI INDIPENDENZA LI-
NEARE

OSSERVIAMO CHE LE DUE SUDDET-
TE SOLUZIONI, CHE INDICHEREMO CON
e1(z) ED ey(z), SONO LINEARMENTE IN-
DIPENDENTI NEL SENSO CHE IL RAPPOR-
TO e1(x)/ea(x) VARIA AL VARIARE DI z.

VICEVERSA, DUE FUNZIONI fi(z) E
fo(x) SI DICONO LINEARMENTE DIPEN-
DENTI SE ALMENO UNA DELLE DUE SI
PUO OTTENERE MOLTIPLICANDO L’AL-
TRA PER UNA COSTANTE OPPORTUNA.

PER RAGIONI A MIO PARERE ESTETI-
CHE SI SUOLE DIRE, EQUIVALENTEMEN-
TE, CHE fi(z) E fo(2) SONO LINEARMEN-
TE DIPENDENTI SE ESISTONO DUE SCA-
LARI A, A2 € R, NON ENTRAMBI NUL-
LI, TALI CHE A\ f1(z) + Ag fo(x) = 0 PER
OGNI .
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SPAZI VETTORIALI

ABBIAMO GIA OSSERVATO CHE LA
COSTANTE NULLA E UNA SOLUZIONE
DELL’EQUAZIONE " + by +cy = 0. Os-
SERVIAMO, INOLTRE, CHE:

DUE QUALUNQUE SOLUZIONI, SOM-
MATE FRA LORO, DANNO ANCORA UNA
SOLUZIONE;

UNA QUALUNQUE SOLUZIONE, MOL-
TIPLICATA PER UNO SCALARE QUALUN-
QUE, E ANCORA SOLUZIONE.

LA SOMMA DI SOLUZIONI, E LA MOL-
TIPLICAZIONE PER UNO SCALARE, GO-
DONO DELLE STESSE PROPRIETA (AS—
SOCIATIVA, COMMUTATIVA, DISTRIBUTI-
VA) CHE VALGONO PER I VETTORI DEL
PIANO.

SI DICE PERCIO CHE LE SOLUZIONI
DELL'EQUAZIONE y" 4+ by’ 4+ cy = 0 CO-
STITUISCONO, PROPRIO COME I VETTO-
RI DEL PIANO, UNO SPAZIO VETTO-
RIALE.

CIO E VERO ANCHE PER LE EQUA-
ZIONI LINEARI, OMOGENEE, A COEFFI-
CIENTI VARIABILI

2 /
y'+o@)y +e(x)y =0 (4)
UNA COPPIA (e1,e2) DI SOLUZIONI
PARTICOLARI DELLA (4), LINEARMENTE
INDIPENDENTI, SI CHIAMA BASE DEL-
LO SPAZIO VETTORIALE.

LA NOZIONE DI SPAZIO VETTORIALE
E NATA PROPRIO DALLO STUDIO DELLE
EQUAZIONI DIFFERENZIALI.



EQUAZIONI DEL SECONDO OR-
DINE, LINEARI, IN FORMA NOR-
MALE

STRUTTURA DELLO
DELLE SOLUZIONI

SPAZIO

SE IL SECONDO MEMBRO DELL’EQUA-
ZIONE 4" +b1y/+cy = g(x) NON E IDENTI-
CAMENTE NULLO, L'INSIEME DELLE SO-
LUZIONI NON COSTITUISCE UNO SPAZIO
VETTORIALE.

AD ESEMPIO, L'INTEGRALE GENERA-
LE DELL'EQUAZIONE y” = —g, CON g
COSTANTE POSITIVA, B

1

29932+y1x+yo-

y(v)
SI VEDE CHE:

1) LA COSTANTE NULLA NON E UNA
SOLUZIONE;

2) LA FUNZIONE yp(z) = —5g2° E

UNA SOLUZIONE, MA 2ygo(z) NON LO E;

= _1

3) LA FUNZIONE yo(z) = —3g2° +
1 E UNA SOLUZIONE, MA LA SOMMA
Yoo(x) + yo1(x) NON LO E.

DUNQUE L'INTEGRALE GENERALE DI
y” = —g NON E UNO SPAZIO VETTORIA-
LE, TUTTAVIA:

L'INTEGRALE GENERALE DI ¢/ = —g¢
E DATO DALLA SOMMA DI DUE TERMINI:

= _1

1) LA FUNZIONE z(z) = —3 g 2%, CHE
E UNA PARTICOLARE SOLUZIONE DEL-
L’EQUAZIONE ¢y’ = —¢, E

2) L'INTEGRALE GENERALE DELL’E-
QUAZIONE OMOGENEA y” = 0, CHE E

y(z) =y 2+ yo.
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LA CIRCOSTANZA TESTE RISCONTRATA,
CON RIFERIMENTO AD UN’EQUAZIONE
PARTICOLARE, RIVESTE UN CARATTERE
DEL TUTTO GENERALE:

L' INTEGRALE GENERALE DELL'EQUA-
ZIONE y"+b(z) y'+c(z)y = f(x) E DATO
DALLA SOMMA DI DUE TERMINTI:

1) UNA FUNZIONE z(z), CHE SIA
UNA PARTICOLARE SOLUZIONE DELL’E-
QUAZIONE DATA, E

2) L'INTEGRALE GENERALE DELL’E-
QUAZIONE OMOGENEA:

'+ b(x)y +c(z)y = 0.

INDICAZIONI OPERATIVE

PER TROVARE L'INTEGRALE GENE-
RALE DELL’EQUAZIONE y” + by’ + cy =
g(x), CON g(r) NON IDENTICAMENTE
NULLA, SI PROCEDE COME SEGUE:

1) SI CERCA, INNANZITUTTO, L’IN-
TEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIONE
OMOGENEA AD ESSA ASSOCIATA, 3’ +
by +cy = 0.

SI UTILIZZANO, A TAL FINE, LE NO-
ZIONI ILLUSTRATE NELLA LEZIONE PRE-
CEDENTE.

2) SI CERCA UNA SOLUZIONE PAR-
TICOLARE z(x) DELL'EQUAZIONE DATA,
AD ESEMPIO LASCIANDOSI GUIDARE DAL
TIPO DI FUNZIONE ¢g(x) AL SECONDO
MEMBRO.

3) L INTEGRALE GENERALE DELL’E-
QUAZIONE DATA E LA SOMMA DELLA SO-
LUZIONE PARTICOLARE z(x) E DELL’IN-
TEGRALE GENERALE DELL’EQUAZIONE
OMOGENEA.



TEOREMA DI JACOBI

FISSATO UN INTERO n > (, CONSI-
DERIAMO L’EQUAZIONE LINEARE OMO-
GENEA

n
> ar(x)yP(z)
k=0
CON COEFFICIENTI DEFINITI IN UN
TERVALLO |[a, b).

=0, (5)

IN-

CONSIDERIAMO, INOLTRE, 1 SOLUZIONI
DELLA (5), CHE INDICHEREMO CON yp,

<y Yn—1-

INDICATO CON W(x) IL DETERMINANTE
WRONSKIANO

i

( )>i7j:07...,n—1

_ (4)
W(z) = det (yj
VERIFICHIAMO CHE PER OGNI z € [a, b]
RISULTA

an(x) W(z) + ap_1(x) W(z) = 0.

LA DIMOSTRAZIONE SI BASA SULLA DE-
RIVAZIONE DEL DETERMINANTE

Z (_1)|0| y((;(g))
oc€EeS,
DOVE Sn RAPPRESENTA IL GRUPPO DEL-
LE n! PERMUTAZIONI DELL'INSIEME {0,
,n—1}. INFATTI, PER LA REGOLA DI
DERIVAZIONE DEL PRODOTTO DI n FUN-
ZIONI, RISULTA
W)=Y (=1l (@)l (@)

oces,
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DUNQUE LA DERIVATA W'(x) E DATA
DALLA SOMMA DI 7 DETERMINANTI, DEI
QUALI I PRIMI n—1 SONO NULLI PERCHE
HANNO DUE RIGHE UGUALL.

MOLTIPLICANDO AMBO I MEMBRI PER
a,(x) ST OTTIENE:

an () W' (x) = > (1) y ) (@)
o€eSs,

(n—=2)

(n)
Yo(n—2)

(2) an(a) ) ().

ORA, ESSENDO OGNI FUNZIONE ¥y(,_1)
UNA SOLUZIONE DELL'EQUAZIONE (5),
POSSIAMO SCRIVERE

UTILIZZANDO TALE UGUAGLIANZA, IL
PRODOTTO a,(z) W'(z) SI ESPRIME ME-
DIANTE LA SOMMA DI n DETERMINAN-
TI, DEI QUALI I PRIMI n — 1 SONO NUL-
LI PERCHE HANNO DUE RIGHE UGUALI
RESTA SOLAMENTE L’ULTIMO:

an(x) W'(z) =

— an—l(x) .

(n—2)
Yoz (L) Y
SICCOME QUEST ULTIMA SOMMATO-
RIA RAPPRESENTA NUOVAMENTE IL DE-
TERMINANTE W (x), SI PROVA LA TESI.



RIFERIMENTI AL LIBRO DI TESTO*

Che cos’e un’equazione differenziale: pag. 222, formula (42.41)
Problema di Cauchy: pag. 223, formula (42.47)

Teorema di Cauchy: paragrafo 43, pag. 225

Equazioni a variabili separabili: pag. 249, formula (46.2)
Equazioni lineari: pag. 271

I1 wronskiano soddisfa un’equazione differenziale (teorema di Jacobi):
pag. 275

Equazioni lineari omogenee (le soluzioni formano uno spazio vettoria-
le): teorema a pag. 277

Equazioni lineari non omogenee (le soluzioni formano uno spazio

affine): pagg. 278-279

Equazioni lineari non omogenee (come trovare una soluzione partico-
lare): pagg. 282 e 293

*N. Fusco, P. Marcellini, C. Sbordone. Analisi Matematica due. Liguori.
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