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Una funzione f: [@, B] = R & continuain Xgse
o flxg)=1, esiste ed é finito

o lim,, flx) = flxg)

o I=flxp)

Se una funzione non & continua, si dice discontinua; esistono i seguenti tipi di discontinuita
e  Discontinuita di 12 specie:

lim_ flx) =1, #1;,= lim_f(x); esistono finiti ma diversii due limiti;
e .'-t:—?*.'-t:D
|I; — ;| sichiamasalto di fin xp

e Discontinuita di 22 specie: uno dei due limiti, destro o sinistro, non esiste o & infinito.
e Discontinuita di 32 specie (eliminabile): la funzione non & definita in X g ma esiste ed & finito il lim s, flx) =1
Teoremi fondamentali sulle funzioni continue

1) Teorema di Weierstrass: Se = [@, 8] = R & continua, in tutto 'intervallo chiuso e limitato, allora ammette massimo e

minimo assoluti in [, B].

Esempi di non applicabilita del Teorema di Weierstrass

10

—k =05 3 05 1.0

1
20 40 60

1 - 1
La funzione f(x} = — non & continua in [—'L'l]; in questo caso | La funzione }“(x} = — econtinuain [11 +'30] (intervallo
& &

non esistono il massimo ed il minimo assoluti di f(XJ, bensi gli chiuso ma illimitato); in questo caso esiste il massimo assoluto

estremi inferiore e superiore. di f(JJ (vale 1) ma non esiste il minimo, bensi I'estremo

inferiore.
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La funzione f(x} = — écontinuain (ﬂjl] (intervallo limitato ma aperto); in questo caso esiste il minimo assoluto di f(le (vale 1)
&

ma non esiste il massimo, bensi I'estremo superiore.

2) Teorema sulll’esistenza degli zeri: Se [ [ﬂ; b] — R & continua, in tutto I'intervallo chiuso e limitato, ed
inoltre f(ﬂ}f{b} =2 (0 allora esiste almeno un punto € € II,'_'|::',J b} tale che f(r:} =0,

Esempio di non applicabilita del Teorema di esistenza degli zeri

- ES
L0 | La funzione f(le = ﬁ si chiama “segno di X ”. Dalla definizione
5
di valore assoluto si deduce
05 |
x _[1 se x =0
flx) === 1 .
x| -1 se x=10
L L L
-10 -05 L 0.5
-05 |
™ ES k . - .
La funzione flx) = = on & continua in [—1,1]: in questo caso, pur essendo F{(—1Jf(1) = =1 =<0 non esistono
5

soluzioni dell'equazione f(x) = 0.

DERIVABILITA

Definizione di derivata di una funzione in un punto X g:

. , Flad—Filzo)
f’{x,}} = 11111_?;_>_ﬂ‘;|:l TD; limite finito.
o
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I significato geometrico di f" (:X,g.} e il coefficiente angolare della retta tangente alla funzione nel punto (.'X-' Djf{xD}}; I'equazione

della retta tangente & ¥ = flxg) + f{xg)(x — x5

E importante osservare che se f(.’X-'} & derivabile in X p € anche continua in ; il viceversa non vale.

10 i La funzione f(x} = |x| &continuain 0 ma non derivabile in
i 0; infatti
08
I £1(x) = (1 se x E. 0,
1 A7 1l-1 se x <=0,
0.6 -
| di modo che
I lim F'{x)=1%—-1= lim f'(x);
04 - x_m,rf (x) ¥ x—}l}_f( )i
02 - Il punto Oeun punto angoloso per la funzione.
| L L L L | L L L L L L L L |
-10 -05 0.5

Tabella delle derivate fondamentali

y=f(x) = y'=[1x)

FUNZIONE COSTANTE: y=c = y'=0

FUNZIONE POTENZA: y=x" conneR = y'=m""
y=x =y'=l
1 . 1
y=— =y=-7

X
y=vx =y'= :

NS
y=t" =y =T
nﬂ In—nr
1
FUNZIONE LOGARITMICA: y=log, x = y'=—log_ e
X
1
X
FUNZIONE ESPONENZIALE: _].r‘=ﬂ" = }’=&' Ina

J::EI j -I.II=€I

yv=Inx = y'=
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FUNZIONI GONIOMETRICHE

FUNZIONI GONIOMETRICHE

INVERSE
, 1
y=senx = y'=cOSX y=arcsenx = 3'= F
- X
, 1
P=COSX => y=-—5enx y=arccosx — y'=- =
1—x"
. 1 3 \ 1
y=itgx =y = —=1+tg"x | y=arctgx = y'= =
Cos™ X 1+ x°
: 1 : 1
y=clgy =y =—-—7y y=arccigy =y =- 2
SEN°X 1+x

REGOLE DI DERIVAZIONE:

derivata di una somma di funzioni: D(k- f(x)+h-g(x))=k-f(x)+h-g'(x)

derivata di un prodotto: D( f(x)-g(x))=f'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x)

derivata di un rapporto: D[ fx) ] = S(x)-g(x) = f(x)-g'(x)

g(x) [ g {x}]z
derivata di una funzione composta (funzione di funzione):

D(g(f(x))=g'(f(x))-f'(x)

Applicazione della derivata allo studio di funzione. Punti stazionari; massimi e minimi
Un punto stazionario per una funzione [ [LlJ b] — R derivabile, & un punto X in cui si annulla la derivata prima:

ff(xu} =0
f'(x) = 0 crescente
f'{x) < 0 decrescente

F{x) =0 concaviti versol alto
Concavita per una funzione f: |:L1',J b] — R derivabile: '[f”(*c} =0

Monotonia per una funzione f: [, B] = R derivabile: {

concavitd verso il basso
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La funzione f(.‘l’.'} =x* —2x%+ 3 & continua e derivabile per ogni | La funzione f(:x} = x3 & continua e derivabile per ogni X.

X. La derivata prima & f'(x) = 4x3 — 4x; pertanto la funzione & | La derivata prima & f'{x) = 3x% pertanto 0 & un punto

decrescente  in (_'30;_1} ed in (U,'l} e crescente in | stazionario per la funzione, ma non estremo (massimo o
. ) . . R P 2 - .
(—1,0) edin (1,+02). | punti stazionari sono —1,0ed 1 e sono minimo) perché f'(x) = 3x* =0, di modo che la
. . . T i .
minimo, massimo e minimo, respettivamentel funzione é crescente. Siccome f (xj - 5x, la funzione

ha concavita verso I'altro dopo lo zero e verso il basso prima
. . il —_
dello zero; inoltre, dovuto a cio e al fatto che (ﬂ} =0,

zero & un punto di flesso.

Osservazione: )
1. sef'ix)<Operx<xp, f'(x)> Operx > x5 ef'{xy ) =0,allora xp &punto di minimo

se f'lx) =0perx < x,, f'{x) < Operx = x5 ef'{xp ) = 0,allora xp & punto di massimo
se f'(x) = Operx<xgy, f'(x) > Operx >x, ef""(xy ) = 0,alloraxy &punto di flesso
se f'(x) >0perx<<xp, f"(x) < Operx > xp ef""(xy ) = 0,alloraxy & punto di flesso

el

Teoremi sulle funzioni derivabili

1) Teorema di Rolle: Se [LlJ E'-'] — R & continua, in tutto I'intervallo chiuso e limitato, derivabile in 'l:ﬂJ b} e tale inoltre
che f{a) = f(b), allora esiste almeno un punto € € (@, b)tale che f'(c) = 0.

2) Teorema di Cauchy: Se [, g: [LlJ b] — R sono continue, in tutto Iintervallo chiuso e limitato e derivabile in (fn‘u b::';
Fir(e) _ fibl—fila)
g'(c)  g(b)-gla)
3) Teorema diLagrange: Se [ [, B] = R & continua, in tutto I'intervallo chiuso e limitato e derivabile in {2, B, allora
Flbl=fia)

b—a
4) Teorema di Fermat: Se [+ [LlJ E'-'] — R & una funzione tale che in un certo punto X g II:LIJ b} ammetta un estremo

allora esiste almeno un punto & £ (ﬂu b}tale che

esiste almeno un punto € € {@, ) tale che f'{c) =

. .. . . . . . . i’ E
(massimo o minimo relativo), e tale che sia derivabile in tale punto; allora necessariamente J° (xc._}l =D
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Esempio di applicabilita dei Teorema di Rolle e Fermat

L La funzione f(x) = x* — 2x% + 3 & continua e derivabile

35 - ) n 7
L (per ogni X) ed inoltre (:J =Ff (T)' & quindi applicabile il

I Teorema di Rolle. La derivata prima f'(x) = 4x% — 4x si

annullain 0 ed 1, che appartengono entrambi all’intervallo

SR
(I:TJ-

i r

Inoltre (Teorema Fermat), 0 ed 1 sono un massimo ed un

minimo (estremi) in cui la funzione & derivabile e la cui derivata
¢, appunto, 0.

-10 -05

Esempio di non applicabilita dei Teorema di Rolle e Fermat

Lo La funzione f(x} = & continua in 0 ma non derivabile in

X

0; il punto 0 & un estremo della funzione (minimo assoluto) ed
08 - in questo punto la derivata non si annulla (perche non esiste).

06 - . . . . ;
Questa stessa funzione assume gli stessi valoriin —l ed in1,

ed & continua nell'intervallo [—1,1], ma non derivabile. |
04 - Teorema di Rolle non & applicabile, ed infatti la derivata di
F{x) = | x| (dove esiste) & sempre diversa da zero.

02

| | |
-10 -05 0.5

Osserazione importante: | punti di massimo e di minimo assoluti di una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato si
cercano negli estremi, nei punti di non derivabilita e in eventuali punti stazionari (ovvero punti in cui si annulla la derivata prima).

SVILUPPI DI TAYLOR E MCLAURIN

Polinomio di Taylor di una funzione f(x} derivabile 7t + 1 volte in un punto X

r (0 = Z F*00) (x = x)*
k=0

k!
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Sviluppo notevole di McLaurin Generalizzazione
*2  x° Se limx_}xnf(x} =0, allora
e:‘—1+x+—+—+ " 3
21 o f( 07 £
gd 3| +"'
In(1 + 52 +.‘1,3 T4+ Se liIII_.‘;_h.‘;':l (.x} =10 allora
n =x——+———
23 4 0 f)° :
(1 + F00) = fC )_f( +f(;} _f(i} N
. 2 +:X.'5 x7 Se llmx—:»x,;.f(l} =0, allora
sinfx) =x ——+———
315 T 3 )5 )’
sin(F() = Fx) — I( } f(sx!_ _f(;!} N
- 3 x5 7 Se llmx—m,;.f(-x} =10 allora
sinlx) =x §+§_F+ Fx)? f(x}“ Flx)®
cos(f{x)) =1— - —F+
2! 4! a!
() +x3 +12x5 selimg, flx) = 0,allora
nix) =x+—
315 REEIAC
tan(F (o) = £ + TG0
an( x3 B x5  x7 N Se limx—m,;.f(x} =10 allora
arctan(x) =x——+— ——
3 5 7 FOf(x)® )7
arctan(f(x)) = f(x) — {H ﬂ? —f{? +

o((x —xo)7),

xl}}ni

Errore B, {(x) =

flx) —T,(x) = f“"c}(

Errore secondo Peanc:

Errore secondo Lagrange

(n+1)!
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