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STATO DI SFORZO CAUSATO DALLE AZIONI NORMALI 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Per l’equilibrio delle forze orizzontali: 

∑𝐹𝑥 = 𝑁(𝑥) −𝐹 = 0   da cui   𝑁(𝑥) = 𝐹 

𝑁(𝑥) = ∫ 𝜎𝑥 ∙ 𝑑𝐴
𝐴

 

 

 

 

 

Per l’equilibrio alla rotazione:  

∑𝑀𝑧 = 𝐹 ∙ 𝑦𝐺 − ∫ 𝑦 ∙ 𝑑𝐹
𝐴

= 𝐹 ∙ 𝑦𝐺 − ∫ 𝑦 ∙ 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧)𝑑𝐴
𝐴

= 0

𝑜

 

IL PROBLEMA E’ STATICAMENTE INDETERMINATO 

ovvero non disponiamo di un numero sufficiente di equazioni per poter 

determinare in modo univoco tutte le incognite. 

SONO NECESSARIE DELLE IPOTESI CINEMATICHE. 

{
𝜀𝑥(𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑜𝑠𝑡
𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥

 

𝑥 

𝑧 

𝑦 𝐴 

𝐴 

𝐹 𝐹 𝑧 

𝑦 
𝑆𝑒𝑧. 𝐴 − 𝐴 

𝐹 𝑁(𝑥) 

𝜎𝑥 

𝐹 

𝑑𝐹 = 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧) ∙ 𝑑𝐴 

𝑦𝐺  

𝑦 

𝑧𝑔 

 

𝑦𝑔 

𝑑𝐴 

𝐺 

𝑥 𝑂 𝑧 

 𝑂 
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1) 𝑁(𝑥) = 𝐹 = ∫ 𝜎𝑥 ∙ 𝑑𝐴 = 𝜎𝑥 ∫ 𝑑𝐴 = 𝜎𝑥𝐴𝐴𝐴
       da cui:     𝜎𝑥 =

𝐹

𝐴
 

2) ∑ 𝑀𝑧 = 0 𝑜       da cui:    𝐹 ∙ 𝑦𝐺 − 𝜎𝑥 ∫ 𝑦 ∙ 𝑑𝐴
𝐴

= 0   da cui:   𝐹 ∙ 𝑦𝐺 −
𝐹

𝐴
𝑆𝑧 = 0    

dove 𝑆𝑧 indica il momento statico calcolato rispetto all’asse z. Da cui: 

{
𝑦𝐺 =

𝑆𝑧

𝐴

𝑧𝐺 =
𝑆𝑦

𝐴

      Coordinate del baricentro 

 

 

 

STATO DI SFORZO SU SUPERFICI INCLINATE 

Ipotizziamo di sezionare la trave con un piano inclinato dell’angolo 𝛼 rispetto alla 

verticale, come mostrato in figura.  

 

 

 

 

Ipotizziamo che la sezione trasversale della trave sia rettangolare di area 𝐴0 = 𝐵𝐻; 

l’area della sezione eseguita rispetto al piano inclinato vale:  𝐴𝑛 = 𝐵
𝐻

𝑐𝑜𝑠(𝛼)
=

𝐴0

𝑐𝑜𝑠(𝛼)
 

cioè 𝐴𝑛 indica l’area la cui superficie ha per normale il versore 𝑛⃗ . 

Si scrivono le equazioni di equilibrio: 

{
∑𝐹𝑥 = 𝜎𝑥𝐴0 − 𝐹 = 0

∑𝐹𝑦 = 0
 

Si scompone la forza 𝜎𝑥𝐴0 in direzione normale e tangente al piano di sezione: 

naturalmente la somma delle due componenti deve essere uguale 𝜎𝑥𝐴0, mentre la loro 

differenza deve essere nulla: 

𝐹 𝑁(𝑥) 

𝜎𝑥 

𝑧 

𝑦 

𝐵 

𝐻 
𝜎𝑥 𝐹 

𝛼 

𝑛⃗  
 

𝑡  
 𝜎𝑛 

𝜏𝑛𝑡 

𝛼 

𝑃 
𝜎𝑥 

𝑃 

𝜎𝑛 

𝜏𝑛𝑡 
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{
∑𝐹𝑥 = 𝜎𝑥𝐴0 − 𝐹 = 𝜎𝑛𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝜏𝑛𝑡𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛(𝛼) − 𝐹 = 0

∑𝐹𝑦 = 𝜎𝑛𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛(𝛼) − 𝜏𝑛𝑡𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝛼) = 0
 

Dalla seconda si ottiene:         𝜏𝑛𝑡 = 𝜎𝑛𝑡𝑎𝑛𝑔(𝛼) 

Dalla prima si ottiene:             𝜎𝑛𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝜏𝑛𝑡𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛(𝛼) = 𝐹 

Ricordando che:                      𝐴𝑛 =
𝐴0

𝑐𝑜𝑠(𝛼)
 

abbiamo: 

𝜎𝑛

𝐴0

𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝜏𝑛𝑡

𝐴0

𝑐𝑜𝑠(𝛼)
𝑠𝑖𝑛(𝛼) = 𝐹 

da cui:                      𝜎𝑛 =
𝐹

𝐴0
− 𝜏𝑛𝑡𝑡𝑎𝑛𝑔(𝛼) = 𝜎𝑥 − 𝜎𝑛𝑡𝑎𝑛𝑔2(𝛼) 

da cui:                      𝜎𝑛 + 𝜎𝑛𝑡𝑎𝑛𝑔2(𝛼) = 𝜎𝑛[1 + 𝑡𝑎𝑛𝑔2(𝛼)] = 𝜎𝑥 

e quindi: 

{

𝜎𝑛 =
𝜎𝑥

1 + 𝑡𝑎𝑛𝑔2(𝛼)
=

𝜎𝑥

1 +
𝑠𝑖𝑛2(𝛼)
𝑐𝑜𝑠2(𝛼)

= 𝜎𝑥𝑐𝑜𝑠
2(𝛼)

𝜏𝑛𝑡 = 𝜎𝑛𝑡𝑎𝑛𝑔(𝛼) = 𝜎𝑥𝑐𝑜𝑠
2(𝛼)𝑡𝑎𝑛𝑔(𝛼) = 𝜎𝑥𝑐𝑜𝑠(𝛼)𝑠𝑖𝑛(𝛼)

 

 

 

Lo sforzo normale 𝜎𝑛 è massimo per 𝛼 = 0° ed è nullo per 𝛼 = 90°. 

Lo sforzo tangenziale è nullo per 𝛼 = 0° e per 𝛼 = 90°, mentre raggiunge il massimo 

per 𝛼 = ±45°: in tal caso, vale:  

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝜎𝑥𝑐𝑜𝑠(45)𝑠𝑖𝑛(45) =
𝜎𝑥

2
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RIGIDEZZA A TRAZIONE 

E’ possibile confrontare la deformazione subita da una molla di caratteristica 𝑘 e 

sottoposta a trazione con quella subita da una trave rettilinea a sezione costante. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Come visto: 

𝜎𝑥 =
𝐹

𝐴0
          𝜀𝑥 =

∆𝐿

𝐿0
=

𝑢

𝐿0
         𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥 

da cui, per confronto con quanto accade con la molla, è possibile definire la rigidezza 

all’azione normale: 

𝜎𝑥 =
𝐹

𝐴0
= 𝐸𝜀𝑥 = 𝐸

𝑢

𝐿0
          𝐹 = (

𝐸𝐴0

𝐿0
)𝑢 = 𝑘𝑁𝑢 

 

RIGIDEZZA ALL’AZIONE NORMALE:      𝑘𝑁 =
𝐸𝐴0

𝐿0
 

 

IL LAVORO DI DEFORMAZIONE 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nel caso della trazione, ipotizzando che il 

carico 𝐹 cresca lentamente da zero al valore 

finale, cioè in maniera quasi statica, 

attraverso una successione di stati di 

equilibrio, gli estremi della trave si 

allontanano della quantità 𝑢. Un aumento 

infinitesimo del carico 𝑑𝐹 rispetto al valore 

di partenza 𝐹, provoca un allungamento 𝑑𝑢. 

In questo intervallo il lavoro di 𝐹 vale 𝐹 ∙ 𝑑𝑢. 

 

𝑘 

𝐹 
𝑢 

𝑘𝑢 = 𝐹 

𝐿0

0 𝐴0 

𝑧 

𝑦 

𝐿 
𝐴 

𝑧 

𝑦 

𝐹 

∆𝐿 

𝑢𝑓 

𝐹 

𝑑𝐹 

𝐹 

𝑑𝑢 

𝑢 

𝑢 

𝐹𝑓 

𝑂 
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La somma di tutti questi lavori elementari fino all’allungamento finale 𝑢𝑓 vale: 

ℒ = ∫ 𝑑ℒ

𝑢𝑓

0

= ∫ 𝐹 ∙ 𝑑𝑢

𝑢𝑓

0

 

Questo lavoro rappresenta l’energia di deformazione accumulata dal solido a seguito 

della deformazione provocata dal carico 𝐹. Se la legge di variazione di 𝑢 in funzione 

della forza 𝐹 è lineare, l’espressione dell’energia di deformazione diventa: 

ℒ =
𝐹𝑓∙𝑢𝑓

2
  [𝑁 ∙ 𝑚]       Teorema di Clapeyron 

  

 

Sempre nel caso di un materiale elastico lineare, è possibile definire l’energia 

accumulata da un volume unitario, detta anche DENSITA’ DI ENERGIA DI 

DEFORMAZIONE: 

Ψ =
ℒ

𝑉
=

𝐹𝑓 ∙ 𝑢𝑓

2
𝐴0𝐿0

=
1

2

𝐹𝑓

𝐴0

𝑢𝑓

𝐿0
=

𝜎𝑓 ∙ 𝜀𝑓
2

 

Poiché:  

𝜎𝑓 = 𝐸𝜀𝑓          e         𝜀𝑓 =
𝜎𝑓

𝐸
 

si può anche scrivere:  

Ψ =
𝜎𝑓 ∙ 𝜀𝑓

2
=

𝜎𝑓
2

2𝐸
 

𝑢𝑓 

𝐹 

𝑢 

𝐹𝑓 

𝑂 

𝜀𝑓 

𝜎 

𝜀 

𝜎𝑓 

𝑂 

ℒ =
𝐹𝑓 ∙ 𝑢𝑓

2
 

Ψ =
𝜎𝑓 ∙ 𝜀𝑓

2
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Calcolo degli spostamenti per mezzo dell’integrazione della deformazione assiale 

 

 

 

 

 

 

Abbiamo definito la deformazione con la seguente formula: 

𝜀𝑥 =
Δ𝐿

𝐿0
= 𝜀𝑥

𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎 

In realtà, la formula fornisce la deformazione media su tutta la lunghezza della trave. 

In pratica può capitare che alcune zone, lungo l’asse, si deformino più di altre, per 

esempio a causa della variazione della geometria della sezione trasversale. 

E’ allora conveniente definire la deformazione puntuale, come la variazione di 

lunghezza du di un elementino di lunghezza infinitesima 𝑑𝑥 : 

𝜀𝑥(𝑥) =
du

𝑑𝑥
 

Per calcolare lo spostamento orizzontale subito da un punto 𝑃 della trave disposto a 

distanza 𝑥𝑝 dall’incastro, è necessario sommare tutte le variazioni infinitesime di 

lunghezza du subite dagli elementi compresi tra l’incastro e il punto; ciò si ottiene 

integrando l’ultima equazione: 

∫ du

𝑥𝑝

0

= ∫ 𝜀𝑥(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑥𝑝

0

 

Ricordando la Legge di Hooke: 𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥  si può ricavare: 𝜀𝑥 =
𝜎𝑥

𝐸
=

𝑁(𝑥)

𝐸𝐴
  e quindi: 

u(𝑥𝑝) − u(0) = ∫ 𝜀𝑥(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 = ∫
𝑁(𝑥)

𝐸𝐴
∙ 𝑑𝑥

𝑥𝑝

0

𝑥𝑝

0

 

 

 

𝐿0

0 
𝐹 

∆𝐿 𝑑𝑥

0 
𝑑𝐹(𝑥) 

𝑑𝑢 
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Se il materiale è omogeneo e la sezione trasversale è costante (cioè se 𝐸𝐴 non cambia 

con 𝑥), si può scrivere:  

u(𝑥𝑝) =
1

𝐸𝐴
∫ 𝑁(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑥𝑝

0

+ u(0) 

Quindi per la stima dello spostamento è necessario integrare l’equazione dell’azione 

interna 𝑁(𝑥) ed è necessario conoscere lo spostamento u(0) del punto alla coordinata 

𝑥 = 0 (condizione al contorno). 

Per esempio, se 𝑁(𝑥) = 𝐹 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 e se in 𝑥 = 0 c’è un incastro che impedisce gli 

spostamenti (quindi u(0) = 0), allora: 

u(𝑥𝑝) =
𝐹𝑥𝑝

𝐸𝐴
 

Il punto alla coordinata 𝑥𝑝 = 𝐿0 subisce quindi uno spostamento pari a:  

u𝑚𝑎𝑥 =
𝐹𝐿0

𝐸𝐴
 

ESEMPIO N.1 

Calcolare l’abbassamento della sommità della trave verticale a sezione costante 𝐴 

rappresentata in figura causato dal peso proprio. Il materiale abbia densità 𝜌 e la trave 

sia lunga 𝐿0. 

Soluzione 

 

Il peso complessivo della trave vale: 

𝑃 = 𝑔𝜌 ∙ 𝑣𝑜𝑙 = 𝑔𝜌 ∙ 𝐴𝐿0 

Dividendo il peso per la lunghezza della trave otteniamo 

il carico per unità di lunghezza: 

𝑞 =
𝑃

𝐿0
= 𝑔𝜌𝐴 

                                      

Si procede con il calcolo delle reazioni vincolari e delle azioni interne. 

 

 

 

𝐿0

0 
𝑞 
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Lo schema statico è il seguente: 

 

 

 

 

 

 

 

Si scrivono le equazioni cardinali della statica: 

{

∑𝐹∥ = 𝑉𝐴 − 𝑞𝐿0 = 0

∑𝐹⊥ = 𝐻𝐴 = 0

∑ 𝑀 = 𝑀𝐴 = 0𝐴

        da cui risulta:  {

𝑉𝐴 = 𝑞𝐿0

𝐻𝐴 = 0
𝑀𝐴 = 0

 

Scegliamo una convenzione dei segni e disponiamo il sistema di riferimento verso 

l’alto con origine nel punto A.  

 

 

 

 

 

 

Si scrivono le equazioni cardinali della statica per la parte inferiore della trave: 

{

∑𝐹∥ = 𝑁(𝑥) + 𝑉𝐴 − 𝑞𝑥 = 0

∑𝐹⊥ = 𝑇(𝑥) = 0

∑ 𝑀 = 𝑀(𝑥) = 0𝐴

 da cui risulta:   {

𝑁(𝑥) = 𝑞𝑥 − 𝑉𝐴

𝑇(𝑥) = 0
𝑀(𝑥) = 0

 

Sostituendo il valore della reazione vincolare si ottiene: 

𝑁(𝑥) = 𝑞(𝑥 − 𝐿0) 

Siamo adesso pronti per il calcolo dello spostamento verticale del punto B. 

𝐿0

0 
𝑞 

𝐴 

𝐵 

𝑞 

𝐻𝐴 

𝑀𝐴 
𝑉𝐴 

𝐵 

𝑡𝑟𝑎𝑣𝑒 

𝑞 

𝑉𝐴 

𝑥 

𝑁(𝑥) 

𝑇(𝑥) 𝑀(𝑥) 
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u(𝑥𝑝) =
1

𝐸𝐴
∫ 𝑁(𝑥) ∙ 𝑑𝑥

𝑥𝑝

0

+ u(0) =
𝑞

𝐸𝐴
∫ (𝑥 − 𝐿0) ∙ 𝑑𝑥

𝑥𝑝

0

+ u(0) 

Integrando: 

u(𝑥𝑝) =
𝑞

𝐸𝐴
[
𝑥2

2
− 𝐿0𝑥]

0

𝑥𝑝

+ u(0) 

Quando 𝑥𝑝 = 0 lo spostamento è nullo perché in A c’è un incastro. L’andamento dello 

spostamento è parabolico e la sua equazione è la seguente: 

u(𝑥𝑝) =
𝑞

𝐸𝐴
(
𝑥𝑝

2

2
− 𝐿0𝑥𝑝) 

Il punto B (dove 𝑥𝑝 = 𝐿0) subisce quindi il seguente spostamento: 

u𝐵 = −
𝑞𝐿0

2

2𝐸𝐴
 

diretto verso il basso. Sostituendo il valore del carico distribuito si ottiene: 

u𝐵 = −
𝑔𝜌𝐿0

2

2𝐸
 

Ipotizziamo che la trave sia realizzata con un profilato in acciaio del tipo normalizzato 

HEA 100 ad ali uguali : dalle tabelle si trova che il peso per unità di lunghezza della 

trave vale 𝑞 = 167[𝑁 𝑚⁄ ], e che l’area della sua sezione trasversale vale 𝐴 =

2124 [𝑚𝑚2]. Ipotizzando che il modulo di Young valga 𝐸 = 210000 [𝑀𝑃𝑎] e che la 

trave si alta 𝐿0 = 3 [𝑚] si ottiene: 

u𝐵 = −
𝑞𝐿0

2

2𝐸𝐴
= −

0.167 ∙ 30002

2 ∙ 210000 ∙ 2124
≅ 0.002 [𝑚𝑚] = 2 [𝜇𝑚] 
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ESEMPIO N.2 

 Determinare lo spostamento del vertice 𝐴 di un cono 

circolare omogeneo di altezza ℎ, diametro massimo 

𝐷, densità 𝜌 e modulo di elasticità 𝐸, dovuto al suo 

peso proprio. 

 

Soluzione 

Disponiamo l’origine dell’asse di riferimento nel punto A e rivolto verso il basso. 

L’azione interna 𝑁(𝑥) di compressione vale: 

𝑁(𝑥) = −∫ 𝑑𝐹𝑥 = −∫ 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝑑𝑣𝑜𝑙 = −∫ 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐴(𝑥) ∙ 𝑑𝑥
𝑥

0

𝑥

0

𝑥

0

 

La sezione trasversale del cono è funzione del raggio che varia linearmente con la 

coordinata verticale 𝑥: 

 𝑟(𝑥) =
𝑥

ℎ
∙ 𝑅  𝐴(𝑥) = 𝜋 ∙ 𝑟2(𝑥) = 𝜋 ∙ (

𝑅

ℎ
𝑥)

2
= 𝐴0 ∙ (

𝑥

ℎ
)
2
 

in cui 𝑅 ed 𝐴0 indicano rispettivamente il raggio massimo e l’area massima alla base 

del cono, quando 𝑥 =  ℎ. Da cui: 

𝑁(𝑥) = −∫ 𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐴(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 = −
𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐴0

ℎ2
∙ ∫ 𝑥2 ∙ 𝑑𝑥 =

𝑥

0

𝑥

0

−
𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐴0

3 ∙ ℎ2
∙ 𝑥3 

Secondo la legge di Hooke monoassiale:  

 𝜎 =
𝑁(𝑥)

𝐴(𝑥)
= 𝐸 ∙ 𝜀 = 𝐸 ∙

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 da cui 𝑑𝑢 =

𝑁(𝑥)

𝐸∙𝐴(𝑥)
∙ 𝑑𝑥 

Integrando abbiamo: 

𝑢(𝑥) = ∫
𝑁(𝑥)

𝐸 ∙ 𝐴(𝑥)
∙ 𝑑𝑥

𝑥

0

= ∫
−

𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝐴0

3 ∙ ℎ2 ∙ 𝑥3

𝐸 ∙ 𝐴0 ∙ (
𝑥
ℎ
)
2

𝑥

0

∙ 𝑑𝑥 = −
𝜌 ∙ 𝑔

3 ∙ 𝐸
∫ 𝑥 ∙ 𝑑𝑥

𝑥

0

 

Sviluppando si ottiene: 

ℎ 

𝐷

0 

𝐴

0 
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𝑢(𝑥) = −
𝜌 ∙ 𝑔 ∙ 𝑥2

6 ∙ 𝐸
+ 𝑐 

Condizione al contorno: quando 𝑥 = ℎ lo spostamento verticale 𝑢(ℎ) = 0, quindi: 

 −
𝜌∙𝑔∙ℎ2

6∙𝐸
+ 𝑐 = 0 da cui  𝑐 =

𝜌∙𝑔∙ℎ2

6∙𝐸
 

Quindi la funzione “spostamento verticale” è la seguente: 

𝑢(𝑥) =
𝜌 ∙ 𝑔

6 ∙ 𝐸
∙ (ℎ2 − 𝑥2) 

Quando 𝑥 =  0 (cioè nel punto A) lo spostamento vale:  

𝑢(𝑥 = 0) =
𝜌 ∙ 𝑔

6 ∙ 𝐸
∙ ℎ2 

 


