Fondamenti di Costruzioni Meccaniche AA.2019/2020

La lezione & stata registrata ed é reperibile all’indirizzo:
https://unica.adobeconnect.com/pwciwhcoy9lh/

ALTRI ESEMPI DI CALCOLO DELLE AZIONI INTERNE

ESERCIZIO N4
1;4§8I>(} C
L q(x) = qq
A — L A
D
L
A B v
VA G
L L

Analisi cinematica
La struttura ¢ formata da 2 travi che prima di essere vincolate avevano nel

piano 6 GdL; in A ¢’¢ una cerniera a terra (2 GdV), in B c’¢ una cerniera
libera (2 GdV), in C c’¢ un carrello a terra (1 GdV) e in E c¢’¢ un carrello
che scorre su una trave (2N — 3 = 1 GdV, dove N indica il numero di travi
che convergono nel nodo E).

Quindi la struttura ¢ isostatica.
I vincoli sono posti correttamente o si tratta di una struttura labile?
Seguendo il ragionamento fatto in occasione del 2° esercizio, noto che la
struttura, liberata dai vincoli a terra, ¢ equivalente, dal punto di vista
dell’analisi cinematica, ad un corpo rigido, e quindi 1l ripristino dei vincoli
a terra (complessivamente 3 GdV) garantisce 1’equilibrio della struttura.
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Ma qui seguird un ragionamento un po’ diverso: separo le due aste e le esamino

separatamente. Ve
C
Sk \y Vg
Vg
Ugc <A E E
T D Ugp

A O=—
8 - G B,

L’asta ABGE puo0 ruotare intorno al perno in A e subisce gli spostamenti infinitesimi
che ho indicato in rosso nello schema. L’asta BDCE ¢ vincolata all’asta ABGE, quindi
il punto B deve subire lo stesso spostamento verticale vg; nel punto E c’¢ un carrello
libero di traslare sull’asta ED (quindi, in generale, ug; # ugp), ma che obbliga le due
aste a subire, nel punto E, lo stesso spostamento verticali infinitesimo vg. Notiamo che
1nodi B, C ed E subiscono uno spostamento verticale: se il loro valore fosse identico e
se la ugp fosse nulla, il centro d’istantanea rotazione sarebbe un punto improprio
(all’infinito) in direzione orizzontale. Ma dall’esame dell’asta ABGE abbiamo visto
che vy # vg, quindi ’asta BDCE non puo subire uno spostamento rigido. Se ne

deduce che la struttura non ¢ labile.

Uc
C
Vg > Vp
Ugp
D Ugg “—
T VUp
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Calcolo delle reazioni vincolari

AA.2019/2020

Eliminazione parziale e progressiva dei vincoli

Si elimina il carrello nel nodo C e se ne calcola la reazione vincolare.

He

3L
Z MZ = HCZL - qoL
A

da cui:
3q,L

H- =
¢ 4

=0

S1 elimina la cerniera a terra in A e se ne calcolano le reazioni.

ZFxZHA—cho

ZFy=VA—q0L=O

da cui:

3q,L

HAZHCZ 4

V4 =qolL
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AA.2019/2020

Si eliminano 1 vincoli interni in B ed E.
Asta ABE:
H¢
«— ( _ _
z E,=H;—Hg =0
ZFyZVA-I_VB_VE:O
9o <
A
v,
v v v YyVYVVYY v E zMzz_VAL_VELzo
D Vg \
\ 4 B
3qOL
Hp, = H, =
Hg ; . B A 4
Y v, a cui: Vg = Vg — V4
A AV, v —
e x VE —_ _VA
Hp | Vg
3CIOL
H, =
da cui e
a cul: Vi = —qqL
VB == _zqoL
Si cambia verso e segno alle reazioni Vp e V5.
o= 3qoL
In sintesi: c 4
90
lVE = qoL
D A
Vg
H, = 3qolL
) e 4
3q,L
W= CZ;] VA = qoL VB
KW __
B VB = ZqoL
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Calcolo delle azioni interne con il metodo diretto
Scelta la convenzione dei segni, si determinano 4 sistemi di riferimento
come indicato nello schema seguente:
1) Tratto ABG: origine in A e direzione positiva verso destra (x1);
2) Tratto BDC: origine in B e direzione positiva verso 1’alto (x,);
3) Tratto ED: origine in E e direzione positiva verso sinistra (x3);

4) Tratto EG: origine in E e direzione positiva verso il basso (x,);

G @Qe ot )
I W [ e

Tratto ABG: origine in A e direzione positiva verso destra (x;)

X1

H, = 3qoL Vg = 2q,L
47 4 T Vi =qol G
4_
3qyL
H, = do

.. . L M (x,)
Esaminiamo il tratto: 0 < x; < L Hy ==, v, = qol ‘\
| e I » N(x1)

UJ

(1)
Y Fe =N(xy) + Hy =0 N(xp) = — 22
2F =V, —T() =0 dacui: 7(x,) = q,L
2x My =M(x1) —Vyx, =0 M(x1) = qoLx;
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Esaminiamo il tratto: L < x; < 2L

300k - lVB — 200l <« MG
4 VA = qOL N(xl)
3qoL
H, = i E
rZE,C =N(x1) +HA _HB = O

B™ g T(x;)
szsz_VB_T(xl)ZO

zMZ =M(x1)+VB(x1—L)—VAx1 == 0
N

da cui:
N(x;) =Hg—Hy =0
T(x1) =Vy — Vg =—qoL
M(x1) = —qoLx; + 2qoL?

Tratto BDC: origine in B e direzione positiva verso I’alto (x;)

340l Esaminiamo 1l tratto: 0 < x, < L
Ho=—"" ¢« C
4
9o N(x;)
M(x;)
— —>
| ]| "l Ve = qol T(x,)
D E
X; | _ 3q,lL
X, ‘ u _ 3q,L A_IIB T4
i Vy = 2oL
Vg = 2qL
3qolL
YE. =Hg+T(x,) =0 T(xy) = —Hp = —=
XE =N(x)+Vp =0 da cui: N(x,) = —Vg = —2q,L
3qoL
ZX MZ =M(x2) + Hsz =0 M(xz) = _HB‘XZ = — 610 Xo
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Esaminiamo il tratto: L < x, < 2L
) AN(XZ)
M(x,
—>
f\T(xz) a0 rz Fx == HB + T(xZ) = O
[ve=a] | ) B =NG) 4V = qol = Ve = 0
D E L
ZMZ =M(x2) + HBxZ - qoLE_ VEL = 0
X2 3CI0L L X
‘ Hy =
i 4
Vg = 2qoL
3qolL
(T(xz) = —Hp = — 40
da cui: {N(x2)=QOL+VE_VB =0
L 3qol? 3qolL
kM(xz) = QOLE + VgL — Hgx, = q; — 20 X2
3q0L2 . _
da cui: M(x,) = { . mx=L
0 in x, = 2L

Tratto ED: origine in E e direzione positiva verso sinistra (x3)

Esaminiamo il tratto: 0 < x3; < L
9o
do
Ve = qoL M (x3)
v YVVVYVVVYVYY l lVE = qOL
E N(X3) VvVVY L
D x3 e ——
Da— T (x3) X3 E
—

fz: F. =N(xs) = 0

<sz =T(x3) —qox3 — Vg =0

X3
\z MZ =M(X3) + q0x37+ VEX3 = O
X
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N(x3) =0
T(x3) = qox3 + Vg = qo(x3 + L)

M(x3) = —qox3 % — Vgx3 = —qox3 (362_3 + L)

da cui:

Tratto EG: origine in E e direzione positiva verso il basso (x4);

A (z F, =T(x4) =0

Vg = qolL

r <Zl«*y=vE—N(x4)=0

X4
M(x4kj T(xa) z MZ = M(X4) =0
Y L ~

' N(x4)

T(X4) ES 0
da cui: N(x,) = Vg = qol
M(x4_) == 0
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Disegno dei diagrammi delle azioni interne

Riassumendo le azioni interne valgono:

Tratto ABG: origine in A e direzione positiva verso destra (x;):

N(x) =~
per 0<x, <L T(x,) = qoL

M (x1) = qoLx;

N(x;) =0

per L<x; <2L <T(x1)=—qolL
M(x,) = —qoLx; + 2qoL?

Tratto BDC: origine in B e direzione positiva verso 1’alto (x,)

N(x;) = —2qoL
per 0<x,<L T(xz) = — 3ZOL
M(x,) = =,
N(x,) =0
per L<x,<2L {T0R)=—"

3qoL”  3qoL
2 4 T2

M(x;) =
Tratto ED: origine in E e direzione positiva verso sinistra (x3)

N(X3) =0
per 0 <x3<L T(x3) = qo(x3 + L)
M(x3) = —qox3 (% + L)

Tratto EG: origine in E e direzione positiva verso il basso (x,);

N(x4) = qoL
per OSX4<L T(X4)=0
M(X4) == O
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AA.2019/2020

Azione normale:

3CI0L
4

Tra il nodo A ed il nodo B: N(x;) = —

Tra il nodo B e il nodo G: N(x;) = 0

Tra il nodo B e il nodo D: N(x,) = —2q,L
Tra il nodo D e il nodo C: N(x,) = 0

Tra il nodo E e il nodo D: N(x3) = 0

Tra il nodo E e il nodo G: N(x,) = qoL

Y

_ZqoL

qolL

7
3qoL
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AA.2019/2020

Azione di taglio:
Tra 1l nodo A ed il nodo B: T(x;) = q,L
Tra 1l nodo B e il nodo G: T(x;) = —q,L

3q0L

Tra il nodo B e il nodo D: T(x;) = —

Tra il nodo D e il nodo C: T(x,) = — 9=

Tra il nodo E e il nodo D: T(x3) = qo(x3 + L)
Tra il nodo E e il nodo G: T(x,) = 0
PR

3qoL
4

2qoL \

qo(x3 + L)

—2

3qoL : ;

qolL L

—qoL

qoL
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AA.2019/2020

Momento flettente:
Tra 1l nodo A ed il nodo B: M(x,) = qoLx,
Tra il nodo B ¢ il nodo G: M(x;) = —qoLx; + 2qoL?

Tra il nodo B e il nodo D: M(x,) = — 3Z°L X,
. . . 3qoL*  3qol
Tra il nodo D e il nodo C: M(x,) = — %

Tra il nodo E e il nodo D: M(x3) = —qgx3 (’;—3 + L)

Tra il nodo E e il nodo G: M(x,) =0

3qoL? 3qolL
2 4

M(x;)

Wxs) = —(qoX3 (952_3

+1)

T~

|

/

/ M(x,) = —

3qoL
4

X2

|

|

\

/

M(x;) = CIoLxl\/ M(x;) = —qoLx; + 2qoL?
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ESERCIZIO N.5
4 L ‘
C Kﬂ %LZ D

T \ A

q(x) = qo < L/2
L

A ;

_ B v

L
TR N1 3: GdL della trave N-esima di appoggio;
Pattino su trave libera : — B 3N | 1: spostamento del pattino sulla trave di 3N —4
== N appoggio.

Analisi cinematica

La struttura ¢ formata da due aste che prima di essere vincolate avevano
nel piano 6 GdL. In A e in D ci sono due cerniera a terra per complessivi
4 GdV e in C c’¢ un pattino che consente ad una trave di scorrere sull’altra:
poiche in C convergono N=2 aste, il pattino impone 3N-4=2 GdV.

La struttura ¢ isostatica non labile: si tratta di un particolare “arco a tre
cerniere”, le cui cerniere non sono allineate (il CIR del pattino ¢ in un
punto improprio in direzione verticale, cio¢ in direzione perpendicolare al

movimento consentito).
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Calcolo delle reazioni vincolari
Eliminazione completa dei vincoli

M AVC M qoL?
Cc F‘ HD
1 G—=¢

Poiché il pattino non ¢ in grado di sopportare carichi orizzontali, la
reazione Hp che ho disegnato sull’asta CD deve essere nulla.

Per ’equilibrio delle forze orizzontali della struttura ABC si ottiene:
Hy = qol
Per I’equilibrio alla rotazione di tutta la struttura intorno al nodo A si

ottiene (le reazioni vincolari in corrispondenza del pattino sono interne e

la loro somma ¢ nulla):

24 Mz =Vp2L - CIoLé — qoL* =0 dacui: Vp = 3620[4

Per I’equilibrio delle forze verticali che agiscono sull’asta CD:

3q,L
Ve=Vp = n

Per ’equilibrio alla rotazione dell’asta CD:
2

qol” : .
M. =VyL — qol? = — Z : € necessario cambiare verso € segno.

Per ’equilibrio delle forze verticali che agiscono sull’asta ABC:
3qoL

VAZVCZ 4
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Riassumendo:

Mcﬁ C 4/‘qu
3qOL TVD
> 4
q(x) = qo i
Hy = qoL .
A 0 »| B
3qoL
lVA_ 4

AA.2019/2020

Calcolo delle azioni interne con il metodo diretto

Scelta la convenzione dei segni, si determinano 3 sistemi di riferimento

come indicato nello schema seguente:

1) Tratto AB: origine in A e direzione positiva verso destra (x1);

2) Tratto BC: origine in B e direzione positiva verso I’alto

(%2);

3) Tratto DC: origine in D e direzione positiva verso sinistra (x3);

@ + f») C<4 ~+ trave trave=
A A
—t» —> trave
Convenzione
—I_ ||| ‘|‘—‘"| _l_ ||| dei segni
< rave -
" Y

)
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Tratto AB: origine in A e direzione positiva verso destra (x;)

5T M(x,)
H, = qoL 1
4 4610— @N(xl)
3qoL
v Va= 4 T(x;)
Y E =N(x)—Hy=0 N(xy) = qoqu )
2E ==V, —-T(x)=0 da cui: T(x1) =~ 40
Yix My =M(xq) +Vyx, =0 M(x;,) = — BZOL X1
Tratto BC: origine in B e direzione positiva verso ’alto (x,);
Il seguente schema: ¢ equivalente al seguente:
Ve Ve
Me /T\ Me /T\
q(x) = qo : q(x) = qo .
Hy = qoL : B s ‘HA = qolL
3qoL ) 3q,L2
l v, =0 3q<§/MA - Z
4 V= 2

ottenuto trasportando la forza Hy, la forza V, ed aggiungendo il momento

di trasporto M. Tagliando a distanza x, dal punto B si ottiene:

MG ALY (’T‘Z() |
X2
q(x) = qo : xzx
HA = qOL \j 3g.1>2
9o
_3qol My = 4
AT 4
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(z E,=qox; —Hy+T(x3) =0

3qoL
sz=N(x2)— =0

{ 4
X2
ZMZ =M(XZ) +MA —Hsz + quz_ == 0
G 2
3qoL
N(xy) = zo
da cui: T(x2) = Hy — qox; = qo(L — x3)

2 2 2

M(x;) = =My + Hpx; — qozxz = - quL + qolx; — qozxz

Tratto DC: origine in D e direzione positiva verso sinistra (x3);

M = B /7 al?
=
4 l \-I i
3qoL
3qoL TVD =
= 4
Ve 2
M (x3) X3
Esaminiamo il tratto: 0 < x3 < % N (x3) 6 D
A
T (x3) _ 3qoL
Vo ==
2 FE =N(x;3)=0 N(x3) =0
3qoL . _ 3qoL
2B =T(xs3) + 620 =0 da cui T(x3) = — .
3qoL
Yx M; =M(x3) — Vpx3 =0 M(x3) = 40 3
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.. . L
Esaminiamo il tratto: - < x5 < L X
2 N(xS) M(x%—; qOLZ <3

T (x3) U TVD 3qoL

4
YE =N(x3) =0 N(x3) =0
SE,=T(x)+22==0 dacui {T(xs) = =2
Yx M, =M(x3) + qol? — Vpx3 = 0 M(x3) = 3ZOL X3 — qol?
Disegno dei diagrammi delle azioni interne
Riassumendo le azioni interne valgono:
Tratto AB: origine in A e direzione positiva verso destra (x;):
(N(x1) = %;q .
4T(x1) = - :
IKM(XQ = SZOL X1
Tratto BC: origine in B e direzione positiva verso I’alto (x,):
NGy) = 2000
T(xz) = qo(L — x3)
M(x;) = - SqZLZ + qolx; — qozxzz
Tratto DC: origine in D e direzione positiva verso sinistra (x3)
N(x3) =0
tratto: 0 < x5 < % T(x3) = = 3ZOL
M(x;) = = xs
N(x3) =0
tratto: 2 < xg <L 4 T(*3) == =
M(x3) = 3ZOL x3 — qolL?

Lezioni del Prof. Filippo Bertolino 18



Fondamenti di Costruzioni Meccaniche

AA.2019/2020

Azione normale:

Tra il nodo A ed il nodo B: N(x;) = qoL

3CI0L

Tra il nodo B e il nodo C: N(x;) = =,

Trailnodo D eilnodo C: N(x3) =0

C

—re—

D

JAY

NGxy) = 2
N(x;) = qolL
PANE
Azione di taglio:
Tra il nodo A ed il nodo B: T(x;) = — 310"
Tra il nodo B e il nodo C: T (x,) = qo(L — x5)
Tra il nodo D e il nodo C: T(x3) = — 3‘10L
T(x3) = — 3CZ)L
C ==

PAN

T(xz) = qo(L — x7)
3: A B
L/
T(x) =— 3(2)L
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Momento flettente:

: : 3qoL
Tra il nodo A ed il nodo B: M(x;) = — CZO X1
i ) 3qoL? qox3
Tra il nodo B e il nodo C: M(x,) = — T olxy — =
Tra 1l nodo D e il nodo C:
L 3qoL
tratto: 0 < x3 < : M(x3) = Z" X3
3qoL
tratto: g <x3<L: M(x3)= (10 X3 — qolL?
3oL
M(x3) = %3% — qol?
_ 3qoL
3qoL? qoX3 i) = 4 s
M(xz) = — 4 + qolx; — 5
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