Fondamenti di Costruzioni Meccaniche AA.2019/2020

La lezione & stata registrata ed é reperibile all’indirizzo:
https://unica.adobeconnect.com/pgric60xkb49/

ESEMPI DI CALCOLO DELLE AZIONI INTERNE

ESERCIZIO N.1

q(x) = qo = cost

A

E vV V.V V VY vyv.vVyYy

L/2 . L/2

Calcolo delle reazioni vincolari

q(x) = qo = cost

H,y
n L L 3 qoL
VA d:E—l_Z:ZL R:% VB
I v
fZFx:HA=0
<2Fy=VA+VB—R=0
kZMZ=VBL—Rd=0
A
. d L3 3 L 3 L
da cui: VBszz%ZzquL: VA=R_VB=%_§CIOL=%
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q(x) = qo = cost

3 1
rq
4 v

\4

Calcolo delle azioni interne con il metodo diretto
Si stabilisce un sistema di riferimento € una convenzione dei segni; si

procede ipotizzando un taglio e sostituendo le azioni interne incognite.

Convenzione
4 _I_ #’ dei segni trave _I_ #’

Tratto 0 < x < g

AW
Cw 1 -/ N(x)

8 X T(x)

Si scrivono le equazioni cardinali della statica:

fZFx=N(x)=o
ZFszA—T(x)=O

kZX:MZ =M(x)—-Vx=0
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Dacuii N(x)=0; T(x)=V,= ";%; M(x) = Vyx = ";’TLx

Tratto% <x<lL

qo = cost

‘\M(X)
YYVYVVYVYVYVYVYYY : N x
'y -/ (x)
QoL L/2 v

8 < > X T(X)

Si sostituisce il carico distribuito con la propria risultante R(x):

M(x)
v, ©
QOLA 1ij

Vy=—— ; d(x) T

R(x)

: : : L L :
Il carico agisce tra la coordinata S€X quindi la sua risultante vale:

R(x) = q, (x — g)

Questo risultato si puo ottenere anche applicando la formula generale:

X
L
RED = [ aGddx = qoxlf), = ao (x - 5)
L/2

La risultante ¢ applicata nel punto medio della zona di applicazione, cio¢:

L
BT P A
YVETHTTRTS

Questo risultato si puo ottenere anche applicando la formula generale:
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X

x x qoﬁ 2 (LY
i) - fL/Z dM _ fL/Zq(x)xdx _ 21, _ X% — (7)
SN R T
Poiché: x? — (g)z = (x + g) (x — g) semplificando si ottiene:
L

L

. L 3 .
Quando x = L siottiene: d = Lt = ZL come volevasi dimostrare.

Si scrivono le equazioni cardinali della statica:

( _ _
R(x) e Z E=N(x)=0
v | 1D B =Va—RGE) =T() =0
fi
8 d® | %o Z M, = M(x) + R()[x — d(x)] — Vax = 0
X: \ ~

Sostituendo il valore di R(x) e di d(x) si ottiene:

N(x)=0
_ _ qoL Ly qoL | qol 5qoL
() = Vo= RG:) = S = ao v = 3) = —aox + 57+ 7 = ape 4 =g
_ _ qoL L L «x
MG) = Vi = R - d@) = Tx = ao (v =5) [x = (5+3)|

: L L :
Si osserva che quando 0 < x < 5 I’andamento del taglio € costante e varia

) i X L
1in modo lineare nell’intervallo > < x<L.
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yy=Tk)
L
B rq% inx=20
A qoL ) L
X ? mx = E
T(x) = ; 5L
inx = 3
3qoL .
L/2 L/2 g nx=L
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: L L .
Si osserva che quando 0 < x < > allora M(x) = %x lineare

mentre nell’intervallo% < x<L:

M(x)=%x—%(x_g>lx_(%+;>]

Semplificando si ottiene:
o 2 2
M(x) = E(—4x + 5Lx — L)

Quindi il momento ha andamento parabolico, 1a sua concavita ¢ negativa,
: 5L, : . s : : :
in x = — c¢’¢ un punto di stazionarieta dove la funzione raggiunge il suo

valore massimo positivo che vale:

SL) ~9qolL?

M(xz? 128

v

y =M(x)
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Calcolo delle azioni interne con il metodo differenziale

Le equazioni differenziali da integrare sono le seguenti:

(AN

E = —q (x)
dT

\ E = —q,(x)
adM 700
\dx x

Azione normale ¢ ovunque assente
Azione di taglio

Le zone d’integrazione sono due:

a)OSx<§ dove g, (x) =0 da cui: %=O

da cui T(x) = cost = T(0)
Il taglioin x = 0 ¢ ugualea V, = q;’TL quindi si ottiene:

qoL
T(x) =V, = 5

stesso risultato ottenuto con 1l metodo diretto.

b) % <x <L dove q,(x) = q, dacui: Z—i = —q, cioé: dT = —qydx

Integrando: fo/z dT = —qo ), ,

da cui T(x)—T (g) = —qo fo/z dx = —q, (x — g)

Inx == iltagliovale T (E) = Db 44 cui:
2 2 8
L\ qolL QoL qolL ( 5L>
T(x) = —qo (X =3 ) + o= = —qox + o=+~ = qo [ —x + —
(x) 9o (x 2) + 3 qoX + > + g — do{~% + 3

stesso risultato ottenuto con il metodo diretto.
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Momento flettente
Le zone d’integrazione sono due:
a)0§x<§ dove Z—Z=T(x)=% cio€: dM=qL8de
Integrando: M(x) — M(0) = q%fg dx = q%x.
Poiché M(0) =0  risulta: M(x) = %Lx

stesso risultato ottenuto con 1l metodo diretto.

b) % <x<L dove = T(x) =qq (—x + S—SL) da cui:

dx_

5L
dM = q, (—x + 3) dx

Integrando:

M(x) — M(é) = qo fx (—x +5—L> dx = q [—x—2+5—Lxr
2 L/2 8 2 8 ] /2

Nel punto x = %v il momento vale: M (g) = q;lj ; quindi:

MG qol? x2+5L L2+5L2
o e T\ Ty g 8 " 16

Sviluppando e semplificando si ottiene:
M(x) = % [—4x? + 5Lx — L?]

stesso risultato ottenuto con 1l metodo diretto.
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ESERCIZIO N.2
A B C
G/ 4
q(x) = qq L
E

b F

D O N VvV V VY vV VY Vh v

L L L
Vincolo Schema GdL GdLg Gdv
3: GdL della trave N-esima di appoggio;
N —1: rotazioni delle N — 1 travi collegate alla
Carrello su trave libera 3N cerniera; 2N -3
1: spostamento del carrello sulla trave di
appoggio.

Analisi cinematica

Eliminati i vincoli a terra in A ed F, ai fini dell’analisi cinematica la struttura puo

essere considerata un corpo rigido. Infatti si immagini di svincolarla nel nodo E e si

proceda all’esame dei movimenti relativi consentiti alle due travi dalla cerniera in B.

Come si puo osservare dallo

schema a lato, 1l ripristino del
carrello in E impedisce la

rotazione relativa intorno al perno

in B perché lo spostamento s,, €

vincolato.
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Ne consegue che ’intera struttura puo essere sostituita da un unico corpo

rigido da vincolare a terra. La struttura risulta quindi isostatica € non labile.

A A

3L

A
\ 4

Calcolo delle reazioni vincolari

A B C
E % N 7'y
gl 93 =a L
D g L \ 4
Ve
L | L | L

Eliminazione parziale e progressiva dei vincoli

1) Si elimina il carrello in F e si imposta I’equazione di equilibrio alla
rotazione di tutta la struttura intorno alla cerniera a terra in A.
La risultante del carico distribuito ¢ verticale, vale R = gL e la sua
L 5L

distanza da A vale: d = 2L + 3= 5

5L
Z M, (tutta la struttura) = Vz3L — q0L7 =0
A

da cui: Vg = %qOL
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2) Si apre la struttura in E eliminando il secondo carrello e si imposta

I’equazione di equilibrio alla rotazione della trave BDEF intorno al

perno in B.
A B C
E % N A
q(x) = qq L
D VE v
5
Ve Vp = ECIOL
L L L

3L
z M, (asta BDEF) = VgL + Vp2L = qoL— += 0
B

: 3 5 1
da cui: Vg = ECIOL _ECIOL = —quL

Cambio verso e segno alle reazioni vincolari in E.
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3) Si apre la struttura in B eliminando la cerniera e si impostano le

equazioni di equilibrio alla traslazione orizzontale e verticale della

trave BDEF.
Vg
H C
_"_> B
A
A
rZir Hy | Vs
4_‘
i qo L
do
Ve = —
E™ 6
D VYV v
qOL A 5
V=g Ve =52l
L L L

Z F.(Asta BDEF) = Hy = 0

z F,(Asta BDEF) = Vg — Vg + Vg — qoL = 0

da cui, sostituendo 1 valori ormai noti:

qQol 5 qolL
Vp = Vg = Ve + qol = === 2qol + qol = ==
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4) Per finire si elimina la cerniera a terra in A e se ne calcolano le
reazioni scrivendo le equazioni di equilibrio alla traslazione

orizzontale e verticale dell’asta ABCE.

qolL
Vg = —
", b= l C
—>5 A
VA A - qOL
B™ 3
| qo L
qoL
Ve =—
E™ 6
D \ 4 Yy vV Y v v A 4 "
qOL A
v 5= Vr =gl
. L . L . L X

ZFx(Asta ABCE) =H; =0

sz(ASta ABCE) = VA - VB + VE =0

da cui, sostituendo 1 valori ormai noti:

qoL . qoL _ qoL

Vi=Vs =V, =
A B E 3 6 6
In sintesi:
l C
A A
qoL 4
VA = — qOL
6 Ve = —
B™ 3
| do L
qoL
Vy = —
E™ 6
D Yy vy Y VY Yy Yy vYY "
qOL A 5
v 776 Ve =gt
) L ) L | L X

13
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Calcolo delle azioni interne con il metodo diretto

Scelta la convenzione dei segni, si determinano 4 sistemi di riferimento

come indicato nello schema seguente:

1) Tratto ABC: origine in A e direzione positiva verso destra (x4 );

2) Tratto FED: origine in F e direzione positiva verso sinistra (x,);

3) Tratto BD: origine in B e direzione positiva verso il basso (x3);

4) Tratto EC: origine in E e direzione positiva verso 1’alto (x,);

NN

; trave tﬁfb

G ONCEZE

trave
Convenzione
T m dei segni

<=

J
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Tratto ABC: origine in A e direzione positiva verso destra (xq)

fz E. =N(x;) =0

da cui:

N(x;) =0
T(xy) = V4 —Vp

<sz=VA_VB_T(x1)=0

M(x;) = (Vy — Vg)x; + VL

qoL
X1 l VB = % C
g4
A L "/
_ oL
Vy = G
X1 M (x,)
Esaminiamo il tratto: 0 < x; < L ! T\ > N(x;)
qoL U
VA = T T(xl)
XFE =N(x)=0 N(x) =0
ZFy =V,—T(x) =0 da cui: T(xy) =Vy
Zx MZ =M(x1) — VAxl =0 M(xl) = VAxl
X1 VB — %l 4\1\4(3(1)
Esaminiamo il tratto: L < x; < 2L & I > N(x;)
V., = qoL U
A — ? T(xl)

ZMZ =M(x1)+VB(x1_L)_VAx1 - 0
k.X'
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Tratto FED: origine in F e direzione positiva verso sinistra (x,);

4o
D A4 Yy v
L * 5
—_— v, | V=gt
qo
. . M(x,)
Esaminiamo il tratto: 0 < x, < L
N(x;) vevevyo
T(x,) 1 v _E L
fZFx =N(x,) =0 x, | T
< sz = VF +T(XZ) _quZ - 0
X2
ZMZ =M (x;) + QoX2 5 — Vpx, =0
\"%
N(xz) = 0
da cui: T(xz) = qoXx2 — Vr ,
M(xz) = Vpx; — qozxz
M(x;)
Esaminiamo il tratto: L < x, < 2L N(x,) T(x,) VILLLLLLLL o
lVE A Ve
X2
fz F,=N(x,) =0 —
<sz =T(x2)_VE+VF_q0L=O
L
ZMZ =M(x;) + Vg(x; — L) — Vex, + qolL (xz - E) =0
\"%
N(XZ) - 0
da cui: T(x;) = Vg — Vg + qol ,
M(x;) = (Ve = Vg — qoL)x, + VL + 2=

Lezioni del Prof. Filippo Bertolino
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Tratto BD: origine in B e direzione positiva verso il basso (x3);

AA.2019/2020

B| , _ QoL
Vg = 3
Esaminiamo 1l tratto: 0 < x3 < L x3l T(x3)
M(’“”)tj
v N(x3)
ZFx=VB_N(X3)=O N(X3):VB
YE =T(x3)=0 da cui: T(x3) =0
Zx M, =M(X3) =0 M(x3) =0

Tratto EC: origine in E e direzione positiva verso I’alto (x,);

| N(xa)
Mo ()
T (x4)
Esaminiamo il tratto: 0 < x; < L X
1
A L
VE = q%
2E =N(@xy)+Vp=0 N(x,) = —Vg
YE =T(x) =0 da cui: T(x,) =0
Y. M, =M(x,) =0 M(xs) =0

Lezioni del Prof. Filippo Bertolino
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Disegno dei diagrammi delle azioni interne

Le reazioni vincolari valgono:

qoL qoL qolL 5qoL
V=2 py =0ty 20ty
A 6 ° B 3 > 'F 6 ° F 6

Riassumendo le azioni interne valgono:
N(x;) =0
Tra il nodo A ed il nodo B: { T (¥1) = V4 = %L
M(x1) = Vyx, = qL6LX1
(N(x;) =0
Trail nodo B e il nodo C: < T(x) =Vy=Vp = _%

_ _ 5qoL
Tra il nodo F e il nodo E: { T(x2) = qox2 = Vi = qox2 — =

2 2
_ qox; _ 5qolL qoX;
LM(xz) = Vpx, — = Xy —

2 6 2
- - T(x,) = Vg — Vg + qoL = 12
Tra il nodo E e il nodo D: { T(*2) = Vg — Vg + qoL = =~
M) = -, + 20
(N(x3) = qg_L
Tra il nodo B ¢ il nodo D: < T(x3) = 0
\M(x3) =0
R (S
Tra 1l nodo E e il nodo C: T(x,) = 0
M(x,) =0
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M (x1) = (V4 — Vg)x; + VL = —%9& +
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3
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Azione normale:
Tra il nodo A ed il nodo B: N(x;) =0
Trailnodo B eilnodo C: N(x;) =0
Tra il nodo F e il nodo E: N(x,) =0
Tra il nodo E e il nodo D: N(x,) =0
Tra il nodo B e il nodo D: N(x3) = %
Tra il nodo E e il nodo C: N(x,) = — %
A B C
+ —
D E F
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Azione di taglio:
Trailnodo A edilnodo B: T(x;) = qi;
TrailnodoBeilnodo C: T(x;) = — qi;
r—5q6°L inx, =0
. . 5qoL . 5L
Tra il nodo F e il nodo E: T(x,) = qox, — = J 0 inx, =—
L% inx, =1L
Tra il nodo E e il nodo D: T (x,) = %L
Tra il nodo B e il nodo D: T(x3) = 0
Tra il nodo E e ilnodo C: T(x,) =0
A | T | C
B —
D + F
E
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Azione flettente:

Trailnodo A edilnodoB: M(x;) = %Lxl

: : . _ 9oL qolL?
TrailnodoBeilnodo C:  M(xy) = — =Xy
2
TrailnodoFeilnodo E:  M(x,) = 5q6°L Xy — %
Trailnodo EeilnodoD: M(x,) = — qg—sz + 2qu

TrailnodoBeilnodoD: M(x3) =
Trailnodo Eeilnodo C: M(x,) =

Nella trave FED i1l momento flettente raggiunge il massimo dove il taglio
: . 5L
si annulla, cio¢ in x, = =

5L\ 25q,L?
M (xz B ?) Bz
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Esercizio N.3: Struttura reticolare

MM/&

Per il calcolo delle azioni interne si possono scegliere due metodi:

a) il primo, gia analizzato, consiste nell’isolare 1 nodi e nello scrivere
per ognuno di essi le due equazioni di equilibrio alla traslazione;

b) il secondo, che verra qui descritto, consiste nel tagliare I’intera
struttura e nel calcolare le azioni interne che garantiscono

I’equilibrio delle due parti separate dal taglio.

)

NAC

/ ZF" = Nyg — Nyccos(a) =0
TF \ I; Fr TF F T ZFy=F_NAcSin(a)=o

~ Nep
4_
/NGD
Non
—
ARG
ZFx = NGH — NCD — NGDCOS(Q) = 0 NGH - NCD
Y.F, =F —F — Ngpsin(a) =0 da cui Ngp =0
F
Y¢ M, = NepLsin(a) — FL = 0 Nep = o

etc. etc. con 1l resto delle aste.
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