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CAP 6 — EQUAZIONI FONDAMENTALI DELL’ELASTICITA E
PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

6.1 Introduzione

Per determinare la distribuzione degli spostamenti e degli sforzi in una struttura sottoposta a dati carichi e
temperature esterne, ¢ necessario risolvere le equazioni fondamentali della Teoria dell’Elasticita che devono
soddisfare le condizioni al contorno sulle forze e sugli spostamenti. Le equazioni sono le seguenti:

1) 6 Equazioni deformazioni/spostamenti
2) 6 Equazioni sforzi/deformazioni
3) 3 Equazioni di equilibrio

Per determinare le 15 variabili incognite (cio¢ il tensore degli sforzi, quello delle deformazioni ed il campo di
spostamento) sono quindi disponibili 15 equazioni. Nel caso bidimensionale per trovare il campo di spostamento
{u v}T, glisforzi {0x Oy Txy}T ele deformazioni {&x €y Vxy}' abbiamo a disposizione otto equazioni. E’
inoltre necessario soddisfare alcune equazioni che riguardano la continuita delle deformazioni e degli spostamenti
(equazioni di compatibilita) e le condizioni al contorno sulle forze e/o gli spostamenti.

Qui di seguito verranno esposte in modo sintetico tutte le equazioni citate.

6.2 Equazioni deformazioni/spostamenti
La forma deformata di una struttura elastica sottoposta ad un dato sistema di carichi e ad una data distribuzione
di temperature puo essere descritta completamente da tre spostamenti:

u(x,y,2)
{s}={v(x,y2) [6.2.1]
w(x,y,2)

I vettori che rappresentano questi tre spostamenti in un punto P(x,y,z) della struttura sono mutuamente
ortogonali ¢ la loro direzione positiva coincide con la direzione positiva degli assi coordinati. Le deformazioni
della struttura possono essere espresse come derivate parziali degli spostamenti. L’ipotesi fondamentale € che le
funzioni spostamento siano continue e derivabili: in questo caso € possibile esprimerle usando lo sviluppo in serie
di Taylor. Per esempio, se lo spostamento u fosse funzione solo della coordinata x potremmo scrivere:

w diu

( 0)
u(xy + Ax) = u(xy) + Z da! Axt = u(x,) + (xO)Ax + = Ldou

1d°u
> dx? (x0)Ax? +_T(XO)AX3 +

Portando il termine u(x,) a sinistra del segno di uguaglianza e dividendo tutto per Ax abbiamo:

u(xg +Ax) —u(x,) du 1d%u 1d3u

=— = A
Ax dx (x0)+2dx2 (%o) x+6d 3

Quando, al limite, la variazione Ax tende a zero, abbiamo I’espressione della deformazione nel punto di
coordinata x,:

(x0)Ax?% + -

du 1d?u 1d3u 2
&=t zae T Y ege
Se le deformazioni sono piccole ¢ lecito trascurare i termini di ordine superiore; inoltre, poiché le deformazioni
in generale sono funzioni anche delle coordinate y e z ¢ necessario usare le derivate parziali: abbiamo quindi le

seguenti espressioni:

£, = a_u . &, = 6_1] . £, = a_W
X ax > Y 7 oy > Z 7 9z
dv  Odu ow  ov du  ow
Yoy = o a > Yyz = E az 5 VYex = 9z " ox [6.2.2]
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Queste relazioni possono essere scritte in forma matriciale nel modo seguente:

(gx\ d/0x 0 0
&y [ 0 6/6y 0 u
g _| 0 0 o/9z|["
ny B a/ay a/ax 0 |

e 0 a/9z /9y

Vax d/0z 0 d/0x
Le deformazioni possono essere espresse in forma tensoriale:
Yyx Vax

I[ o L) I

_ Yy Yay

lel=1=" & |
Yxz Vyz

2 2 =l

Poiché il tensore delle deformazioni € simmetrico, €io€ Yy = Vyx, Vyz = Vzy € Yxz = Vax, l€ Incognite si
riducono a sei e possono esprimersi in forma vettoriale: {e}7 = {ex & & Vxy VYyz sz}-

6.3 Equazioni sforzi/deformazioni
Le deformazioni elastiche sono legate agli sforzi dalla legge di Hooke. Se il materiale ¢ isotropo, la relazione
assume la seguente forma matriciale:

( Ex \ 1 —-v -V 0 0 0 (%%
&g | _1|l-v v 1 0 0 0 1) 02| _ 1
Vxy - EI 0 0 0 2(1 +V) 0 0 | Ty - [E] {0}
lysz l 0 0 0 0 2(1+v) 0 J lTyZ |
Yor 0 0 0 o 0o 200+wl\g,)
dove E indica il modulo di Young e v ¢ il coefficiente di Poisson. La relazione inversa ¢ la seguente:
{0} = [El{e}
dove la matrice del materiale [E] assume la seguente forma:
1-v) 4 14 0 0 0
E] = E | v v 1-v) 0 0 0 |
T+w- 2v)| 0 0 0 (1-2v)/2 0 0 |
0 0 0 0 (1-2v)/2 0
| o 0 0 0 0 (1-2v)/2]

6.3.1 Equazioni sforzi/deformazioni nel caso di uno stato di sforzo piano
Quando la distribuzione degli sforzi ¢ piana, le espressioni precedenti si semplificano. In questo caso abbiamo:

Oz =Ty, =Tz =0

Di conseguenza possiamo scrivere: &, = %[O’Z - v(ax + cry)] = _?V [O'x + O'y]

Ex ) 1 -V 0
L’espressione matriciale diventa: Eyt==|—p 1 0

Ox
{Uy} = [E]7Y{o}
Yxy 0 0 2(1+v)

Txy
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Oy . 1 v 0 €x
e la sua inversa: {Uy } =059 [v 1 0 ] { &y } = [E]{e}
Txy 0 0 (1—v)/21Vxy

6.3.2 Equazioni sforzi/deformazioni nel caso di uno stato di deformazione piano
Se gli spostamenti non dipendono dalla coordinata z, allora le relative variazioni si annullano e risulta:

du Jdv Odw
. : 0z 0z 0z .
Osservando le relazioni spostamenti/deformazioni (6.2.2) possiamo scrivere:
s — u . e — v . s = ow 0
X ox ’ YT oy ’ Z7 9z
_v o _w_w_, _ow_au_
Yay = 5% oy > yyz—ay_az_ ’ Vox =5y T3z~

da cui risulta che gli sforzi di taglio 7,,, € T, sono nulli. Inoltre poiché &, = 0 possiamo scrivere:
1 .
€ =+ [O'Z - v(ax + O'y)] =0 da cui 0, = V(O’x + O'y)

Le relazione sforzi/deformazioni diventano

Oy E (1-v) v 0 Ex
oyl = 1-— 0 £
{Txyy} A +v)(1-2v) [ 0 ( 0 Y (1— 2v)/2] {nyy}

6.4 Equazioni indefinite dell’equilibrio

Le equazioni dell’equilibrio interno che mettono in relazione le nove componenti degli sforzi con le sei
componenti delle deformazioni si possono ottenere considerando I’equilibrio dei momenti e delle forze che
agiscono su un piccolo parallelepipedo di materiale. Per 1’equilibrio dei momenti € necessario che il tensore degli
sforzi sia simmetrico, cio¢ che tra gli sforzi di taglio siano verificate le seguenti relazioni:

Txy = Tyx > Tyz = Tzy € Txz = Tzx-

Invece perché sia soddisfatto I’equilibrio delle forze € necessario che siano soddisfatte le seguenti equazioni:

(20x 4 OTyx 4 O 4 v
ax+ay+az+X 0

Otyxy 6& 072y _
SISy =0 [6.4.1]
Otxz | OTyz 4 09,

+%%17=0

ox ay 0z

dove{X Y Z}¢ il vettore delle forze di massa per unita di volume. Queste equazioni devono essere verificate
in tutti 1 punti del mezzo continuo. Gli sforzi variano da punto a punto e sulla superficie devono essere in equilibrio
con le forze esterne applicate. Di conseguenza sulla superficie esterna devono essere soddisfatte le seguenti
equazioni di equilibrio:

Oxl+ Ty m+1,n= &,

Teyl +oym+ 1,0 = @, [6.4.2]

Tyzl + Tyym + o,n = @,
dove {®y P, D} rappresentano i carichi esterni distribuiti per unitd di superficice en={l m n}é la

normale alla superficie diretta verso I’esterno del corpo. Queste ultime equazioni si possono sintetizzare nel modo
seguente:
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Ox  Tyx Tzx](1
Txy Oy Tzy|ym

Txz Tyz Oy n

0]
={, oancora [o]{n} = {d}
()

6.5 Equazioni di compatibilita

Le deformazioni e gli spostamenti in un corpo elastico devono variare con continuita da punto a punto e cio
impone che le loro derivate siano funzioni continue. Di conseguenza nelle equazioni (6.2.2) € possibile eliminare
gli spostamenti ed ottenere le seguenti sei equazioni di compatibilita:

d%e, | 0%gy, _ 0%yxy 0%, | 9%, _ 9%yy, . 8%, | B%gy _ %Yz,

dy? 0x? dx0y > 9z2 0y? dxoy > 9x2 0z2 0zox’

9%, _1 9 ( yz | OVax a]/xy) . 62£y _ li(a]/yz . 0Yzx 6ny) . d%e, _ li(a)/yz 0Yzx _ OYXy)
dydz 2 0x dx ay 0z /)’ 0z0x 20y \ ox oy 0z > 9xdy 20z \ 9x ay 9z

Nei problemi bidimensionali, le sei equazioni di compatibilita si riducono alla sola equazione:
0%¢, N 0%, _ 0%Yxy
dy? = 0x?  0dxdy

6.6 Il Principio dei Lavori Virtuali

Consideriamo un mezzo continuo in condizioni di equilibrio: in ogni suo punto sono verificate le equazioni
indefinite dell’equilibrio. Applichiamo al corpo uno spostamento virtuale infinitesimo compatibile con i vincoli e
che soddisfi la congruenza interna. Possiamo allora scrivere la seguente relazione:

0o, 0Ty O 01, 00, 0 01y, 0Ty, 0
f et Tyx X ) ou+ (2 2 Ty Y ep 4+ (S22 4 222 202 7 ) sw| dvol = 0
0z Ox dy 0z Ox dy 0z

Dobbiamo sviluppare I’integrale calcolando le diverse sue componenti, ma prima introduciamo il Teorema di
Green. Definiamo la seguente funzione:

g(x) = PP (x)

La sua derivata vale:

dg(x) OCD(x) a‘P(x)
L = W) + 0()
da cui possiamo scrivere:
ad;ix) W) = a%(x) O )6‘}’(x)
Integrando otteniamo:
P 9] o¥ oy
fx aix)‘{’(x)dx - fx %ix) dx — fx ®(x) (x) dx = g(x) — fx ®(x) ix)

da cui, ricordando la definizione della funzione g(x) :

(x)

f 0L i ydx = D)W () — f o)

ox x

Se la variabile dipende anche dalle coordinate y e z possiamo scrivere le seguenti equazioni:
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0P 0P oD
[ Z2wdx =¥ — [ &2 dx L), 5, Wy = oW - fqn Sdy 5 f, 5, Wdz= oW - [, ®Sdz

dove per brevita si € posto: ® = ®(x,y,z) e ¥ = ¥Y(x,y,z).

Osserviamo inoltre che se proiettiamo un elemento infinitesimo di dimensione dS e di normale 1 appartenente alla
superficie del solido sui piani coordinati otteniamo le seguenti relazioni:

dS-cos(nix) =dS-l=dy-dz l
dS-cos(ny) =dS-m=dz-dx dove n= {m} [6.6.1]
dS-cos(nz) =dS-n=dx-dy n

Adesso possiamo sviluppare i termini del primo integrale.

1) Poniamo: ® =g, e ¥ = du

Jyor [% 5“] dvol = [ [fx (% 5u) dX] dydz [6.6.2]

6(6u) S5 (au)
dx dx

90, (5
J, (Gou)dx = oudu— [, (0x%37) dx = ox6u = [ (ox8e,)dx

Applicando il Teorema di Green all’integrale in x e osservando che

= §¢, abbiamo:

Sostituendo nella (6.6.2) abbiamo:

[ (o)

sup

dydz = f o,0u-dydz — f [ f (ax&x)dx] dydz
sup x

sup

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

fsup [fx (% 5u) dx] dydz = fsup oxbu-l-dS — [ (0,8e)dvol [6.6.3]
2) Poniamo: @ = Ty e = ou
fvol [(aryx) 6u] dvol = fsup [fy (aryx 6u) dy] dzdx [6.6.4]

9ou) _ 8(0u) abbiamo:
ay ay

fy (aryx 6u) dy = 7y, 6u — f (Tyx agSu)) dy = 1y, 0u — fy ( Tyx 6?:)) dy

Sostituendo nella (6.6.4) abbiamo:

f U < yx6u>dy] dzdx = J; | tyadu dud - fs up[ f ( 6<6u)>dy] dzdx

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:
O0Tyyx GO
Lo |, (ﬁdu) dy|dzdx = [ tycdu-m-dS— [ (zyx - ) dvol [6.6.5]
3) Poniamo: ® =1,, e ¥ = fu

Lo |(B2) su| dvot = [, |5, (%2 6u) dz| dxdy [6.6.6]

Applicando il Teorema di Green all’integrale in y e osservando che
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a(du) _ 6(0u) . .
" o, abbiamo:

§ (mon) s ==, (5 S2) e = b~ (222

Sostituendo nella (6.6.6) abbiamo:

f [ fz (a;;" 6u) dz] dxdy = L - Ty Ou - dxdy — fs - [ f < Mau)) dz] dxdy

sup

Applicando il Teorema di Green all’integrale in z e osservando che

Applicando le €q.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

0T,y 5(0
Lo |l (B26u)dz|dxdy = [, tp6u-n-ds — [ (2, 222 avol [6.6.7]
4) Poniamo: ¢ = TyyeW = Sv
0Ty 0Ty
Lo |(52) 6v| dvot = [ [f, (526v)dx]|dydz [6.6.8]
Applicando il Teorema di Green all’integrale in x e osservando che _a;iv) 6;6;) abbiamo:

fx (a;;y 6v) dx = Ty, 6V — fx (Txy %) dx = Ty 6V — fx (Txy %) dx

Sostituendo nella (6.6.8) abbiamo:

jU < ySv) dx] dydz—f Tyy OV - dydz—f U (TxyS(aav)) dx] dydz
sup sup [Vx

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

fsup [fx (a;‘cy 51;) dx] dydz = fsup Tyy0v - 1-dS — fvol (Txy %) dvol [6.6.9]
5) Poniamo: ® =g, e ¥ = év
. [(aay) sv]dvol = [, [, (‘% 8v) dy| dzdx [6.6.10]
a(v) _ 8(@v)

Applicando il Teorema di Green all’integrale in y e osservando che = §¢,, abbiamo:

ay_ay

9 a(6v)
fy (%;SV) dy = 0y6v—fy (Gy ayu )dy - aySv—fy (oy82y)dy

Sostituendo nella (6.6.10) abbiamo:

f [ f <—8v> dy] dzdx = J; oybv- dadx - J; N [ fy (ay(ggy)dy] dpdi

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:
do
S|, (G28v)dy|dzdx = [, 0,60 -m-dS — [, (y8e,)dvol [6.6.11]

6) Poniamo: ® =7,, e ¥ = §v
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Jor [(a;?) &J] dvol = fsup [fz (6;?, 517) dz] dxdy [6.6.12]

6(6v) §(0v)
0z 0z

fz (% 617) dz = T,,6v — fZ (sz %‘Zm) dz = T,,6v — fZ (sz 6?;)) dz

Sostituendo nella (6.6.12) abbiamo:

f U < . 617) dz] dxdy = Luprzy‘sv “dxdy — J;up [L (sz 6((301;)) dz] dxdy

Applicando le €q.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

Applicando il Teorema di Green all’integrale in z e osservando che abbiamo:

Lopll, (B26v)dz|dxdy = [, 1,60 -n-dS = f, (1, *22) dvol [6.6.13]
7) Poniamo: ® =t,, e ¥ = éw
Joor [(6sz) 6W] dvol = fsup [fx (% SW) dx] dydz [6.6.14]

ew) _ 80w) abbiamo:
ax ax

N (a;f 6W) dx = Ty, 6w — [ (sz %) dx = Ty, 6w — [ (sz %) dx

Sostituendo nella (6.6.14) abbiamo:

f [ f xzaw dx] dydz = f TogdW - dydz — f [ f ( 6(aw)>dx] dydz
sup Sup

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

Applicando il Teorema di Green all’integrale in x e osservando che

0Tz 5(
Lo [ (B26w) dx] dydz = [, tesow1-dS — ., (72 °22) dvol [6.6.15]
8) Poniamo: ® =17,, e ¥ = dw
0Ty, 3Ty,
Joot[(52) 6w avot = [, [, (526w) dy] dzdx [6.6.16]
Applicando il Teorema di Green all’integrale in y e osservando che —a?}‘j’) = —5(;;) abbiamo:

fy (aTyz 5W) dy = 1y,6w — f (Tyz %3‘/”)) dy = Ty,6w — fy (Tyz %3‘:})) dy

Sostituendo nella (6.6.16) abbiamo:

f [ f < yzc?w)dy] dzdx = J; | Tynbw- dady = j; . [ f ( Maw))@] dzdx

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

0tyz _ e 5(aw)
fsup [fy ( a; 6W) dy] dzdx = fsup Tyz0w -m - dS fvol (Tyz ay )del [6.6.17]
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9) Poniamo: ® =g, e ¥ = éw

fVOl [(%) (SW] dvol = fsup [fz (% SW) dZ] dxdy [6.6.18]

6(5w) 1) (6w)
dz 0z

Applicando il Teorema di Green all’integrale in z e osservando che = §¢&, abbiamo:

d, (s
b (Cow)ie= w1, (2222 = 0w~ f, et

Sostituendo nella (6.6.18) abbiamo:

0
f U ﬁaw dz]dxdy f o,6w - dxdy — f U (az8ez)d2]dxdy
sup sup

sup

Applicando le eq.(6.6.1) ed osservando che dvol = dxdydz possiamo scrivere:

00,
Lo |l (326w)dz|dxdy = [, o,6w-n-dS - [, (0,62,)dvol [6.6.19]

Riassumendo le equazioni (6.6.3), (6.6.5), (6.6.7), (6.6.9), (6.6.11), (6.6.13), (6.6.15), (6.6.17) e (6.6.19);
otteniamo:

(00,
fa&t]dvol:f axlauds—f (6, - 8e,)dvol

l
vol sup o

(07T,
f_ 6y>6u

du
dvol = f T, 61 dS — f [ryx : 5(6—)] dvol
vol sup vol y

[52) ot = | sonowas= [ [
\ 5, ) o vol = T, N OU lrzx a3,/ 40

vol sup vo

0T,y av
év|dvol = J Tyyl 6V dS — J [‘L’xy -6 (—)] dvol
vol ox sup vol 0x

(00,
f — | év| dvol =J og,m v dS — j (Jy-c?ey)dvol
L y sup vol

vol

[

v
517] dvol = J T,,névdS — [‘[ -0 (—)] dvol
vol 0z ) sup i vol » 0z

[ /0Ty,
f ( Ep >6W]dvol=J Tzl W dS — J

e (55 avo
Tyy* - vo
vol sup vol ¥ 0x

f (afyz)a ]d I J Sw dS J [ 6(aw>]d I
w votL = Ty, M OW — T . - vo
L 6)1 sup v vol v ay

vol

(0o,
j ( >6W] dvol = J o,n w dS — j (0, - 8&,)dvol
[\ 0z sup vol

vol
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Osserviamo che le deformazioni virtuali di scorrimento valgono:
5 _6(6u>+6(6v)_6<8u+6v)
Yoy = dy ox)  \dy ox

5 _5(6v>+5(6w>_6<6v+6w
Yyz = 9\5; ay)

5 _8(8W)+6(6u)_8(aw+8u>
Vax = 9\ 5x az) ~ " \ox ' oz

Quindi sommando ed ordinando abbiamo:

f (le +7y,m + szn)é‘u das + j (Txyl +o,m+ szn) évdS + f (szl +7,m+ crzn) dw dS —
sup sup sup

- [ (0408, + 0,88, + 0,8¢, + Tuy8¥xy + T2 0¥z + Tyx O¥zy )dvOl
vol

Ricordando le eq.(6.4.2) che rappresentano le equazioni di equilibrio sulla superficie del solido, i primi tre integrali
dell’ultima espressione possono sintetizzarsi nel modo seguente:

Joup PxOUdS + [ @y SvdS + [ P, SwdS = [ {®}

ou
Sv} ds = fsup{CD}T{&s} ds
ow

Invece I’integrale di volume dell’ultima espressione assume la forma:

(0408, + 0,88, + 0,86, + Tyy8¥xy + T2 0¥z + ToxO¥zy )dvol = f

vo

{6} {8e}dvol
!

vol

dove {o} rappresenta il tensore degli sforzi in forma vettoriale e {d¢} il corrispondente tensore delle deformazioni
virtuali.

In sintesi I’integrale di volume delle equazioni indefinite dell’equilibrio moltiplicate per i rispettivi spostamenti
virtuali assume la forma:

fsup{CD}T{Ss} ds+ [ {F,}"{8s}dvol — [ {0}"{Se}dvol =0 [6.6.20]

dove {F,}T ={X Y Z}rappresenta il vettore delle forze di massa per unita di volume. Indicando con L;,; il
lavoro delle forze interne e con L., quello delle forze esterne, abbiamo:

Line = [0} B} dvol 1 Loy = [, (@} (85}dS + [, (F,} {8} dvol

e quindi Loyt = Lint

Questa non ¢ altro che ’espressione del Principio dei Lavori Virtuali che afferma:

“Condizione necessaria e sufficiente perché una struttura permanga nel suo stato di equilibrio é
che per ogni spostamento virtuale compatibile con i vincoli, il lavoro delle forze esterne sia
uguale a quello delle forze interne”.

L’espressione o 8¢ rappresenta I’incremento di energia elastica conseguente alla deformazione virtuale §e:

6U, = {0} {6¢}
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La derivata dell’energia elastica rispetto alle deformazioni vale quindi:

e — (o) = [E)(e)

€
L’energia elastica U, ¢ una quantita scalare, prodotto del vettore degli sforzi {o} per il vettore delle

deformazioni {€}. La sua derivata rispetto al vettore delle deformazioni ¢ pari al vettore degli sforzi {c}.

Se la deformazione cresce da zero al suo valore ultimo, 1’energia elastica totale si ottiene integrando i suoi

incrementi infinitesimi:

Ue = [18)e) de = 2 (e E1e)

L’integrale deve essere esteso anche ai carichi esterni, in quanto gli spostamenti crescono ¢ il lavoro delle forze
esterne diventa:

U = {@}{s} + {F,}"{s}

dove {s}T ={u v w}. E’ importante osservare che forze e spostamenti sono indipendenti: mentre gli
spostamenti crescono fino al loro valore finale, le forze rimangono costanti.

In conclusione, I’integrale dell’espressione (6.6.20) diventa:
My = Up + Up =5 [ {e}T[E]{e} dvol — Joup @75} dS = [, F," (s} dvol [6.6.21]
Poiché I’energia ¢ una quantita scalare si puo scrivere: UfT = Uy.
Ricordando la proprieta dei prodotti matriciali per cui {a}” {v} = {v}"{a}, possiamo scrivere che
{@}{s} = {s}7{®} e {F,}T{s} = {s}"{F,}

da cui:
My = Up + Up = % Lo lEY [ENe} dvol — [ (Y {®}dS ~ [, (s} (F,} dvol [6.6.22]
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