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APPLICAZIONE DEL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

Esercizio n.1: calcolo di una rotazione
Calcolare la rotazione del punto C della seguente struttura isostatica.
In questo caso la struttura fittizia ¢ quella indicata a lato, caricata nel punto C da una

coppia unitaria oraria.

< L PN L
> B 4 C \ A
C J B
~ \ -
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q H H
1A A

Calcoliamo le reazioni vincolari e le azioni interne nella struttura reale.

) L ‘ Struttura degli spostamenti
_ " B
g X f (Hao = qH
¢ Vso qHZ
7 {VBo =]
2
" H Vo = _gH”
\ " A0 2L
i 4y Si cambia verso e segno a Vy,.
> 4 2 v
Vao
( —_ —_
ZFx =qH — Hyo =0
HZ
12, M= Viok = 5= =0
\ZF-’Y :VAO+VBO =0
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Calcolo delle azioni interne.
No
MZO m
i; Ty
> MzO
- y &
q
> Ny @To AB
A HAO VBO
"VAO
(ZFM =No(y) = V4o =0 (ZF” =No(x) =0
<ZFL=T0(Y)+CI}’_HA0=0 <ZFL=T0(X)+VBO=0
qy*
kZM=M20(3/)+T—HAO3/=0 LZMzMzo(x)—VBOX=0
da cui: da cui:
N. = e 2
oY) =Vao oL ) T, (x) = _CIH
1To) = q(H —y) 2L
qy° M,o(x) = q—x
(Mz0(y) = qHy ——— 20 2L

Calcoliamo le reazioni vincolari e le azioni interne nella struttura fittizia delle forze.

~ L X Struttura delle forze
C _\ B . s
kJ VBlA Z Fx - HAl - O
1
<ZMA=V31L—1=O
H
ksz = VAl +VB1 = O
A Hy
A:
VAl
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(Hay =0
I 1
Vg = —
431 I
IV v 1
kAl_ B1= 77T

Si cambia verso e segno a Vy;.

Calcolo delle azioni interne.

A Vg1
Vai
v
rZFII =N (y) = Va1 =0 (ZF” =N;(x) =0
I =T =0 ) L =Ty + Vgy =0
) M =M, () =0 ) M = My () = Vg = 0
da cui: da cui:
1 Ni(x) =0
Ni(y) = V4 = I ' 1
Ti(x) =—-
T,(y) =0 ! L
M =0 1
Zl(y) le(x) — Zx
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I diagrammi delle azioni interne sono le seguenti:

Struttura degli spostamenti

B
HZ
No()’) = qz—L
A
Azione normale
B
HZ
Ty = -1
To(y) = q(H —y)
[ 1la
Azione di taglio

qy?
M, (y) = qHy — -

Azione del momento flettente

Struttura delle forze

B
1
WA (}’) = Z
A
Azione normale
B
1
T1(x) = _Z
A
Azione di taglio
B
Ma() =7
A

Azione del momento flettente
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I1 modulo della rotazione del punto C si ottiene uguagliando il lavoro delle forze esterne

a quello delle forze interne:

N; Ny dx+jMZlMZO X-l—jXTleyO dx

Lest =10, = Line = J EA El, GA

1 cui integrali si estendono a tutta la struttura. Sostituendo le equazioni delle azioni

interne si ottiene:

( ) qHZ L qHZ L l qHZ
L X 2L
Y. = dy + dx + dx

EAAC GABC
0 0 0

Ipotizzando 1l materiale omogeneo e le sezioni trasversali costanti lungo le travi, lo

sviluppo degli integrali conduce al seguente risultato:

H3 H2L H?
PR LN
212EA,. ' 6El,, 2LGApc

[radianti]

Il valore ¢ positivo: cio significa che la rotazione avra segno uguale a quello ipotizzato
all’inizio dell’esercizio: la rotazione sara quindi oraria.

Il contributo dell’azione normale alla rotazione complessiva del nodo C rispetto al
contributo del taglio dipende dal rapporto H /L e dal rapporto Ag-/Ayc; posto y = 1.2

e v = 0.3 si ottiene:

qH’®
o 2LPEAsc M Ape G oo H Asc
xqH? L Apc XE~ L Ay
2LGAg
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Esercizio n.2: calcolo di uno spostamento in presenza della torsione.

Calcolare I’abbassamento del punto C appartenente alla seguente struttura.

La sezione trasversale della trave ¢ circolare di raggio R costante. Inoltre il materiale ¢

omogeneo ed 1sotropo.

Struttura degli spostamenti Struttura delle forze
MyAl WAl
—_—
/ g ’
MxAl
1
C
Le reazioni vincolari valgono: Le reazioni vincolari valgono:
Wao = F Wy =1
My a0 = F;Lap Mya1 = Lap
Mon = —F,Lgc MyAl = —Lg¢
Cambio verso € segno alla reazione M, 4. Cambio verso e segno alla reazione M, 4;.
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Procediamo con il calcolo delle azioni interne nella struttura degli spostamenti.

A Si taglia I’asta in un punto qualsiasi tra A

e B alla coordinata y:

TZO (y )

M
yAO
ol Ly T
/ 4
)
My, (y)
Myzo | Wao Mo (y) "

Si scrivono le equazioni cardinali della statica per il pezzetto di trave:
szz =Tp(y) + Wy =0
z My = Myo(y) + Mygo — Wyoy =0

\z My = yo()’) - MyAO =0

A

da cui:

Too(y) = Wy = —F,
Mo (y) = Waoy — My o = F;(y — Lap)
Myo(y) = M,y 40 = F;Lpc

Si taglia 1’asta in un punto qualsiasi tra B e C alla coordinata x:

Equazioni cardinali della statica:
() F=To(0) + Wy = 0
2 My = Mo (x) + Mygo — WaoLap = 0

kz: My - Myo(X) - MyAO + WAOx == 0

A

da cui:

Tpo(x) = —Wyo = —F,
Myo(x) = =My p0 + WyoLgp = 0
Myo(x) = My 0 — Wyox = F,(Lgc — x)
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Azione di taglio T,,

Tratto AB: T,,(y) = —F,
Tratto BC: T,o(x) = —F,

My (y) = E,(y — Lap)

Momento flettente M,

Tratto AB: M,,(y) = E,(y — L,p)
Tratto BC: M,,(x) =0

Nel punto A: M, (y =0) = —F,L,p
Nel punto B: M, (y = L,g) =0
Nel punto C: M,,(x = Lgc) =0

MyO = FLpc

Momento flettente M,

Tratto AB: My, (y) = F;Lp
Tratto BC: M,0(x) = F;(Lgc — x)

Nel punto A: Myo(y = 0) = F,Lp
Nel punto B: M,,q(y = Lsp) = F;Lg
Nel punto C: My,q(x = Lgc) =0

Le azioni interne della struttura delle forze si ottengono dalle azioni interne della

struttura degli spostamenti dividendole per il carico applicato F;.

Lezioni del Prof. Filippo Bertolino

AA.2019/2020




Dipartimento di
Ingegneria Meccanica, Fondamenti di Costruzioni Meccaniche AA.2019/2020
Chimica e dei Materiali

Le azioni normali sono dovunque nulle N, per cui il modulo dell’abbassamento del

punto C vale:

La M., M Lap M M Lap T T Lec M M Lecy T . T
wczf a1l Jmdy+f 10 dy+J- X dy+f 20 dx+f Xz 20 dx
0 0 0 0 0

El, GI, GA EL, GA

Calcoliamo 1 singoli contributi:

fLAB M1 Myo dy = fLABFz(y — Lap)? dv = ELjp
0 0

El, El, Y = 3EL,
fLAB My, My, dy = JLAB F,Lyc y= E L3¢ L
0 GL, o G, Gr, **
jLABX Tzl TzO dv = jLABX (_1) (_Fz) dv = X—FZL
. GA YT GA Y = Ga
Lec M Lac F,(Lgc — x)? FZL%C
f dx = j dx =
0 0 Elyy SEIYY

fLBCXTmTzo xszBCx(—l) E) X,
0 0 GA GA B¢

da cui:

Lag | Laplyc | Lic X X
= Lap + == Lgc | E
We <3E1xx T7GI, T3EL, TGA4E T GaEc )

Poiché si ¢ ipotizzata una sezione circolare di raggio R, si ottiene:

_ _mR* Ip

b =l =773

si ottiene:

Trascurando I’azione del taglio e ricordando che G = 2 iv)

= (Ljg + Laplsc(1 +v) + L3o) oo 3E1xx

I1 contributo del momento torcente ¢ quindi rilevante e dipende dalla lunghezza delle

travi. Se Ly = L. , posto v = 0.3 si ottiene:

3 3
Flas _ . . FElas

=(B+v .
= )3Elxx El,
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Esercizio N.3
Calcolare lo spostamento verticale del punto C appartenente alla struttura isostatica

rappresentata in figura appoggiata nel punto B su una molla di caratteristica k.

Sistema degli spostamenti Sistema delle forze

Poiché si chiede 1’abbassamento del punto C dove ¢ applicata la forza verticale F che
agisce sulla strutture reale, la struttura delle forze ¢ identica a quella degli spostamenti:
le reazioni vincolari e le azioni interne saranno identiche, a parte il valore della forza

applicata che dovra essere unitaria.

Reazioni vincolari. Per ’equilibrio alla rotazione dell’asta BD
" lVAo Fl intorno al nodo B:  Hp, = 0.
A BT c | Di conseguenza: Hy, = 0.
Hpo | 3
TV“’ ZMzFEL—VDOLzo
sz:VAO_VDO-i_F:O
dacui: Vpy = %F ; Vao = g
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Azioni interne

Mzo(y) F
1% Mzo(x) 4_;1
A0 | X
l ’ No(x) No») <—I—
A — To(y) C
To(x)
Quando0 <x <L Quando 0 <y < L/2
No(x) =0 No(y) =0
F =
Tyo(x) = =3 ToO)=F
F M,o(y) = —Fy
MzO (X) - _Ex
Ny(2) Lungo la molla DB I’unica azione interna
M, (2) :T—\r To(2) ¢ di compressione:
3
A NO (Z) ES _EF
D
A
Vbo
Riassumendo le azioni interne valgono:
A To=F Mzo_—gx M,y = —Fy
C
T o | c T i
Quando0 <x <L Tyo(x)z—g ; Mzo(x)z—gx
Quando 0 <y <L/2 Ty(xy)=F ; My,(y)=—Fy
Lungo la molla: Ny(z) = —%F

Applicando il Principio dei Lavori Virtuali si ottiene:

NoN;
EA

om [1Mr e [

XTyoTy1

MZOle

d
El, -~

o

GA

dove gli integrali si estendono a tutta la struttura.
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La rigidezza di una trave alle azioni normali vale:

e = EA
NTL
In questo caso ¢ nota la caratteristica della molla k:
ku=F

Se la molla fosse sostituita da una trave di rigidezza assiale kj il lavoro delle azioni

interne varrebbe:

bytos) = [ [° (-37)(=2) , _9tm
EA D EA 4 EA
Ma la caratteristica della molla vale esattamente:
p= 24
Lpg

D1 conseguenza I’energia elastica accumulata nella molla vale:

OF
Lin(DB) = 1%

In conclusione:

Ve

or (t(-3x)(=3%)  pa(=3)(-2)  [(“rFo0 | (Y2r=F)-D)
=ZE+_[0 ZEIzz z dx+f0—%;A 2 dx+J;) —Elzz dx+f0 By E— dx

Sviluppando gli integrali:

B 9F F fL Zd N XF Ld N F .[L/Z 2d +XF L/Zd
T ak TaEL, ), Y T aea), Y T EL, ), T YT eal),
9F FL} xFL FI?  yFL
V= ——

= +2—+ +
4k ' 12El,,  4GA ' 24El, ' 2GA

9F FL3 3yFL
=_+ +
4k 8EL, 4GA

Ve

Se in B ci fosse un appoggio fisso invece della molla, la rigidezza k sarebbe infinita e

quindi I’equazione si ridurrebbe alla seguente espressione:

FI3 | 3XFL
8El, = 4GA

Ve =
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