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APPLICAZIONE DEL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI 

Esercizio n.1: calcolo di una rotazione 

Calcolare la rotazione del punto C della seguente struttura isostatica. 

In questo caso la struttura fittizia è quella indicata a lato, caricata nel punto C da una 

coppia unitaria oraria. 

  

 

 

 

 

  

Calcoliamo le reazioni vincolari e le azioni interne nella struttura reale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

{
 
 

 
 ∑𝐹𝑥 = 𝑞𝐻 − 𝐻𝐴0 = 0

∑𝑀𝐴 = 𝑉𝐵0𝐿 −
𝑞𝐻2

2
= 0

∑𝐹𝑦 = 𝑉𝐴0 + 𝑉𝐵0 = 0

 

Struttura degli spostamenti 

{
 
 

 
 
𝐻𝐴0 = 𝑞𝐻

𝑉𝐵0 =
𝑞𝐻2

2𝐿

𝑉𝐴0 = −
𝑞𝐻2

2𝐿

 

Si cambia verso e segno a 𝑉𝐴0. 

 

 

 

𝑞 

𝐿 

𝐴 

B C 

𝐻 

1 

𝐿 

𝐴 

B 
C 

𝐻 

𝑞 

𝐿 

𝐴 

B 

C 

𝐻 

𝑉𝐵0 

𝑉𝐴0 

𝐻𝐴0 

https://unica.adobeconnect.com/ptbq07sx4oh0/
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Calcolo delle azioni interne. 

 

 

 

 

 

 

{
 
 

 
 ∑𝐹∥ = 𝑁0(𝑦) − 𝑉𝐴0 = 0

∑𝐹⊥ = 𝑇0(𝑦) + 𝑞𝑦 − 𝐻𝐴0 = 0

∑𝑀 = 𝑀𝑧0(𝑦) +
𝑞𝑦2

2
− 𝐻𝐴0𝑦 = 0

 

da cui:  

{
 
 

 
 𝑁0(𝑦) = 𝑉𝐴0 =

𝑞𝐻2

2𝐿
𝑇0(𝑦) = 𝑞(𝐻 − 𝑦)

𝑀𝑧0(𝑦) = 𝑞𝐻𝑦 −
𝑞𝑦2

2

 

 

 

 

 

 

 

 

{
 
 

 
 ∑𝐹∥ = 𝑁0(𝑥) = 0

∑𝐹⊥ = 𝑇0(𝑥) + 𝑉𝐵0 = 0

∑𝑀 = 𝑀𝑧0(𝑥) − 𝑉𝐵0𝑥 = 0

 

da cui:  

{
 
 

 
 
𝑁0(𝑥) = 0

𝑇0(𝑥) = −
𝑞𝐻2

2𝐿

𝑀𝑧0(𝑥) =
𝑞𝐻2

2𝐿
𝑥

 

 

Calcoliamo le reazioni vincolari e le azioni interne nella struttura fittizia delle forze. 

 

 

 

 

 

 

 

Struttura delle forze 

{
 
 

 
 ∑𝐹𝑥 = 𝐻𝐴1 = 0

∑𝑀𝐴 = 𝑉𝐵1𝐿 − 1 = 0

∑𝐹𝑦 = 𝑉𝐴1 + 𝑉𝐵1 = 0

 

 

 

𝑞 

𝐴 

𝑦 

𝑉𝐴0 

𝐻𝐴0 

𝑁0 

𝑀𝑧0 
𝑇0 

𝑥 

B 

𝑉𝐵0 
𝑇0 

𝑁0 

𝑀𝑧0 

𝐿 

𝐴 

B 
C 

𝐻 

𝑉𝐵1 

𝑉𝐴1 

𝐻𝐴1 

1 
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{
 
 

 
 
𝐻𝐴1 = 0

𝑉𝐵1 =
1

𝐿

𝑉𝐴1 = −𝑉𝐵1 = −
1

𝐿

 

Si cambia verso e segno a 𝑉𝐴1. 

Calcolo delle azioni interne. 

 

 

 

 

 

 

{
 
 

 
 ∑𝐹∥ = 𝑁1(𝑦) − 𝑉𝐴1 = 0

∑𝐹⊥ = 𝑇1(𝑦) = 0

∑𝑀 = 𝑀𝑧1(𝑦) = 0

 

da cui:  

{
𝑁1(𝑦) = 𝑉𝐴1 =

1

𝐿
𝑇1(𝑦) = 0

𝑀𝑧1(𝑦) = 0

 

 

 

 

 

 

 

 

{
 
 

 
 ∑𝐹∥ = 𝑁1(𝑥) = 0

∑𝐹⊥ = 𝑇1(𝑥) + 𝑉𝐵1 = 0

∑𝑀 = 𝑀𝑧1(𝑥) − 𝑉𝐵1𝑥 = 0

 

da cui:  

{
 
 

 
 
𝑁1(𝑥) = 0

𝑇1(𝑥) = −
1

𝐿

𝑀𝑧1(𝑥) =
1

𝐿
𝑥

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴 

𝑦 

𝑉𝐴1 

𝑁1 

𝑀𝑧1 
𝑇1 

𝑥 

B 

𝑉𝐵1 
𝑇1 

𝑁1 

𝑀𝑧1 
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I diagrammi delle azioni interne sono le seguenti: 

Struttura degli spostamenti 

 

 

 

 

 

Azione normale 

 

 

 

 

 

 

Azione di taglio 

 

 

 

 

 

 

 

Azione del momento flettente 

Struttura delle forze 

 

 

 

 

 

Azione normale 

 

 

 

 

 

 

Azione di taglio 

 

 

 

 

 

 

 

Azione del momento flettente 

 

 

 

 

 

𝐴 

B 

𝑁0(𝑦) =
𝑞𝐻2

2𝐿
 

𝐴 

B 

𝑇0(𝑦) = 𝑞(𝐻 − 𝑦) 

𝑇0(𝑥) = −
𝑞𝐻2

2𝐿
 

𝐴 

B 

𝑀𝑧0(𝑥) =
𝑞𝐻2

2𝐿
𝑥 

𝑀𝑧0(𝑦) = 𝑞𝐻𝑦 −
𝑞𝑦2

2
 

𝐴 

B 

𝑁1(𝑦) =
1

𝐿
 

𝐴 

B 

𝑇1(𝑥) = −
1

𝐿
 

𝐴 

B 

𝑀𝑧1(𝑥) =
𝑥

𝐿
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Il modulo della rotazione del punto C si ottiene uguagliando il lavoro delle forze esterne 

a quello delle forze interne: 

ℒ𝑒𝑠𝑡 = 1𝜗𝑐 = ℒ𝑖𝑛𝑡 = ∫
𝑁1 𝑁0 

𝐸𝐴
𝑑𝑥 + ∫

𝑀𝑧1 𝑀𝑧0 

𝐸𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑥 + ∫

𝜒 𝑇𝑦1 𝑇𝑦0 

𝐺𝐴
𝑑𝑥 

i cui integrali si estendono a tutta la struttura. Sostituendo le equazioni delle azioni 

interne si ottiene: 

𝜗𝑐 = ∫
(
1
𝐿)
 (
𝑞𝐻2

2𝐿 )
 

𝐸𝐴𝐴𝐶

𝐻

0

𝑑𝑦 +∫
(
𝑥
𝐿)
 (
𝑞𝐻2

2𝐿
𝑥) 

𝐸𝐼𝑧𝑧

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫
𝜒 (−

1
𝐿)
 (−

𝑞𝐻2

2𝐿 )
 

𝐺𝐴𝐵𝐶

𝐿

0

𝑑𝑥 

Ipotizzando il materiale omogeneo e le sezioni trasversali costanti lungo le travi, lo 

sviluppo degli integrali conduce al seguente risultato: 

𝜗𝑐 =
 𝑞𝐻3 

2𝐿2𝐸𝐴𝐴𝐶
+
𝑞𝐻2𝐿

6𝐸𝐼𝑧𝑧
+

𝜒𝑞𝐻2

2𝐿𝐺𝐴𝐵𝐶
  [𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑖] 

Il valore è positivo: ciò significa che la rotazione avrà segno uguale a quello ipotizzato 

all’inizio dell’esercizio: la rotazione sarà quindi oraria. 

Il contributo dell’azione normale alla rotazione complessiva del nodo C rispetto al 

contributo del taglio dipende dal rapporto 𝐻 𝐿⁄  e dal rapporto 𝐴𝐵𝐶 𝐴𝐴𝐶⁄ ; posto 𝜒 = 1.2 

e 𝜈 = 0.3 si ottiene: 

𝑟 =

 𝑞𝐻3 
2𝐿2𝐸𝐴𝐴𝐶
𝜒𝑞𝐻2

2𝐿𝐺𝐴𝐵𝐶

=
 𝐻 

𝐿

𝐴𝐵𝐶
𝐴𝐴𝐶

 
𝐺

𝜒𝐸
≅ 0.32

 𝐻 

𝐿

𝐴𝐵𝐶
𝐴𝐴𝐶
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Esercizio n.2: calcolo di uno spostamento in presenza della torsione. 

Calcolare l’abbassamento del punto C appartenente alla seguente struttura. 

  

La sezione trasversale della trave è circolare di raggio R costante. Inoltre il materiale è 

omogeneo ed isotropo. 

Struttura degli spostamenti 

 

 

 

 

 

 

Le reazioni vincolari valgono: 

{

𝑊𝐴0 = 𝐹𝑧
𝑀𝑥𝐴0 = 𝐹𝑧𝐿𝐴𝐵
𝑀𝑦𝐴0 = −𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶

 

Cambio verso e segno alla reazione 𝑀𝑦𝐴0. 

Struttura delle forze 

 

 

 

 

 

 

Le reazioni vincolari valgono: 

{

𝑊𝐴1 = 1
𝑀𝑥𝐴1 = 𝐿𝐴𝐵
𝑀𝑦𝐴1 = −𝐿𝐵𝐶

 

Cambio verso e segno alla reazione 𝑀𝑦𝐴1. 

 

 

 

 

 

 

𝑧 

𝑥 
𝑦 

𝑂 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝐹𝑧 

𝐿𝐴𝐵  

𝐿𝐵𝐶  

𝑊𝐴0 

𝐴 𝐵 

𝐶 

𝐹𝑧 

𝑀𝑦𝐴0 

𝑀𝑥𝐴0 

𝑊𝐴1 

𝐴 𝐵 

𝐶 

1 

𝑀𝑦𝐴1 

𝑀𝑥𝐴1 
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Procediamo con il calcolo delle azioni interne nella struttura degli spostamenti. 

 

 

 

 

 

 

Si taglia l’asta in un punto qualsiasi tra A 

e B alla coordinata 𝑦: 

Si scrivono le equazioni cardinali della statica per il pezzetto di trave: 

{
 
 

 
 ∑𝐹𝑧 = 𝑇𝑧0(𝑦) +𝑊𝐴0 = 0

∑𝑀𝑥 = 𝑀𝑥0(𝑦) + 𝑀𝑥𝐴0 −𝑊𝐴0𝑦 = 0

∑𝑀𝑦 = 𝑀𝑦0(𝑦) − 𝑀𝑦𝐴0 = 0

 

da cui: 

{

𝑇𝑧0(𝑦) = −𝑊𝐴0 = −𝐹𝑧
𝑀𝑥0(𝑦) = 𝑊𝐴0𝑦 −𝑀𝑥𝐴0 = 𝐹𝑧(𝑦 − 𝐿𝐴𝐵)

𝑀𝑦0(𝑦) = 𝑀𝑦𝐴0 = 𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶

 

Si taglia l’asta in un punto qualsiasi tra B e C alla coordinata 𝑥: 

 

 

 

 

 

 

 

Equazioni cardinali della statica: 

{
 
 

 
 ∑𝐹𝑧 = 𝑇𝑧0(𝑥) +𝑊𝐴0 = 0

∑𝑀𝑥 = 𝑀𝑥0(𝑥) + 𝑀𝑥𝐴0 −𝑊𝐴0𝐿𝐴𝐵 = 0

∑𝑀𝑦 = 𝑀𝑦0(𝑥) − 𝑀𝑦𝐴0 +𝑊𝐴0𝑥 = 0

 

da cui: 

{

𝑇𝑧0(𝑥) = −𝑊𝐴0 = −𝐹𝑧
𝑀𝑥0(𝑥) = −𝑀𝑥𝐴0 +𝑊𝐴0𝐿𝐴𝐵 = 0

𝑀𝑦0(𝑥) = 𝑀𝑦𝐴0 −𝑊𝐴0𝑥 = 𝐹𝑧(𝐿𝐵𝐶 − 𝑥)
 

 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝐹𝑧 

𝑧 

𝑊𝐴0 

𝑦 

𝑀𝑥𝐴0 

𝑀𝑦𝐴0 

𝐴 

𝐵 

𝑧 

𝑊𝐴0 
𝑥 

𝑀𝑥𝐴0 

𝑀𝑦𝐴0 

𝑀𝑦0(𝑥) 

𝑇𝑧0(𝑥) 

𝑀𝑥0(𝑥) 

𝑦 

𝑇𝑧0(𝑦) 

𝑀𝑦0(𝑦) 

𝑀𝑥0(𝑦) 

𝐴 

𝑧 

𝑊𝐴0 𝑀𝑥𝐴0 

𝑀𝑦𝐴0 
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Si procede al disegno delle azioni interne della struttura degli spostamenti 

 

 

 

 

 

 

Azione di taglio 𝑇𝑧0 

 

 

Tratto AB: 𝑇𝑧0(𝑦) = −𝐹𝑧 

Tratto BC: 𝑇𝑧0(𝑥) = −𝐹𝑧 

 

 

 

 

 

 

 

Momento flettente 𝑴𝒙𝟎 

Tratto AB: 𝑀𝑥0(𝑦) = 𝐹𝑧(𝑦 − 𝐿𝐴𝐵) 

Tratto BC: 𝑀𝑥0(𝑥) = 0 

 

Nel punto A:  𝑀𝑥(𝑦 = 0) = −𝐹𝑧𝐿𝐴𝐵 

Nel punto B:  𝑀𝑥(𝑦 = 𝐿𝐴𝐵) = 0 

Nel punto C: 𝑀𝑥(𝑥 = 𝐿𝐵𝐶) = 0 

 

 

 

 

 

 

Momento flettente 𝑴𝒚𝟎 

Tratto AB: 𝑀𝑦0(𝑦) = 𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶 

Tratto BC: 𝑀𝑦0(𝑥) = 𝐹𝑧(𝐿𝐵𝐶 − 𝑥) 

 

Nel punto A: 𝑀𝑦0(𝑦 = 0) = 𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶 

Nel punto B: 𝑀𝑦0(𝑦 = 𝐿𝐴𝐵) = 𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶 

Nel punto C: 𝑀𝑦0(𝑥 = 𝐿𝐵𝐶) = 0 

 

Le azioni interne della struttura delle forze si ottengono dalle azioni interne della 

struttura degli spostamenti dividendole per il carico applicato 𝐹𝑧
𝑐. 

 

 

 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

−𝐹𝑧 

𝑧 

−𝐹𝑧 

𝐴 𝐵 

𝐶 

𝑧 

𝑀𝑥0(𝑦) = 𝐹𝑧(𝑦 − 𝐿𝐴𝐵) 

𝐴 

𝐵 

𝐶 

𝑀𝑦0(𝑥) = 𝐹𝑧(𝐿𝐵𝐶 − 𝑥) 

𝑧 

𝑀𝑦0(𝑦) = 𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶 
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Le azioni normali sono dovunque nulle 𝑁, per cui il modulo dell’abbassamento del 

punto C vale: 

𝑤𝑐 = ∫
𝑀𝑥1 𝑀𝑥0 

𝐸𝐼𝑥𝑥

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 + ∫
𝑀𝑦1 𝑀𝑦0 

𝐺𝐼𝑝

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 + ∫
𝜒 𝑇𝑧1 𝑇𝑧0 

𝐺𝐴

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 + ∫
𝑀𝑦1 𝑀𝑦0 

𝐸𝐼𝑦𝑦

𝐿𝐵𝐶

0

𝑑𝑥 +∫
𝜒 𝑇𝑧1 𝑇𝑧0 

𝐺𝐴

𝐿𝐵𝐶

0

𝑑𝑥 

Calcoliamo i singoli contributi: 

∫
𝑀𝑥1 𝑀𝑥0 

𝐸𝐼𝑥𝑥

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 = ∫
𝐹𝑧(𝑦 − 𝐿𝐴𝐵)

2 

𝐸𝐼𝑥𝑥

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 =
𝐹𝑧𝐿𝐴𝐵

3

3𝐸𝐼𝑥𝑥
 

∫
𝑀𝑦1 𝑀𝑦0 

𝐺𝐼𝑝

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 = ∫
𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶

2   

𝐺𝐼𝑝

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 =
𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶

2

𝐺𝐼𝑝
𝐿𝐴𝐵 

∫
𝜒 𝑇𝑧1 𝑇𝑧0 

𝐺𝐴

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 = ∫
𝜒 (−1) (−𝐹𝑧) 

𝐺𝐴

𝐿𝐴𝐵

0

𝑑𝑦 =
𝜒𝐹𝑧
𝐺𝐴

𝐿𝐴𝐵 

∫
𝑀𝑦1 𝑀𝑦0 

𝐸𝐼𝑦𝑦

𝐿𝐵𝐶

0

𝑑𝑥 = ∫
 𝐹𝑧(𝐿𝐵𝐶 − 𝑥)

2 

𝐸𝐼𝑦𝑦

𝐿𝐵𝐶

0

𝑑𝑥 =
𝐹𝑧𝐿𝐵𝐶

3

3𝐸𝐼𝑦𝑦
 

∫
𝜒 𝑇𝑧1 𝑇𝑧0 

𝐺𝐴

𝐿𝐵𝐶

0

𝑑𝑥 = ∫
𝜒 (−1) (−𝐹𝑧) 

𝐺𝐴

𝐿𝐵𝐶

0

𝑑𝑥 =
𝜒𝐹𝑧
𝐺𝐴

𝐿𝐵𝐶 

da cui: 

𝑤𝑐 = (
𝐿𝐴𝐵
3

3𝐸𝐼𝑥𝑥
+
𝐿𝐴𝐵𝐿𝐵𝐶

2

𝐺𝐼𝑝
+

𝐿𝐵𝐶
3

3𝐸𝐼𝑦𝑦
+
𝜒

𝐺𝐴
𝐿𝐴𝐵 +

𝜒

𝐺𝐴
𝐿𝐵𝐶)𝐹𝑧 

Poiché si  è ipotizzata una sezione circolare di raggio 𝑅, si ottiene: 

𝐼𝑥𝑥 = 𝐼𝑦𝑦 =
𝜋𝑅4

4
=
𝐼𝑃
2

 

Trascurando l’azione del taglio e ricordando che 𝐺 =
𝐸

2(1+𝜈)
 si ottiene: 

𝑤𝑐 = (𝐿𝐴𝐵
3 + 𝐿𝐴𝐵𝐿𝐵𝐶

2 (1 + 𝜈) + 𝐿𝐵𝐶
3 )

𝐹𝑧
3𝐸𝐼𝑥𝑥

 

Il contributo del momento torcente è quindi rilevante e dipende dalla lunghezza delle 

travi. Se 𝐿𝐴𝐵 = 𝐿𝐶𝐵 , posto 𝜈 = 0.3 si ottiene: 

𝑤𝑐 = (3 + 𝜈)
𝐹𝑧𝐿𝐴𝐵

3

3𝐸𝐼𝑥𝑥
≅ 1.1

𝐹𝑧𝐿𝐴𝐵
3

𝐸𝐼𝑥𝑥
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Esercizio N.3 

Calcolare lo spostamento verticale del punto C appartenente alla struttura isostatica 

rappresentata in figura appoggiata nel punto B su una molla di caratteristica 𝑘. 

 

Sistema degli spostamenti 

 

 

 

 

 

 

Sistema delle forze 

 

 

Poiché si chiede l’abbassamento del punto C dove è applicata la forza verticale 𝐹 che 

agisce sulla strutture reale, la struttura delle forze è identica a quella degli spostamenti: 

le reazioni vincolari e le azioni interne saranno identiche, a parte il valore della forza 

applicata che dovrà essere unitaria. 

Reazioni vincolari. 

 

 

 

Per l’equilibrio alla rotazione dell’asta BD 

intorno al nodo B:      𝐻𝐷0 = 0. 

Di conseguenza:         𝐻𝐴0 = 0. 

∑𝑀 = 𝐹
3

2
𝐿 − 𝑉𝐷0𝐿 = 0 

∑𝐹𝑦 = 𝑉𝐴0 − 𝑉𝐷0 + 𝐹 = 0 

da cui:     𝑉𝐷0 =
3

2
𝐹 ;         𝑉𝐴0 =

𝐹

2
 

 

 

 

 

 

C A 
B 

F 

𝑘 

𝐿 2⁄  𝐿 

D 

C A 
B 

1 

𝑘 

𝐿 2⁄  𝐿 

D 

C A B 

F 𝑉𝐴0 

𝑉𝐷0 

D 

𝐻𝐴0 

𝐻𝐷0 
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Azioni interne 

 

 

 

 

Quando 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 

  

𝑁0(𝑥) = 0 

𝑇𝑦0(𝑥) = −
𝐹

2
 

𝑀𝑧0(𝑥) = −
𝐹

2
𝑥 

 

 

 

 

 

Quando 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿 2⁄  

 

𝑁0(𝑦) = 0 

𝑇𝑦0(𝑦) = 𝐹 

𝑀𝑧0(𝑦) = −𝐹𝑦 

 

 Lungo la molla DB l’unica azione interna 

è di compressione: 

𝑁0(𝑧) = −
3

2
𝐹 

 

 

 

Riassumendo le azioni interne valgono: 

 

 

 

 

 

 

 

Quando 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 𝑇𝑦0(𝑥) = −
𝐹

2
 ; 𝑀𝑧0(𝑥) = −

𝐹

2
𝑥 

Quando 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿 2⁄  𝑇𝑦0(𝑥𝑦) = 𝐹 ; 𝑀𝑧0(𝑦) = −𝐹𝑦 

Lungo la molla: 𝑁0(𝑧) = −
3

2
𝐹 

 

Applicando il Principio dei Lavori Virtuali si ottiene: 

𝑣𝑐 = ∫
𝑁0𝑁1
𝐸𝐴

𝑑𝑥 + ∫
𝜒𝑇𝑦0𝑇𝑦1
𝐺𝐴

𝑑𝑥 +∫
𝑀𝑧0𝑀𝑧1

𝐸𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑥 

dove gli integrali si estendono a tutta la struttura. 

 

C 

A 

𝑇𝑦0 = 𝐹 

𝑇𝑦0 = −𝐹 2⁄  

C 
A B 

𝑀𝑧0 = −
𝐹

2
𝑥 

𝑥 𝑦 

𝑀𝑧0 = −𝐹𝑦 

𝑥 

A 

𝑉𝐴0 

𝑇0(𝑥) 

𝑁0(𝑥) 

𝑀𝑧0(𝑥) 𝑦 

C 

𝐹 

𝑇0(𝑦) 
𝑁0(𝑦) 

𝑀𝑧0(𝑦) 

D 

𝑉𝐷0 

𝑇0(𝑧) 

𝑁0(𝑧) 

𝑀𝑧0(𝑧) 

𝑧 
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La rigidezza di una trave alle azioni normali vale: 

𝑘𝑁 =
𝐸𝐴

𝐿
 

In questo caso è nota la caratteristica della molla 𝑘: 

𝑘𝑢 = 𝐹 

Se la molla fosse sostituita da una trave di rigidezza assiale 𝑘𝑁 il lavoro delle azioni 

interne varrebbe: 

ℒ𝑖𝑛𝑡(𝐷𝐵) = ∫
𝑁0(𝑧)𝑁1(𝑧)

𝐸𝐴
𝑑𝑧 = ∫

(−
3
2
𝐹) (−

3
2)

𝐸𝐴
𝑑𝑧 =

9

4

𝐿𝐷𝐵
𝐸𝐴

𝐹
𝐵

𝐷

 

Ma la caratteristica della molla vale esattamente: 

𝑘 =
𝐸𝐴

𝐿𝐷𝐵
 

Di conseguenza l’energia elastica accumulata nella molla vale: 

ℒ𝑖𝑛𝑡(𝐷𝐵) =
9

4

𝐹

𝑘
 

In conclusione: 

𝑣𝑐 =
9

4

𝐹

𝑘
+∫

(−
𝐹
2
𝑥)(−

1
2
𝑥)

𝐸𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑥

𝐿

0

+∫
𝜒 (−

𝐹
2
) (−

1
2
)

𝐺𝐴
𝑑𝑥

𝐿

0

+∫
(−𝐹𝑥)(−𝑥)

𝐸𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑥

𝐿 2⁄

0

+∫
𝜒(−𝐹)(−1)

𝐺𝐴
𝑑𝑥

𝐿 2⁄

0

 

Sviluppando gli integrali: 

𝑣𝑐 =
9

4

𝐹

𝑘
+

𝐹

4𝐸𝐼𝑧𝑧
∫ 𝑥2𝑑𝑥
𝐿

0

+
𝜒𝐹

4𝐺𝐴
∫ 𝑑𝑥
𝐿

0

+
𝐹

𝐸𝐼𝑧𝑧
∫ 𝑥2𝑑𝑥
𝐿 2⁄

0

+
𝜒𝐹

𝐺𝐴
∫ 𝑑𝑥
𝐿 2⁄

0

 

𝑣𝑐 =
9

4

𝐹

𝑘
+

𝐹𝐿3

12𝐸𝐼𝑧𝑧
+
𝜒𝐹𝐿

4𝐺𝐴
+

𝐹𝐿3

24𝐸𝐼𝑧𝑧
+
𝜒𝐹𝐿

2𝐺𝐴
 

𝑣𝑐 =
9

4

𝐹

𝑘
+
𝐹𝐿3

8𝐸𝐼𝑧𝑧
+
3𝜒𝐹𝐿

4𝐺𝐴
 

Se in B ci fosse un appoggio fisso invece della molla, la rigidezza 𝑘 sarebbe infinita e 

quindi l’equazione si ridurrebbe alla seguente espressione: 

𝑣𝑐 =
𝐹𝐿3

8𝐸𝐼𝑧𝑧
+
3𝜒𝐹𝐿

4𝐺𝐴
 


