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METODI ENERGETICI

La densita di energia elastica si calcola con la formula seguente:
1
¥ == [olle]

dove [o] indica il tensore degli sforzi e [£] il tensore delle deformazioni. Talvolta si

preferisce raccogliere le componenti dei due tensori in altrettanti vettori:

(T (&)
a, £,
o, €z
oy=3. 1 {s}=<yxy>
Tyz yyz
\T,,/ \V ./

In tal caso la densita di energia elastica si calcola attraverso il prodotto scalare dei

due vettori:

1 1
Y= E{O_}T{g} = E [ngx T 0y€y + 0,6, + ToyVuy T TyzVyz T szyzx]

Gli sforzi e le deformazioni si possono calcolare con le formule viste precedentemente:

: : : N N
a) Trazione/compressione semplice: o, = " & =
. . Myy M,y
b) Flessione semplice: O, = —; Ex = —
Izz Elzz
T, S T, S
. y 2z y °z
¢) Taglio: T = 2% — _yoz
) Tag Yoobl,’ Yy = Go1y,
. e . M, 1T M, 1T
d) Torsione nelle sezioni circolari:  T,, = IL; YVt = G’If
p P

I1 contributo delle diverse componenti dello sforzo valgono:

1 N? 1M 1 T3] .y _1ME?
N = 2Fa ~ Y T = 26p2R, Me ™ 2 612

L’energia elastica immagazzinata in una trave, si calcola integrando la densita di
energia elastica su tutto il volume; nel caso di una trave prismatica lunga L e di sezione

trasversale costante 4, il contributo di ogni termine all’energia elastica totale vale:
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_1N%L 1ML

Ly =-—— ; =
N ™= 2F1 > M= g,

_1MiL
x 26,

;LM

Per il contributo del taglio si preferisce utilizzare una formula pitu semplice:
1xTiL
2 GA

dove il valore del fattore di taglio y dipende dalla forma della sezione trasversale della

Lr

trave.
TEOREMA DI MAXWELL E TEOREMA DI BETTI

Si ipotizzi che sia valido il Principio di sovrapposizione degli effetti.

Si considert la trave a mensola rappresentata in
F l

figura caricata da una forza F, trasversale al suo
A asse e applicata nel punto A.
L >
, l La forza viene fatta crescere lentamente (in
i _ p modo “quasi statico”) fino al suo valore finale.
1 l - In seguito all’applicazione della forza, il punto

A subisce uno spostamento la cui componente

in direzione della forza F, vale v,.

I1 lavoro compiuto dalla forza vale:
vA
L= j F dv
0
Ipotizzando un comportamento lineare del tipo Kv = F si puo scrivere:
Vg va
1. 2
sz dezf deszKvA
0 0
Poiché: K = :—A sostituendo si ottiene:
A
1

L == EFAUA
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Per maggiore chiarezza indichiamo il lavoro e lo spostamento con due pedici:
La = EFAUAA

L, 4 indica il lavoro compiuto dalla forza F, grazie allo spostamento v,4 del punto A
provocato dalla forza F,. Come detto ¢ inteso che vy, sia la componente dello

spostamento del punto A in direzione di Fy.

Applichiamo adesso nel punto B una seconda

F F .
i 5 4 forza che viene fatta crescere lentamente fino

:1 B A a raggiungere il valore Fz (la forza F, ¢

sempre presente, ma il suo valore ¢ costante).

La forza Fp provoca la deformazione della
trave, quindi sia lo spostamento del punto B

che quello del punto A. Il lavoro da essa

prodotto vale:

Lpn ==F,
BB 2BVBB

Il lavoro complessivo, accumulato nella trave in forma di energia elastica, vale:

Ly =Lyp+ Lpp+Lyp
L, indica il lavoro indiretto prodotto dalla forza F, grazie allo spostamento v,5 del
punto A provocato dalla forza F. Mentre lo spostamento v45 cresce sino al suo valore
finale, la forza F, ¢ costante e di conseguenza:

Lug = | OUAB F,dv="F,v,p Lavoro indiretto
Adesso immaginiamo di ripetere la procedura, ma applichiamo prima la forza Fg, poi
la forza F,. In questo secondo caso il lavoro complessivo vale:

Ly =Lpp+ Lyg+ Lpa
dove:

1 1
Lpp = EFBUBB ; Loy = EFAUAA; Lpa = Fgvpgy
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Ly, indica il lavoro indiretto prodotto dalla forza Fp grazie allo spostamento vg, del
punto B provocato dalla forza F,.
Poiché si ¢ supposto valido il principio di sovrapposizione degli effetti, il lavoro

prodotto nei due casi deve essere identico, cio¢ £L; = L, da cui:

FoVas = Fvp,] TEOREMA DI MAXWELL

Se invece di due forze, si applicassero due coppie M, e Mg, il teorema sarebbe sempre

valido ma assumerebbe la forma seguente:

My, = Mplp,

dove J,p indica la rotazione del punto A causata dalla coppia My applicata nel punto
B e Jp,4 indica la rotazione del punto B causata dalla coppia M, applicata nel punto A.
E’ valida anche la seguente versione:
Mp9,p = Fpvpy

dove 9,5 indica la rotazione del punto A causata dalla forza Fp applicata nel punto B
e Vg4 indica lo spostamento del punto B causato dalla coppia M, applicata nel punto
A.
I1 teorema di Betti ¢ simile al precedente ma ¢ di validita piu ampia perché si riferisce
a due sistemi di forze e non a forze singole:

YA Fa(Dvap(@) = X078 Fe (Dvpa (@) TEOREMA DI BETTI
dove il sistema A comprende n, forze e il sistema B ne comprende ng.

In forma vettoriale si puo scrivere:
T _ T
Fyv, = Fgvpy

dove F£={FA(1) Fy(2) - Fy(ng)} e F£={FB(1) Fg(2) -+ Fg(ng)}

sono forze generalizzate (il che significa che alcune componenti sono forze e altre

pOssono essere coppie) e

v45(1) vpa(1)
Vg = UAB:(Z) e L= vBA:(Z)
Vy5(ny) Vpa(np)
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sono spostamenti _generalizzati (il che significa che alcune componenti sono

spostamenti e altre possono essere rotazioni); quando nella posizione i-esima del
vettore delle forze generalizzate ¢ presente una forza, nella corrispondente posizione
del vettore degli spostamenti generalizzati deve comparire uno spostamento; quando
nella posizione i-esima del vettore delle forze generalizzate ¢ presente una coppia, nella
corrispondente posizione del vettore degli spostamenti generalizzati deve comparire

una rotazione. In ogni caso, il prodotto dei due vettori da origine ad un lavoro.
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ESEMPIO N.1
Calcolare 1’abbassamento del punto A
F: F. F.
’ 2 ! integrando due volte I’equazione della linea
A \ 4 \4 A .
elastica.
_L/3 | L/3 | L/3

Se si applicasse il metodo dell’equazione della linea elastica direttamente alla mensola
caricata da tre forze, sarebbe necessario integrare 1’equazione due volte per ognuno dei
tre tratti di trave: sarebbe quindi necessario determinare 6 condizioni al contorno, il che
puo richiedere molto tempo.

In alternativa ¢ possibile applicare il Teorema di Betti.

Applichiamo la forza F4 nel punto A quindi scriviamo:
Fyva1 + Favap + Favy3 = F4(Wag + Vap + Va3) = Fivia + B0, + F303,

1l lavoro indiretto prodotto dalla forza F, grazie allo spostamento del punto A causato
dalle forze applicate F,, F, ed F; e uguale alla somma del lavoro indiretto prodotto

dalle forze F,, F, ed F5 grazie agli spostamenti dei rispettivi punti di applicazione

prodotti dalla forza Fy.

F,

A F,
i Mz(x) = _FAx q

A —_ YA
1 — 4 V2a
V3a
V14

Posto F, = 1, si ottiene:

Vg = Vg + Vap + Va3 = Fiv1 + Fo054 + F3034
Quindi per risolvere il problema ¢ sufficiente calcolare vi4, Vo4 € V34 (cioe gli
spostamenti dei punti sui quali sono applicate le forze F;, F, ed F3) causati dalla forza

unitaria applicata in A.
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Posta I’origine dell’asse di riferimento x in A e diretto verso I’incastro si ha:
M, = —x
Integrando due volte si ottiene:

x2
El,,9(x) = = +c

x3
El,v(x) = 3 +cx+cy

Condizioni al contorno:

2 2
Quandox =L 9(x) =0 dacui: 0=L;+c1 da cui clz—%
3 2 3
Quandox =L  v(x) = 0 dacui: 0=%—L;L+Cz da cui: c2=%
() = 1 (x3 12 +L3
T W R
L3
via=v(x=0)=
1 3EL,
_ ( _L)_ 1 (L0 P 4l
1724 =V\*=3) =51, \162 "6 " 3) " 81EL,

B ( _ZL)_ NG A
34 =P\ *T3) T e, \162” 3 " 3) T 81EL,

Se le forze F;, F, ed F; fossero tutte identiche si avrebbe:

SF, L3
9E1,,

Vg = F(V14 + V4 +V34) =
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ESEMPIO N.2
Per calcolare la rotazione del punto A dell’esempio precedente, si procede in modo

analogo; si applica la coppia My nel punto A quindi si scrive:
MpOa1 + MyOpy + MpOpz = Ma(Oa1 + Faz +0p3) = Fiv1a + Fovon + F3u3y

1l lavoro indiretto prodotto dalla coppia M, grazie alla rotazione del punto A causata
dalle forze applicate F,, F, ed F; e uguale alla somma del lavoro indiretto prodotto
dalle forze F,, F, ed F5 grazie agli spostamenti dei rispettivi punti di applicazione

prodotti dalla coppia M.

Mz(x) = _MA My

V3a

Posto M, = 1, si ottiene:
Uy = Ug1 +04p + 943 = F1vgg + Fo0,,4 + F3034

Quindi per risolvere il problema ¢ sufficiente calcolare v,4, Vo4 € V34 (cioe gli
spostamenti dei punti sui quali sono applicate le forze F;, F, ed F5) causati dalla coppia
unitaria applicata in A.
Posta I’origine dell’asse di riferimento x in A e diretto verso I’incastro si ha:

M, =-1
Integrando due volte si ottiene:

El,,9(x) =x+ ¢
2
El,v(x) = > +cx+c,
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Condizioni al contorno:

uandox =L 9(x) =0 dacui: 0=L+c da cui c; =—L
Q 1 1
2 2
Quandox =L v(x) =0 dacui: 0=%+61L+c2 da cui c2=%
() = 1 [x? . +L2
T
LZ
via=v(x=0)=
14 2EL,
B ( _L)_ 1 (L2 L2+L2 47
V22 =v\*=3)= g \18 731 2) " 18EL,
B (_2L>_ 1 (217 2L2+L2 L
V4 T V\*T3) T EL,\9 "3 " 2) T 18EL,

Se le forze F;, F, ed F5 fossero tutte identiche la rotazione assumerebbe il seguente
valore (in radianti):

7F,I?

94 = Fy(viq + Vg + V34) = ——
A 1 (V14 + V24 + V34) 9EL,
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ESEMPIO N.3

Calcolare 1’abbassamento del punto A

M; M, M,
\ \ integrando due volte 1’equazione della linea
7/ A

elastica.

L/3 L/3 L/3

Applichiamo la forza F4 nel punto A quindi scriviamo:
Fpvg1 + Fpvgp + Fpvaz = F4 (Va1 + Vap + Va3) = M0 + Mp0,4 + M3U3y

1l lavoro indiretto prodotto dalla forza F, grazie allo spostamento del punto A causato
dalle coppie applicate My, M, ed M5 e uguale alla somma del lavoro indiretto prodotto

dalle coppie My, M, ed M5 grazie alle rotazioni dei rispettivi punti di applicazione

prodotti dalla forza Fy.
F,
A F,
q M,(x) = —Fyx
A —_ Y A
\ x 93 D24

D14

Posto F, = 1, si ottiene:
Vg = Vag + Vg + Va3 = M1914 + My0,, + M35,

Quindi per risolvere il problema ¢ sufficiente calcolare le rotazioni 9, 4, U4 € 95,4 dei
punti sui quali sono applicate le coppie M;, M, ed M; causate dalla forza unitaria

applicata in A.
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Posta I’origine dell’asse di riferimento x in A e diretto verso I’incastro si ha:
M, = —x
Integrando due volte si ottiene:

x2
El,,9(x) = = +c

x3
El,v(x) = 3 +cx+cy

Condizioni al contorno:

2 2
Quandox =L 9(x) =0 dacui: O=L;+c1 da cui clz—%
3 2 3
Quandox =L v(x) = 0 dacui: 0=%—%L+c2 da cui: cZ=L—
(o0 = L L
VSR e T2 T3
9(x) = 1 [x? L?
WY T EL\ 2 T2
(9., = 9(x = 0) = v
= V= ok,
5 _ﬁ( _L>_ 1 (12 2\  —4l?
1724\ *73) T \1872) T 9EL,
5 _ﬁ( _2L>_ 1 (212 [?\ —5I2
4TV T3) T EL\ 9 "2/ 18EL,

Le rotazioni sono negative in quanto, se osservate dalle z positive!, risultano orarie;
alle My, M, ed M5 ¢ necessario attribuire il segno in modo coerente, positivo se

antiorario.

Nell’esempio M; e M, sono negative mentre M5 ¢ positiva; di conseguenza prendendo

1 loro valori assoluti si ottiene

UM AP SML
VA= EL, " 9EL, ~18El,

! Lorigine del sistema di riferimento & nel punto A e I’asse x ¢ diretto verso sinistra; di conseguenza 1’asse z ¢ diretto
verso I’osservatore.
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