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Metodi agli Elementi Finiti - (AA 2019/°20)

L’ELEMENTO PIASTRA FLESSIONALE A 4 NODI DI MELOSH

La teoria di Kirchhoff ¢ applicabile alle piastre sottili nelle quali lo scorrimento trasversale ¢ trascurabile.
L’energia elastica nella piastra dipende dalle deformazioni nel piano &, &y, € Yy, che dipendono dallo
spostamento trasversale w = w(x, y), come mostrato dalle seguenti equazioni:

Ex Wxx Ky
Sy = —Z W,yy = —Z Ky
Yxy 2Wxy Kxy

11 legame sforzi-deformazioni ¢ il seguente:

1 v 0 1 v 0
{Ux} : . : {Ex} = : {Kx}
O'y — Ey = Ky
1 — 2 1—v 1—v2 1—v
Txy 0 0 —|WUxy 0 0 —|\Kxy

e poiché il legame sforzi — momenti flettenti unitari ¢ il seguente:

Tx) 19, Mx
oyt = t_3 My
Txy Mxy

risulta che il legame “momenti flettenti unitari — curvature” ¢ il seguente:

M 1 v 0 K
Mx _ _Et3 v 1 0 KX _ D

y —m 1—v ™ = —[Dgl{x}
M,,, 0 O Kxy

dove

1 v O Ky
—_E° [y 1 o0 _

K
2 xy

11 punto di partenza per la formulazione della matrice di rigidezza elementare ¢ 1’energia elastica:

U, = f Ol%{a}T (e} - dVol

dove, come appena visto:

Oy 1 v 0 Ky Ex Ky
{a}zgay}zl‘&zv 1 10 {Ky; e {g}:{fy}z—ziky}z—z{x}
o o =
2

Txy Kxy Yxy Kxy
da cui:
5 1 v 0
1 1 Ez
ve= [ oVt avol =3[ (o vl 0 N avol
vol 2 2 Jyol 1-v? 0 0 v
2

Posto dVol = dz-dA e dA = dx - dy che rappresenta un’area infinitesima appartenente al piano medio,
I’integrazione lungo lo spessore t fornisce:

1 v O
U, =1, (" £ v é O L)+ dvol = f, 207 [Dk] 1} - da

T2 12(1-v2)

Individuata una funzione d’interpolazione dello spostamento w in funzione dei gradi di liberta nodali {d},
¢ possibile differenziarla per ottenere le curvature {k}. Per un elemento a NNe nodi abbiamo:
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w= [N {4} qundi (= [B] ()

1x3NNe 3x3NNe
I gradi di liberta di un elemento di Kirchhoff sono:
{d}={W1 Wx1 Wy1 = Wy Way Wyn}T
da cui I’energia elastica risulta:

Ue = [, 5 ()T [Dg] {s}dA = 2{d}" [, [B]"[Dy] [BldA - {d} = 5 {d}" [K]{d}

dove la matrice di rigidezza dell’elemento risulta:

kK] = f [BY"[D][B] dA
A

3NNex3NNe
Nel 1963 Melosh ha proposto un elemento che si basa su un polinomio contenente 12 coefficienti:
w(§n) = ay + az§ + asn + asé? + asén + agn’® + ;8% + agd®n + agdn® + aron® + a118°n + ar28n°
o0, in forma matriciale:
w={1 & n & & n* & &n M 0’ &n PHal

Si tratta di un polinomio incompleto di quarto grado in quanto mancano i coefficienti che moltiplicano &#,
£2n? e n*. 1l vettore {a} contiene 12 coordinate generalizzate che bisogna scambiare con i 12 gradi di liberta
nodali {d} con il metodo gia descritto nei capitoli precedenti. E’ quindi possibile calcolare la matrice [B] ¢ la
matrice di rigidezza elementare [k]. La convergenza dell’elemento a 12 coefficienti non ¢ monotona, quindi
una mesh costituita da questi elementi puo essere troppo rigida in alcuni problemi e troppo flessibile in altri.

Cio capita perché ’inclinazione della normale al piano medio, per esempio dw/d¢ lungo il lato & = costante,
non ¢ compatibile tra elementi contigui.

Dimostrazione

Per semplicita poniamo che I’elemento sia allineato alle coordinate globali x
e y come riportato nella figura a lato, quindix = &ey =1.

(-11) (1,1

E’ sufficiente seguire la procedura gia utilizzata nei capitoli precedenti
esprimendo lo spostamento w in forma matriciale: >

w={1l x vy x* xy y? x3 x%y xy? y3 x3y xy3}Ha}

(-1,-1) (1,-1)

ow _ ow ..
235 = Wax €5 = W,y per cui:

Le variabili nodali sono w 3y

2 3 3 3

Wxe=f0 1 0 2x y 0 3x* 2xy y> 0 3x%y y3 |{a}

{W} 1 x y x2 xy y?> x3 x%y xy? y3 x3y «xy
Wy 7 3xy?

0 01 0 x 2y 0 x%* 2xy 3y «x

Sostituendo i valori delle coordinate nodali possiamo scrivere il seguente sistema e trovare il vettore dei
parametri {a}:

e ——
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1 -1 -1 1 1 1 -1
Wi 0 1 0 -2 -1 0 3
Wyly 0 0 1 0 -1 -2 0
w 1 1 -1 1 -1 1 1
Wit o 1 0 2 -1 0 3

< W.y2>= 0O 0 1 0 1 =2 0
w 1 1 1 1 1 1 1
Wy o 1 0 2 1 0 3
Wy), 0o 0 1 0 1 2 0
w 1 -1 1 1 -1 1 -1
Wyt o 1 0 -2 1 0 3
wy), o 0 1 0 -1 2 0

da cui:

-1 -1 -1 1 1y,a1y
2 1 0 -3 —-1||a
1 2 3 -1 -3||@as
-1 1 -1 -1 -1|]| a4
-2 1 0 -3 -1|]|@as
1 -2 3 1 3|]as
1 01 1 1 1<a7>—[A] {a} = {d}
2 1 0 3 1lfas
1 2 3 1 3||ao
1 -1 1 -1 -171a10
-2 1 0 3 1|]|a
1 -2 3 -1 -=3l\ap,/

{a} = [A]""-{d}

Le funzioni di forma si trovano eseguendo il prodotto:

N={1 x y x* xy y* ¥* x*y xy* y* x’y xy’}l4]™*
2 1 1 2 -1 1 2 -1 -1 2 1 -1
-3 -1 -1 3 -1 1 3 -1 -1 -3 -1 1
-3 -1 -1 -3 1 -1 3 -1 -1 3 1 -1
0 -1 0o 0 1 0 o0 1 0 0 -1 0
4 1 1 -4 1 -1 4 -1 -1 -4 -1 1
. -1 o 0 -1 0 0 -1 0 O 1 0 © 1
dover MAIT=17 1 9-1 1 0-1 1 0 1 1 o0
0 1 o 0 -1 0 O 1 0 0 -1 0
0 O 1 0 0 -1 0 O 1 0 0 -1
1 0 1 1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
-1 -1 0 1 -1 0 -1 1 0 1 1 0
-1 0 -1 1 0 1 -1 0 1 1 0 -1
e pre moltiplicandola come descritto otteniamo le seguenti funzioni di forma:
Ny =%-(2—3x—3y+4—xy+x3+y3—x3y—xy3) N, =%-(2+3x+3y+4xy—x3—y3 —x3y —xy?)
N, =%-(1—x —y—x2+xy+x3+x%y —x3y) Ng =%-(—1—x—y+x2—xy+x3+x2y+x3y)
1 1
N; =§-(1—x—y+xy—y2+xy2+y3—xy3) Ny =§-(—1—x—y—xy+y2+xy2 +y% +xy?)
N, =%-(2+3x—3y—4xy—x3 +y3 +x3y + xy3) Ny =%-(2—3x+3y—4xy+x3 —y3+x3y +xy3)
Ng =%-(—1—x+y+x2 +xy + x3 — x%y — x3y) Nyq =%-(1—x+y—x2 —xy +x3 —x%y + x3y)
1 1
Ne=g (I+x—y—xy —y* —xy* +y° +xy%) Ny =g (“l4x —y+xy+y? —xy? +y* —xy®)
In conclusione abbiamo:
(W
Wy 1
w
[Nl N, N3 Ny, Ns N¢ N; Ng No Nig Nigo Ny 11w
{W,x =|dx oJx Jdx 0dx Jdx dx Ox Odx Ox @ Ox ox ox |3 W'y 20
X
l dy dy dy 0dy dy dy dy dy 0y dy dy dy J wy),
w
{wx
Wyl
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Le derivate delle funzioni di forma valgono:

ON; (=3 +4y+3x? —3x%y —y3) oON; (-3 +4x +3y? —x3 —3xy?)

ox 8 By 8

ON; (=1 —2x+y+3x®+ 2xy — 3x%y) N, (—14x+x2—x%)

ox 8 ay 3
%z(—1+y+y2—y3) ON; (—1+x—2y+2xy+3y?—3xy?)
0x 8 Wz 3

Ny = (3 — 4y = 32" + 3x%y +57) ON, (-3 —4x+3y?+x3+ 3xy?)

dx 8 ) , Wz 8
%:(—1+2x+y+3;c — 2xy — 3x°y) %=(1+x—x2—x3)

ONe _ (1-y =y +°) > °

ox 8 %z(—l—x—Zy—ny+3y2+3xy2)
ON;, (3 +4y—3x* —3x%y —y°) 9y 8

ox 8 ON; (3 +4x —3y? —x* — 3xy?)

ONg  (—=1+2x—y+3x?% + 2xy + 3x%y) ay 8

x 8 ONg  (=1—x+x*+x?%)

Ny (-1—-y+y?+y°) ay 8

ox 8 ONy (=1 —x+ 2y + 2xy + 3y? + 3xy?)
ONyy (=3 —4y +3x +3x%y + y*) dy 8

0x 8 0Ny, (3 —4x —3y% +x3 + 3xy?)

ONy;  (=1—2x—y+3x? - 2xy + 3x7y) dy = 8

ox 8 ON;; (1—x—x%+x3)

N, _ (A +y—-y*—y°) 3y 8

0x 8

ONi;  (=1+x+2y—2xy+3y* - 3xy?)
ay 8

L’inclinazione della normale al piano medio, per esempio dw/dx lungo il lato x = costante, non ¢
compatibile tra elementi adiacenti.

i=1
Perché I’elemento risulti compatibile gli spostamenti e le rotazioni lungo un lato devono dipendere
esclusivamente dalle variabili nodali appartenenti allo stesso lato. Per esempio lungo il lato x = 1 che unisce

w w w
inodin.2 e n.3, le variabili {W.x ; non devono dipendere da {Wx; e {Wx; quindi le funzioni di forma Ny, N,,
Wy Wy Wy
. Y/ V4
N3, Ny, Ni1 € Ny, valutate in x = 1 dovrebbero annullarsi e in effetti lungo la retta x = 1 abbiamo:
1 1
MAy) =5 @=-3-3y+4y+1+y*—y—-y)=0 Nip(Ly) =5 (2 =3+3y—4y+1-y*+y+y*) =0
1 1
N(Ly)=5-1-1-y-1+y+1l+y-y)=0 Nu(Ly)=5-A-1+y-1-y+1-y+y)=0
1 1
N(Ly) =g (A=1-y+y—y*+y* +y* =y’ =0 No(Ly) =g (141 —y+y+y* =y +y° =y =0

che indica la compatibilita dello spostamento trasversale w.
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Per quanto riguarda le inclinazioni:

wzé.(—3+4y+3—3y_y3)=y_8y3 %;'y)zé.(_3+4+3y2_1_3y2)=0
wzé.(—l—2+y+3+2y—3y)=0 %;'y)=%-(—1+1+1—1)=0
W%'(—”y”z—ﬂ %}%’w:%-(—1+1—2y+2y+3y2—3y2)=0
M%S'y)=§-(—3—4y+3+3y+y3)=(_ysﬂ 6N12§/1,y)=§_(3_4_3y2+1+3y2)=0
M%S‘y)=%'(—1—2—y+3—2y+3y)=0 6N11(1,y)=1_(1_1_1+1)=0

dy 8
‘”V%S'”zé.u +y—y2—y3) ang(yl'y)=%-(—1+1+2y—2y+3y2_3y2)=o

ON4(1,y) ON3(1,y) ON1p(1,y) e ON1, (1Y)
. a.x ’ . ax ’ ax . ax . . . . .
lato che unisce 1 nodi n.2 e n.3 sono diverse da zero. Cio dimostra che due elementi che condividono lo stesso

lato non sono compatibili perché le rotazioni del lato dipendono dalle rotazioni dei nodi che non sono condivisi
dai due elementi.

Le derivate si annullano solo sui nodi 1 ¢ 4 dove y = +1, ma lungo il

Fine Dimostrazione

e ——
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