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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados importantes sobre a teoria das subvariedades bi-
harmonicas de espacos homogéneos tridimensionais. Existem trés classes de espagos homogéneos
tridimensionais simplesmente conexos dependendo da dimensao do grupo de isometrias, que pode
ser: 3, 4 ou 6. No caso da dimensao ser 6, M é uma forma espacial; se a dimensao do grupo de
isometrias for 4, M é isométrica a: Hs (grupo de Heisenberg), SU(2) (grupo unitério especial),
SA’E(Z,]R) (revestimento universal do grupo linear especial), ou aos espacos produtos S? x R e
H? x R.

Feita excecdo para H?, no caso da dimensao ser 4 ou 6 o espaco homogéneo é localmente
isométrico a (uma parte de) R3, munido de uma métrica que depende de dois parametros reais.
Tal familia de métricas aparece primeiramente no trabalho [3] de L. Bianchi e, mais tarde, nos
artigos [14, 35] de E. Cartan e G. Vranceanu, respectivamente.

Nesse projeto de mestrado, queremos estudar (essencialmente) resultados de existéncia e
classificacao de subvariedades bi-harmoénicas nesses espagos, também conhecidos como variedades

de Bianchi-Cartan-Vranceanu.
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Abstract

In this work we study some important results about the theory of the bi-harmonic sub-
manifolds of 3-dimensional homogeneous spaces. There exist three classes of simply connected
3-dimensional homogeneous spaces depending on the dimension of the group of isometries, which
can be: 3, 4 or 6. In the case of dimension 6, M will be a space form; if the dimension of the
group of isometries is 4, M will be isometric to: either Hg (Heisenberg’s group), or SU(2) (spe-
cial unitary group), or §E(2, R) (universal recovering of the special linear group), or the product
spaces S? x R and H? x R.

Except for H?, in the case of dimension 4 or 6 the homogeneous space is locally isometric
to (a part of) R?, endowed with a metric that depends on two real parameters. Such family of
metrics first appears in the work [3] of L. Bianchi and later in the articles [14, 35] of E. Cartan
and G. Vranceanu, respectively.

In this master thesis, we want to study (essentially) results of existence and classification of

bi-harmonic submanifolds in these spaces, also known as Bianchi-Cartan-Vranceanu’s manifolds.
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Introducao

Indicaremos por C*°(M,N) o espaco das aplicagoes diferencidveis entre duas variedades
Riemannianas M e N. Uma fungdo f € C°(M,N), com M compacta, é dita harmdnica se é

um ponto critico do funcional energia:

E:C®(M,N) >R, E(f)= %/M I|df||2 dM,

ou seja ([22]), se f é uma solugdo da correspondente equagio de Euler-Lagrange dada por
7(f) = tr Vdf = 0, (1)

onde 7(f) é o campo de tensao de f e V denota a conexao Riemanniana do fibrado T*M®f~'TN.

A equagéo (1) é conhecida como equacdo harmoénica e, em coordenadas locais {z;} em M e

{ya} em N, assume a forma:

7(f) = <—AMfa+g“' Mg %%) J

% Pa; Bz 8—yaofzo’

onde ¥ '35 sao os simbolos de Christoffel de (N,h) e AM o operador de Beltrami-Laplace em

(M, g).

Exemplo 0.0.1. Seja N = R" munido da métrica canénica e f : M — R" uma aplicagao
diferencidvel, f = (f1,..., fn). Como I'gs = 0, entao f é harmonica se, e somente se, AM f, =0,

a=1,...,n.

Exemplo 0.0.2 (Geodésicas). Uma aplicagao f : (a,b) — (N™, h) é harmonica se, e somente,

se
Pha ,po Bs ds _
dt2 Bt dt ’

ou seja, se e somente se f é uma geodésica.
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As aplicagoes bi-harménicas generalizam o conceito de aplicagdo harménica (como sugerido

por J. Eells e J.H. Sampson em [22]) e sdo definidas como pontos criticos do funcional bi-energia:
1
B CXMN) R, Eaf) =g [ )| dr
M

Em [26, 27] G.Y. Jiang obteve a férmula da primeira variagdo da bi-energia provando que a

equagao de Euler-Lagrange para Fo é dada por

n(f) = =A7(f) + tr RN(df, 7(f)) df =0, (2)

onde, denotando por V a conexdo no fibrado f~'TN, A = —tr(VV — Vy) é o Laplaciano
definido nas segdes de f!TN e RN (X,Y) = V{, V. —V/XV’Y—l—V'[Xﬂ é o operador de curvatura
em TN, definido através da conexdo desse fibrado V’. A equagio (2) é chamada de equagdo

bi-harmonica.

Da expressdao do campo de bi-tensao o segue que toda aplicagdo harmonica (i.e. 7 = 0)
é também bi-harmonica. Uma aplicagao bi-harmoénica que nao é harmonica é chamada de

aplicacao bi-harmoénica propria.

O estudo das fungoes bi-harmonicas teve inicio em 1863 devido a sua ligacao com a teoria da
elasticidade e com a mecénica dos fluidos; G.B. Airy e J.C. Maxwell foram os primeiros a usar
tal tipo de fungdes para descrever um modelo matemadtico de elasticidade (veja [1, 29]). J4 a
teoria das fungoes poli-harmonicas se desenvolveu mais tarde por obra de E. Almansi, T. Levi-
Civita e M. Nicolaescu. Recentemente, R. Caddeo e L. Vanhecke ([13]), L. Sario, M. Nakai,
C. Wang e L. Chung (veja [33]), entre outros, comegaram o estudo das fung¢oes harmonicas e

poli-harmoénicas em variedades Riemannianas.

Na ultima década o estudo das aplicagdes e das imersoes bi-harmoénicas tem gerado nos
pesquisadores um interesse crescente como demonstra a lista das publicacoes sobre o assunto
presente no site “http://people.unica.it/biharmonic/”, de autoria de E. Loubeau, S. Montaldo

e C. Oniciuc.

Neste trabalho sao apresentados alguns resultados importantes sobre a teoria das subvarieda-
des bi-harmonicas (ou seja, das subvariedades tais que a inclusdo é uma aplicagao bi-harménica)

de espagos homogéneos tridimensionais.

Existem trés classes de espagos homogéneos tridimensionais simplesmente conexos depen-

dendo da dimensao do grupo de isometrias, que pode ser: 3, 4 ou 6. No caso da dimensao ser
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6, M é uma forma espacial; se a dimensao do grupo de isometrias for 4, M é isométrica a: Hs
(grupo de Heisenberg tridimensional), SU(2) (grupo unitdrio especial), SL(2,R) (revestimento

universal do grupo linear especial), ou aos espacos produtos S? x R ou H? x R.

Feita excecdo para o espaco hiperbélico tridimensional H?, no caso da dimensio ser 4 ou 6
0 espaco homogéneo ¢é localmente isométrico a (uma parte de) R?, munido de uma métrica que
depende de dois parametros reais. Tal familia de métricas aparece primeiramente no trabalho [3]

de L. Bianchi e, mais tarde, nos artigos [14, 35] de E. Cartan e G. Vranceanu, respectivamente.

Este trabalho se encaixa nesta linha, com énfase no estudo de resultados de existéncia e
classificacdo de subvariedades bi-harménicas nas variedades de Bianchi-Cartan-Vranceanu (ou

BCV-espagos).

No Capitulo 1 damos a defini¢do de aplica¢ées bi-harmonicas entre variedades Riemannianas
como generalizagao natural do conceito de aplicagdo harmoénica. Também, provaremos a férmula

da primeira variagao da energia (dada em [31]) e da bi-energia (dada em [27]).

No Capitulo 2 apresentamos o método de Euler-Lagrange, que faz uso de uma bi-lagrangiana,
para o estudo de curvas bi-harmonicas e que resulta em um sistema de equacoes diferenciais
ordinarias. Em seguida é demonstrada a equivaléncia entre a equagao bi-harmonica e o sistema de
equagoes diferenciais ordindrias obtido no presente capitulo, assim como foi feito por R. Caddeo,
S. Montaldo, C. Oniciuc e P. Piu em [10]. Por fim aplicamos o método de Euler-Lagrange para

determinar as curvas bi-harmonicas do plano hiperbdlico e do grupo de Lie Sol.

O Capitulo 3 é resultado do estudo do artigo [11], onde ¢ feita a discussao sobre as curvas
bi-harmonicas em superficies. Comecamos considerando o caso geral, de uma superficie qual-
quer, depois nos restringimos as superficies de revolucao do espaco Euclidiano tridimensional.
Sao, entao, descritas curvas bi-harmoénicas de algumas superficies como o toro de revolugao,
as superficies de Delaunay e o elipsdide de revolucao e, também, damos a solucao explicita da
equagao bi-harmonica para o caso de superficies de revolucao com curvatura Gaussiana constante

positiva.

Jéa no Capitulo 4 damos a classificacao completa de curvas bi-harmonicas nas 3-variedades
de Bianchi-Cartan-Vranceanu (M, g¢.rm), que sao definidas como sendo (uma parte de) R3 com
uma métrica dependente de dois parametros reais £,m. No inicio apresentamos tais espagos e
sua estrutura Riemanniana, e obtemos condigbes para as curvas bi-harmoénicas nestes espagos.

Depois fazemos um estudo especifico, comegando com o caso £2 # 4m e m # 0 (ou seja, os
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espagos S x R, H? x R, SU(2) e SA'E(Q,R)) seguindo o que fizeram R. Caddeo, S. Montaldo,
C. Oniciuc e P. Piu em [9]. Depois analisamos o caso £ =1 e m = 0 (i.e. o espago de Heisenberg
H3) que foi estudado em [12]. Por fim, consideramos o caso de S* (i.e. £2 = 4m # 0) estudado

em [8]. Em cada um desses casos expomos as equagoes explicitas das curvas bi-harmoénicas.

O Capitulo 5 finaliza este texto e é dedicado ao estudo de superficies bi-harmonicas proprias
das formas espaciais tridimensionais (veja [8]). A inexisténcia de tais superficies em formas
espaciais com curvatura seccional ¢ < 0, nos leva a nos restringirmos ao caso da esfera S3, para

qual demonstramos que as superficies bi-harménicas préprias sao hiperesferas de raio 1//2.



Capitulo 1

Bi-harmonicidade em geometria

Riemanniana

O presente capitulo tem como fim introduzir o conceito de aplicacao bi-harmonica entre
duas variedades Riemannianas, de forma tal que o mesmo aparega como generalizacao na-
tural da nogao de aplicagao harmonica. Primeiramente definiremos aplicagoes harmonicas
f: (M,g9) - (N,h) entre variedades Riemannianas como ponto critico do funcional ener-
gia, provando (veja Teorema 1.2.3) que a correspondente equacao de Euler-Lagrange é 7(f) =0
(onde 7(f) denota o campo de tensdo de f). Em seguida, veremos que a aplicagdo f é dita
bi-harmoénica se é ponto critico do funcional bi-energia. Neste caso a correspondente equagao de
Euler-Lagrange foi descrita por G.Y. Jiang em [27] e é dada por m»(f) = 0 (onde 72(f) denota

o campo de bi-tensdo de f).

1.1 Preliminares e notacoes

Seja f : (M,g) — (N,h) uma aplicacio C*°. Usaremos os simbolos V, V', V e V para
as conexodes Riemannianas nos fibrados TM, TN, f~'TN = UpeM TN e T"M ® f~'TN,

respectivamente. De forma que, por defini¢do (ver, por exemplo, [34] e [21]), temos:
VxV =Vi)V e (Vd)(X,Y) = (Vxdf)(Y) = Vxdf (Y) = df (VxY),
onde X, Y e I'(TM) e
VED(f'TN)={W|W : M — TN é uma aplicagdo C*, W (p) € Ty, )N,p € M}.

5



6 1. Bi-harmonicidade em geometria Riemanniana

Além disso, o tensor curvatura R no fibrado T*M ® f~ITN é definindo como segue
R(X,Y)=VyVx - VxVy +Vixy], XY eD(TM). (1.1)

Portanto, para qualquer Z € T'(T'M), definimos

R(X,Y)f)(Z) = RITNX,Y)df(2) - df(RM (X, Y)Z)

N u (1.2)
R (df (X), df (Y))df (2) — df (R™ (X, Y)Z),

onde RM, RN e RN 530 os tensores de curvatura em TM, TN e f~'TN, respectivamente.

1.1.1 O operador de Beltrami-Laplace em variedades Riemannianas

Consideremos (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao m e (U, {z;}) um sistema de

coordenadas locais. Denotamos por g = det(g;x), sendo

(9ik) = (g<8%i, (%C))

a matriz associada a métrica g.

0

Defini¢ado 1.1.1. Seja f € C*°(M) e X = Xia— e T'(TM), definimos o gradiente de f sobre
z;

(M, g) e a divergéncia de X como

_ w(9f\ 0
grad f = ;;g g (axi) Jor (1.3)
e
. 1 0
divX = % % 8—%(Xz\/§)a (1.4)

respectivamente.

Observagao 1.1.2. Se considerarmos {e;} uma base local de campos ortonormais, uma ex-

pressdo equivalente para a divergéncia (ver, por exemplo, [34]) é dada por

divX =) (Ve X, ex). (1.5)
k

Por meio desses operadores, introduzimos na variedade (M,g) o operador de Beltrami-

Laplace AM : C®(M) — C*°(M) por

AM§ = div(grad f),
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que, em coordenadas locais, tem expressao
, 1 0 . _Of
AMp=_— —\ g7 g=— |, 1.6
A (0)

de onde se obtém (ver [34])

g _0%f of
M ZE : ij Tk
A f - g (8%‘18.@] FZ](?Z%)

irj;k (1.7)

= Z{el(el(f)) - (Veiei)f}'

Observagao 1.1.3. Observe que se {e;} for um referencial (local) geodésico em p € M, entao

grad f(p) = Y _(ei(f)) es(p),

i

divX(p) =Y elfi)p), X= Z fiei, (1.8)

1

AM ) = 3 eileil£) ).

%

Exemplo 1.1.4. Se M = R™ com sua estrutura Riemanniana usual, entao

AMf—Zag—f feC™(M) (1.9)
T Dt ' '

1.2 Definicao de aplicacao harmonica

Seja C°(M, N) o espago das aplicagoes diferencidveis f : (M,g) — (N,h) entre as duas
variedades Riemannianas M e N. Se f € C°°(M, N), podemos ver a diferencial df como uma

secdo do fibrado T*M ® f~'T'N e entdo sua norma é dada por
Idf 15 = (df,df)p =Y _(dfp(es), dfplen)) )
i (1.10)
= g7 ) L2 (0) F(P)hap (f (p)),
onde {€;}i=1,. m ¢ uma base ortonormal de T,M. A norma |/df||, é conhecida como norma de

Hilbert-Schmidt da aplicacao linear dfy,.

Defini¢ao 1.2.1. A densidade de energia de uma aplicagio f € C*°(M,N) € a funcio e(f) =
sdf1I1?, e a energia de f é dada por E(f) = [y, e(f)dM.
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Definigao 1.2.2. Uma aplicagao f € C®°(M,N) € dita harménica se é um ponto critico do
funcional energia E : C*°(M,N) — R ou seja, se para toda varia¢ao suave de f, {fi}, com
—e <t <e, temos

d

il B =0. (1.11)

Neste contesto, ao dizermos variagdo suave {f;}, queremos dizer que fo = f e que a de-

pendéncia de {f;} com respeito a t é de classe C°; ou seja, a aplicagdo
F:(—€€e)xM—N

definida por
F(t,p) == filp), —e<t<e peM,

satisfaz
F(0,p)=f(p), peM,
(1.12)
F:(—€¢) x M - N é uma aplicacdo C™.
Para cada variagdo suave {f;} de f,—e <t < ¢, pondo
V)= 2| fip), peM (1.13)
p) = dt le—o t\P), p ) .
entdo V é uma aplicacdo C*° de M no fibrado tangente T'N satisfazendo
V(p) S Tf(p)N, pE M. (1.14)

Reciprocamente, para cada aplicacdo C°, V : M — TN, satisfazendo (1.14), definindo

ft(p) == expyp,) (tV(p), pE M,

resulta que f; € C°(M,N) e

d

pr t:Oft(p) =V(p), peM.

Tal campo de vetores V é chamado de campo de vetores variacional ao longo de f!.

!Campos de vetores variacionais podem ser vistos como secdes de algum fibrado sobre M, da maneira que
passamos a explicar.

Seja f~YTN o fibrado sobre M, induzido por f a partir de TN e m : TN — N a projecdo candnica. Entéo o
conjunto de todas as se¢bes C* de f~'TN, denotado por F(fflTN)7 é o conjunto de todos os campos de vetores
variacionais:

D(f'TN)={V |V : M — TN é uma aplicagio C™ e V(p) € Ty N,p € M}.
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Considere F : I x M — N, I. = (—¢,¢), a fungdo induzida pela variagio {f;}, como em
(1.12). Adotando a métrica Euclidiana usual em I, com respeito & métrica Riemanniana produto
em I, x M, denotaremos por V, V, 6, as conexoes Riemannianas induzidas em T(I. x M),
F=YT'N, T*(I. x M) ® F~'TN, respectivamente. Se {e;} for uma base ortonormal de campos
definidos em uma vizinhanga U de p, {%, e;} serd também uma base ortonormal de campos em
uma vizinhanga coordenada em I X U, e vale

0 0

V%a = 0, Veiej = Veie]‘, V%@i = Veia =0. (1.15)

Além disso, temos que

ofi O0Fs 0 /0 N
ot W% = dF(@t)’ dfe(ei) = dF(e;) (1.16)
(Veudf)(€5) = Vig, oo dfile;) — dfu(Vese;) = (Ve dF)(ej), )
(Ve Vedfe)(e) = Vig oy (Ve df)(€) = (Ve dft) (Vere)) = (Ve Ve, dF) (e)),

etc. Aqui usamos abreviadamente o simbolo Vem T"M ® f{lTN no qual omitimos t.

Vale o seguinte resultado:

Teorema 1.2.3 ([22]). Uma aplicagio f : (M, g) — (N,h) € harménica se e somente se

7(f) = tr Vdf = 0.

Demonstragdo. Seja {fi} uma variagdo suave de f, definimos F' : I. x M — N pondo F(t,p) =

ft(p). Denotamos por V o campo variacional correspondente. A energia de f; é dada por

E(fi) = [,y e(f:)dM, e entao

HeoP0 =7, /Me<ft>dM = /M 2| etram

Seja p € M e considere um sistema de coordenadas normais (U, {z;}) em M e seus corres-

pondentes campos tangentes {e;}i—1,...n» em p, de forma que (e;,e;) = ;5 e (Ve,e)(p) = 0.
Como d 1d
00 = 55| { Ztnten anceny
1,0
= 5 (58) o L 2ot () P () | (1.18)

i

> (Vo dF(e:), dF(e)) )

i
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e vale

Vx(dF(Y)) = Vy(dF(X)) - dF([X,Y]) =0,

para todo X, Y € T'(T(I. x M)) (ver [34], Lema 1.16), temos

et = Z@-df‘(%) var ([ e, dF (e, (1.19)
Portanto,
%Lzoe(ft)@) = (Ve Vidf(e))p

- B (1.20)
= Z{elﬂ/, df(ez))>p - <Vv, veidf<6i)>p}'

Seja g € M e {Y;}iz1

.....

m uma base ortonormal de T;, M. Definimos o campo de vetores

X(q) = Y _(V,df (Y:))Y; € T, M.

(3

Tal campo estd bem definido, no sentido de que nado depende da escolha da base ortonormal

{Y;}. Ao variar ¢ em M, obtemos X € T'(T'M) e, entao, pela férmula (1.8), temos que

(div X)(p) = D e(V, df (e:)) (p)- (1.21)

i=1

Substituindo (1.21) em (1.20) obtemos

d . ~
S| elfp) = @iv X)) = (V.Y Vdf(es,ei))
dt lt=0 - P (1 22)
= (div X)(p) = (V,7(f))p-
Da integracao de (1.22), resulta
Gl == [ wrtn)am (123
dt lt=0 N M ’ ' '
O resultado segue devido a arbitrariedade de V. O

A equacao 7(f) = 0 é dita equacao harmdnica. Vamos agora escrever 7(f) em coordenadas

locais {x;} em M e {y,} em N. Temos que:

ad 8)7

—, 1.24
6%1" a.’ﬂj ( )

7(f) = trVdf = g% (V) (
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onde

ia)

(Vdp)( 5, 5,

(%24)(5,.)
o df (52) = (9 2 50)

a
Ba; Ox; 9z; 01

2 (G Gyo ) -t (5o )

0% f, 0 Ofa Of 0 Ofa s O
:m(a—ya"fﬁgjaﬁ@%@‘)ﬂ M5 (5,00 )
:( 82fo¢ Fkafa

amiaxj B ijail’k

[
<l

I
<l

+ N7

ot 00) (3 1)

Portanto, usando (1.7), resulta

T(f) = (AMfa+giera027fjg£f)(a;zaof), (1.25)

onde AM ¢ o operador de Beltrami-Laplace em (M, g).

Exemplo 1.2.4. Seja f : (M, g) — (N, h) uma aplicacdo constante, ou seja, f(p) = ¢ para todo
p € M. Entéo 7(f) = 0.

Exemplo 1.2.5 (Geodésicas). Uma curva f : (—¢,€) — (N, h) é uma aplicacdo harménica se e

somente se é geodésica, ou seja

2 d
Pfo | o dfs dfs _,

fa s afs _ —1.....n
ez B T T YT e

Exemplo 1.2.6 (Imersdes minimas). Seja f : (M,g) — (IV,h) uma imersdo isométrica, i.e.,
f*h = g. Identificando X € T'(TM) com df (X) € T'(f!TN), vemos que a segunda forma

fundamental IT pode ser escrita como
I(X,Y)=VyY — VxY = Vdf(X,Y).
Entao, pela definigao do vetor curvatura média H de f, temos
7(f) = tr Vdf = mH.
Portanto, f é harmonica se e somente se é minimal.

Exemplo 1.2.7. A aplicagao identidade 1 : (M, g) — (M, g) é harmonica.
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1.3 Aplicagoes bi-harmonicas

Em [22] J. Eells e J. H. Sampson generalizaram o conceito de aplica¢bes harmonicas intro-
duzindo a nocao de aplicagoes k-harmonicas. Nesta secao apresentaremos os principais resul-
tados dados por G.Y. Jiang em [27] provando a férmula da primeira variagdo das aplicagoes

bi-harmoénicas (i.e. k= 2).

Nos célculos que seguem omitiremos o simbolo de somatério para que a notagao fique mais

leve.

Na Secao 1.2 definimos o funcional energia e escrevemos sua correspondente equacao de Euler-
Lagrange chegando, dessa forma, & condi¢ao de harmonicidade para uma aplicagao f € C*°(M, N).

Para esta aplicagao, definimos o funcional bi-energia, pondo

1
Ef) =5 [ Ir(PIP (1.26)
M
onde 7(f) é o campo de tensdo da aplicagdo f. Podemos agora dar a seguinte

Defini¢ao 1.3.1. Seja f: (M, g) — (N, h) uma aplicagio C*°, entre variedades Riemannianas
quaisquer. Dizemos que f € uma aplicacdo bi-harmonica se € um ponto critico do funcional bi-
energia em C*° (M, N), i.e., se para toda variag¢do suave de f, {fi} € C°(M,N) com —e < t <,
temos

d
=|_ B =o. (1.27)

1.3.1 A férmula da primeira variacao

No que segue, provaremos dois lemas que serao tteis no calculo da primeira variacao de Fs,

para isso usaremos as notacoes dadas na Secao 1.2.

Lema 1.3.2 ([27]). Para qualquer variagao C*°, {f;} de f, vale

d 0

L pus) - /M <(6eﬁeidF)(%) ~ (Vv,udF)(4;): (%Ede)(ej)> dM .

o ~
+ / <RN <dF(ei), dF<§>)dF(ei), (Vede)(ej)> dM.
M
Demonstragao. Sendo {e;} uma base ortonormal local, a equagao (1.26) pode ser reescrita como

2B, (f) = /M I ()12 dM = /M«%eidf)(ei), (Ve df)(e;)) M. (1.20)
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Devido a (1.17), para uma variacdo {f;} de f, vale que
d d ~ ~

2—FEs(fy) = —/ (Ve dF)(ei), (Ve;dF)(e;)) dM
dt dt Ju (1.30)
=2 [ (V4 (VadP)(e). (9, dF)e,) d

De (1.15) e usando o tensor curvatura em T*(I, x M) ® F~'TN, temos
(ﬁ(x, %)dF) (Y) = RV <dF(X ,dF(% )dF(Y)
dF(Y)

)4 ()
dF < RMIe (X, &) Y)
) ()

)

Vx(dF(Y)) = Vy(dF (X)) — dF([X,Y]) =0,

(1.31)
- RN (dF(X ,dF(%

para todo X, Y € T'(T(I. x M)). Além disso, como

para todo X, Y € T'(T(I. x M)), temos

(%eldFX%) = Ve- d

e, de forma andloga,

(¥ 5. dF)(Veied) = (Vs cdP) (o).

Agora podemos trocar a ordem das diferenciagdes em V 2 ((Ve,dF)(e;)):
t

Vo (VedF)(e) = Vo (VedF)(e))+ (VedF)(Voe)

I
N
<
2
S
|
4

(1.32)

+
=J
=
U
=
Ay
:—/
U
3
O —~
Flo
~—
~— —
U
o
—
£
~—

+
=
0 d
NN N
QL —
o Q
= 2
NS
T
QL ~—
=R
S~— Q
N—
|
4
3
Q
QU
3
/
Yl
N———

(
(Ve VedF)(§) = (V5.,00P) ()
+ RV (dF(ei), dF(
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O resultado segue ao substituirmos (1.32) em (1.30). O

Lema 1.3.3 ([27]). Seguindo a notac¢ao acima e supondo que M seja compacta, vale

/ (eei%eidF)<2) - (%Ve‘eidF)(Q), (Ve dF)(e;) ) dM
M\ ot ’ ot/ (1.33)
-/ <dF(5),Vekvek<<vede><ej>> —vvekek<<vede><ej>>> aM,
M
Demonstragao. Para cada t € I, definimos um campo de vetores C*° sobre M, pondo
X = (ee,dF)(ﬁ) (Ve.dF)(e;) ) e (1.34)
' ot) Y / ’

o qual estd bem definido devido a sua independéncia com respeito a escolha da base {e;}. De

(1.5), resulta que

div X = (Vo X, ex)us = € ( <(6eidF) (%), (%ede)(ej)> ) o
T <(€eidF)<§t> , (%ede)(ej)> (Vepes ex)ar-
Utilizando (1.15) e observando que
(Verersen)ar + (€1, Ve = 0, (1.36)
obtemos:
A X = (Vu(90ar) (). (Vb )e) )+ ( (Vudb) (1) T (Vo,aF)e) )
~ ((9uar) () (Vs dF)e5)  ei Toyern
- <(6eﬁeidm (%) + (V,,dF) (vei%), (6ede)(ej)>
(9P (57) Tl Fe,dP))) = (V) (57): (90
~((u9ear) (5)- (Fesdb(e) ) + ((F0dr)(57). Vel (Vo)) )
- <(€vekede>(%), (V. dF)(e])>

(1.37)

Também definimos um campo de vetores C* sobre M pondo

Y = <dp(%),vei((6ejdm(ej))> e;. (1.38)
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Observe que Y estd bem definido e que

divy = <V€ky7 ek>M

= (VP (). T (Vear)e)) + (aF (). Fu T (T )e)

— (F(5) Fo (T 1) ).

(1.39)
Pelo Teorema de Green, temos
/ div(X — Y)dM =0, (1.40)
M
e entdo, juntando (1.37) e (1.39) a equacao (1.40), chegamos a equagao (1.33). O

Agora estamos prontos para determinar a primeira variagado de Fs.

Teorema 1.3.4. Seja f : M — N uma aplicagdo C* de uma variedade Riemanniana compacta
M, em uma variedade Riemanniana qualquer N. Seja {f:} uma variagao C que gera o campo

de vetores V. Entdo,

d

Gl B = [ VT T () = Voo (P 4 RY @ e, 7P () dM. (141)
dt lt=0 M

Demonstragdo. Substituindo (1.33) em (1.28), temos a expressao

G50 = [ (0P (). VuTul (VP )e)) - T (92 dP)(es) ) bt

dt ot , (1.42)
N -
+/M <R (dF(ei),dF(a))dF(ei),(Vede)(ej)> dM.
Fazendo a substituigao
) -
(R (dF(er), dF<E>>dF(ei)7 (Ve,dF)(e;) ) )
- o :
— N . ) . _
= (RY (aF(e), (V. dF)(e;) ) dF(e). dF (5 ).
pondo ¢ = 0 e utilizando (1.13), (1.16) e (1.17), obtemos a equagao desejada. O

Observagao 1.3.5. Nos argumentos acima foi utilizada a hipdtese de que M é uma variedade
Riemanniana compacta sem bordo. Para uma variedade Riemanniana qualquer M, seja D C M

um dominio limitado arbitrério com fronteira suave, e tome uma variacao {f;} de f satisfazendo

% op 0, (vei%ﬂw -
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Entéo, no Lema 1.3.3, obtemos (1.33) ao aplicarmos o Teorema da divergéncia de Green a X e
Y. Logo, temos a férmula da primeira variacgdo em D como sendo

% o Belft, D) = / (V.Ve.Ve,r(f) = Vg, eim(f) + RN (df (e:), 7(f))df (e5)) dM,
- D

onde Es(fi, D) é o correspondente funcional relativo a D.

Observagao 1.3.6. Cabe aqui ressaltar que, devido a arbitrariedade do campo V', a condigao

analitica que obtemos para aplicagoes bi-harmonicas é

VeVem(f) = Vv ,em(f) + RY(df (e0), 7()df (ei) = 0. (1.44)
Entao, de forma natural, damos a definicao que segue.

Definicao 1.3.7. Seja f € C°(M,N). Chamamos de campo de bi-tensao de f o campo

m2(f) = —Ap(r(f)) + Ry (7(f))s

onde

Af(r(f) = = (Ve Ver = Voo ) (7)) (1.45)

€ o Laplaciano generalizado, enquanto
Ry (7(f)) = RV (df (es), 7(f))df (e:)-
Com estas notagoes, a equagdo bi-harmoénica (1.44) se torna

Tg(f) = 0.

Da expressao de 7 segue que toda aplicacao harménica (i.e. 7 = 0) é também bi-harménica.

Uma aplicagao bi-harmonica que nao é harmonica é dita aplicacdo bi-harmonica propria.

1.4 Condicao de bi-harmonicidade para curvas

Considere uma imersao isométrica v : I — (M, g) de um intervalo I C R em uma variedade

Riemanniana M. Supondo que 7 esteja parametrizada pelo comprimento de arco, temos

e ()

Como RV 4 % = 0, a equagao bi-harmonica se torna
dt

() = V27(7) + R(Y, 7(y))Y =0. (1.46)
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1.4.1 A equagao bi-harmoénica em coordenadas locais

Daremos & equacao (1.46), a qual deve ser satisfeita pelas curvas bi-harménicas de uma

variedade Riemanniana n-dimensional M, uma representagdo em coordenadas locais. Sendo
ROV,T (Y = Vi)Y = Vs Vel
= V(Vw/f(v)fvr(ﬁ/w’ﬂ/ =V Ve + Ve Vot
= V@)Y = Vi ey = Vo Ve Y + Vo) Vot

substituindo em (1.46) resulta:

" P
= Z ( ) +R(Y, T(’Y))W’)k%
k=1 k
=> [ + (Vo) k= (Vw7 e = (Vo Vo)V i (1.47)

b
Il
—

+ (Vo) Vyry i }81:;6

Indicando por 7; a l-ésima coordenada de 7(7), valem as expressoes:

d
(VZr()e = o HZP Wil
5,j=1
Vv, rn? e = Z L7 (Vo 7(1);
,J 1
(Vv = S Ty
,5=1
d n
(Voo = (Ve + 3 Th(Vr? i),
4,j=1

n

o
(VT('y) v’y/’Y/)k Z Tl k + Z F i TiT5s

onde,
n

0
V'Y/T(Fw = Z [(iTk =+ ZF'L]TZ’YJ} O k:
k=1 i,

ko] 9
T B S+ ot
Portanto, obtemos a expressao desejada:

d d -
(e = g — (V1 (7)) + 2 Z Lvi(Vyr(y)); — E(VT(WW% =2 TRV

1,j=1 1,j=1
n

+ ZTlaTk +ZF iTiT;

(1.48)
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Capitulo 2

Estudo das curvas bi-harmonicas

com o método de Euler-Lagrange

O propdsito deste capitulo é expor um método alternativo, ao obtido no Capitulo 1, para

descrever as curvas bi-harmoénicas de uma variedade Riemanniana.

Observe que no caso das curvas harmonicas (i.e. as geodésicas) vale o seguinte resultado:

Teorema 2.0.1. Para o cdlculo de geodésicas em uma variedade Riemanniana (M™,g), os

sequintes sistemas sao equivalentes:

n
xp + Z Ff]x;x; =0, k=1,..

ij=1
d /0L oL
— =) == =1,...
dt(@x;) Oxy, 0, K ’

Aqui

1 n
i,j=1

é a Lagrangiana nas coordenadas locais {x;} de M.

Demonstracao. Como

L(o(0) /(1)) = 3 3 (o(0) 15,

entao

oL 1 - 3gij 7 oL - ’
Pk DI et m D DU
7 =1

19
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L) =S ot + 3 B,

INES 1
Portanto

d /0L 89/92 1 agz
%(396;) &E nglx”+ ; <833] _Eaxli)xx;
= ngx”+ Z (Zik; %‘qu - g‘il;)xéxg (2.3)
,j=1
dg; Ogr;  09i;
- Zg’“l‘”//+ Z (ai:f ag:f: - ai,i)xéx;

i,j=1

Usando a condicdo de que a expressdo acima deve se anular e multiplicando por ¢**, obtemos

0g; Ogx;  0gi;
0 ST s

=1 [=1

O resultado segue da expressao dos simbolos de Christoffel. O

Motivados por este resultado, R. Caddeo, S. Montaldo, C. Oniciuc e P. Piu propuseram, em
[10], um método baseado na idéia que as curvas bi-harménicas v : (a,b) — (M™, g) sdo pontos

criticos do funcional bi-energia

b
By = / Lo(a(t), 2/ (£), 2 (1)) dt.

para uma oportuna bi-lagrangiana Lo, que depende das componentes locais de v e de suas
derivadas até a segunda ordem. Portanto, da teoria cléssica de Euler-Lagrange, segue que as

curvas bi-harmonicas sao solugoes do sistema

d? 0Ly d /0Ly 0Ly
o)~ ai () * g =0 k=l 24

onde v(t) = (x1(t),...,xn(t)) representa a expressdo da curva v com respeito as coordenadas

locais {x;} de M.

Na Secao 2.1 provaremos a equivaléncia dos dois métodos, ou seja, entre a equagao bi-
harmoénica (1.46) e o sistema (2.4). Em seguida, o método de Euler-Lagrange é aplicado para

determinar as curvas bi-harmonicas do plano hiperbdlico e do grupo de Lie Sol.

2.1 Equivaléncia dos dois métodos

Seja v : (a,b) — (M,g) uma curva diferencidvel cuja expressao local é dada por y(t) =

(z1(t),...,zn(t)). Nesta secio mostraremos a equivaléncia entre a equacao bi-harmoénica (1.46)
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e o sistema de Euler-Lagrange (2.4). Precisaremos do seguinte

Lema 2.1.1. Seja v : (a,b) — (M, g) uma curva diferencidvel e T =+ seu campo de vetores
velocidade. Sejam 1; = x;’—i-zj kF;kx;x;C as componentes do campo de tensao de vy com respeito

ao sistema de coordenadas locas {x;} de M e
Ly, = ! 9ij (z(t)) 737

24—

Z7J

a expressao da bi-lagrangiana nas coordenadas locais. Entao

(i) g—fj = Q(V%a%kﬁ(v)) +9(R(T, %)T,T(v));

. d /0Ly , 0 B
(i) %<8—x§€> = QQ(VTa—ma T(V)) + 29(VTa—xk, VTT(7)>; (2.5)
(ii7) 5—;(25,2) = g(VQTT(v), aim) -~ 29(%7(7%%%) + 9(7(7)7%%)

Demonstragdo. A partir de agora passaremos a omitir o simbolo de somatdria em nossos célculos,

para que a notacgao nao fique sobrecarregada.

(i) Da expressao da bi-lagrangiana temos

oLy _ (19gy 07
al‘k 28l‘k v g”&ck 1)

Também, usando a férmula de Koszul para g;; e a expressao de 7(7), resulta que

0Ly ) ) ort
ot = gri{ Thart+ (Tt + ax‘j)x;xz}.

Agora, de .
ot = (Vi) - (Thclt + 528 )l
obtemos 0Ly P ‘
el gijTj{(V%a—m>i+ﬂ?gmé ?ﬂca}
= o(Vige ) +9(R (T ) Tr()).
(ii) Como

3L2 87’1'
S22 _ g
o0x), gj@x; J
(a e
=9ijTi| = + QFékxb>
70 ox),
0
= 29(VT8—1:}€77(’Y)),
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entao
dt(gL2) :Qg(v%ai () HQ(VTaa Vr7()).

(iii) De forma andloga ao feito no item anterior, sendo

6L2 c’)n- 6
0x = Yiigen i © ggr = = Oki
temos
0Ls d
G—,k, IkjTj 9(7'(7)7 a—xk)
Logo
6[/2 _ 2 8 8 2 8
di2 <3x;€’> = 9<VTT( ) 8—9%) +29<VT7'( ) VTa ) +9< (v )7VT8—xk>,
0 que termina a prova. O

Temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.1.2. Seja v : (a,b) C R — (M, g) uma curva diferencidvel e T = ~' seu campo

de vetores velocidade. Entdao a equac¢ao
V3T + R(T,V¢T)T =0

€ equivalente ao sistema

i) )

onde

Demonstragao. Do Lema 2.1.1 e do fato que 7(y) = V7T, temos

2 (G) ~ 5 (52) + 52 = o[V 5) + 20(Tre(o). D) + (). ¥ )

— 29 (Vi) — 29(Vrg V7))
+9(Vhoe () + (( 2 )1,7(y)

' Dy
:g(v T +R (T, VT)T )
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Observagao 2.1.3. Recordamos que a Lagrangiana L de primeira ordem, ou seja quando L

depende apenas de t, x(t) e 2'(t), corresponde a “energia natural” dada por:

=) zfl— L.
- ' O,

A caracteristica principal de € é de ser constante ao longo de solugbes do sistema de Euler-

Lagrange associado a Lagrangiana L. De fato:

d B 2OL  ,d /0L oL , oL ,
dt ) = Z [xl oz} - i (&v;)  Oxy T 3x’iwi

-Sala G -or] o

No caso da bi-lagragiana Lo, que depende das derivadas das componentes da curva até a segunda

ordem, a “bi-energia” natural, definida ao longo de =, é

OLo d 0Lo 0Lo
E(y) =) {x;c <8—:ch - E@) + xgaxg } — Lo.
p

Cabe aqui observar que, usando o Lema 2.1.1, podemos reescrever & na forma

& = Sl — 9(7, V7). (27)

Passamos a demonstrar que €y é constante ao longo de uma solucao do respectivo sistema de

Euler-Lagrange (2.6). Com efeito

d 0Ly d /0Ly d 0Ly a2 /0Ly oL,
a2 = X2 {x%(ax; ~aG) (@ (G) - () + 5
k

,,d(aLg) 0Ly , 0Ly , 0Ly ,,,}

+

Tkt oz,  Owp Tk ox), Tk oxy Tk
@ (0Ly\  d (OLy\  OLs
— / [ —_ —_ - = —
Xk:{xk(dﬁ(axg) dt(@x%) * axk> 0

Como consequéncia da Observagao 2.1.3, resulta a

Proposigao 2.1.4. Seja v : I — (M, g) uma curva bi-harménica parametrizada pelo compri-
1
mento de arco. Entao a bi-Lagragiana Ly = 59(7(7),7(7)) é constante ao longo de 7.

Demonstragdo. Derivando duas vezes g(7',v') = 1 temos

9(Vyr(1),7) = —g9(r(7),7(7)). (2.8)
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Substituindo (2.8) em (2.7) resulta que

3 2
& = Sl
Logo, se v é bi-harmoénica, €, é constante ao longo de v e, portanto, Ly também o é. O

Observagao 2.1.5. Pondo

1
a:=3lIrOIP = 9(+. Vyr(m) e b=V,

verifica-se facilmente que se uma curva bi-harmoénica «y(¢) continua sendo bi-harménica apés uma
reparametrizagdo s(f) que a torne de velocidade unitéria, entdo a fungdo s(t) deve satisfazer a
EDO:

25’ s" — " — 3bs™ + 2a = 0.

Observe também, que um polindémio P™(¢) é uma solucao desta equacao se e somente se, para

b#£0ea>0,
4/ 2a

s(t) = P"(t) = e+ {|

t, ceR.

Nos exemplos que seguem passamos a considerar curvas bi-harmonicas parametrizadas pelo

comprimento de arco.

Exemplo 2.1.6 (Curvas bi-harmoénicas em R?). Seja y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) uma curva em R?
parametrizada pelo comprimento de arco, entdo seu campo de tensao é 7(y)(t) = (71,72, 73) =

(2”,y",2") e o sistema (2.6), para a bi-lagragiana

L2 _ %(l‘”Q +y//2 _1_2,//2)7
se reduz a
@) — ¢
g = (2.9)
LS — .

As solugoes gerais de (2.9) s@o polinémios de grau trés no pardmetro ¢. Se olharmos para solugoes
parametrizadas pelo comprimento de arco, o grau devera ser 1, o que implica no fato de as curvas

serem geodésicas (i.e., retas de R3).

Exemplo 2.1.7 (Curvas bi-harménicas em H?). Neste exemplo vamos determinar as curvas

bi-harménicas do plano hiperbélico H?, provando que as mesmas sio geodésicas.
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Considere o modelo do semi-plano superior do plano hiperbdlico H? = {(z,y) € R? |y > 0}

munido da métrica
_dz? 4 dy?

32
Temos o seguinte resultado:
Teorema 2.1.8. Seja v : I — (H2,g) uma curva diferencidvel parametrizada pelo comprimento

de arco. Entdo vy € bi-harmonica se e somente se sua curvatura geodésica satisfaz o sistema

K — K3 — kg =0
g (2.10)
Iiglilg =0
Demonstracdo. Os stmbolos de Christoffel de (H?, g) nao nulos sio
1 1
My=03 =Th%=——, T}=-,
12 21 22 v n=y
e as componentes do campo de tensdo de uma curva genérica v de H? sao dadas por:
100 2 02
7'1:1:”—2xy e 7_2:y//_’_-75 Y
Y Y
Além disso, a funcao bi-lagrangiana é
L 2
L2 = g (7_1 + 7—2)
e o sistema de Euler-Lagrange assume a forma que segue:
d({1d 22"
—| == - — =0
o <y2 " v ) (2.11)
d? (7(v)? d 21"7’1 + ' 2+ 72 n 2x’y’ x? —y? 0 '
— - — —7 — —————715 =0.
a2\ 2 dt Y3 3 a 'L yl 2

Sendo que o sistema acima nao é de facil integragao, faremos algumas consideracoes de acordo

com a tese [30]. Da defini¢ao de curvatura geodésica obtemos que

s TLHTS
kg 2
Yy

logo, (ver [6], pg 543),
_yn—an

Desta ultima segue que
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Derivando ng temos

;T () + el (72)

Y 2
Kgky = " - 559 (2.12)
e, derivando Ii;, resulta que
/ d? 1 d? d d /
Y25 (m) — 7' 45 (1) 7'2—(’7’1)—’7’1—(7'2) 2d y
W= Y dt Y dt —(11) + = (71). (2.13)
g Y2 Y2 y dt Y2
Como 7 é parametrizada pelo comprimento de arco, vale a condicao
22 4 y?
ot
a qual, por dupla derivagao, fornece
r'r+yr=0 (2.14)
e
x’ ' (1) + T
Ko+ —kg + ““)fﬁ(ﬁzo (2.15)
Y Y
Pela (2.14), a equagao (2.15) pode ser reescrita na forma
2L () + ¢ L(r
-2y Zan A VEn) (2.16)
Y Yy
Derivando (2.16), obtemos
o L)y L () nd(m)Frd(n) Y d(n) -2 ()
Kghkg + 5 + 3 +x 3
Y Y Y 2.17
1 d , (2.17)
7 dt(Tl) +y dt (7'2) 1d y_
y3 ydt( )"‘?TQ—O.

A partir de algumas consideracoes e derivagoes, pode-se provar que o sistema de Euler-Lagrange

pode ser reescrito na forma

1 d? T1T2 Yy d z d 'y

——(r) —222 9L —(r) -2 2=y =

y? a2 y? Sd( m) y? Akl gt ’ (2.18)
1 d (11)* +3(m2)? 2(?)/’)2

72
+ ™+ —==0.
3 y4 y2

y d
-4 4y e
y2 di2 (TQ) 3d ( ) y

Multiplicando a primeira equacao por ', a segunda por 3’ e somando, resulta que

/

2 2
x/j?(ﬁ) +y/(§17(7'2) _Yy,.
Yy

y2

Subtraindo esta ultima da (2.17) e usando (2.16), se tem

1d Yy T4 (11) + T2 (72) y' L (1) — 2/ L ()
2591%/9 + ;a(ﬁ) _ ?7'2 + dt y2 dt +.’L'/ dt dt
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e, pela (2.12), resulta que

1d v Y s Yam) - g ()
Sk 42l L L Y a2, 2.19
Kghkg + ydi (12) 7 To + ; Kyt " (2.19)
De (2.16) temos
1d y v oo Vg (n) — g ()
——— (M) + ST =—K,+x ,
ydt( ) y? y ? y?
portanto, de (2.19), segue que
Bkghy = 0,

que é a segunda equagao do sistema (2.10).

Consideramos novamente as equagoes do sistema (2.18); multiplicando a primeira delas por

', a segunda por —z’ e somando, obtemos

’ d? 1 d? / 2 10 /
Yy a2 (Tl) - at2 (7-2) X 2 Yy d ry d T
+ 35k, =255 —(11) + 2= —(72) — —(72) =0,
y2 Y g y3 dt ) y3 dt y2(

da qual segue
2 2
Y () — 2/ L3 (12)
32

x ') — 2/ (r T
_’_35%3 _ 2y/y dt( 1)y3 dt( 2) o ?(7_2) — 0 (220)

Multiplicando (2.15) por —k4 e somando-a a equagao (2.20), obtemos

2 2 /1 d rd
Viz(n) —2' gz (r)  mg(n) —ng(n) /(ya(ﬁ)—xa(m)) 3, % o
7 + 7 — 2y " —K —I—QEHQ—ETQ:O,

da qual, usando (2.13), se deduz

2d y’ 2! y’d(u) xld(72) x
" 3 2 ) /9 dt dt 0 2.9
K, — K, + —— T1 ——71+2—H — 2y T2 . 21
g g ydt( ) y2 Y g y3 yQ ( )

/
T

Por fim, multiplicamos (2.16) por —2—, somamos ao resultado a (2.21) e utilizamos a expressao
Y

de k4 obtendo, assim, a primeira equagao do sistema (2.10):

" 3 _
Kg — Ky kg = 0.

Quanto a classificagdo das curvas bi-harmonicas do plano hiperbdlico, temos:

Corolario 2.1.9. Uma curva diferencidvel v : I — H? parametrizada pelo comprimento de arco

€ bi-harmonica se e somente se € uma geodésica.
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Demonstragdo. Da segunda equacao de (2.10) resulta que k, deve ser constante e, entdo, da

primeira equacao segue que k, deve ser nula. O

Exemplo 2.1.10 (Curvas bi-harmoénicas do espago Sol). Neste exemplo, usamos o sistema (2.6)
para caracterizar as curvas bi-harmonicas do grupo de Lie tridimensional Sol. Representaremos

0 espaco Sol como sendo o grupo de matrizes

e 0 y
0 et z : .T,y,ZGR s
0 0 1

munido da métrica invariante & esquerda, dada por
g = da?® + 2" dy? + e~ d2>.

Com respeito a esta métrica, uma base ortonormal de campos invariantes a esquerda é

0

9
El = a—x, E3 =€ % (222)

Dada uma curva parametrizada pelo comprimento de arco v(t) = (2(t),y(t), 2(t)), iremos de-

compor seu campo de vetores velocidade na base (2.22):

T =Y TE;=2'F + "y By + e "2 Es.

7

Entao, o campo de tensao de v pode ser escrito como

7(v) = VrT =1, E;,

onde
n = ZC” o e235y/2 + 6—2902/2
B — 6zy” _"_ 26II/y/
T3 = e "2 —2e "2l

Com isso, o sistema de Euler-Lagrange (2.6) se torna

d? d

dt72‘1 B £<2€xy/7_2 726—12173) 77_1<2621y/2+26—2z212> b2 r2=0

&, d % v 2.93
@<672)—E<—2e y71+2e:c7'2>:0 (2.23)

d? d
2 (6717'3) = (267212/7'1 - 2673%'7'3) =0.

Mostraremos agora que o sistema (2.23) implica a seguinte
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Proposicao 2.1.11. As curvas bi-harmonicas parametrizadas pelo comprimento de arco do

espaco Sol sao as geodésicas.

Demonstragdo. Derivando duas vezes g(7',7') = 1 temos

( ) +x/x1//+2€2x( ) ( ) +€2x //( /)2+462$x/y/y//+62x( )2

+ 621: / ///+26 2x //( ')2—46 2l )My o2 ( ) Fe2m M — ).

A derivagao de (2.24) com respeito a y” e 2’ nos d4

2e2* (i + 22'y/) = 2¢°m, = 0
2e7 2 (" — 22'7) = 2e "3 = 0,

o que implica 7 = 73 = 0. Além disso, de
(T,7(7)) Ld (T,T)=0
T = - — =
gL, 7y B dtg ) )

deduzimos que T} = 2’ = 0 e, entao,

= 621}y/2 + 6—21:2/2

="y =0
—x I

3=e¢ "z =0.

Pondo e¢*y’ = a e e7®2' = b, com a,b € R, obtemos 7, = (b?

primeira equagdo do sistema (2.23) pode ser escrita como

7'1(Cl2 +b2) =0

Sendo a? + b% # 0, concluimos que 7; = 0 e, consequentemente, v é uma geodésica.

(2.24)

(2.25)

(2.26)

- a2) = constante. Portanto a
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Capitulo 3

Curvas bi-harmonicas proprias em

uma variedade Riemanniana

Neste capitulo vamos descrever geometricamente a equacao de Euler-Lagrange em uma va-
riedade Riemanniana fazendo uso o referencial de Frenet (veja Definigao 3.0.12), de acordo com
[10]. Em seguida, consideraremos o caso de variedades Riemannianas bidimensionais (ver [11])
e, como primeiro resultado importante (ver Proposicao 3.1.1), provaremos que ao longo de uma
curva bi-harmoénica nao geodésica a curvatura de Gauss da superficie é constante, positiva e

igual ao quadrado da curvatura geodésica.

Na Secdo 3.2 focaremos nossa atencio ao caso das superficies de revolucio de R3. Serdo,
entao, descritas curvas bi-harmonicas de algumas superficies como o toro de revolugao, as su-
perficies de Delaunay e o elipséide de revolugao e, também, daremos a solugao explicita da
equagao bi-harmonica para o caso de superficies de revolugao com curvatura Gaussiana cons-

tante (ver Segao 3.2.2).

Precisamos da seguinte

Definicao 3.0.12 (veja, por exemplo, [28]). O referencial de Frenet {F;}i=1,. n associado a
curva v : I — (M™,g), parametrizada pelo comprimento de arco, é a ortonormalizagdo da

(n+ 1)-upla

{v({g‘h(%) }k:O,l,.A.,n,

31



32 3. Curvas bi-harménicas préprias em uma variedade Riemanniana

descrita por:
k= d’y<%)7
Vi, Py =kiF,
ot (3.1)
V’YQF‘Z: _ki—lﬂ—1+kiﬂ+1a Vi:2,...,n—1,
ot
V’YQFn = _knlenfla
ot
onde as funcgoes {ki,ka,....,kn_1} sdo chamadas de curvaturas de vy e V7 € a conexdo no fibrado

“pull-back” v~1(T' M), como na Secio 1.3. Note que Fy =T =~ é o campo de vetores tangentes

ao longo da curva 7.

Usando o referencial de Frenet, a equagdo bi-harmoénica (1.46) se reduz a um sistema de

equacoes diferenciais nas curvaturas de . Mais precisamente, temos o seguinte:

Proposigiao 3.0.13. Seja v : I C R — (M™,g) (n > 2) uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco, de um intervalo aberto de R em uma variedade Riemanniana (M,g).

Entao, v € bi-harménica se, e somente se,

kikl =0

K — k3 — kiks 4+ ki R(Fy, Fo, F1, Fy) = 0

2k, ko + kikh + k1 R(Fy, Fo, Fy, F3) =0 (3.2)

kikoks 4 k1 R(F1, Fo, F1, Fy) =0

klR(FlvF%FlvF‘j):O, ]:5,,71
Demonstracao. Por célculo direto, temos que
VAT = =3k k1 Fy + (K] — k3 — k1k3)Fy + (2K ko + k1kb) F3 + k1 koks Fy.

Escrevendo R(T, V1 T')T no referencial de Frenet {F; };—1 .., e observando que R(Fi, Fy, Fi, F1) =

0, segue o resultado. O

Como estamos interessados em curvas bi-harménicas préprias (i.e. k; # 0), o sistema anterior

se torna
k1 = constante # 0

— ki — k3 + R(Fy, o, Fy, F3) =0
ky 4+ R(F1, Fa, F1, F3) =0 (3.3)

koks + R(F1, Fa, F1, Fy) =0

R(F17F27F17Fj):07 ]:5,71’1
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Observagao 3.0.14. O sistema (2.10) segue diretamente de (3.2) ao observarmos que, no caso

de H?, resulta F; = 0sei > 2, k; =0 parai>1eR(F,F, Fi,F) = 1.

3.1 Estudo das curvas bi-harmoénicas em uma superficie

O objetivo desta segio é apresentar o artigo [11], que trata da geometria das curvas bi-

harmonicas préprias de superficies.

Sejam (M?,g) uma superficie Riemanniana e v : I — (M?,g) uma curva diferencigvel,
parametrizada pelo comprimento de arco. Vimos no Capitulo 1, que 7 é uma curva bi-harmoénica

se satisfizer a equagao de Euler-Lagrange:
V2,7 + R, 7)Y =0, (3.4)

sendo 7, = V.. Indicando por {T, N} campos ortonormais tangentes a M 2 ao longo de v,

com T = +' entdo, pela (3.1), valem as equagoes de Frenet:
V1T = kgN e V1N = —k4T,

onde k; = [|[V49/[| é a curvatura geodésica de 7. Como observado anteriormente, estamos

interessados em curvas bi-harmoénicas préprias. Impondo esta condigdo e fazendo uso de (3.2)

temos
kg = constante # 0
! (3.5)
/ig =K,

onde K =R(T,N,T,N) é a curvatura Gaussiana da superficie.
Do sistema (3.5) segue o seguinte:

Proposicdo 3.1.1. Seja v : I — (M?,g) uma curva diferencidvel em uma superficie M?>.
Entdo, se vy € uma curva bi-harmoénica propria, a curvatura Gaussiana € constante ao longo de
v, positiva e igual ao quadrado da curvatura geodésica de ~. Portanto, se M? tiver curvatura

Gaussiana nao-positiva, toda curva bi-harmoénica em M? € uma geodésica.

3.2 Curvas bi-harménicas em superficies de revolugao de R?

Seja a(u) = (f(u),0,9(u)), v € I C R, uma curva diferencidvel parametrizada pelo compri-

mento de arco com f(u) # 0, Vu € I. Considere a superficie obtida pela rotagdo desta curva
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em torno do eixo z, com a parametrizacao natural dada por:

X(u,v) = (f(u)coswv, f(u)senwv, g(u)), (3.6)

onde v é o angulo de rotagao em torno do eixo z. Como

E=(Xy,Xy) =1, e = (N, Xuu) = f'(u)g"(uv) — g'(u) f" (u),
F=(X,X,) =0, [ =(N,Xu) =0, 37
G = <XvaXv> = f2(u)7 g = <Nava> :g’(u)f(u),
N = (—g'(u) cosv, g'(u) senw, f'(u)),
a curvatura Gaussiana da superficie é dada por
D)
K= ) (3.8)

Logo K sé depende da coordenada u, ou seja é constante ao longo de cada paralelo. Conse-
quentemente, se a curvatura Gaussiana é constante ao longo de uma curva, ou a curva é um
paralelo, ou estd contida em uma parte da superficie com curvatura Gaussiana constante. Em
particular, uma curva bi-harmonica prépria ou é um paralelo ou estd contida em uma superficie
com curvatura Gaussiana constante. Por essa razao, estudaremos as curvas bi-harmoénicas em

superficies de revolucao com curvatura Gaussiana constante separadamente na Segao 3.2.2
Por hora, nos ocuparemos em determinar as superficies de revolucao nas quais todos os

paralelos sao curvas bi-harmonicas. Temos o seguinte:

Proposigao 3.2.1. Seja M uma superficie de revolugdo, localmente parametrizada por (3.6).

Entao um paralelo w =u € I € uma curva bi-harménica de M se e somente se é ponto critico

da fungio n(u) = f(u) f'(w).

Demonstragdo. Seja X (u,v) a parametrizacao de M dada pela (3.6) e considere a parametrizacao

pelo comprimento de arco do paralelo v = u dada por

t t
va(t) = (f 1) cos (—7>,f U sen(—f),g U )
alt) = (100 cos () S sen (s ) o)
Calculemos sua curvatura geodésica k4. Indicando por o(vg, X,) o angulo entre 75 e X, vale a

férmula (ver, por exemplo, [6]):

F
—— (B + Ep') — By’ + Gy’ + 2F

kg =0 (v, Xu) + 2
g (s Xu) NEG— 2
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Usando (3.7) e o fato que
cosa = (74, Xy) =0,
resulta que
f'(w)
f(w)

Consequentemente, substituindo (3.8) e (3.9) na segunda equagao do sistema (3.5), resulta que

f{g:

(3.9)

vz € bi-harmoénica se e somente se
f2(@) + f"(@) f(w) = n'(u) = 0. (3.10)
O

Teorema 3.2.2. Seja M? C R? uma superficie de revolugio obtida pela rotacdo, ao redor do
eizo z, da curva (parametrizada pelo comprimento de arco) a(u) = (f(w),0,g(uw)), v e I C R,
com f(u) # 0. Entao, todos os paralelos de M sao curvas bi-harménicas se e sd se vale um dos

casos seguintes:

1. f € constante e M é um cilindro circular reto;

ou
2. f(u) = +ev/u
e
g(u) =u u4uc —%log(8u+8u u4uc —CQ>+61,

onde ¢ e ¢1 sdo constantes positivas (veja Figura 3.1).

Demonstracao. Da Proposicao 3.2.1 segue que todos os paralelos de M sao bi-harmoénicos se e

somente se f(u) satisfizer a seguinte equagao diferencial de segunda ordem:
F2(w) + f(u) f(u) = 0. (3.11)

E evidente que f = constante satisfaz (3.11). Neste caso todos os paralelos serdo geodésicas (ja
que k; = 0), e a superficie de revolugao serd um cilindro circular reto. Assumindo que f nao
seja constante e integrando a equagao (3.11) obtemos que f(u) = £evu+d, c € R, ¢ > 0. A

menos de uma translacdo da curva, podemos considerar d = 0. Como « esta parametrizada pelo
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comprimento de arco, f”2 + ¢g'2 = 1, logo

4y — 2 du—c2 2 1 4u
=+ [/ du = + - d
9(u) / 4u “ (u 4u 8 / u\ 4du —c2 u) ’

du — 2 2 Ay — 2
:j:(u u4uc —c—log<8u—|—8u v-c —cz>>—|—cl, c1 € R.

Figura 3.1: Superficie de revolucao cujos paralelos sao todos bi-harménicos.

3.2.1 Exemplos de curvas bi-harménicas em uma superficie de revolugao com
curvatura Gaussiana nao constante
Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 3.2.3 (O toro de revolugao). Considere a parametrizagdo do toro de revolugao
X(u,v) = ((a + rcos(u/r)) cosv, (a+ rcos(u/r)) sen v, rsen(u/r)),

onde a > r > 0. Sua curvatura Gaussiana é

oo 1w cos(u/r)

f(u)  r(a+cos(u/r))

Pela Proposicao 3.2.1, um paralelo do toro é uma curva bi-harmonica se

sen?(u/r) — cos(u/r)wros(u/r) =0,
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ou seja,
—a+tva®+ 87“2>

U = T arccos
4r

Logo, os paralelos bi-harmoénicos do toro sao:

—a+ Va? + 8r?

U] = T arccos
4r

), U = 27T — uyq. (3.12)

A Figura 3.2 mostra os paralelos bi-harmonicos do toro no caso em que a =3 e r = 1.

Figura 3.2: Paralelos bi-harmoénicos do toro com a =3 e r = 1.

Exemplo 3.2.4 (Superficies de Delaunay). Devido & um teorema de C. Delaunay (veja [18])
sabemos que as superficies de revoluciao imersas em R?, com curvatura média constante, sao
aquelas obtidas pela rotacao de roulettes de conicas ao redor de seu eixo. Por essa razao,

superficies de revolug¢ao com curvatura média constante sao chamadas de superficies de Delaunay.

Usaremos a parametrizacao das superficies de Delaunay dada por M.P. do Carmo e M. Dajc-

zer em [20]. Primeiro definimos

(w) = V/1+ B2 +2Bsen(2Hu)
v 2H ’

p
A(u) = /0 " f(s)ds.

onde B é uma constante nao negativa, H é a curvatura média da superficie M e

B 1+ Bsen(2Hs)
V1+ B2+ 2Bsen(2Hs)

f(s)

Uma parametrizacao das superficies de Delaunay é obtida pela rotacao ao redor do eixo z

da curva, parametrizada por comprimento de arco, a(u) = (p(u), 0, A(u)), ou seja
X (u,v) = (p(u) cos v, p(u) sen v, A(u)).

Dependendo do valor de B, obtemos quatro tipos de superficies de Delaunay, estas sao:
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1. O cilindro circular reto (B = 0);
2. Os onduléides (0 < B < 1);
3. A esfera (B =1);

4. Os noddides (B > 1).

Da Proposigao (3.2.1) segue que paralelos de superficies de Delaunay que sao curvas bi-

harmoénicas sao dados por u = constante tal que:

+ =0.
p(u)?  p(u)
Como
Bcos(2Hu
o) = 1)
V/1+ B2 +2Bsen(2Hu)
e
y 2HBsen(2Hu)
pi(u) =— ;
\/1+ B%+ 2Bsen(2Hu)
teremos

4HB?%sen(2Hu) _0
(14 B2 +2Bsen(2Hu))

Portanto, u deve ser da forma u = kn/2H, k € Z. Observe-se que o valor de u nao depende de

B, mas apenas da curvatura média H da superficie M.

Figura 3.3: Paralelos bi-harmonicos no ondulédide e no nodédide, respectivamente.
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E importante ressaltar que, em geral, é complicado parametrizar a curva geratriz da superficie

de revolugao pelo comprimento de arco. Algumas vezes é mais facil calcular explicitamente a
t désica d tao, utili ao K = k2. Isto é ilustrad 1

curvatura geodésica da curva e, entao, utilizar a equacao ky. Isto € ilustrado no exemplo

que segue.

Exemplo 3.2.5 (O elipséide de revolugio). Seja M? C R? o elipséide de revolugao parametri-
zado por

X (u,v) = (acosucosv,acosusenv,csenu),

onde a,c € R*. Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais de M sdo

E = (X,,X,) =a%sen’u+ c?cos®u, | e = (N, X)) = ca
< u u> < uu> \/02 P F——
F = (Xu, Xo) =0, F= (N, Xu) = 0,
2
G = (Xy, X,) = a®cos®u 9= (N, X,0) cacos?u

- b
V2 cos?u + aZsenu

onde

N (—ccosucosv, —ccosusenv, —asen u)

V2 cos?u + a?sen? u
Logo, sua curvatura Gaussiana é:

02

K= .
(a2 sen? u + 2 cos? u)?

A curvatura geodésica de um paralelo de M parametrizado pelo comprimento de arco é dada

por:
F
_E(EUUI + Ey2') — Byu' + Gy’ + 2F,u
2VEG — F?

Rg = U,(’YmXu) +

sen u

cosuva?sen?u + 2 cos2u

Logo, da equagao K = /@?] resulta que

62 sen2 u

(a?sen?u + c2cos?u)?2  cos?u(a?sen?u + c2 cos?u)’

ou seja,

(a? — ) sentu 4 2c?senu — 2 = 0.

Portanto, se M? ndo for uma esfera, i.e. para a # ¢, chegamos & equacio

2 C4 02

& 2 0
(a? —02)2> - (a2 — 2)2 T 22 7

<sen2 u +
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cujas solugoes sao

b

sen?uy = c—ic—a

c—a

A segunda equagdo nunca é satisfeita; ja a primeira nos da os dois paralelos bi-harmonicos

u = arcsen(£+/c/(c+ a)).

3.2.2 Curvas bi-harmonicas em superficies de revolugao com curvatura Gaus-

siana constante

Seja M? C R3 uma superficie de revolucdo com curvatura Gaussiana constante positiva

1
K= ot A superficie M? pode ser parametrizada por (veja, por exemplo, [6]):

X(u,v) = (f(u)coswv, f(u)senwv, g(u)),

f(u) =bceos(u/a) € g(u) = /Ou \/1— Z—Zsen2 (2) ds, beRT.

Seja v(t) = X (u(t),v(t)) uma curva em M? parametrizada por comprimento de arco. Cal-

onde

cularemos agora o triedro de Darboux (ver [6]) ao longo de . Como

i df dg _
Xy = (G-cosv, 2osenv, 20 e X, = (—f(u)senv, f(u) cos v,0),

o vetor unitario normal a M restrito a v é dado por

N(t) Xu A 2o (dg cos dg se df)
=y v =\ v, 5—Ssenv, ——
1 Xu A Xoll 1) du " du Todu/ )
Sendo v parametrizada pelo comprimento de arco, o campo de vetores
Y (t) = u' X, +0'X,
satisfaz
L=y @) = + 0™ f2(u).
O triedro de Darboux ao longo de -y serd, entao, dado por:
T=+(t)=uX,+vX,,
!
V=NAT=vfX,— “?Xv, (3.13)
d d d
N = (—g cos v, ac sen v, f—f)

du du du
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Das equagoes de Darboux:
T = kgV + KpdV,

V'=—k,T + 14N, (3.14)
N' = —k,T —1,V,

onde x, é a curvatura normal e 7, é a torsao geodésica de v, segue que
(T",V) = k. (3.15)

Usando (3.13), (3.15) e u/? + v f? = 1, teremos

2% —U’ﬁ

<T/,V> _ —v”u’f + u”v'f _ ”U/(u/) " =

(3.16)

Agora, derivando u? + f2v"2 = 1 e usando o fato de v ndo ser um paralelo (i.e. u’ # 0), obtemos

’Ul’l)”f2 + v’zu’f%

n
u !

u

Substituindo em (3.16) resulta que

7v”f—|—2v’u’%

K =
9 o
Dessa forma, a equacdo bi-harmonicas /@Z = K se torna
U//f + QU/U/f/ 1
u! a

Multiplicando os dois lados por fu’, temos

d / o 1 /
— S O F(u(t) = Fu (1),

Logo, se substituirmos f(u) = bcos(u/a), teremos

d d
@(Ule cos®(u/a)) = %(—b sen(u/a)).
Dessa forma, a condigio para que y(t) = X (u(t), v(t)) seja uma curva bi-harménica parametri-
zada por comprimento de arco é dada pelo sistema

v’ b? cos?(u/a) = —bsen(u/a) + ¢

(3.17)
v b% cos?(u/a) + u* = 1.

Resolvendo esse sistema com respeito a v’ obtemos

(1) — 1 2 _ 2 2 con?
u'(t) = :I:W\/b — 2 — 2b?sen?(u/a) + 2bcsen(u/a),
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portanto

I (c — 2bsen(u/a)
V2 20% — ¢?

com 2b% — ¢? > 0. Explicitando u(t), resulta

¢+t V20% — ?sen(B + (\/§/a)t)>
2b ’

>=t+A, AeR,

B := A.

u(t) = a arcsen ( ?

Quanto a v(t), do sistema (3.17) resulta que

1 bsen(u(t)/a) +c
vit) = - b2 cos2(u(t)/a) ’

logo

t
sen(u(s c
v(t):/ <— gu( )/a) + 5 )ds.
0 beos?(u(s)/a) b2 cos?(u(s)/a)
Desta forma, encontramos a solucao geral para as curvas bi-harmonicas em superficies de re-
volugdo com curvatura Gaussiana constante positiva que nao sao paralelos. A Figura 3.4 mostra

essas curvas nos trés diferentes tipos de superficies de revolugdo com curvatura Gaussiana cons-

tante positiva:

1. O tipo esfera (a = b);
2. O tipo bola de futebol americano (b < a);

3. O tipo barril (a < b).

Figura 3.4: Curvas bi-harménicas em superficies com curvatura Gaussiana constantes positiva.



Capitulo 4

Classificacao das curvas

bi-harmonicas dos BCV-espacos

Neste capitulo daremos a classificacao completa das curvas bi-harmoénicas nas 3-variedades de
Bianchi-Cartan-Vranceanu utilizando as condigoes obtidas no Capitulo 2. Cabe aqui ressaltar
que no caso de variedades Riemannianas tridimensionais com curvatura seccional constante
K < 0, as curvas bi-harmoénicas sdo geodésicas (veja [19] para K = 0, e [8] para K < 0). Além
disso, na Segao 4.5 provaremos que no caso em que K > 0 as curvas bi-harmonicas sao hélices,

ou seja curvas que possuem curvatura geodésica e torsao geodésica constantes.

4.1 Espacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu e sua estrutura Rie-

manniana

E um resultado cldssico da geometria diferencial (veja, por exemplo, [35]) que a dimensio
maxima do grupo das isometrias de uma variedade Riemanniana tridimensional é 6 e, nesse caso,
a variedade é uma forma espacial. Também nao existem 3-variedades com grupo de isometrias de
dimensao 5 (veja [23]). Além disso, se uma 3-variedade possui grupo de isometrias 4-dimensional,

entao é uma variedade Riemanniana homogénea.

Para as variedades Riemannianas homogéneas tridimensionais existe uma representagao local

dada pela seguinte familia a dois parametros de métricas Riemannianas:

dz? + dy? +< { ydr—axdy

dz + =
14+ m(z? 4+ y?)]? at 21+ m(z? + y?

2
Gem = [ )]> , £,meR, (4.1)

43



44 4. Classificagao das curvas bi-harmoénicas dos BCV-espacgos

definidas em M = R3 se m >0, se ndo em M = {(z,y,2) € R® : 22 + ¢y < —1/m}.

As métricas gy .,, denominadas métricas de Bianchi-Cartan- Vranceanu, podem ser encontra-
das na classificacdo das variedades Riemannianas homogéneas tridimensionais que foi dada por
L. Bianchi em 1897 (veja [3]) e, mais tarde, aparecem na forma (4.1) em [14, 35], com E. Cartan

e G. Vranceanu (respectivamente).

A importancia e o interesse na geometria para esta familia de métricas estd no fato dela
incluir todas as métricas homogéneas tridimensionais cujo grupo de isometrias é de dimensao 4
ou 6, exceto s de curvatura seccional constante negativa. Indicando com H? o disco hiperbélico

de raio 1/(2y/—m) e com S? a esfera de R?® de raio 1/(2y/m), temos a situacdo ilustrada na

Figura 4.1.
S? x R
Am
2 =4m S3
SU(2) SU(2)
SU(2) SU(2)
R3
L
p 3
SL(2,R) SL(2,R)
H? x R

Figura 4.1: Descricao geométrica da métrica g¢ ., (veja [32]).
Observe que:

e se (2 = 4m, entdo M possui curvatura seccional constante e nao negativa, os seja M é o

espaco Euclidiano R? ou a esfera S?;

e se { =0, entao M é produto de uma superficie de curvatura Gaussiana constante 4m com

a reta real R;
e se L £0em >0, M élocalmente o grupo unitério especial SU(2);

e sel #0em <0, M élocalmente o recobrimento universal do grupo linear especial, i.e.

SL(2,R);
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e se { #0 e m = 0, obtemos o espago de Heisenberg H3 munido de uma métrica invariante

a esquerda.

Para que possamos fazer o estudo das curvas bi-harmonicas nesses espagos, vamos estudar
sua estrutura Riemanniana. A métrica de Bianchi-Cartan-Vranceanu pode ser escrita através

de 1-formas, como

3
ge,m = Zwi & wy,
i=1

onde
_dx _dy B {ydr — xdy B 9 9
w1 =7 w2 = 7 wg—dz+2 Fa , F=[14+m(z*+y)] (4.2)
A base ortonormal de campos de vetores duais as 1-formas é
o fly o 0 fx 0 0

Vamos agora dar a expressao, com respeito a base ortonormal (4.3), da conexao Levi-Civita e das
componentes nao nulas do tensor curvatura. Cabe aqui observar que adotaremos as seguintes

notagoes e convencgao de sinal. O operador de curvatura é dado por:
R(X,Y)Z =VyVx - VxVy + Vxyv|Z,
onde X,Y, Z sdo campos de vetores diferencidaveis em M. Além disso,

Rijr = R(E;, E;) By Rhije = R(En, Es, B, Ey,).

Temos que
/ Y4
VElEl = meEQ, VE'IEQ = —2myE1 + §_E37 VE3E1 = VE1E3 = _§_E27
/ 14 (4.4)
VE2E2 = le‘El, VEQEI = meng - éEg, VE3E2 = VE2E3 = éEl, :
Ve, E3 =0
e
3 9 62 2
=4m — —0%; = — = —. 4.
Ry212 = 4m 45 ; Ry313 1 Ro323 1 (4.5)

4.2 Condicoes para curvas bi-harmonicas em (M , gg’m)

Seja v : I — (M, ge,m) uma curva diferencidvel parametrizada por comprimento de arco e

seja
3 3 3
P =T=) T,E, F,=N=Y» NE, F=B=)» Bk,
=1 =1 =1



46 4. Classificagao das curvas bi-harmoénicas dos BCV-espagos

o referencial de Frenet tangente a M ao longo de 7, como em (3.1), escrito na base (4.3). Entéo

(3.3) d4 origem ao sistema

k1 = constante # 0
— k¥ — k3 + R(T,N,T,N)=0 (4.6)

K, + R(T,N, T, B) = 0.

O préximo passo serd determinar as expressoes de R(T, N,T,N) e R(T,N,T, B). Temos que

3 3 3 3
R(T,N,T,N) = R(ZTiEi, > N;E;, Y TiEy, ZNIEZ)
i=1 7j=1 k=1 =1

3
= Y TiN;TeN R
i.d,k =1

= <T1N2 - T2N1)QR1212 + (T1N3 — T3N1)2R1313 + (TaN3 — T3N2)QR2323

= B2Ry912 + B2R1313 + B} Ro3a3

2 3 o 2 2\
’ 2 2
= - (&2 —am) B3,
e, também,
3 3 3 3
R(T,N,T,B) = R(ZTE > N;E;, Y TiEy, ZBZEZ>
i=1 j=1 k=1 =1
3
= Y TN;TiBiRijn
i.j,kl=1
- (T1N2 _ T2N1) (T1132 - TQBl) <4m — 262)
f2
+ <T1N3T1 —T3N1T1 + ToN3T5 — T3N2T2>Bsz
+ [(T3N1T3 - T1N3T3> (T2N3 - T3N2>
62
+ <T3N2T3 - T2N3T3) <T3N1 - T1N3)} T
= (¢? — 4m)N3Bs.
Entao, fazendo ki = k4 (curvatura geodésica da curva) e ko = —7, (tor¢ao da curva), o

sistema (4.6) é reescrito na seguinte forma:
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kg = constante # 0

2, 2 0 2 2 4.7
ng—kTg:Z—(E —4m)B3 (4.7)

2
T; = (f — 4m)Nng
A partir de agora vamos impor condi¢oes sobre os parametros ¢ e m, a fim de obter as
equagoes explicitas das curvas bi-harmonicas nas variedades (M, ge,,). No caso £ = m = 0

(espago euclidiano tridimensional) do sistema acima resulta que as curvas bi-harmonica sdo as

geodésicas. Os demais casos sao estudados nas segdes que seguem.

4.3 Equagoes explicitas das curvas bi-harmoénicas em (M, go,,)

com 2 #4m e m #0

Nesse paragrafo faremos o estudo das curvas bi-harmonicas nos espacos de Bianchi-Cartan-
Vranceanu para o caso em que £2 # 4m e m # 0. Com isto estaremos considerando os casos dos

espacos S? x R, H? x R, SU(2) e ﬁ(Q,R).

Temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1. Se y: 1 — (M, gg,m> € uma curva bi-harmoénica propria parametrizada pelo

comprimento de arco, entao ela € uma hélice.

Demonstragao. Seja vy : 1 — (M, gg,m) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco que

nao é geodésica. Entao, das equagoes de Frenet resulta que
(VrB, E3) = (1yN, E3) = 7yN3. (4.8)

Por outro lado, usando as propriedades da conexao, temos
VrB = Y BiE+> T;BVg,E,
( i,J
de onde segue

0
(V4B, Es) = By + (TlBg _ TQBl) )

e, entao,

0
(VrB, Es) = By — Naz. (4.9)
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Comparando as equagoes (4.8) e (4.9) obtemos

14
TgNg = Bé - §N3 (410)

Assumimos agora que 7y seja uma curva bi-harmoénica prépria. Primeiro mostraremos que B # 0.

Para isto supomos que Bs = 0, entéo (4.10) nos da

N3(Tg n g) —0.

A 1ltima equacéo gera duas possibilidades:

1. se N3 =0 (e B3 =0) entdo T = £ Fj3 e v é uma geodésica, ji que Vg, E3 = 0.

L
2. Se (Tg + 5) = 0 entao, usando a segunda equacao do sistema (4.7), temos

Logo k4 = 0 e, novamente, concluimos que v ¢ uma geodésica.

Agora sabendo que Bs # 0, derivando a segunda equagao de (4.7), fazendo uso da expressao de

7, dada em (4.7) e do fato que £* # 4m, obtemos
74N3 = —Bj.
Somando a (4.10) a esta tltima equacdo obtemos
(47 + O)N3 = 0.

Nesse ponto, langando mao da terceira equagao de (4.7), concluimos que 7,4 é constante, portanto

7 é uma hélice. O

Corolario 4.3.2. Seja v : 1 — (M7 gg’m) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Entao v € uma curva bi-harmoénica propria se e somente se

kg = constante # 0

Tg = constante

o (4.11)
3 =

Z
/@3 +Tg2 =~ — (* —4m)B3}
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Demonstragao. Segue do sistema (4.7) utilizando N3 = 0, obtido no teorema anterior. (]

Provaremos agora um resultado que nos permite obter as equagoes explicitas das curvas

bi-harmonicas préprias, nos espagos que estamos considerando.

Lema 4.3.3. Seja vy : I — (M, gg,m) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco que

nao € uma geodésica. Se N3 = 0, entdo
T(t) = senagcos f(t)E1 + senag sen 5(t) Eq + cos ag Es, (4.12)
onde g € (0, 7).
Demonstracio. Se v/ =T = T1Ey + Ty Ey + T3 Es3, entdo
VT = (T{ +2ma T2 — 2my Ty Ty +£T2T3) B+ (TQ’ +omy T2 —2ma Ty T — (T Tg)EQ T B,

Das férmulas de Frenet temos que V7T = k4N e, entdo, N3 = 0 equivale a T3 = 0, ou seja a
T3 = constante. Como |T3| < ||T|| = 1, se T3] = 1 entdo V7T = 0 que, por sua vez, implica em
~ ser uma geodésica. Segue entdao que T3 € (—1,1). Consequentemente, existe uma constante
ap € (0,7) tal que cos ap = T3. Além disso, como ||T|| = 1 entdo T? + T2 = sen?(ayp). Podemos
entdo definir uma fungéo suave SB(t), tal que cos S(t)senag = T} e sen 5(t) sen g = To. Dessa
forma,

T'(t) = sen o cos B(t) By + sen g sen (t) B + cos ag Es.

Usando a expressao (4.12) para T', podemos estabelecer o resultado central desta secao.

Teorema 4.3.4. Seja (M, g[’m) o espaco de Biachi-Cartan- Vranceanu comm # 0 e £2—4m # 0.
Assumindo que & = (? + (16m — 50%)sen?(ag) > 0, ap € (0,7), e denotando por 2wi o =
—lcosag = V4, entdo, as equacoes paramétricas de qualquer curva bi-harménica prépria de

(M, ggym) sao de um dos trés tipos listados abaizo.

Tipo I:
z(t) =bsenagsenf(t) +¢, beceR, b>0,

y(t) = —bsenagcos B(t) +d, deR, (4.13)

() = - 6(0) + 7-[(4m — &) cosap — ln )1,
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onde B € uma solu¢do ndao constante da sequinte EDO:
B’ + 2mdsen ag cos B — 2mesen ag sen B = £ cos ag + 2mbsen?(ag) + wi 2 (4.14)
e as constantes satisfazem
E+d?= %{(ﬁcosao +wio — %) + mbsen? ao}.

Tipo II: Se 5 = 5y = constante e cos Bgsen By # 0, as equagoes paramétricas sao

y(t) =x(t)tan fo + a (4.15)
2(t) = Lm[(llm —*)cosag — lwia]t +b, DER,

onde
w12+ £ cos o
2m sen g cos By

e z(t) € solu¢do da sequinte EDO:
= (1 + m(:v2 + (ztan By + a)Q)) sen ay cos Py. (4.16)

Tipo III: Se cosfBysenfy = 0, a menos de trocar x com y, entdo cos By = 0 e as equagoes

paramétricas sao dadas por:

w12 + £ cos o
() =20 F = enag

y(t) = y(t) (4.17)
z(t) = Lm[(élm — ) cosag —Lwio]t +b, bER,

onde y(t) € uma solugdo da sequinte EDO:

y' = £(1 + mz§ + y?]) sen ap. (4.18)

Demonstracio. Seja v(t) = (z(t),y(t),z(t)) uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco. Faremos uso das férmulas de Frenet, do Coroldrio 4.3.2 e do Lema 4.3.3. A derivada
covariante do campo vetorial T, dado em (4.12), é

VrT = —fsenagsenSE; + 3 senagcos SEs + sen ag cos BV E

sen o sen SV Ey + cos agVrE3

+

2 agsen? g3

[ — (' sen agsen f — 2my sen? ag sen 3 cos  + 2ma sen

f cos ag sen oy sen B] F

2

+ o+

[B’ sen ag cos B 4 2my sen? ag cos? B — 2ma sen? ag sen 3 cos 8

— £ cos agsen ag cos B} Es.
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Igualando tal expressao com 4V, obtemos

2:

2
4 (ﬁ’ + 2my sen ag cos B — 2mx sen g sen B — £ cos ao) sen? ay

K
e consequentemente (sendo ag € (0, 7)), resulta

kg = |8 + 2my sen o cos 8 — 2ma sen o sen B — £ cos ap| sen ay.
Neste ponto assumimos que

w := B’ + 2mysen ag cos B — 2ma sen ag sen 3 — £ cos ag > 0. (4.19)

Observe que se w = 0 entao v é geodésica e se w < 0 obtemos as mesmas solugoes, portanto nao

estamos perdendo a generalidade. Dessa forma, temos

Kg = Wsen ag (4.20)

N = —sen SFEy + cos SEs.

Logo
B =T AN = —cosagcos BE; — cos agsen BFEy + sen oo E3. (4.21)

Vamos agora derivar B para obter a expressao da torsao geodésica 7;,. Como

VrB = (—wcosa—é)N

e por outro lado, VB = 7,N, segue que

Ty = —wcosap — 5. (4.22)
Para obtermos as equagdes explicitas para v(t) = (z(t),y(t), 2(t)), devemos integrar o sistema

d
&Y _ T. Em nosso caso

dt
T(t) = senagcosB(t)E + senagsen 3(t)E2 + cos agFs
14 14
= senagcos [(t) (F% - §y%> + sen ag sen B(t) (F% + §m%) + cos o (%),
o que d& origem ao sistema
x/
m = Sen ¢ Cos ﬂ
/
L = sen o sen (4.23)

L+m(2? +y?)

/
2 =cosag + Esenao(xsenﬁf y cos ).
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Assumiremos agora que 3 # 0, ou seja, consideraremos solucoes do Tipo I. Derivando
(4.20), obtemos

!/ /
0=k, =w senay,

logo w’ = 0. Substituindo w e utilizando as duas primeiras equagdes de (4.23) resulta que

an 2my'x’ o Brmyy 2my'x’ ~ B2maa’ 0
T+m(22+9y2) 1+m(a2+y?) 1T+m@2+9y2) 1+m(a2+y?2)
e, entao,
B"(1+m(z® +y?)) — B (2myy’ + 2maa’) B
1+ m(z? + y?2) N
Assim
L O
dt\ 1+m(z2+92) |
e
L+m(z?+9?) =bp, b>0. (4.24)
Substituindo (4.24) em (4.23), conseguimos o sistema
' =bp senogcos B
y' = b B sen agsen f
7 =cosag — 3 Senao(xsenﬂ — ycosﬁ)7
do qual resulta que
x(t) = bsenagsen 5(t) + ¢
y(t) = —bsen ag cos B(t) +d (4.25)

2(t) = (cosag + g—zbsen2 ap)t + é/ (c sen ag sen B(t) — dsen oy cos 3(t)) dt.

Para determinar  substituimos na tltima equagao de (4.11) os valores de kg4, 74 € B3 obtidos

em (4.20), (4.22) e (4.21), respectivamente. Isto nos da

2

w? +wlcosag + (£2 — 4m) sen® ap = 0. (4.26)

Como assumimos que § = £2 + (16m — 5¢2?) sen? oy > 0, entdo as solugdes de (4.26) sdo

—lcosap £ Vo
Wi2=——p

que sao sempre diferente de zero. Como assumimos que w é uma constante positiva, temos que

escolher a raiz positiva de (4.26). Se w fosse negativo, ocorre uma troca de sinais em ky, 74 €
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Bs, contudo chegarfamos a mesma equacao (4.26), portanto aproveitamos as duas solugoes de

(4.26).

Substituindo os valores de x e y (obtidos em (4.25)) na (4.19), encontramos
B’ — 2msen ag(bsen ag cos? B — dcos 3 + bseng I sen’ 8 + csen 3) = £ cos ag + wi 2,
de onde segue
B’ —2m(csen agsen B — dsen agcos f) = £ cos ag + 2mbsen? ag + w1 2. (4.27)

Entao, tomando a integral da ultima equagéo, o valor de z dado em (4.25) se torna o desejado.

Para o caso das solugbes Tipo I, substituindo (4.25) e (4.24) em (4.27),

b(lcosag+2Vbsen?ag +wio) = 1+m(z?+y?) +2bmdsenagcos

2bm csen agsen 8

14 m|(bsen agsen B(t) + c)?
(—bsen ag cos B(t) + d)?]

+ o+

2bmdsen ag cos 8 — 2bm csen agsen

e, entao, temos

b

Para o Tipo II, usamos 3 = 8y = constante nas duas primeiras equagoes de (4.23) obtendo:

b 1
A+ d= —{(ﬁcosao — —) +mbsen2ao}.
m

2’ = [1+m(2® + y?)] sen ag cos Bo, (4.28)

y' = [1 4+ m(z® + y*)] sen ag sen fo.

Como sen fy cos B # 0,

y' = a' tan B,

portanto

y = xtan fy + a. (4.29)

Substituindo (4.29) em (4.28) temos
= [1 + m(m2 + (ztan By + a)Q)] sen ag cos fg.
Além disso, usando (4.29) em (4.19),

wig+Llcosag = 2msenag(ycos Py — zsen fy)

= 2msenag [(a: tan By + a) cos By — xsen,@’o},
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logo

_ w12 + L cosap (4.30)
2msen ag cos By '

Para determinar a expressao de z, utilizamos (4.29) e (4.30) na iltima equagao do sistema (4.23)

e integramos, obtendo
1 2
z=—|(4m —17)cosag — lwi 2|t + b, beR.
dm k

Para as solucoes Tipo III, ao supormos sen (3 cos 5y = 0 teremos que analisar dois casos.
Se cos By = 0, entdao da primeira equagao de (4.23) resulta que z(t) = 2o € R. Além disso,
como sen 3y = *1, da segunda equacdo de (4.23) obtemos
y' = £[1+m(zf +y*)] sen ap.
Usando (4.19) obtemos que

2m sen oy

2o — :F<w1,2+€(:osa0>' (4.31)

Por fim, determinamos a expressao de z(t) substituindo (4.31) na ultima equagao de (4.23) e

integrando, obtendo

1
z(t) = im [(4m — 1} cosag — €W1,2:|t +b, beR.

Se sen § = 0, hd uma troca nos papéis de x e y e o resultado segue de forma analoga. O
Observagao 4.3.5. A condigdo m # 0 foi utilizada pela primeira vez na demonstracio do caso

das solugoes Tipo I do Teorema 4.3.4, na obtencdo de z(t) a partir da EDO que define 3, de

forma que todos os resultados obtidos anteriormente continuam validos se m = 0.

4.4 Equacoes explicitas das curvas bi-harmonicas proprias em Hj

Passaremos agora a estudar as curvas bi-harmonicas préprias do espago de Heisenberg Hs,
ou seja da variedade (M, gg,,) com £ = 1 e m = 0. Tais resultados foram obtidos por R. Caddeo,

C. Oniciuc e P. Piu em [12].

O grupo de Heisenberg H3 pode ser visto como o espaco Euclidiano R? com a multiplicacdo

R . _ - 1. 1.
L(i,:f;,,%)(z7y7z) = <.T,y,Z>(fL',y,Z) = ($ +r,y+y.z+z+ E'Ty - iyz) (432)
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e munido da métrica Riemanniana g dada por
2 2 4 L a2
g =dz* +dy* + (dz + de Qdy) . (4.33)

A métrica g é invariante a esquerda e é isométrica as demais, também muito conhecidas, que

sao invariantes com respeito a uma composi¢cao com a multiplicacao de matrizes de Heisenberg.
Em seguida é dado o resultado que classifica as curvas bi-harmonicas de Hg.

Teorema 4.4.1. As equacgdes paramétricas de uma curva bi-harménica propria qualquer de

(Hs, g), parametrizada pelo comprimento de arco, sao dadas por:

1
x(t) = —senagpsen(At +a) +b

A
1
y(t) = — senag cos(At+a)+c (4.34)
2
2(t) = (cos ag + Se;Aa0>t - % senag cos(At +a) — i senagsen(At+a) + d,
onde
s + v/Heos?ag — 4 24/b 24/5
A= cos %o CO8” 40 , ag € (O, arccos —\/_} U [arccos ( — —\/_), Tl')
2 5 )
ea,bc,deR.

Demonstragdo. Seja v : I — Hs, v(t) = (x(¢),y(t), 2(t)), uma curva bi-harmoénica prépria

parametrizada pelo comprimento de arco. Da equagao (4.27) temos que

cosag +vVbeos?ag —4
5 =

B = A.

Impondo a condicio 5cos? oy > 4 (para que tenhamos solugoes reais), 3(t) = At+a, com a € R.

Para obtermos as equacoes explicitas de v basta integrar o sistema v = T, que neste caso é

dado por:
2/ (t) = sen g cos(At + a)

y'(t) = senagsen(At + a) (4.35)
1
2/ (t) = cos ag + 5 senag [sen(At+a)z(t) — cos(At + a) y(t)],
j& que substituindo as expressdes de Ey, Fs e E3 em (4.12) obtemos

T =senap cos(ﬁ)a—ax + sen oy Sen(ﬁ)a_y

+ [COS o + % sen oy ( sen(At + a)x(t) — cos(At + a)y(t))} %

(4.36)
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Observagao 4.4.2. As curvas bi-harmoénicas de Hs podem ser obtidas pela interseccao das

superficies S e S’, parametrizadas (respectivamente) por:

1
x(u,v) = S senag cos(Au+a)+b
y(u,v) = — senao sen(Au+a)+c (4.37)
z(u,v) = v,
x(u,v) = % senagcos(Au+a)+b
ylu,v) = —% senagsen(Au+a)+c (4.38)
sen? ag b c
z(u,v) = (cos ag + 54 )u—l— §y(u7v) - §{L‘(U,U) +d.

Il
h Y

Figura 4.2: Intersecgdo entre as superficies S e S’

A superficie S possui curvatura média constante diferente de zero e é o cilindro circular

reto com eixo paralelo ao eixo de rotagdo de Hs no ponto (b,¢,0) e com a diretriz o circulo

no plano z = 0 centrado neste ponto; esse circulo tem curvatura geodésica constante também

em Hj3. A superficie S’ é um helicéide que é minimal no grupo de Heisenberg, como pode ser

facilmente constatado pelo uso das férmula dadas por M. Bekkar em [2]. Além disso, as curvas

bi-harmonicas sao geodésicas do cilindro.
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Observagao 4.4.3. Denotamos por v a curva dada em (4.34) com b =c=d =0, e por ¥ a
curva (4.34) com b% 4 ¢ > 0. E claro que as duas sdo hélices de Hj. Toda curva bi-harménica 3
pode ser obtida de v por meio de uma translacao a esquerda, isto ¢ ¥ = Ly 4y © 7. Observa-se

também que v é uma hélice em R3, mas 5 nao é.

4.5 Curvas bi-harmoénicas préprias da esfera S?

Nesta segao serao classificadas as curvas bi-harmonicas nao geodésicas da esfera unitéria tri-
dimensional. Iniciaremos fazendo algumas consideragoes inerentes as variedades tridimensionais

de curvatura seccional constante.

Considere, entéo, (M 3, g) uma variedade Riemanniana tridimensional de curvatura seccional
constante e igual K. Seja v : I — (M3, g) uma curva diferencidvel parametrizada pelo compri-
mento de arco e {T, N, B} o referencial de Frenet ao longo de v como em (3.1), com F} = T,

F, = B e F5 = N. Valem, entao, as relagoes:

V7T = kgN
V1N = —kyT + 1,8 (4.39)
V1B = —14N,

onde kg = ||7(7)]] = |[VrT| é a curvatura geodésica de v e 7, é sua torsao geodésica. Do

sistema (3.2), concluimos que uma curva de (M3, g) é bi-harménica se, e somente se,

A
Iigﬁg—o

/

! 3
lig K

g—ligT3+I€gK:0
2 Klng + ligT; =0.

Impodo a condigao de que a curva nao seja uma geodésica, obtemos

kg = constante # 0

T4 = constante.
Consequentemente, podemos enunciar o resultado seguinte.
Proposicdo 4.5.1. Seja v : I — (M3, g) uma curva bi-harménica prépria em uma variedade
Riemanniana com curvatura seccional constante K. Se K € nao positiva, entao toda curva

bi-harménica é uma geodésica de (M3, g).
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Desta proposicao segue que o estudo de curvas bi-harmoénicas em variedades tridimensionais
com curvatura seccional constante passa a ter interesse apenas para o caso em que K > 0. Por

essa razao passaremos a estudar o caso da esfera S3. Faremos primeiro algumas consideracoes.

Seja (M, h) uma hipersuperficie de R"*!, munida da métrica induzida. Denotaremos por V e
V as conexdo riemannianas de R"*1 e M, respectivamente. Seja p um ponto de M, n € (T,M)+
um vetor unitdrio e N uma extensao local de 7, unitdria e normal a M. Sendo g : M — S™,
a aplicacao normal de Gauss, T,M e Ty, S™ sao paralelos e, portanto, serao identificados.
Denotaremos por II a segunda forma fundamental de M e S, o operador de forma. Com isso,

vale

dgp(Xy) = (N oelt)) _y =V

= T
XpN = (VXPN) = _SU(XP>’
onde ¢ : (—¢,€) = M é uma curva com ¢(0) = p e ¢(0) = X, € T,M. Aqui usamos o fato de
que, sendo (N, N) =1, VXPN = (vXpN)T. Segue-se que — 95, é a derivada da aplicacao normal

de Gauss.

Considere, agora, M = S" (esfera unitaria), p € S™ e n = —p. Para esse caso, a aplicagdo de
Gauss é —I, sendo I a identidade de S"”. Segue que S,(X,) = —dg,(Xp) = X, X, € T,S" e,
entao,

(X, Yp) = ((Xp,Yp),m) 7
= (Sp(Xp). Yp)m
= —(Xp.Y)p, Xp, Yp € T,S™.
Portanto, a equagdo de Gauss

VY =VxY +(X,Y)p. (4.41)
Agora estamos aptos a dar a demonstracido da proposigdo que segue.

Proposicao 4.5.2. Seja v : I — S® C R* uma curva bi-harménica propria parametrizada pelo
comprimento de arco. Entdo

YU+ 2y" + (1 - K2y =0. (4.42)

Demonstragdo. Tomando a derivada covariante da segunda equacdo de (4.39) com respeito a T,

temos
V%N = —kgVTT +7,VTB

= —(Ii?] + Tg2)N
= —]\[7
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ou seja

VZN + N =0. (4.43)
Por outro lado, fazendo uso da equacdo de Gauss (4.41) em V7N resulta que

VAN = (VyN) 4+ (T,V1N)y
= (N'"+(T,N)7) = Kgy

=N'"— KgY-
Além disso, aplicando (4.41) em V7T = k4N conseguimos

1
N=—=—0""+).
Kg

Reescrevendo (4.43) como

N”—/{gy—i—N:O,

temos

1 " 1
(—(7” + 7)) —kgy +—("+7) =0,
Ky Kg

de onde segue o resultado. O

A classificacdao das curvas bi-harménicas de S? é dada no teorema que segue:

Teorema 4.5.3. Seja v : I — S? € R* uma curva bi-harménica propria parametrizada pelo

comprimento de arco. Entdo kg <1 e temos dois casos:

o1
1. kg =1 ey € um circulo de raio —=;

7

2. 0< kg <1 ey € uma geodésica do toro de Clifford" .

1Consideramos a imersao

@:sl(%) ><Sl<%> S5 os

(%1, 22), (y1,92)) —  (z1,22,91,Y2),

2 2 _ 2, o2 1 . 3 _ (L i1y .
onde z7 + x5 = yi +y3 = 5" A subvariedade de S°, T =S (\/5> X S (\/5)7 é chamada de toro de Clifford.

Observe que dado um ponto p = (z1,x2,y1,y2) € T, 0s vetores
VP = (71“271‘17070) € WP = (0707 7y27y1) (444)

constituem um base do espago tangente em p ao toro de Clifford.
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Demonstragdo. Da segunda equacao de (4.40), segue que £, < 1. Temos, entdo, os dois casos

considerados abaixo.

1. Se kg = 1, entao a solucao geral de (4.42) é
(t) = €1 cos(V21) + exsen(V2t) + et + ca.

Como ||? = |7/|? = 1, usando as relagoes de Frenet? temos que c3 = 0, enquanto ¢y, ¢z e
- . 1
c4 sd0 vetores constantes e ortogonais com |c1]? = |ca|? = |es]? = 3

Portanto, a menos de isometrias de S3, a curva v é da forma

[ cos(v/2t) sen(v/2t)
() = (<2020, 20020 4y gy ),

1 1
com d? + d? = |ey|?> = =, ou seja é uma circunferéncia de raio —.

2 V2
2. Agora supondo 0 < k4 < 1, a solucao geral de (4.42) é

~v(t) = ¢1 cos(at) + ca sen(at) + c3 cos(bt) + cq sen(bt),

onde a = \/T+ £k, e b = /1 —r,. Novamente usamos |[y|*> = 1, |7/|> = 1 e as relagoes
de Frenet para concluir (com contas anélogas ao caso anterior) que |c1|? = |e2|? = |e3|? =

1 . - . .
|C4|2 =5 e que tais vetores sao ortogonais entre si.

Segue, entao, que a solucao para 0 < kg <16

[ cos(at) sen(at) cos(bt) sen(bt)
0= (55 5 )

, 1 1
E evidente que, para este caso, y(t) € S1< ) x St (—)
que, p Y(t) 5 7

S

1
—(v" 4 7), resulta que
Kg

2De fato, de N =
N’ = V2sen(v2t)er — V2 cos(V2t)ea + cs.
Por outro lado, devido & segunda equagao de (4.40), como k4 = 1, 7y = 0. Entdo, usando (4.41), temos
N' =VrN = —k,T+ 17,8 = —v' = V2sen(v2t)e1 — V2 cos(V2t)ca,
portanto ¢c3 = 0. De |7]*> =1 e (N,~) =0, (v + 2v,7') = 0; portanto
(ca,c1) = (ca,c2) = 0.
Além disso, (7y,7") = 0 fornece (y",~) = —1, do qual resulta 1 = (v + 2v,7) = (2c4,7), ou seja, {(c4,cs) = % Por

1 1
fim, usando (c4,c4) = e (v,7) = 1, conclufmos que ¢ é ortogonal a ¢z e |c1]? = |c2|* = 3
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Por tltimo, para verificar que v é uma geodésica do toro de Clifford, basta calcular 4" e

constatar que suas projegoes sobre a base do toro V, W, dada em (4.44), sdo nulas.
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Capitulo 5

Superficies bi-harmonicas em forma

espaciais

Neste capitulo é dada a classificacao completa das superficies bi-harmoénicas préprias da
variedade S3, seguindo o que foi feito em [8] por R. Caddeo, S. Montaldo e C. Oniciuc. Em
principio serao expostos resultados validos para hipersuperficies da esfera n-dimensional S™,

posteriormente nos restringiremos ao caso em que n = 3.

5.1 Resultados preliminares na esfera S”

Seja N(c¢) uma variedade com curvatura seccional constante ¢, M™ uma subvariedade de
N(c)ei: M — N(c) a inclusao candnica. Denotaremos por IT a segunda forma fundamental da
subvariedade M C N(c), por S o operador de forma, por H o vetor curvatura média de M, por
V1 a conexdo normal e por AL o Laplaciano generalizado, como definido em (1.45), no fibrado

normal de M. Entao, valem os resultados que seguem.

Teorema 5.1.1 ([7], [15]). A aplicagdo i € bi-harménica se e somente se

—~ATH—trII(—,Sg—)+cm H=0

2trSgy (=) + 3 grad(|[H|?) = 0.
Demonstragdo. Ver [7] e [15]. O

Ressaltamos que na demonstracdo do Teorema 5.1.1 o campo de bi-tensao de i é reescrito

63
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na forma

(1) = —m (AH—mcH). (5.2)

O sistema (5.1) foi estudado por B.Y. Chen e S. Ishikawa (para ¢ = 0) e por R. Caddeo,
S. Montaldo e C. Oniciuc (para ¢ < 0), para provar que no caso de superficies bi-harmoénicas de

N3(c), ¢ <0, a curvatura média é constante.

Sendo que, toda subvariedade bi-harmoénica de curvatura média constante numa variedade
com curvatura seccional constante nao positiva é harménica (ver [31]), temos o seguinte resul-

tado.

Teorema 5.1.2 ([7], [15]). Seja M? uma superficie de N3(c), ¢ < 0. Entdo M ¢ bi-harménica

se e somente se € minimal.

Devido a este resultado e a equagao (5.2), segue a nao existéncia de superficies bi-harménicas
préprias em formas espaciais com ¢ < 0. Portanto, passaremos a considerar o caso da esfera

unitaria. Neste caso, do Teorema 5.1.1 segue o seguinte

Corolario 5.1.3. Seja M™ wuma subvariedade de S™ com V+H = 0. Entdo a inclusio i é
bi-harmonica se e somente se

mH = trII(—, Sy —).

Demonstragao. A demonstragio segue do sistema (5.1), observando que
grad(| H|*) = ) _(ei(H,H))e; = 2(V, H, H)e,, (5.3)
sendo {e;} um referencial local geodésico. O

Proposicao 5.1.4. Seja M uma hipersuperficie de S™. Entdo a inclusao i € bi-harmonica se e

somente se

AYH = (m— |11 H
o ) (5.4)
2608, (=) + 3 grad(| H|) =0.

Demonstracdo. Basta observar que
1
trI(—, Su =) = — (tr S)[| 1Ty = || TT|* H,

e o resultado segue do Teorema 5.1.1. (]
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Também, temos a seguinte

Proposicao 5.1.5. Seja
M = Sm(a) X {b} = {p = (ZE], ...,(Eerl,b); (£U1)2 +.t ($m+1)2 = (12,(12 + b2 = 130 <a< 1}

uma hiperesfera paralela de S™'. Entdo M ¢é uma subvariedade bi-harménica de S™H se e

1 1
somente se a = — eb=+t——.

V2 V2

Demonstracao. Observe que
D(TM) ={X = (X1, ...; Xpnt1,0) € R™ 2|21 X1 + ... + Tppi1 X1 = 0}

s . . . 2
Além disso, indicando por § = (21, ..., Zm11, —F ), segue que

4
a
(&X) = (&p) =0, Jel=a*+ 37 =¢ >0,

e, entdo, ¢ é uma secdo do fibrado normal de M em S™*!. Pondo n = %5, da equagao (4.41),

resulta que
VYT = Vin—S,(X)

_ leerl _ l va+2 X
Ve = LR e (6 X0p) -

1 R™+2 a?

VR o (@ e =
_ 1
= CX.

Logo Vxn=0e Sy = —% I. Portanto, o vetor curvatura média é

1 1
H=—(trS,)n=—-n,
m(rn>77 677

e consequentemente

1
Suy=S_1, =—1.

=N C2

Do Corolério 5.1.3 conclufmos que M é bi-harménica se e somente se c?

1 1
somente se a = — e b=+—. O

V2 V2

= 1, ou seja, se e

5.2 Superficies bi-harménicas da esfera S*

A partir de agora, restringiremos nossa atencao as superficies da esfera tridimensional S3.
Da Proposicao 5.1.5 vemos que M = SQ(%) X { + %} é uma superficie bi-harmonica nao

harmoénica de S3.
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Na Secdo 4.5 vimos que curvas bi-harménicas préprias de S? devem ter curvatura geodésica
constante nao nula. O teorema que segue mostra que o mesmo vale para a norma do vetor

curvatura média de superficies bi-harménicas ndao harménicas de S3.

Teorema 5.2.1 ([8]). Seja M uma superficie de S*. Entio M é uma subvariedade bi-harménica

ndo harménica se e somente se || H|| é constante ndo nula e || 11|? = 2.

Demonstra¢do. Suponha que M seja uma subvariedade de S* bi-harmonica. Seja {e1, ez} uma
base local de campos de vetores ortonormais em M e seja 7 um campo vetores unitario normal.
Escrevemos o vetor curvatura média na forma H = fn, onde f € C°(M) e f > 0. Neste caso o

sistema (5.4) se torna

—AM =28, 1P,

(5.6)
Sy(grad f) + fgrad f = 0.
De fato, como M é uma hipersuperficie temos || S, [|* = || II]|? e, além disso,
ViH = Z (Ve va)f

- Z ei(ei(f))n+2e;(f)Van + fVEVEn.

Como Velz_n = 0, pela equagao (1.7) obtemos a primeira equagao do sistema (5.6). Quanto a

segunda equacao de (5.6), temos que
> Svsnei = Sylei(f)ei) +Svpy e
i

e, entdo, o resultado segue de (1.3) e de Vin = 0.

Considere agora U = {p € M|(grad f)(p) # 0}. Mostraremos que U = (. Para isto,

assumimos que U # ) e fazemos e; = m Como e e eg sdo ortogonais, temos
eaf =0, grad f = (e1f)er. (5.7)
Segue que
((e1, e1),m) = (Syler), e1) = (=fer,e1) = —f
e

(I(e1,e2),m) = (Sy(e1),e2) = (—fe1,e2) = 0.

Usando 2H =1II(e1, e1) + I(eg, e2), temos que

I(e1,e1) = —fn, Il(e1,e2) =0, II(ez,e2) =3fn, (5.8)
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e entao

ISy |17 = 102 (5.9)

Denotaremos por {wy,ws} as 1-formas duais a {e1,e2} e por w! as 1-formas da conexao dadas
por V(_ye; = wf (—)ej, Vamos calcular e f e eq f. Como S® possui curvatura seccional constante

e M é uma hipersuperficie, as equacoes de Codazzi nos dao
0 = <V§f 11(62,61),@ - <H(V€1€2,€1),’I7> - < (627V€161)’n>
— (VS (1, e1),m) + (I(Veger, e1),n) + (I(er, Veyer),n) (5.10)
= wile)f = 3fwiler) +ea(f) + F(VEmm) — 2wl (e2) f

II
11

e
0 = <v§f (e, 62)7 77> - <II(V€1 €2, 82)7 n) — <H(627 Ve, 62), 7]>
- <V§§ H(eh 62)7 17> + <H(V€261, 62)7 77> + <H(617 veze2)a 7]> (5'11)
= Ber(f) +3F(VEmm) — 6fwi(er) + 3fwd(es) — fwi(es).
Observando que wi = —w/, resulta

eof = —4fwiler),  3erf = —4fwi(er). (5.12)

Usando (5.7) e (5.12) vemos que wi(e1) = 0 e, consequentemente, dw; = 0. Portanto (local-
mente) w; é exata, isto é, w; = du para alguma fungdo u. Como df = (e1f)w; + (eaf)ws €
eaf =0, temos que df Aw! = 0, portanto, f é uma funcao apenas de u. Denotando por f’ e f”

a primeira e a segunda derivadas de f com respeito a u, a segunda férmula de (5.12) implica em
Afw? = —-3f'W2 (5.13)

Novamente, (5.7) e (5.12) nos dao

—AfAMf = wi(ea)er(f) —4f(er(er(f)) (5.14)
— 32— afp
e, da primeira equagao do sistema (5.6) e (5.9), obtemos
Aff" —3f2 +8f2 —40f* =0. (5.15)
Pondo (f")? = y e usando que f’ # 0, de (5.15) segue que
2fd—y—3y:40f4—8f27 (5.16)

df

que implica (ver, por exemplo, [5])

Fr=8f'—8f2+Cf2, CeR (5.17)
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Por outro lado, a equacao de Gauss nos dé que a curvatura Gaussiana é dada por:

K =1+detS,
e
K=1-3f2
(5.18)
dw? = —Kuw! A w?.
De (5.8), (5.13) e (5.18), obtemos
16
4ff”—7f’2+16f4—§f2:0, (5.19)
logo (5.15) e (5.19), implicam em
1
f? =141 - §0f2. (5.20)

As condigbes (5.17) e (5.20) juntas dizem que f deve satisfazer uma equagao polinomial com
coeficientes constantes, ou seja, f é constante. Portanto, M possui curvatura média constante

e Syll* = 1> =2.

A outra parte da equivaléncia segue imediatamente do sistema (5.4). O

A seguir, vamos provar o teorema que classifica as superficies M? C S3 de curvatura média

H2 —

constante e || II||* = 2. Faremos a demonstracao de acordo com [8]. Ressaltamos que este

teorema foi provado também por Z.H Hou em [25], com um diferente método.

Teorema 5.2.2. Seja M uma hipersuperficie com curvatura média constante e ||11]|? = 2.

1
(a) Se M ndo é compacta, entio ¢ localmente parte de wma hiperesfera S (—) ou de um toro

V2
de Clifford.

(b) Se M € compacta e orientdvel, entao M é ou uma hiperesfera S2< ou um toro de

Clifford.

7)

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que se || H|| = constante e ||II]|?> = 2, entdo, os autova-

lores do operador de forma de M C S3 sdo ou A\; = g = £1 ou \; = —\y = +1.

H
Supomos ||H || = constante > 0. Sejan = TH]] uma segao unitaria global no fibrado T+ M.
Denotamos por Ai(p), Aa2(p) os autovalores de S, em um ponto p € M. De ||H|| = constante
e ||II|| = constante resulta que A1, Ay sdo fungbes constantes sobre M, podemos supor que

A1 < A2. Nestas condigoes dois casos devem ser considerados.
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1. AL = do(= £1).

Neste caso M é umbilica em S, logo é (uma parte de) S2<

G-
[\]
N—

2. A1 # o

Seja {e1, ea} uma base local ortonormal tal que
Sn(el) = )\161 e Sn(eg) = )\262.

Consideramos w1, ws as 1-formas duais & base {e1,es} e wf- as 1-formas da conexao como

no teorema anterior. Da equacao de Codazzi (para o caso de formas espaciais) temos
Ve, sn(e2) — Ve, Sy(er) = Sn([el’ e)).

Como

[e1,e2] = Ve ea — Ve,e1 = w%(el)el - w%(eg)eg,

obtemos

Aawy(e1)er — A\ wi(ea)ea = Apwi(er)er — Ao wi(ez)es.

Utilizando a condicdo A1 # Ao, concluimos que w% = 0. Da segunda equagao do sis-
tema (5.18) segue que K = 0 e, como K = 1+ A\ Ao, resulta que \\y = —1. Usando
|IT]|> = 2, obtemos A\ = —1 e Ay = 1 e, consequentemente, ||H| = 0, contradizendo

| H|| = constante > 0.

Supomos, agora, que || H || = 0. Seja n uma secio local unitaria do fibrado normal M em S3.
Desta vez, A1 e Ay sdo continuas no dominio do sistema de coordenadas locais U. Como H = 0
e || IT]|? = 2 temos que \; = —1 e Ay = 1. Se M ¢ orientével, entdo 7 estd definida em toda M,
e o mesmo vale para A1 e Ay. Utilizamos, entéo, o Teorema 4.8 de [17] para garantir que M é o

(uma parte do) toro de Clifford.

O

1 1
Segue da Observacido 1.2.6 que o toro de Clifford S! (—) x St (—) é uma superficie
g G q NG N5 p

harmonica de S3, de forma que, devido aos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2, podemos estabelecer o

seguinte resultado:

Teorema 5.2.3. Seja M uma superficie bi-harmonica propria de S3.

1
(a) Se M ndo é compacta, entdo M ¢é localmente S* (E) CS3.
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1
(b) Se M é compacta e orientdvel, entdo M = SQ(E)

Terminaremos este capitulo observando que no caso de dimensao maior, nao se sabe se
existem subvariedades bi-harmoénicas préprias de N™(c¢), n > 3, ¢ < 0. Contudo, foram provados

os seguintes resultados:

1. Toda curva bi-harménica de R™ é um segmento aberto de reta (ver [19]).

2. Seja M3 uma hipersuperficie de R*. Entao M é bi-harménica se e somente se é minima

(ver [24]).

3. Seja M uma subvariedade de S". Entdo M é bi-harménica em R"*! se e somente se é

minima em R (ver [16]).
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