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Resumo

Neste trabalho estudamos essencialmente problemas relacionados aos conceitos

de superficies e curvas bi-harmdnicas e de superficies de dngulo constante.

Caracterizamos as curva bi-harmonicas do grupo especial linear SL(2,R). Em
particular, mostramos que todas as curvas bi-harmonicas de SL(2,R) sdo hélices e

damos suas parametrizacdes explicitas como curvas do espago pseudo-Euclidiano Rj.

Estudamos as superficies biconservativas (as quais representam uma grande fami-
lia que inclui as superficies bi-harmdnicas) nos espacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu,
obtendo a caracterizacdo daquelas de angulo constante e daquelas SO(2)-invariantes.
Também, caracterizamos as superficies de angulo constante do espaco Euclidiano tri-
dimensional que possuem aplicacdao de Gauss bi-harmdnica, provando que sdo cilin-

dros de Hopf sobre uma clotéide.

Além disto, caracterizamos as superficies de angulo contante de SL(2, R). Mais
especificamente, damos uma descricao local explicita para estas superficies em termos
de uma determinada curva de SL(2, R) e de uma familia a um pardmetro de isometrias

do espago ambiente.
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Palavras chave: imersdes bi-harmonicas, imersdes biconservativas, su-
perficies com aplicacido de Gauss bi-harmonica, superficies de angulo cons-

tante.



Abstract

In this work we mainly study some problems related to the concept of biharmonic

curves and surfaces and to surfaces of constant angle.

We characterize the biharmonic curves in the special linear group SL(2,R). In
particular, we show that all proper biharmonic curves in SL(2, R) are helices and we

give their explicit parametrizations as curves in the pseudo-Euclidean space Rj.

We study the biconservative surfaces (which represent a large family including
the biharmonic surfaces) in the Bianchi-Cartan-Vranceanu spaces, obtaining the cha-
racterization of those with constant angle and of those which are SO(2)-invariant.
Furthermore, we characterize the constant angle surfaces of the three-dimensional Eu-
clidean space which have bi-harmonic Gauss map, proving that they are Hopf cylin-

ders over a clothoid.

Also, we characterize the constant angle surfaces of SL(2,R). In particular, we give
an explicit local description of these surfaces by means of a suitable curve of SL(2, R)

and a 1-parameter family of isometries of SL(2, R).
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Indice

Introducao

1 Curvas bi-harménicas no grupo especial linear

1.1 O conceito de biharmonicidade . . . . . . ... ... ... ......

1.1.1  Curvas bi-harménicas . . . . . . . . .. ... ... .. ...
1.2 Ogrupoespecial linear . . . ... ... ... .. ... ........
1.3 Curvas bi-harménicas em SL(2,R), . . . ... .. ... ... ....
14 Ocasob? =4a . . .. ..
15 Ocasob?>4da ... .. ... . e

1.6 0casob? <4a . . . . o i

2 Superficies biconservativas em BCV-espacos
2.1 Espagos de Bianchi-Cartan-Vranceanu e sua estrutura Riemanniana

X



INDICE

2.2 Equagdes de compatibilidade . . . . . . ... .o oo
2.3 O problema de biconservatividade . . . .. ... ... ..........
24 Superficies biconservativas com angulo constante em BCV-espagos . . .
2.5 Superficies de revolucdo biconservativas . . . . . . . ... ... ...
2.5.1 Superficies de revolugdo biconservativas em BCV-espacos . . . .
252 0casoTF#0 . oo vt

253 Ocasom=0 ... . .

3 Superficies com aplicacio de Gauss bi-harmonicas

3.1 Introducdo . . . . . ...

3.2 Superficies de angulo constante com aplica¢@o de Gauss bi-harmonica

4 Superficies de angulo constante no grupo especial linear

4.1 Superficies de angulo constante em SL(2,R), . . . . ... ... ... ..
42 OcasoB=0 .. ... .. e
43 OcasoB >0 ... ...

44 Ocaso B <0 ... .

Referéncias Bibliograficas

103



Introducao

Este trabalho € dedicado ao estudo de problemas relacionados com a teoria de bi-harmonicidade

(Capitulos 1, 2 e 3) e de superficies de angulos constante (Capitulo 4).

Um tema de grande relevancia na geometria diferencial € constituido pela teoria de harmoni-
cidade. Em particular, o estudo das imersdes isométricas harmonicas se destaca devido ao fato de
ser equivalente ao estudo das imersdes minimas (ver [29]). Lembramos que uma aplicacdo € dita
harmdnica se € ponto critico do funcional energia (ver Defini¢do 1.1). Uma generalizag¢@o destas
aplicagdes, sugerida por Eells-Lamaire em [28], é obtida ao considerarmos os pontos criticos do
chamado funcional bienergia, que serd definido na Secdo 1.1. As aplicacdes que satisfazem esta

condicdo sdo conhecidas como aplicacées bi-harmonicas.

O estudo das fung¢des bi-harmodnicas teve inicio em 1863 devido a sua ligacdo com a teoria da
elasticidade e com a mecénica dos fluidos; G.B. Airy e J.C. Maxwell foram os primeiros a usar
tal tipo de fun¢des para descrever um modelo matemdtico de elasticidade (veja [1,47]). J4 a teoria
das fungdes poli-harmonicas se desenvolveu mais tarde por obra de E. Almansi, T. Levi-Civita e

M. Nicolaescu. O estudo das fun¢des harmdnicas e poli-harmoénicas em variedades Riemannianas
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teve inicio na década de 70 com o trabalho de L. Sario, M. Nakai, C. Wang e L. Chung (veja [22]),
seguido pelo trabalho de R. Caddeo e L. Vanhecke publicado em 1986 (ver [14]).

Nos ultimos quinze anos, o estudo das aplica¢des e das imersdes bi-harmonicas tem gerado
nos pesquisadores um interesse crescente como demonstra a lista das publicacdes sobre o assunto

presente na bibliografia do artigo [49].

No Capitulo 1 analisamos o conceito de bi-ionicidade para curvas e as estudamos no grupo
especial linear SL(2, R), munido de uma familia de métricas ¢, que depende de um parimetro 7.
Os resultados deste estudo foram estdo presentes no artigo [56]. Primeiramente demonstramos que
as curvas bi-harmonicas de (SL(2,R), g,) fazem um angulo constante ¥ com o campo de vetores

tangente a fibracdo de Hopf (ver Se¢ao 1.2). Logo apds, provamos que a equagao diferencial
YV o+ (0 = 2a)y" 4+ a®y =0,

onde a e b sdo constantes que dependem de ¢ e 7, deve ser satisfeita por uma curva bi-harmonica
prépria em SL(2, R), vista como curva do espago pseudo-Euclidiano Rj. Separamos o estudo em
trés casos que dependem do sinal da constante (b* — 4a) obtendo, em cada um deles, as expressdes

destas curvas como curvas em Rg.

O Capitulo 2 € dedicado ao estudo das superficies biconservativas nos espacos de Bianchi-
Cartan-Vranceanu (BCV-espacos). Para este fim, comegamos apresentando o conceito de bicon-
servatividade e mostrando sua relagcdo com o de bi-harmonicidade. Em seguida, foram descritos
os BCV-espacos e sua estrutura Riemanniana, os quais constituem uma representacdo local para
as variedades Riemannianas homogéneas com grupo de isometria de dimensdo 4 e para aquelas
com curvatura seccional constante ndo negativa, dada pela seguinte familia a dois parametros de

meétricas Riemannianas:

:dx2+dy2+<dz+7ydx—xdy

2
gH,T F2 F > ) R, T S R?

onde F =1+ %(azz + y?), definidas em

K

N ={(z,y,2) e R® : 1+4

(z° +y*) > 0}.
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Fazendo uso da fibracdo de Hopf admitida por estes espacos, utilizamos as técnicas desenvol-
vida em [18] para fazer o estudo das superficies biconservativas de angulo constante, obtendo no
Teorema 2.13 a caracterizagao destas. Posteriormente, consideramos as superficies de revolucao
biconservativas nos BCV-espagos. Dividimos o estudo destas superficies nos casos 7 # 0 e 7 = 0.
Para o caso 7 # 0, no Teorema 2.18, concluimos que tais superficies devem ser cilindros de Hopf.
Ja no caso 7 = 0 obtemos no Teorema 2.19 um sistema de equacdes diferenciais que caracteriza

estas superficies, embora ndo tenhamos obtido uma forma de integrar tal sistema.

Um resultado cldssico da teoria das aplicacdes harmonicas, conhecido como Teorema de Ruh-

Vilms (ver [64]) afirma que a aplicagdo de Gauss associada a uma imersdo isométrica
v M™ CR™" — G(m,n),

que a cada ponto p de M associa o espago tangente 7, M, visto como um ponto da variedade
Grassmanniana dos subespagos m-dimensionais orientados de R”*", é harmdnica se, e somente
se, o campo curvatura média de M € paralelo. Em [6], A. Balmus, S. Montaldo e C. Oniciuc,
sugerem uma generalizacdo do Teorema de Ruh-Vilms, considerando o problema de caracterizar
as superficies que possuem aplicacdo de Gauss bi-harmdnica e obtém uma condi¢do que deve
ser satisfeita por estas (ver Teorema 3.1). Seguindo nesta dire¢do, no Capitulo 3, estudamos as
superficies do espaco Euclidiano tridimensional de angulo constante que possuem aplicacdo de
Gauss bi-harmoénica prépria. Como resultado, obtemos que as tnicas superficies que satisfazem

estas hipéteses sdo cilindros sobre uma clotdide, também conhecida como espiral de Cornu.

Outro assunto relacionado com a teoria de harmonicidade que tem despertado grande interesse
de pesquisadores renomados da drea de geometria diferencial € o estudo de superficies cujo campo
de vetores normal unitdrio faz um angulo constante com uma direcdo fixa do espaco ambiente
(ver [20,21,24,25,33,43,51,65], entre outros). Este interesse foi motivado pelo trabalho [16]
de Cermelli e Di Scala que analisaram o caso de superficies de 4ngulo constante em R* obtendo
uma importante relacdo com a equacao de Hamilton-Jacobi e mostrando sua aplicagdo no campo

da fisica, na configuragdo de equilibrio de cristais liquidos. A relag@o entre tais superficies e
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os cristais liquidos reside no fato das moléculas destes, em sua fase nemdtica (ver Capitulo 4),
apresentarem (naturalmente) uma tendéncia em se alinharem de acordo com uma dire¢do dada por

um campo X, que € um ponto critico do funcional energia

1
E(X) =5 [ ldX]|dv,
2 Jo

onde €2 é um dominio de R® sobre o qual o campo X é definido de acordo com a disposi¢io do

cristal liquido. A equacio de Euler para este caso, descrita por Eells e Sampson em [29], é
AX + ||dX|*X = 0.

Estes campos sdo conhecidos como campos harmonicos. A fronteira que separa os cristais liquidos
de sua fase nemadtica e sua fase isotrdpica (ver Capitulo 4) pode ser vista como uma superficie que
faz angulo constante com o campo X . Naturalmente o primeiro exemplo de campo harmonico a

ser considerado € aquele constante, o que dé origem ao estudo das superficies de angulo constante.

As superficies de angulo constante foram, entéo, consideradas em diversas geometrias tridi-
mensionais. Uma atencao especial foi dada as 3-variedades Riemannianas homogéneas com grupo
de isometria de dimensdo 4. Os espacos produtos S* x R e H? x R foram considerados por
Dillen—Fastenakels—Van der Veken—Vrancken (ver [21]), e Dillen—Munteanu (ver [20]), respecti-
vamente. Em seguida, no artigo [33], Fastenakels—Munteanu—Van der Veken estenderam a nogao
de superficies de angulo constante para os BCV-espagos e deram sua classificacdo para o grupo de
Heisenberg. Além disso, Montaldo—Onnis, em [51], caracterizaram as superficies do tipo hélice

na familia a um pardmetro das esferas de Berger S?, com ¢ > 0.

O espaco tridimensional homogéneo com grupo de isometria de dimensdo 4 remanescente,
até entdlo, era o grupo especial linear. Desta forma, no Capitulo 4 consideramos as superfi-
cies cujo campo de vetores normal unitdrio N faz dngulo constante ¥} com o campo de Hopf de
(SL(2,R), g,) (como na Secao 1.2). Dividimos, entdo, o nosso estudo em trés casos, dependendo
da constante

B := (7 +1)cos’ ¥ — 1,
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asaber: B > 0, B = 0, B < 0. Para cada um desses casos obtemos uma equacdo diferencial
que deve ser satisfeita pelo vetor posicio dessas superficies vistas como superficies de R; (ver
Proposi¢ao 4.5). Enfim, classificamos estas superficies através dos Teoremas 4.7, 4.9 e 4.11, nos
quais demonstramos que, em cada um dos trés casos, estas podem ser obtidas pela a¢cdo de um
subgrupo do grupo de isometrias de (SL(2, R), g,) sobre uma curva de SL(2, R). Ressaltamos que

os resultados presentes neste capitulo foram publicados no artigo [52].






CAPIiTULO

1

Curvas bi-harménicas no grupo

especial linear

1.1 O conceito de biharmonicidade

Indicaremos por C*(M, N) o espago das aplica¢des diferencidveis ¢ : (M, g) — (N, h)

entre as duas variedades Riemannianas (M, g) e (N, h).

Defini¢ao 1.1. Uma aplicagcdo ¢ € C*(M,N) é dita harménica se é um ponto critico do funci-

onal energia:
1

E:C*(M,N)—=R, E(¢)_§/ | do||*d M,

7
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ou seja, se ¢ € solucdo da correspondente equacdo de Euler-Lagrange dada por
7(¢) :==trVde =0,

onde

(Vxdo)(Y) = Vagdo(Y) —do(VxY), XY €TM,
sendo NV a conexdo de N' e V a de M. O campo 7(¢) é conhecido como campo de tensdo de ¢
(ver [29]).
Paralelamente a Defini¢éo 1.1, indicando por Imm (M, \') o espago das imersdes Riemannia-

nas em (A, h), temos a seguinte

Definicio 1.2. Uma imersdo Riemanniana ¢ : (M, ¢*h) — (N, h) é dita minima se é um ponto

/ Vp*h-
M

Neste caso a correspondente equacdo de Euler-Lagrange é H = 0, onde H é o campo de vetores

critico do funcional volume

Vi Imm(M,N) — R, Vi(p) =

DN —

curvatura média.

Em [29], J. Eells e J.H. Sampson provaram que uma imersdo Riemanniana ¢ : (M, g) —
(N, h) é minima se, e somente, se é um ponto critico do funcional energia. Logo, estudar as

imersdes Riemannianas minimas € equivalente a estudar as imersdes Riemannianas harmonicas.

Uma extensdo natural do conceito de aplicacdo harmdnica, e portanto de imersdo minima, é

obtida considerando o funcional bienergia:
1
By CNMAN) 2R E() =5 [ @M
M
Mais precisamente,

Definiciao 1.3. Uma aplicacido ¢ € C(M,N) é dita bi-harménica se é um ponto critico do

funcional bienergia.
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Em [39,40] G.Y. Jiang obteve a férmula da primeira variacdo da bi-energia, provando que a

equagdo de Euler-Lagrange para E5 é dada por
72(0) = —A7(¢) + trRY(dg, 7(¢))do = 0, (1.1)
onde R denota o tensor de curvatura da variedade N\, dado por
RY(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ + VixyZ,

para XY, Z € TN, enquanto A? denota o Laplaciano generalizado agindo em C(¢~'TN'), que

com respeito a um referencial local ortonormal { E;}* | de M ¢ dado por
A% ==t (V) = =) {VEVE = Vo)
i=1

sendo V¢ a conexdo em C(¢~*T'N) induzida pela conexio de Levi-Civita de (N, k). O campo
72(¢) definido acima é chamado de campo de bitensdo de ¢, enquanto a equacao (1.1) é conhecida

como equagdo bi-harménica.

Da expressdo do campo de bitensdo 7, segue que toda aplicagdo harmonica (i.e. 7 = 0) é
também bi-harmonica. Uma aplicacdo bi-harmdnica que ndo € harmonica € dita aplicacdo bi-

harménica propria.

1.1.1 Curvas bi-harmonicas

Seja (N, h) uma variedade Riemanniana. Uma curva v : [ — (N, h), parametrizada por

comprimento de arco, € bi-harmonica se v for uma aplicacdo bi-harmdnica, ou seja, se

3 / / ! !
VoY + R, V)Y =0. (1.2)

Chamamos de curvas bi-harmonicas proprias aquelas definidas a partir de aplica¢des bi-harmonicas

proprias.
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O estudo das curvas bi-harmdnicas préprias em superficies curvas comecou com R. Caddeo—
S. Montaldo—P. Piu. Biharmonic em [12], onde sdo descritas estas curvas em superficies, provando

que curvas bi-harmonicas em superficies de curvatura Gaussiana nao positiva sdo geodésicas.

Para variedades Riemannianas tridimensionais com curvatura seccional constante, os casos de
curvatura nula e negativa sdo considerados em [26] e [9], onde mostra-se que as Unicas curvas
bi-harmdnicas sao as geodésicas. Além disso, em [8], € considerado o caso de curvatura positiva,
mostrando que as curvas bi-harmonicas possuem curvatura geodésica e tor¢do geodésica constan-

tes.

Feita excecdo as formas espaciais, os espagos Riemannianos tridimensionais homogéneos mais
interessantes sdo aqueles que possuem grupo de isometrias com dimensao 4: as esferas de Berger,
o grupo de Heisenberg, o grupo especial linear SL(2,R), e os produtos Riemannianos S x R e

H? x R, onde S* e H? sdo a esfera e o plano hiperbélico bidimensionais, respectivamente.

Em [4] A. Balmus determinou as equagdes que caracterizam as curvas bi-harmonicas para as
esferas de Berger S? como curvas em R* e deu uma interpretagio geométrica para as curvas bi-
harmdnicas na esfera Euclidiana unitdria S*. Em [13] os autores provaram que qualquer curva

bi-harmonica no grupo de Heisenberg é uma hélice e deram suas parametrizagdes explicitas.

Além disso, em [11] os autores consideraram as curvas bi-harmoénicas préprias nos espacos
de Bianchi-Cartan-Vranceanu éE(Q, R), SU(2), S* x R e H®> x R (os quais serio descritos na

Secdo 2.1), provando que essas curvas sao hélices e dando suas equacdes paramétricas.

Neste capitulo apresentamos os resultados que compdem o artigo [56], onde € feito o estudo
das curvas bi-harmonicas préprias no grupo especial linear SL(2,R) munido de uma familia a
um-parametro de métricas como descrito na Se¢do 1.2. Usando as mesmas técnicas apresentadas
em [4] (para o caso das esferas de Berger) e em [13] (para o caso do grupo de Heisenberg), con-

cluimos que as curvas bi-harmonicas de SL(2, R) fazem um angulo constante ¥} com o campo de
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vetores tangente a fibracdo de Hopf. Ainda, no Teorema 1.7, provamos que a equacio diferencial
AV 4 (b* —2a)y" +a*vy =0,

onde a e b sdo constantes que dependem de ¢ e 7, deve ser satisfeita por uma curva bi-harmonica
propria em SL(2, R), vista como curva do espago pseudo-Euclidiano Rg. Separamos o estudo em
trés casos que dependem do sinal da constante (b* — 4a) obtendo, em cada caso, as expressdes

destas curvas como curvas em Rg

1.2 O grupo especial linear

Seja Rg o espaco pseudo-Euclidiano 4-dimensional equipado com o produto interno semi-

definido de assinatura (2, 2) dado por
(v, W) = vy wy +vawy — V3w — vgwy, v,wE R
Identificaremos o grupo especial linear com
SL(2,R) = {(z,w) € C*: |z]* — |w|* = 1} = {v € R}: (v,v) = 1} C Rj.
Tal identificagdo pode ser obtida através da transformacao linear

a b 1 . .
— 5((a+d) +i(b—c),(b+c) +i(a—d)),
c d
com ad — bc = 1, a qual € um difeomorfismo. Além disso, usaremos o modelo de Lorentz para o

plano hiperbélico com curvatura Gaussiana constante —4, como segue
H?(—4) = {(z,y,2) € R}: 2® +y? — 22 = —1/4},

onde R} é o espago de Minkowski tridimensional. A aplicagdo de Hopf v : SL(2, R) — H?*(—4)
dada por

O(zw) = 5 (220, 2 + Juf?)
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€ uma submersao, com fibras circulares. Tomando-se

Xi(z,w) = (iz,iw), Xs(z,w)= (iw,iz), X3(z,w)=(w,z2), (z,w) € SL(2,R),
resulta que X; é um campo de vetores vertical (i.e. di(X;) = 0), enquanto que X5, X3 sdo
horizontais. O campo de vetores X; é chamado de campo de Hopf.

Equiparemos SL(2, R) com a familia a um parametro de métricas g,, 7 > 0, dada por
9-(Xi, X5) = 655, 9-(X1, X1) =72, g.(X1,X;) =0, 4,j€{2,3},

a qual torna a aplicacio de Hopf ¢/ : (SL(2,R), g,) — H?*(—4) uma submersio Riemanniana.

Com respeito ao produto interno de R; a métrica g, é dada por
g (X,Y) = —(X,Y) + (1 + 72)(X, X, (Y, X3) . (1.3)

De agora em diante, denotaremos a 3-variedade homogénea (SL(2, R), g, ) por SL(2, R),. Temos
que

Ei=—11'X), Ey=X,, E3=X;,

¢ uma base ortonormal em SL(2,R), e a conexéo de Levi-Civita V™ de SL(2,R), é dada por:
Vg E1 =0, VpE, =0, V' gE;=0,
Vg Ey=—112+7)E;, Vg FEy=71"2+71%)Es, (1.4)
Vg, by = —1l3, VBl =71FE,, Vg FEy=—-17FE =—-V"g,E;.

Além disso, as componentes nao nulas da curvatura Riemanniana sao

gT(R’(E17 E2)E1, EQ) = 72> gT(R’(E17 ES)Ela E3) = 7'27 (1.5)
9r(R(Ey, E3) By, E3) = —(4 + 37%).

Finalmente, lembramos que o grupo de isometria de SL.(2,R), é o grupo unitario indefinido

4-dimensional Uy (2) que pode ser identificado com:

U1<2) = {A S 02(4) AJ, = :|:J1A},
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onde J; € a estrutura complexa de R* definida por

J 0 0 -1
Jl = 5 J = )
1 0
enquanto
I 0 10
05(4) = {A € GL(4,R): A" = e A "¢}, €= , I =
0 —I 01

¢ o grupo ortogonal indefinido. Observamos que O, (4) é o grupo das matrizes reais 4 x 4 que

preservam o produto interno semi-definido de Rj.

1.3 Curvas bi-harménicas em SL(2,R),

Seja v : I — SL(2,R), uma curva diferencidvel parametrizada por comprimento de arco e
seja {1, N, B} o triedro de campos de vetores ortonormais tangentes a SL(2, R) ao longo de 7(s)
definido como segue: denotamos por 7" o campo de vetores unitdrio 4’ tangente a y, por N o campo
de vetores unitério na dire¢do de V77T normal a 7, e escolhemos B de forma que {7, N, B} seja

uma base ortonormal positivamente orientada. Entdo, temos as seguintes equacdes de Frenet

V7T = kN,
V7rN = —kT + ko B, (1.6)
V7rB = —kyN,

onde ky = |V T

€ a curvatura geodésica de ~y e ko sua torgao.

Teorema 1.4. Considere v : I — SL(2,R), uma curva ppca e a notagao T = > T, E;, N =
Y N; E;e B=> B; E;. Entdo vy € bi-harménica prdpria se, e somente se,

k1 = constante # 0,

k24 k2=72—4(1+1%) B, (1.7)

K, = —4(1 + 7% N, By.
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Demonstragdo. Considere a curva v : [ — SL(2,R), parametrizada por comprimento de arco.

Neste caso a equagdo (1.2) se torna
(V77)*T +R(T,V'T)T = 0. (1.8)
Usando as equagdes de Frenet em (1.8), obtemos as condigdes

k1 = constante # 0,
ki + k3 =g.(R(T,N)T,N),

ky = —g-(R(T,N)T, B).

Escrevendo

e usando (1.5), temos que
g-(R(T,N)T,N) = 7> —4(1 + 7°) B},
9-(R(T,N)T, B) = 4(1 + 7°)N; By.

O

Proposicao 1.5. Seja v : [ — SL(2,R), uma curva bi-harménica propria parametrizada pelo

comprimento de arco, entdo sua curvatura geodésica e sua tor¢do sdo constantes.

Demonstracdo. Das equacdes de Frenet resulta que
gT(VTTB, El) = —gT(kQN, El) = —ka N1~

Por outro lado, usando (1.4), obtemos
9-(V"rB, Ey) = g,(B} E\ + T2 B3N g, B3 + T3ByV7 g, Es, Ey)
= Bi -+ T(Tg B3 — T3 BQ)

== Bi - TNl.
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Combinando essas duas equacoes, temos
B} = (1 — ky) Ny. (1.9)
Agora, usando a segunda equacgdo de (1.7) obtemos
ko khy = —4(1 + 7%) B, By. (1.10)

Da terceira equagdo de (1.7), (1.9) e (1.10) resulta que (7 — 2ko)B; Ny = 0. Portanto, temos duas
possibilidades: B; N1 = 0 o que, junto com (1.7), implica que k) = 0; ou ko = 7/2. Logo, ks é

constante. Ol

Proposicao 1.6. Seja v : [ — SL(2,R), uma curva bi-harménica propria parametrizada pelo
comprimento de arco, entdo ela forma um dngulo constante ¥ € (0, /2] com o campo de Hopf

FE e seu campo de vetores tangente pode ser escrito como
7' (s) =T = cos? Ey + sen v sen 3(s) Ey + sen ) cos B(s) Es, (1.11)

onde B : I — R é uma funcdo suave.

Demonstracdo. Primeiro notamos que B; # 0. De fato se B; = 0 e N; = 0, entdo v € a curva
integral do campo de vetores £ e logo é uma geodésica. Além disso, se By = 0e N; # 0, de

(1.9) obtemos que k3 = 7 0 que, junto com a segunda equacdo de (1.7), nos da k; = 0.

Como B; # 0, a terceira equacdo de (1.7) e a Proposi¢do 1.5 implicam que N; = 0. Agora,

usando as equagdes (1.4) e (1.6) temos que
k1N, = QT(VTTT7 El) = Tll-

Concluimos que 7} = constante e obtemos a expressdo (1.11). O

Usando o resultado anterior temos o seguinte



16 Capitulo 1 — Curvas bi-harmonicas no grupo especial linear

Teorema 1.7. Seja v : I — SL(2,R), C R; uma curva parametrizada por comprimento de arco.

Entdo vy é bi-harménica propria se, e somente se, COmo curva em Rg, satisfaz a equacdo
AV (b = 2a)y" +a*y =0, (1.12)

onde a e b sdo as constantes dadas por:

1
a= 5(—7-*2 +1—(14+7%cos29) — 7 cost 3,

b=p3=—1"124 1) cost + /(4 + 572) cos? ¥ — 4(1 + 72),

com
4(1 4 72)

—~ L < cos? < 1.
(@+5m2) =V

Demonstracdo. Escrevendo

V(s) = (21(s), 72(5), 23(5), 24(s)),

de (1.11) temos que as func¢des coordenadas de v em R; satisfazem

4
7} =7  cosV xy + sen ) cos B3 + sen ) sen B 1y,

Th = —77 1 cos ¥ z1 + senvsen x5 — sen ¥ cos [ 4,
(1.13)
x5 = senv cos B x1 + sendsen 3 xy + 7t cos ) ay,
r, = sen¥sen S, — sent) cos By — T cos ) as.
Derivando (1.13), resulta que
4
¥ =ax —bal,
xh =awxy+ b,
(1.14)

ry =awxz—bal,

1 /
| 71 = azy+ by,

onde
(=772 41— (1+72)cos29) — 7 'cost 3,

S
I
R o
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Agora provaremos que b é constante e determinaremos a sua expressao. Calculando V' 1T,

usando (1.11) e (1.4), temos que a curvatura geodésica e o campo de vetores normal sdo dados por

Entao

Substituindo as expressoes de k1, ko e By na segunda equacdo de (1.7), resulta que

k= £send (B + 277 (14 72) cos V),

B=TAN =4(—sent E; + cosUsen § Fy + cosv cos  E3),

ky = g, (V"rN, B) = (1 — cos¥(B' + 277 (1 + 72) cos?)).

7724 7Y cos V) £ /(4 + 572) cos? ¥ — 4(1 + 72).

N = +(cos f Ey —sen 3 E3).

(1.15)

Agora, derivando duas vezes (1.14), e usando (1.13), obtemos a equacdo (1.12). Além disso, como

a curva y nao € harmonica, de (1.15), resulta que cos 9 # 1.

0

Observacao 1.1. Para determinar explicitamente a expressdo de -y, nos serdo iiteis os valores dos

produtos internos entre v, suas derivadas e a imagem J, sobre estas.

Usando (1.13) e (1.14), obtemos que:

onde

Além disso, como

(v,7) =1, 0\ ¥)y=B, {(7,7)=0,
(v,v") =0, (Y'Y =D, (v,9")=-B,
<,y/’ ’Y”I> . " ///> — 0’ <,_y’,y/ll> — 07

(

B=(14+7%cos’d — 1, D=d>+VB+2abt " cosd,

E = a(a — 262)3 + 02D —2a%b 7 cos 0.

Jiy = X1y = -7 By

(1.16)
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usando (1.11) e (1.14), obtemos as seguinte identidades
(J17,7) = =7 cos,
(/177" =0,
(") =—a1 " cos —bB =1,
(177" =0,
(17 7") + (™) =0,

<J1’7”,’)/”> + <J1"y/, ’}/IV> =0.

(1.17)

Para determinar a expressdo do vetor posicdo de  em R3, integramos (1.12), dividindo nosso

estudo em casos, de acordo com as trés possibilidades:
(i) b = 4a;
(i) b* > 4a;

(iii) b? < 4a.

1.4 O caso i’ = 4a

Teorema 1.8. Seja~y : [ — SL(2,R), C ]R;1 uma curva bi-harmonica propria parametrizada pelo

comprimento de arco tal que b*> = 4a. Entdo

b=—7""2+7%) cost + /(4 + 572) cos2 ) — 4(1 + 72), (1.18)
com
2 2\2
o2 = _2HT)
44572 4 74

Além disso,
v(s) :A(cos(\/a s) + gua s sen(v/as), —sen(y/a s) + gua s cos(v/as),

(1.19)
— g1as cos(vas), giu s sen(\/ﬁs)),
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onde g4 € a constante, dada por
B T
RV e
e A € O4(4) é uma matriz 4 x 4 ortogonal indefinida que comuta com J;.
Demonstragdo. Como b* = 4a, a equagio diferencial (1.12) se torna
v " 2 _
Y (s) +2av"(s) + a”y(s) = 0. (1.20)

Integrando (1.20) temos

v(s) = cos(v/as) g1 +sen(v/as) go + s cos(vas) g3 + s sen(vas) ga, (1.21)

onde g1, g2, g3 € g4 S0 vetores constantes de Ré.

Um célculo direto mostra que b> = 4a ocorre em dois casos: para 1) = 0 e para

e nos dois casos b deve ter a expressdo dada em (1.18). Como o primeiro caso produz curvas

harmonicas, estudaremos apenas o segundo.

Usando as relacoes (1.16), obtemos

(91,91) = (92, 92) = 1,

<g3793> = <g4,g4) =0,
-

<91794> = —<92,g3> = W’
(91,92) = (91, 93) = (92, 94) = (93, 94) = 0,

ao passo que (1.17) confere

(J191, 92) = —1,
i

J192,91) = (Jig1, g3) = ———,
( 192 94> ( 191 93> m
(J191,91) = (J192,93) = (J193,94) = 0.
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Agora, tomando
.

€1 = g1,
€2 = g2,
gs
€3 = — g2,
<92793>
ga
€4 = — g1,
\ <91794>

temos que {e;} é uma base ortonormal de Rj que satisfaz:
<J1€1,€2> = <J1€3,€4> =—1,
(Jie1,e3) = (Jier, eq) = (Jiea, e3) = (Jieg, eq) = 0.
Concluimos que e, = —Jye; e e = Jies. Dessa forma, se considerarmos a base ortonormal

{E;}L | de R? dada por

Ey =(1,0,0,0), FE,=(0,-1,0,0), E3=(0,0,1,0), FE,=(0,0,0,1),

deve haver uma matriz A € Oy(4), com J; A = AJy, tal que ¢; = AE;, i € {1,...,4}.

Finalmente, pondo (g1, g4) = g14, podemos reescrever (1.21) como (1.19). ]

1.5 O caso i’ > 4a

Teorema 1.9. Seja~y : I — SL(2,R), C R} uma curva bi-harménica propria parametrizada pelo

comprimento de arco, tal que b*> > 4a. Entdo existem duas possibilidades:

(1)
b= —712+71%) cos? + /(4 + 572) cos? ¥ — 4(1 + 72)
e
4(1+72) ) (2+72)?
— < V< ———
(4+572) — oSS 44572474
(ii)

b=—7"12+ 7 cos? — /(4 + 572) cos? ¥ — 4(1 + 72)
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4(1 4 712)

BT < cos? .
(@+5m2) ="

~ . 4 -
Em ambos os casos, a expressdo de v vista como uma curva de R, é

v(s) = A(\/ng cos(ag s), /Cszsen(ay s), /—Chycos(ag s), v/ —Chy sen(ay s)) , (1.22)

onde
\/ (1 — 2a) + /P — 1a)
Q12 =
2
e
B —a? —B + o?
Oy =——2 O3 = ————+
11 &%—OZ%’ 33 O[%—OZ% )

sdo constantes reais e A € Oy(4) é uma matriz 4 x 4 indefinida e ortogonal que anti-comuta

com Ji.

Demonstragdo. Primeiro, observamos que a condigdo b? > 4a nos d4 as duas possibilidades (i) e

(i1). Além disso, integrando (1.12) obtemos
7(s) = cos(ay ) Cy + sen(ay s) Cy + cos(az s) Cs + sen(az s) Cy,

onde

Q12 =

\/ (1 — 24) + /P( — 4a)
2

sdo constantes reais, enquanto C;,7 € {1,...,4}, sdo vetores constantes de Rg.

Pondo C;; = (C;, C;), e avaliando as relagdes (1.16) em s = 0, obtemos:

Ci+Cs3+2C13=1, (1.23)
Oé% 022 + Oé% 044 + 20&10&2 024 = B, (1 24)
a Chg + g Cry + g Cog + aa C'sy = 0, (1.25)

Oéil3 Clg + OélOég 023 -+ 06%062 014 + 063034 = 07 (1 26)
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0/11L Cll + 0/2l 033 + 20[%04% 013 = l)7
0?0y +aiCsu+(al+ad)Cis =B
1 Gt 2 Cs3 1 2) iz = b,
4 3 3 4 _

a; Co + (ajag + ajay) Coy + ay Cyy = D,
a? Cha + 0621))043 Cos + a%ag Cha + Oég U3y =0,
3 3 3 3 _

a) Crg +aj Oy +ay Ciy + oy Cyq = 0,

Cl(? Cop + Oég Cys + 20&?0[3 Coy = FE.
De (1.25),(1.26), (1.30), (1.31), segue que
Ciy = Ciy = Cy3 = C34 = 0.

Também, de (1.23), (1.27) e (1.28), obtemos

B—a3 —B+a?
Cll — 2 2 C(13 = O; 033 = 2 9 -
a1 — a;5 ap — @;

Observamos que um célculo direto nos da
o? — a2 = bVb? — 4a,
que, claramente, ¢ uma constante positiva. Ademais, ndo ¢ dificil verificar a validade de
B+a2=W,+©27)'0/Ws, e —B+a?=—W+ (27r) " by/Wa,
onde
Wy = —b(T_l cos ) + g) e Wy = (br +2cos?)? — 47 sen? v,
Dessa forma, usando fato que |(27)~by/W,| > |W;| com a condigdo

41+ 7%) 9
— < 1
@+5m2) =Y

podemos garantir que C; < 0e C33 > 0.

(127)
(1.28)
(1.29)
(1.30)
(131)

(1.32)
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Finalmente, usando (1.24), (1.29) e (1.32), concluimos que

~D + Ba?

az(af — a3)’

D — Ba?
Co = — 2

af(af —ag)’

Chamamos a atenc¢@o do leitor para o fato de que, utilizando (1.27) e (1.28) juntamente com a

C(24 = 0; C’44 =

informacdo C'3 = 0, podemos obter C'; = Cay € Cs3 = Cly.

Como {C;}1_, sdo ortogonais entre si e

HCIHZ||C2H=\/ —Chy, H03H=||C4H=\/Cs3,

fazendo e; = C;/||Ci||,i € {1,...,4} obtemos uma base pseudo-ortonormal de R3, e podemos

escrever:
v(s) = v/=Ch1 (cos(aq s)er + sen(ay s)es) + v/Css (cos(a s)es + sen(as s)es).
Agora, avaliando em s = 0 as identidades (1.17), temos:
ag Cs3(J1e3, e4) — a1 Cri{Jieq, €a)
+ 1/ —C11Cs3 (a1 (Jye3, €2) + an(Jie1,eq)) = —7 1 cos 0,

<J1€1,€3> =0,
Oég C33<J1€3> €4> - Oé? 011<J1€17 €2>

+ 1/ —C11C33 (06104§<J1637 62) + 04%042<J1€1764>) =—1,

(Jieg,eq) =0,
ag(Jiea, e3) + ao(Jier,eq) =0, (1.34)
ag(Jiea, e3) + ar(Jie1,eq) = 0. (1.35)
Observamos que para obter as identidades acima, fizemos divisdes por a2 — a2 = /b%(b? — 4a),

que é diferente de zero. De (1.34) e (1.35), levando em conta que o2 — a3 # 0, resulta que

<J1€3,€2> =0, <J1€1, 64) =0.
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Entao,

J1€1 = :|:€2 € J1€3 = :|:€4.

Portanto, o vetor posicdo de v é dado por

v(s) = /—Ci1 (cos(aq s)er £ sen(ay s)Jier) + /Css (cos(as s)es £ sen(ag s)Jres).

De (1.14) para s = 0, vemos que Jie; = —es € J1e3 = —ey. Entlo, se fixarmos a base ortonormal

de R; dada por
El:(0707170)7 EQ:(Ou())O?]-)) E3:(1707070)7 E4:(0717070)7

deve haver uma matriz A € Oy(4), com J1 A = —AJy, tal que e; = AE;, i € {1,2,3,4}.
Substituindo ¢; = A E; em (1.33) obtemos (1.22). O

1.6 O caso i’ < 4a

Teorema 1.10. Seja v : I — SL(2,R), C Rj uma curva bi-harménica parametrizada pelo

comprimento de arco, tal que b*> < 4a. Entdo

b=—712+71%) cos? + /(4 +572) cos? ¥ — 4(1 + 72), (1.36)
(2+7%)? )
115217 < cos® ) <1, (1.37)

e a expressdo de +y vista como uma curva de R} é dada por:

v(s) :A<cos (g s) cosh(p s) + wiy sen (g s) senh(ys)

b b
sen (5 s) cosh(p s) — wiy cos (5 s) senh(y s) , (1.38)
b b
cos (§ s) senh(y s)m, sen (5 s) senh(y S)M)7
onde
Vida — b? bt 4+ 2 cosv
W= Wiy = ——(F
2 2T

sd@o constantes reais e A € Oq(4) é uma matriz 4 x 4 ortogonal indefinida que comuta com J; .
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Demonstragdo. De b*> < 4a, resulta que b é dada por (1.36) e ¥ satisfaz (1.37). Além disso,

integrando (1.12), obtemos

v(s) = cos (g s) ((cosh(p s) wy + senh(p s) w3) + sen (g s) ((cosh(p s) wy + senh (g s) wy),

(1.39)
onde
Via — b?
p=—g—
enquanto w;, i € {1,,...,4}, sdo vetores constantes de Rj. Se w;; = (w;, w;), avaliando as
relagcdes (1.16) em s = 0, obtemos
wi = 1, (140)
b? ~
7 W i Wss o+ prbway = B, (141)
b
5 W2 + pwiz =0, (1.42)
b b? b? b?
B (M2 - Z) Wiy + p bwsy + H Wy +u <M2 - Z) wiz =0, (1.43)
2 b2 2 212 2 b2
(= %) w2 wns 200 (52 = =) wia = D, (1.44)
b? ~
(12 = =) wir + by = ~B, (145)
b ) b o o b b 2 2
b b? b? b?
> (3#2 - *) (uz — 7) wia + by (/f - 3*) W
2 4 4 4
2 2 2 2 (1.47)
+u <M2 - 3_> (M2 - —>w13 + (3M2 - —> way =0
4 4 2 4 '
b b? b?
S (302 = ) wia 4 (12 =37 ) wig = 0, (1.48)
b? b\ 2 b\ 2
1 (3M2 - Z) Was + Y2 (,UQ - 31) w33
(1.49)

b? b?
2 2 oV _
De (1.40), (1.44) e (1.45), segue que

br + 2 cosd

Wy = —wys = 1, W14 = 2711
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Além disso, de (1.42) e (1.48), obtemos que

wip = w3 =0
e, portanto, de (1.43) e (1.47),

Woy = w3y = 0.

Usando também (1.41), (1.46) e (1.49), temos

br + 2 cos?

Weg = —wWs3 = 1, Wo3 = — 27

Entdo, podemos definir a seguinte base pseudo-ortonormal em Rg:

€1 = W,
€y = W2,

W3 + Wi4 Wo (150)
€3 = —F/——

W4 — W4 Wy

€4 = i
A + wiy
com <€1761> =1= <€2,62> (S <€3,63> =—-1= <€4,€4>.

Avaliando as identidades (1.17) em s = 0, e levando em conta que:

’V(O)Zwl’
, b
7(0)25102-1-#103;
62
7”(0):( 2—1) wy + pbwy,
b b? 3
" _ Y 2 _ Y 2_ Y2 .
gl (0)—2<3u 4)w2+ﬂ<u 4b)wa,
3 bt b?
v _ 4 2 252 Y 2_ 2
Y (0)—<u 2ub+16>w1+2ub(u 4)w4,
temos
(Jrwr, we) = —(Jiws, wy) = 1,

(Jrws, wa) = (Jywy, wy) =0,

<J1w1,w3> = (leQ,w4> = —Wi4.
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Entao,

<J1€17€2> = —<J1€3,€4> =1,
<J1€1,€4> = <J1€17€3> = <J1€2,€3> = <J1€27€4> =0.

Portanto, concluimos que

J1€1 = €9, J1€3 = €4.

Consequentemente, se considerarmos a base ortonormal { E;}*_; de R; dada por
El:(lﬂ()?()’o)? EQ:(071ﬂ070)7 E3:(0707170)’ E4:(Oa07071)7

deve existir uma matriz A € Oy(4),com J;1A = AJ, talque e; = AE;, i € {1,2,3,4}. Portanto,

usando (1.39) e (1.50) obtemos (1.38). O






CAPITULO

2

Superficies biconservativas em

BCV-espacos

2.1 Espacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu e sua estru-

tura Riemanniana
E um resultado cldssico da geometria diferencial (veja, por exemplo, [67]) que a dimensdo

maxima do grupo das isometrias de uma variedade Riemanniana tridimensional é 6 e, nesse caso, a

variedade ¢ uma forma espacial. Alpem disso, sabe-se que ndo existem 3-variedades Riemannianas
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com grupo de isometrias de dimensdo 5 (veja [35]). e que se uma 3-variedade Riemanniana possui

grupo de isometrias 4-dimensional, entdo é uma variedade homogénea.

Para as variedades Riemannianas homogéneas com grupo de isometria de dimensdo 4 e para
aquelas com curvatura seccional constante ndo negativa, existe uma representacdo local dada pela

seguinte familia a dois pardmetros de métricas Riemannianas:

2 2 - 2
gon = LAY (dz 4 YT = zdy xdy) , @.1)

F? F

onde FF=1+ Z(aﬂ + y2) e k, 7 € R; definidas em N = R? se k > 0, sendo em

N ={(z,y,2) e R® : 22 +y?* < —4/kK}.

As métricas g, -, denominadas métricas de Bianchi-Cartan-Vranceanu, podem ser encontradas
na classificacdo das variedades Riemannianas homogéneas tridimensionais dada por L. Bianchi em
1897 (veja [4]) e, mais tarde, aparecem na forma (2.1) em [15,67], com E. Cartan e G. Vranceanu

(respectivamente). No que segue, denotaremos com N, - 0 espago A/ munido da métrica g, .

A importincia e o interesse na nesta familia de métricas estd no fato dela incluir todas as
métricas homogéneas tridimensionais cujo grupo de isometrias ¢ de dimensdo 4 ou 6, exceto as de
curvatura seccional constante negativa. Indicando com H? o plano hiperbélico de raio 1/(v/—k) e

com S? a esfera de R? de raio 1/(v/k), temos a situacdo ilustrada na Figura 2.1.
Observe que:

e se 472 = K, entdo N x,~ POSsui curvatura seccional constante € ndo negativa, ou seja N o €

o espago Euclidiano R? (x = 0) ou a esfera S® (k # 0);

e se 7 = 0,entdo N ; é produto de uma superficie de curvatura Gaussiana constante x com a

reta real R;

eseT#0er >0,N «,~ € localmente uma esfera de Berger;
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S?x R
Ali
472 =k S?
SU(2) SU(2)
SU(2) SU(2)
R3
> H;
SL(2,R) SL(2,R)
H? x R

Figura 2.1: Descri¢do geométrica da métrica g,, - (veja [62]).

e seT #0er <0,N,, élocalmente o recobrimento universal do grupo linear especial, i.e.

SL(2,R);

e se 7 # 0 e r = 0, obtemos o espaco de Heisenberg H3 munido de uma métrica invariante a

esquerda.

Para que possamos fazer nosso estudo nesses espagos, precisamos conhecer sua estrutura Rieman-
niana, que passamos a descrever. A métrica de Bianchi-Cartan-Vranceanu pode ser escrita através

de 1-formas, como
3
2
dsK,T = E w; @ w;,
i=1
onde

dr — xd d d
w1=dz+77yx e Fx J

Ia ) Wz = ) w3 = — -

A base ortonormal de campos de vetores correspondentes as 1-formas ¢ dada por

Er= or Yoz dy 0z

9
0z’

Quanto ao grupo de isometrias do espago N, . temos a proposi¢do que segue.
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Proposi¢ao 2.1 ( [62]). A dlgebra de Lie das isometrias infinitesimais de N x,r admite como base

2
KY KTY 21y
X:<1——>E 5 g, + 2T g,
! oF ) TR TR
2
KTy KT 211
X, =" p (1__)]3__E.
2= oF 1+ 5F 2 Al
—y x (2 +y?)
Xs=—F +—=F,— —=Fjs;
35 1 1+F 2 I 33
X4 = FEjs.

\

Além disso, as expressoes da conexao de Levi-Civita, com respeito a base ortonormal (2.2), é

dada por:
vElEl - 0, _ K . K
o o VE2E2 = §yE37 VE3E2 = —§$E3 — TEl,
szEl = VElEQ = —TEg, o K - P (23)
- - Vg, b3 = —§?JE2 +7Ey, | Vg, B3 = §$E2;
vElEg = VE3E1 = TEQ.

Chamamos a aten¢do do leitor para as seguintes notagdes e convengdo de sinal que adotaremos.
O operador de curvatura possui a expressao
R(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ+VixyZ,
onde XY, Z sdo campos de vetores diferencidveis em N, ;. Dessa forma temos que
9rr(R(E1, E2) By, Bo) = 72, 9rr(R(E1, E3)Ey, E3) = 77

24)
ng(R,(EQ, Eg)EQ, Eg) = K — 3’7’2.

Podemos, entdo, calcular as componentes nao nulas da curvatura de Ricci, as quais denotaremos

por Ricci;;. Resulta que:

Ricci (B, Ey) = 277, Ricci(Es, Ey) = Ricci(Es, B3) = k — 272 (2.5)

2.2 EquacoOes de compatibilidade

Um fato importante dos BCV-espacgos € que eles admitem uma submersdo Riemanniana sobre

uma superficie de curvatura Gaussiana constante x, chamada fibracdo de Hopf. O campo de vetores
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tangente as fibras dessa projecdo € o campo de Killing F;, também conhecido como campo de

Hopf.

Em [18], Daniel estudou as superficies localmente isometricamente imersas em variedades
Riemannianas tridimensionais homogéneas com grupo de isometria de dimensdo 4, que, como
vimos na sec¢do anterior, sdo os espagos de Bianchi-Cartan-Vranceanu que cumprem 472 # k.
Neste estudo, o autor considera o angulo ¢} que o campo de vetores unitdrio normal a superficie
faz com o campo de Hopf, provando que as equacdes de Gauss e Codazzi sdo dadas em termos
da funcdo ¥ e que este angulo é um dos invariantes fundamentais para uma superficie em BCV-

espacos.
No que segue, apresentaremos alguns resultados de [18] que nos serdo uteis mais tarde.

Comegamos considerando uma superficie M simplesmente conexa e orientada em N, . , de-
notamos com V sua conexao de Levi-Civita, N o campo de vetores unitario normal a M, A o
operador de forma associado ao campo N, K a curvatura Gaussiana da superficie e B(X,Y) :=

VxY —VxY,com X,Y € TM, a segunda forma fundamental. Isto posto , vale
|9 (E1, N)| = cos?, o €[0,7/2].
Projetando F no plano tangente a M obtemos
Ey =T + cosVN,
onde T é a parte tangente e satisfaz g, (7, T) = sen? 9.

No que segue, usaremos [E para denotar os BCV-espagos com grupo de isometria de dimen-

s@o 4. Temos os resultados que seguem.
Proposicao 2.2 ( [18]). Para quaisquer campos de vetores X,Y, Z, W em E, temos:
G (RIX,Y)Z,W) = (k= 37%) gor (Ro(X,Y)Z, W) + (k — 47%) gor (Ri(B1; X, Y) Z, W),

com

Ro(X,Y)Z = ¢,,(X,2)Y — ¢.. (Y, 2)X,
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Ri(V; X,Y)Z = gr (Y, V) 9 (Z, V)X + 92 (Y, Z) g (X, V)V

- gK,T(X7 Z) gK,T(K V)V - gn,T(Xa V) gK,T(Z7 V)Y

Demonstracdo. Escrevemos X = X + z Ey, com X horizontal com relac@o a fibragdo de Hopf
er = gu-(X, Er), e analogamente faremos para os campos Y, Z, W. Usando a multilinearidade
do tensor de curvatura, obtemos uma soma de 16 termos; os termos em que [; aparece trés vezes
ou quatro vezes, ou duas nas posicdes 1,2 ou 3,4, se anulam devido a antissimetria do tensor. Os
termos em que F; aparece uma tnica vez se anulam, ja que nas componentes nao nulas do tensor

curvatura, (2.4), F, aparece duas vezes ou nenhuma. Portanto, temos
9 (R(X,Y)Z,W) =g, (R(X,Y)Z, W) + yw gnr (R(X, E))Z, )
+ 9200, (R(X, BB, )+xw9m(R(E175~/)Z7E1)
+ 2290, (RIELY)E )
=(r = 37) [ 9:r(X. 2) gmo?, W) = gr(X. W) gur (Y, )]
+ 2 [yw g (X, Z) =y 2 gur(X, W) — 2w g, (Y, Z)
+x zgm(f/, W)} .
Neste ponto convém observar que
gm()N(, Z) =0ur (X —2Ey,Z — 2Ey) = g (X, Z) — 22
e analogamente para os demais campos. Desta forma temos
(907 (X, 2) gV W) = 9r (X, W) 9 (Y, 2)] =
[9:7(X, Z) g VW) = g (X, W) gir (Y, Z)]
— 97X, Z) 9o r (Y, E) G (W, EL) + G r (VW) (X, BY) g1 (Z, E)

- gK,T(X7 W) gH,T(Y7 El) gK,T(Z) El) - gm,T(K Z) gn,‘r(Xa El) gf'i,T(V[/a El)] )

€

[ngK,T(X7 Z)_y ZgH,T()A(:7 /_V\V/) - xwgn,r(i}7 2) + ZgH,T(Z7 W)] =
[gR,T(Xa Z) gK,T<Y> El) gm,‘r(I/Vv El) + gH,T(Yv W) ng(Xy Ey) g,W(Z, Ey)

- gn,T(Xa W) gH,T(Y7 El) gK,T(Z7 El) - gH,T(K Z) gn,T(Xa El) gH,T(W El)} .



2.2 Equagdes de compatibilidade 35

Concluimos, assim, que

9 (RIX,Y)Z,W) =(k = 37°) [ 967 (X, Z) e (Y, W) = g r (X, W) g r (Y, Z)]
— (k= 47%) [ 95 +(X, Z) g7 (Y, Er) g e (W, En)
+ gn,'r(Yv W) ng(Xv El) gﬁ,‘r(Z> El) - gnyT<X> W) ng(Y, El) g,W(Z, El)

- gH,T(}/’ Z) gH,T(Xa El) gK,T(W El)] .

Proposicao 2.3 ([18]). Sejam X,Y, Z, W campos de vetores tangentes a M C E. Entdo,
Gor (R(X,Y)Z,W) = (k= 37%) gur (Ro(X,Y)Z, W) + (k — 477) g r (Ra(T5 X, Y) Z, W),

R(X,Y)N = (k — 47%) cos ¥ ( g s (V. T)X — g s (X, T)Y).

Demonstracdo. O resultado é uma consequéncia da Proposi¢ao 2.2, usando o fato de que X,Y, 7

e W sao tangentes a superficie e N € normal. O

Proposicao 2.4 ([18]). As equacoes de Gauss e Codazzi em um espaco homogéneo tridimensional

N .+ com grupo de isometrias de dimensdo 4 sdo, respectivamente, dadas por:
K =det A+ 7%+ (k — 47%) cos® ¥, (2.6)
VxAY — VyAX — A[X,Y] = (k — 47%) cos (g (Y, T) X — g (X, T)Y), (2.7)

sendo X,Y campos de vetores tangentes a M.

Demonstracdo. Comecamos com a equacdo de Gauss, que pode ser escrita na forma
K =det A+ g (R(X,Y)X,Y), (2.8)
onde X e Y formam uma base ortonormal de 7" M. Usando a Proposi¢do 2.3 obtemos

9rr (RIX,Y)X,Y) = (5 = 37%) gor (Ro(X, V)X, Y) + (5 — 47%) g - (RU(T; X, V)X, Y),
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sendo que, por cdlculos diretos e usando a ortonormalidade de { X, Y}, temos
gn’,T(RO(Xv Y)X, Y) =1 e gN,T(Rl(TQ X, Y)X, Y) = - ( 9 (Y, T)2 + Gur (X, T)Z)'

Observamos que ( g.-(Y,T)? + g,,(X,T)*) = || T||* = sen® ¥, e entdo, substituindo os valores

em (2.8), obtemos a equacao desejada.
Para a equagdo de Codazzi, comecamos com sua escrita para o caso das hipersuperficies:
9rr(R(X,Y)Z,N) =Y g, -(B(X, Z),N) = grr(B(Vy X, Z),N)
— 9nr(B(X,VyZ),N) = X g,.-(B(Y, Z), N) (2.9)
+ s+ (B(VxY,Z),N)+ g, (B(Y,VxZ),N).
Através de cdlculos diretos, podemos escrever o lado direito de (2.9) como

9rnr(VyAX — VyAY + A[X,Y], Z).

O lado esquerdo de (2.9), pode ser escrito usando a antissimetria nas duas ultimas entradas do

tensor de curvatura e a Proposi¢do 2.3, resultando em
— G (£ — A7) cos V(g (V. T)X — gor(X, T)Y, 2)).
O resultado segue entdo ao notarmos que as expressoes sdo validas para qualquer Z7 € TM. O
Proposicao 2.5 ( [18]). Para um qualquer campo X tangente a M C E, vale
VxT =cosV(AX —17JX), Gur(AX —7JX,T) = —X(cos?),

sendo JY = N AY para qualquer campoY € T M.

Demonstracdo. Por um lado, temos
VxE, =Vx(T + cos9N)
=VxT + X(cos¥)N + cos IV x N

=VxT + g.-(AX, T)N + X (cos¥)N — cos VA X.
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Por outro lado, escrevendo X = 1 FE; + x9Fs + w3 F3 e usando (2.3), temos
vxEl :.IilvElEl + IEngQEl + IEngSEl

:T($3E2 — I‘QEg)

=X A El

=7X A (T + cosVN)

=7(gur(J X, T)N — cosVJ X).
A conclusdo segue de compararmos as partes tangentes € normais das duas expressoes. L

Observacao 2.1. Ressaltamos que, embora as proposicoes acima deem conta de BCV-espacos com

grupo de isometria 4-dimensional, estes resultados se mantém vdlidos para aqueles com grupo de

isometria de dimensdo 6. De fato, as demonstragdes aqui expostas servem perfeitamente para o

caso k = 472. Desta forma, utilizaremos estes resultados para qualquer BCV-espago N . ;.

Observe que {7, JT'} definidos como acima formam uma base para 7'M . Utilizando a Propo-

si¢do 2.5 e supondo ¥ € (0, 7/2], podemos descrever a matriz do operador de forma nesta base

com a expressao

T(9) JT(9) B
sen 1Y sen v
A= ,
JT(9)
- A
sen 1 ’

onde
. G (AJT, JT)
T sen? ¢ '

Ja as componentes da conexdo, que também seguem da Proposicdo 2.5, ficam
VT = cot 9[T(9) T + (JT(V) — 27 tan) JT7,
VrT = cot 9JT(9) T + Acos JT,
VrJT = cot 9[(=JT (V) + 27 tand) T + T'(V) JT,

VyrJT = —XcosV T + cot 0JT(V) JT.

(2.10)
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Para a realizacdo de cdlculos futuros, nos serd de ttil considerar a ortonormalizacdo de {7, JT'},

dada por
T JT
= = _ 2.11
T send’ 27 send @1h
Nesta nova base, a matriz do operador de forma pode ser reescrita como
€1 (19) €o (19) - T
A= , (2.12)

ex(V) — 7 A
e as componentes da conexao de Levi-Civita ficam
Ve, e1 = cotd(eq(V) — 27) e, Ve,€1 = Acot v ey,
Ve 2 = —cot ez (V) — 27) ey, Ve,€0 = —Acotdey.

Utilizando as expressdes do operador de forma e das componentes da conexdo, reescrevemos as

equacdes de Gauss e Codazzi de acordo com a proposi¢do que segue.

Proposicio 2.6. Seja M uma superficie de um BCV-espago N . ; tal que ¥ € (0,7 /2]. Entdo, as

equagoes de Gauss e de Codazzi sdo equivalentes ao sistema

P

ere2(V) + A cot ey (V) + cot ey (9)(ea () — 27) — eze1 (V) =0,

2 cot I[(e2())? — 3req (V) + 277 + e1(\) + A% cot ¥

— Acot ey (V) — egea(V) — (472 — k) cos ¥ sen ) = 0.

Demonstragdo. A equagdo de Gauss (2.6) é dada por
K = 9k, 1 (vegvelel - Vel v€261 + v[el,ez]ela 62)7

onde
Ve, Veier =es[ cot I(ex(9) — 27))] ea — [cot I(ea () — 27))] (A cot d) ex;

Ve, Ve,e1 =€ ()\ cot 19) es — (A cot 19) cot ¥(ez(V) — 27) ey;

v[€1,€2]€1 = — cot? ’19((62 (19) — 27_)2 + )\2) €.
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Além disso, temos
2

det A = Xey () — (e2(9) — 7)7,
e, logo, a expressdo para a equagdo de Gauss na base {eq, €2} é
tand[egea () — er(A)] + ey (¥9) — A2 — 2(ex(¥))?
—41% cos® ¥ + 67ex(V) — ksen® ) = 0.
Para a equagdo de Codazzi, fazemos X =e; e Y = e, em (2.7), obtendo

Ve, Ales) — Ve, Aer) — A([er, ea]) = (472 — k) cos ¥ sen ¥ e,

onde,
Ve, Ales) =[en (e — Aot Hea(1) — 27)] 1 + [ cot (ea(d) — 7)(ex(9) — 27)] en;
V., Aler [egel — Acot I(ex(9) — 7)] e1 + [Acot Jer () + ea(e2(V) — 7)) e
([e1, ea]) =[ cot (= (ea(9) — 27)ex (9) — A(ea(9) — 7))] e
+cot 9( — (es(9) — 27)(ea(9) — 7) — A%)] e

Desta forma, a equacio de Codazzi € equivalente as condi¢des:

ere2() + A cot ey () + cot ey (9)(ea () — 27) — ezer (¥) =0,

(2.13)
2 cot ¥[(e2(9))? — 3req (V) + 27%] + e1(\) + A* cot ¥

| — Acot der (V) — ezen(V) — (472 — k) cos¥sen ) = 0.
Observamos que a segunda equacdo deste sistema garante que a equacdo de Gauss seja satisfeita

e, assim, concluimos a demonstracao. U

2.3 O problema de biconservatividade

Como descrito na Secd@o 1.1 os conceitos de aplicagdo harmonica e bi-harmonica tém sua ori-

gem em problemas variacionais. Em [36] Hilbert mostra que a cada problema variacional pode
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ser associado um tensor energia-momento S, o qual é 2-covariante e simétrico nos pontos cri-
ticos, i.e., div.S = 0. No caso de uma aplicagdo harmonica entre variedades Riemannianas,

¢: (M,g) = (N, L), este tensor tem a expressao
1 2 *
5= Ldolig - o'h

sendo estudado em detalhes por Baird e Eells em [3], e por Sanini em [66]. Ressaltamos, que S

assim definido satisfaz div S = —h (7(¢), d¢), logo div S = 0 para as aplicagdes harmonicas.

Observe que se ¢ for uma imersdo isométrica, valerd sempre div.S = 0, ja que 7(¢) serd

normal a variedade imersa.

Para as aplicacdes bi-harmonicas, o tensor energia-momento foi obtido por Jiang em [41] e a

sua expressao & dada por

S(X,Y) =370} 9 (X,Y) + h(do, V() g (X,Y)

—h (d¢(X),VyT(¢)) — h (dp(Y), VxT(0)), XY eTM

Posteriormente Sy foi estudado em [45], onde os autores obtiveram exemplos de aplicacdes bi-

harmonicas. O tensor S5 assim definido satisfaz

div Sy = —(12(¢), d9),

confirmando o principio de tensor energia-momento para o funcional bienergia, uma vez que

T2(¢) = 0 se, e somente se, ¢ for um ponto critico deste funcional.

Ao contrédrio do que ocorre no caso harmodnico, o fato de ¢ ser uma imersio isométrica nao

implica necessariamente que o divergente de .S, seja nulo. Ao invés disso, temos

div Sy = —h (12(9), d¢),

onde 75(¢))” representa a parte tangente do campo de bitensdo dado em (1.1). Portanto, a condi¢do

div Sy = 0 equivale a 75(¢)” = 0.
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No estudo de imersdes bi-harmonicas, uma das técnicas largamente utilizada consiste na de-
composicdo do campo de bitensdo em sua parte normal e tangente e, entdo, verificam-se as con-
di¢cdes obtidas ao impor que cada uma dessas partes se anule. Tal decomposi¢do do campo de
bitensdao pode ser encontrada, por exemplo, em [5,17,44,57,59]. Para o caso de hipersuperficies,

temos o seguinte teorema:

Teorema 2.7 ([57]). Seja ¢ : M™ ' — N™ uma imersdo isométrica com funcdo curvatura média
| e vetor curvatura média H = (f/(n — 1))N. Entdo, ¢ serd bi-harménica se, e somente se, as

componentes normal e tangente de T5(¢) se anularem, i.e. respectivamente

Af + fl|A|]* — f Ricci¥ (N, N) = 0

2A(grad f) + f grad f — 2f Ricci™(N)T = 0, (2.14)

sendo A o operador de forma e Ricci(N)T a componente tangente da curvatura de Ricci de N na

diregd@o do campo normal unitdrio N de M em N .

Assim fica claro que, para que uma hipersuperficie M, como no Teorema 2.7, satisfaca
div SQ == 0,

€ necessdrio e suficiente que (2.14) seja satisfeita. Dito isto, podemos apresentar o conceito de
hipersuperficies biconservativas, que estd claramente relacionado ao conceito de aplicacdes bi-

harmonicas. Temos a seguinte

Definicio 2.8. Uma imersdo isométrica ¢ : M"™ ' — N™ com vetor curvatura média H =
(f/(n —1))N serd dita biconservativa se ¢ satisfizer a condi¢do (2.14). A hipersuperficie M™™*

assim imersa também serd chamada de biconservativa.

Como toda hipersuperficie bi-harmonica € biconservativa, as que ndo sio bi-harmonicas sdo

chamadas de biconservativas proprias.
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O conceito de hipersuperficies biconservativas foi introduzido por Caddeo, Montaldo, Oniciuc
e Piuem [10], onde os autores classificam localmente estas hipersuperficies nos espacos forma. Ja
em [50], sdo estudadas hipersuperficies biconservativas proprias do espaco Euclidiano R™ que séo
invariantes pela agdo do grupo SO(p+1) x SO(g+1), no caso em que n = p+q+2, e pela acdo do
grupo SO(p+ 1) no caso em que n = p + 2; utilizando esse estudo os autores obtém exemplos de
imersdes bi-harmonicas proprias. Em [68] s@o consideradas as superficies biconservativas do tipo
espaco e do tipo tempo no espagco de Minkowski tridimensional, sendo dada a parametrizacdo para
aquelas que ndo sdo de curvatura média constante. Ainda, em [34] sdo classificadas as superficies
biconservativas ndo minimas que possuem vetor curvatura média paralelo nos espacos produtos
S"™ x Re H" x R; além disso, os autores consideram as superficies biconservativas de curvatura

média constante em espacos de Hadamard obtendo resultados sobre sua compacidade.

Este capitulo é dedicado ao estudo das superficies biconservativas nos BCV-espacos. Mais
especificamente, consideramos as superficies biconservativas que fazem angulo constante com o
campo de Hopf (ver Secdo 2.2), aquelas que possuem curvatura média constante (CMC) e as de

rotagdo ao redor do campo de Hopf.

2.4 Superficies biconservativas com angulo constante

em BCV-espacos

Nesta se¢@o estudamos as superficies biconservativas de angulo constante nos BCV-espagos,
obtendo na Proposicdo 2.11 que estas superficies saio CMC e, por fim, mostramos que as superficies
biconservativas CMC dos BCV-espacos que ndo sao espagos forma devem ser cilindros de Hopf
sobre curvas de curvatura geodésica constante. Ao longo desta secdo adotaremos a notagcdo da

Secdo 2.2; desta forma, temos a definicdo que segue:

Definicao 2.9. Dizemos que uma superficie de um BCV-espago N ., é uma superficie do tipo

hélice ou uma superficie de dngulo constante se for orientdvel e o dngulo 9 € [0, 7) entre seu
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campo de vetores normal unitdrio e o campo de Killing unitdrio E, (tangente a fibracdo de Hopf)

é constante para todos os ponto da superficie.

Comec¢amos verificando quais condi¢des sdo obtidas ao impormos que uma superficie qualquer

em um BCV-espaco seja biconservativa.

Proposicio 2.10. Seja M C N . ; uma superficie em um BCV-espago com 9 € (0,7/2]. Para que
M seja biconservativa, é necessdrio e suficiente que
er(A+e1(9) (A 4 3e1(9)) + 2e2(A + e1(9)) (e2 () — 7)

—2(47* — K) (A + e1(¥)) cos I sen ¥ = 0,
(2.15)

\ 2e1(A+e1(9))(e2(¥) — 1) + (BA 4 e1(9))ea(A + e1 () = 0,

onde {ey, es} sdo os campos de vetores tangentes a M dados em (2.11).

Demonstracdo. Pondo e; = > a;E;,ea = > b;E; e N =5 ¢;F; e utilizando (2.5), obtemos
Ricci(N)" = Ricci(N, e;)e; + Ricci(N, e3)eq
= [(k — 272)(0202 + csaz) + 27-2(:1a1] €1
+ [(k — 27%)(caby + c3b3) + 27%¢1b1] €3
= (47'2 —k)ci(ay e + by eg).

Pela construgdo de {ey, 2}, temos que a; = sen ), by = 0 e ¢c3 = cos ¥, portanto
Ricci(N)" = (472 — k) cossen ¥ e; . (2.16)
De (2.12), segue que a funcdo curvatura média
f=X+e(9),

logo

grad f = (61(/\) + 6161(19)) el + (62(/\) + 6261(19)) €s. 2.17)
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Usando (2.12) temos

A(grad f) =[(ex(N) + erer(9))er(9) + (e2(N) + eze1(9)) (e2(9) — 7)]es

+[(er(N) + erer(9)) (e2(F) — 7) + (e2(N) + e2e1(9)) A] ea.

(2.18)

Dessa forma, juntando (2.16), (2.17) e (2.18), concluimos que a equagdo de biconservatividade é

equivalente ao sistema (2.15). [l

Agora nos encontramos em posi¢ao de estudar o caso de superficies de angulo constante.

Proposicao 2.11. Seja M uma superficie biconservativa propria de um BCV-espago N . .. Se M

for de angulo constante ¥ € |0, /2|, entdo possuird curvatura média constante.

Demonstragdo. Primeiro consideramos o caso em que ¥ € (0,7/2). Neste caso a matriz do

operador de forma na base {e;, ex} é dada por

logo

A primeira das equacdes de Codazzi (2.13) é automaticamente satisfeita, enquanto a segunda se

reduz a

e1(N) + A cot ¥ + K cos ¥ sen ) + 477 cot ¥ cos® ) = 0, (2.19)

Ja as de biconservatividade (2.15) nos dao o sistema

Aer(A) — 27ea(A) — 2X cos¥sen (472 — k) = 0,
(2.20)

3Aea(N) = 27er(N).
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Agora, usando a segunda equacdo de (2.20) na primeira, e tendo em conta (2.19) obtemos o se-

guinte polindmio em A, com coeficientes constantes:
1
cot ¥ A* + [cos ¥ sen (872 — k) + 472 cot ¥(cos? ¥ — 5)] A2
4
- 57'2 cos ¥(ksen ) + 472 cot ¥ cos ¥) = 0.
Portanto, f € constante, ou seja a superficie ¢ CMC.
Para o caso em que ¥ = 7/2, o sistema (2.15) se torna
Aep(A) =27 ex(N),
3\ 62()\) =27 61()\),
donde segue, de imediato, que A deve ser constante.
Ja no caso em que ¥ = 0, ocorre sen?) = 0 e, entdo, Fy e Fj3, definidos em (2.2), devem ser
tangentes a superficie. Desta forma, a distribuicio determinada por { Ey, E5} deve ser integravel
e, pelo Teorema de Frobenius, deve ser involutiva. Segue que 7 = ( e, portanto, a superficie deve

ser H? x {p} C H? x R, S? x {p} € S* x Rou R? x {p} C R3, onde p € R. Estas superficies

s@o harmonicas e portanto ndo sdo biconservativas préprias. O

Proposicao 2.12. Seja M uma superficie biconservativa prdpria de um BCV-espago N . ; que
ndo seja um espaco forma (i.e. k # 472). Se M possuir curvatura média constante, entdo serd

um cilindro de Hopf sobre uma curva que possui curvatura geodésica constante.

Demonstracdo. Ao considerarmos superficies biconservativas de curvatura média constante, a
equacdo (2.14) nos da
f Ricci(N)" = 0.

Entéo, descartando o caso harmonico, e usando (2.16) obtemos a condi¢do
(47% — k) cos¥sen V) = 0.

Concluimos que uma das seguintes possibilidades deve ocorrer:
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1) 472 — k = 0, caso em que o BCV-espaco é uma forma espacial;

2) senv = 0. Como vimos na demonstracdo da Proposi¢cao 2.11, este caso gera superficies

harmonicas;

3) costt = 0.

Descartados os primeiro e segundo casos pelas hipdteses da proposi¢do, vejamos mais a fundo o
terceiro caso. No que segue, usamos ideias presentes em [57,58]. Como consequéncia imediata
de cos = 0, temos e; = F;. Segue do fato de as curvas integrais de e; serem geodésicas de M
que podemos parametrizar a superficie por x = x(u, v), de forma que as u-curvas sejam as curvas

integrais de e; e as v-curvas sejam ortogonais as u-curvas.

Consideramos entéo a submersdo de Hopf

dz? + dy?
[T+ 562+

¢:NH,T_>M2(’%): <R2>h: )a ¢(:U,y,z):(x,y),

e também
I — Ny-
s — [(s)

uma v-curva parametrizada por comprimento de arco. Desta forma, 3 serd horizontal a submer-

sdo 1. Seja

a curva no espago base da submersao, gerada pela projecao de 3, entdo podemos ver a superficie

M (localmente) como unido de pré-imagens de o

M = U™ (a(s)).

Segue que a superficie M € um cilindro de Hopf sobre a curva af(s).
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Considere o referencial de Frenet de o em M?(k) dado por {t = o/, n}, € K, sua curvatura

geodésica. Das formulas de Frenet temos
Vtt = Rg 1,
@tn = —hyg t,
onde V denota a conexiio em M 2(/{). Dessa forma, sendo 1) uma submersao Riemanniana,
o =di(ey), n=dy(N),
es ¢ N campos horizontais a submersdo, resulta que
Rg = h<vtt7 n) = gn,T(vezeQa N) = f

Concluimos assim que x, € constante, terminando a demonstracdo. O

Como consequéncia direta dos resultados supracitados, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.13. Seja M uma superficie biconservativa propria de um BCV-espago N ,; ; que ndo

seja um espago forma (i.e. k # 47°). Entdo as seguintes afirmagdes s@o equivalentes:

1) M é uma superficie de angulo constante;
2) M é uma superficie CMC;

3) M é um cilindro de Hopf sobre uma curva com curvatura geodésica constante.

2.5 Superficies de revolucao biconservativas

Nesta secdo trataremos de superficies invariantes pela acdo de um subgrupo do grupo de iso-
metrias do espago ambiente. Sendo assim, relembramos a seguir algumas propriedades da teoria

de geometria equivariante.

Seja (N, g) uma variedade Riemanniana e G um subgrupo fechado do grupo de isometria

Jso(N, g). Para zz € N/, denotaremos por a z a a¢do do elemento a € G em z e por:
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e G(z):={ax:ae G}, adrbitade z;
e GG, :={a€G:ax=uz},ogrupo de isotropia de x;

e B = N/G, o espago das 6rbitas.
Da teoria de a¢cdes Riemannianas sabemos que:

e Existe uma unica classe minimal de conjugacdo de subgrupos de isotropia. As érbitas com
isotropia nesta classe sdo chamadas de principais. A unido das 6rbitas principais, denotada

por V.., é chamada de parte regular de N'. O conjunto V', é aberto e denso em N.

e O grupo de isotropia GG,, é compacto e G/G,. é difeomorfo a G(x). Todas as 6rbitas com
isotropia na mesma classe de conjugacdo sao duas a duas difeomorfas. Em particular, todas

as Orbitas principais s@o duas a duas difeomorfas.

e A parte regular do espaco das 6rbitas B, := N,./G é uma variedade diferencidvel conexa (se

N € conexo) e a aplicagdo quociente 7 : N/, — B, é uma submerséo.

Observacao 2.2. O espaco das orbitas B pode conter singularidades devido a presenca de orbitas
ndo principais. Porém, para o caso em que as orbitas principais possuem codimensdo menor ou
igual a 2 (caso no qual se enquadra nosso estudo), o espaco das orbitas é sempre uma variedade

diferencidvel, com ou sem bordo.

Na sequéncia assumiremos que (N, g) seja uma variedade Riemanniana tridimensional. Dado X
um campo de Killing de A, temos que X gera um subgrupo a um pardmetro G x do grupo de
isometrias Jso(N\, g). Seja ¢ : M? — N® uma imersio de M em A. Dizemos que ¢ é uma
imersdo G x-equivariante, e ¢(M) uma superficie G x-equivariante de N, se existir uma agéo de
G x sobre M tal que para z € M e a € Gx tenhamos ¢(ax) = a¢p(x). Equiparemos M com a
métrica induzida pela imersdo ¢ e assumiremos que ¢(M) C N, e que N'/Gx é conexo. Dessa

forma, ¢ induz uma imersao ;5 M/Gx — N, /G x entre os espacos das orbitas; além disso, o
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espaco NV, /Gx pode se equipado com uma métrica Riemanniana, a métrica quociente, de forma
que a aplica¢do quociente 7 : N, — N, /Gx seja uma submersido Riemanniana. Observe que

N, /Gx é uma superficie e ¢ define uma curva em N, /G x chamada de curva geradora.

E sabido que NV, /G x pode ser localmente parametrizado por fungdes invariantes do campo de
Killing X (ver, por exemplo, [55]). Se {(1, (2} é um conjunto completo de fungdes invariantes que

parametrizam um subconjunto aberto e G x-invariante de V., entdo a métrica quociente é dada por
2
g=>_ hvd¢@dg, (2.21)
ij=1
onde (h') representa inversa da matriz (h;;) cujas entradas sdo

hij = g(grad (;, grad (;),
sendo grad o gradiente de (N g).

A fung¢do curvatura média da superficie invariante imersa se relaciona com a curvatura geodé-

sica da curva da forma descrita no teorema que segue.

Teorema 2.14 ( [2]). Seja f a fun¢do curvatura média de M, C N, e kg a curvatura geodésica

da curva geradora M,./Gx C B, com respeito a métrica quociente g. Entdo
f(@) =ky(m(2)) — Dnlogw(n(z)),  z€M,,

onde n é o campo de vetores unitdrio normal a curva geradora e w = \/g(X, X) € a fungdo

volume da orbita principal 7(x).

2.5.1 Superficies de revolucao biconservativas em BCV-espacos

Consideraremos, a partir de agora, as superficies de um BCV-espaco N, ,, que sejam invari-

antes pelo grupo de isometrias G x gerado pelo campo de Killing

X =y pal,
y8x+x3y
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Estas superficies s@o ditas de revolugao em torno do eixo z. Excluindo as érbitas dos pontos ao
longo do eixo z, as drbitas geradas pela a¢do de Gy sdo todas principais e a teoria acima exposta

se aplica.

Fazendo a mudanca de coordenadas:

r =rcost,
y =rsend,
z =2z,

onde r > 0, temos
dx = cosfOdr — rsenfdb,

dy = sen @ dr + rcosf db,

dz = dz,
e, sua base dual € dada por:

'E_ ‘Hg_seHQQ

ar  Var T T o0

0 0 cosf 0

= —senf— 4+ ——— 222
dy sen 8r+ r 00’ (2.22)
9 _9

L dz 0z

Neste caso, a métrica (2.1) pode ser reescrita como

dr? N 2(1 + 7272
’r‘ N

2
_a 24 g2 ol
gur = 5 )0 + d* — 2T—dodz,

K . . < ‘
onde ' = 1 + —72. Portanto, a matriz associada & métrica Gr,r €

1
Vo2 0 0
r?(1 + 7%r?) 772
((gmﬁ)zg) = 0 T T )
0 I 1

F
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cuja inversa € dada por

F?2 0 0
F?
((gﬁ,‘l‘) ]) - O —2 TF
T
0 7F 1+7r372

Sendo que a expressdo do campo de Killing X nas coordenadas cilindricas é

=55

as funcdes invariantes que parametrizam o espaco das orbitas sdo:
v(r,0,z) = z.

u(r,0,z) =r,

Dessa forma, temos que

B={(r,z) eR?:r >0}
Nosso proximo passo € calcular a métrica quociente do espaco das érbitas. Temos:

Proposicao 2.15. A métrica quociente g para o espaco das orbitas B é dada por

_dr?
G=

dz?

147292

(2.23)

Demonstracdo. Para determinar g usaremos (2.21). Como

(gradu); = F?,
(gradu)e =0,
(gradu); =0,

entao,
0

du=F*—

grad u 5

Dessa forma,

hi1 = gx.-(grad u, grad u) = F=,

(gradv); =0,

(gradv)e = TF,

(gradw)s = (1 + 72r?),

gradv = 7'F2 + (1 + 7'27“2)2

00 0z’

2

hia = gx-(grad u, gradv) = 0 = hoy,

has = g, -(grad v, gradv) =1+ 722,
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logo,
F? 0
(hij) =
0 (14 7%
Segue que a matriz da métrica g é dada por
! 0
~ 2
@)=
(14 7212)
e, portanto, a métrica g deve ser como em (2.23). O

Agora, considere a superficie M parametrizada por
®(0,s) = (r(s),0,z(s)),

a qual € obtida pela a¢do do grupo de isometrias G x sobre uma curva do espago das 6érbitas

Consideramos  parametrizada pelo comprimento de arco em (5, g), o que nos confere

1“/2 Z/2

— 4+ —— =1 2.24
2 + 7272 (224)

O espago tangente a superficie G x-invariante M serd gerado por

0
q)e: (07170) - %7
, 0

0
o, = (0,2)=rL 422
(r',0, %) T8T+282

Usando (2.2) e (2.22) podemos escrever

d  cost sen 0

o F 2T F

0 reT rsen r cos 6
00 F F TTF
0

“ _ g
0z !
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e, entdo, obtemos Xy ¢ X na base ortonormal { 1, Ey, E3}:

rir rsen f r cos 0
by =——+FF; — Ey + Es,
" oS 5 sen 6 " (2.25)
n
O, =B +7'( B E, + 7 Es).
Usando (2.25), calculamos a expressdo do campo de vetores normal unitario
P, ND
N = ’
||@5 /\ ®0| |gm,7'
/ — 2 cos — rr'Tsen® — 2 senf + rr'T cos 6
SR E1+( E )E2+( E )E3.
Fv1+ 722 V14722 V1722
Portanto, neste caso,
7,,/
cost = gp (N, E)) = ———. 2.26
e B = p (220

Também usaremos os campos de vetores 1" e J71', descritos na Se¢ao 2.2. Com este fim, passamos
a descrevé-los usando a base {®y, P, }.

Como T' € a parte tangente de £, temos:

roT
gk’T(T’ q)e) - gk,T(El, (1)9) = —77
g (T, ®s) = grr(En, @) = 2.

Escrevendo

T=a®+b2, 2.27)

obtemos o seguinte sistema
9ir (T, Pg) = a gy, (g, Po) + b gr..- (Po, Ds),

gk,T(Ta (I)G) — agk77(®97 (I)G) + bgk,'r(q)s; (I)s);

cuja solucdo, juntamente com a condi¢do (2.24), nos da
27 Z
4=————- >, b= ——F—.
F(1+r272) (14 7r272)

Usando (2.25), podemos também escrever 7' com respeito a base ortonormal { E, Fs, F3}:
_7‘27"27"’2 + 227 ' (trr' sen 6 + Fz' cosf)
TPl r222) F2(1 +r272)
r'(—71rr’ cos @ + Fz' sen )
F2(1 + r272)

2

3-
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Quanto a JT', este pode ser obtido fazendo N A T e usando (2.24), o que resulta em

7rr’ cosf — Fz' sen 0 Trr’'sen + F2' cos 0

JT = Jo Es.
Vit ° Vit

Com respeito a base { Py, P} temos

JT = ¢ By + d Dy, (2.28)

onde c e d sdo obtidos a partir do sistema

e (JT, @p) = ¢ gi.7 (Do, D) + d gi - (D5, D),
gk,T(JT; (I)s) = Cgk,r(q>97 q)e) + dgk,T(Cbsa q)s)v
e possuem as expressoes:

FZ Tr
A N — 229
rv 1+ 7272 V14722 ( )

Nosso préximo objetivo € obter a funcdo curvatura média da superficie G x-invariante, o que ¢é

dado na proposi¢do que segue.

Proposicao 2.16. Seja M uma superficie Gx-invariante de um BCV-espag¢o N . ;, com curva
geradoray(s) = (r(s), z(s)), parametrizada por comprimento de arco. Entdo a fun¢do curvatura
média de M é dada por

f= (% — ZT> seno + o, (2.30)

)

sendo o o angulo entre /' e a diregdo 5

no espaco das orbitas.

Demonstracdo. Calcularemos a fungdo curvatura média utilizando o Teorema de Reducéo 2.14.

Ao longo de uma 6rbita principal &, temos:

f= Kg — Dy Ing(g)v (2.31)

onde r, € a curvatura geodésica de 7, Dy, € a derivagdo na direcao normal e w(&) € a fungdo volume

de &.
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2]

Indicando por o o dngulo entre 7' e 4,

a curvatura geodésica de y é dada por

1
————((922)7" = (gu1)=1") + 0
24/ 911922

(1+ “TTQ)TTQ seno
T 1+ 7272 o

/

kg =
(2.32)

Como X € o gerador do grupo de isometrias que estamos considerando, temos
W(E) = \/gur (X, X) = %\/1 )

Podemos obter o campo de vetores n normal a vy ao projetarmos o campo de vetores N sobre o

espaco das oOrbitas. Resulta que
n=(—Fseno,V1+73r2coso).
e, entao,

d
Dylogw(§) = o logw(& + sn)‘sz0

d [( r—s(Fseno)

-4 ) 1+ 72(r —sF 2} -
0g 1+%(T—8FS€DO’)2 \/ + 72(r — sFseno)?||s=o (2.33)

ds
F(—4+1r*(k —87%))senc
r(4+ kr2) (1 +r272)

Finalmente, substituindo as expressoes (2.32) e (2.33) em (2.31), obtemos (2.30). Ll

Observacao 2.3. Posteriormente serdo uteis as seguintes expressoes

"’/6) / /

9(%5— T z
cosg = —F— = —| seng = ———, 2.34
i Vg o

onde sen o foi obtido através da equacdo (2.24).

Neste ponto, de posse da expressdo de f, a qual ndo depende de #, comecamos a descrever as

equacgdes de biconservatividade. No que segue, usaremos a nota¢do adotada na Secdo 2.2.

Proposicao 2.17. Seja M uma superficie Gx-invariante de um BCV-espaco N . ;, cuja fungdo

curvatura média seja f. Entdo, para que M seja biconservativa é necessdrio e suficiente que o
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seguinte sistema seja satisfeito:

26T (cos 0) 2d  JT(cos) bf
/ —_— —_—
/ { sen 9 sen? 1) ( sen? 9 + T> + sen? 19}
—2f(47% — k) cos ¥ = 0,
(2.35)
f’[—2b<w +T) +2d/\+df] —0.
\ sen? 4

Demonstracdo. Para a demonstragdo, calculamos cada termo da equagdo (2.14). Temos

T(f) T JT(f) JT

grad f =
T lge. Tl T g. . [1TT g
b0, ()T +d ()T
T3, . ’
ou seja, indicando ®,(f) = f',jd que f depende apenas de s, temos
T +dJT)
grad f="——"———~=
T3, .

Além disso, usando (2.10) vemos que

F'(OAT)+dA(JT))

Algrad f) =
T,
bf T (cos ) JT(cos )
= — T —
sen? ¢ ( sen? 1) < sen? 9 + T) JT)
df' JT(cos )
sen20(_ ( sen? 1 +T> A JT)'

Portanto, levando em conta (2.16), obtemos as condicdes do sistema (2.35).

Observacao 2.4. Para manipular as expressdes do sistema (2.35), serdo iiteis as expressoes

T(cosv) = aPy(cosV) + b Ps(cos V)

r! r’
=Py ) + b Dy (e
¢ ”(FW> <F\/W>

/

=)
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JT (cos ) = c Pp(cos ) + d Py(cos )

/ /

T T
P (7> +d<1>3<7)
NPVt FVT+ 7272

!

(==

Como estamos interessados em superficies que ndo sejam de curvatura média constante, pois

estas ja foram tratadas na Secdo 2.4, a segunda condicdo de (2.35) d4

JT(cosv) B

que, por célculos diretos, se torna

T(3frv1+ 7212 —22)

=0. 2.36
14722 (2.36)

Logo, temos duas possibilidades:

1. 7 # 0, que nos da
27

T e @30

f

252 OcasoT #0

O estudo deste caso fica sintetizado pelo teorema seguinte.

Teorema 2.18. Seja M uma superficie Gx-invariante biconservativa de um BCV-espago N, .,
que ndo seja um espaco forma e com T # 0. Entdo M serd biconservativa se, e somente se, for

um cilindro de Hopf sobre uma curva de curvatura geodésica constante.

Demonstracdo. Comegamos usando (2.34) para reescrever (2.37) na forma

2 <
f=22ng (2.38)
3r




58 Capitulo 2 — Superficies biconservativas em BCV-espacos

Observe que sen o # 0, jd que f é ndo nula. Dessa forma, comparando (2.38) com (2.30) obtemos

/

o _(—1+/<;r>
senog  \3r 4 )

Logo, multiplicando ambos os lados por

4y
CoOS0 = ————
4+ kKr?
obtemos
—4 + 3k7r?
o' coto = !

3r(d+rr?)

que, integrando, nos dd

( — log(r) + 2log(4 + m‘Q)) + Cy,

Wl =

log(seno) =

onde Cy € uma constante de integracdo. Consequentemente temos

(44 rr2)l?

senog = ClT,
sendo ('] uma constante positiva.
De (2.39) e também, usando
4y’
coso = ————
4+ kr?’

obtemos

, (A4 kr?) /2B = C2 A + kr2) B
- 4r1/3 :

(2.39)

(2.40)

Agora vamos considerar a primeira equacdo de (2.35). Devido a (2.27) e a (2.28) podemos

reescrevé-la na forma

2. P2
f’(bf—Q(b + d?)

sen? o

Em seguida, usando (2.29), (2.38), o fato de que

2 sen o

b: pr— 5
V14+72r2 1+ 722

(cosd) — 2d7’) —2f(47* — k) cos ¥ sen® ¥ = 0.
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e observando que b*> + d? = sen? 1, obtemos

4seno

3 (47% — k) cos¥sen® ¥ = 0. (2.41)
,

<2 seno>’<2 sen? o — 61272
3r 3ryv/1 + 7292

Como consequéncia de (2.39) e (2.40), segue que

— 2(cos 19)’) -

T = 2+ krd)is.

cost = A
(cosgy = (HETD(= 37800+ OF(4 + kr) o4 4 r2(=3r +1672)
12r5/3(1 4 7272)3/2 ,

sen’y =1— r2/8 — O 4+ kr2)4/3'

7’2/3(1 +7—27’2) )
(2 sen a)’ ~ 8Ci(4+ ]{;7‘2)2/3\/7’2/3 — C2(4 + kr2)43
3r N 9r8/3 '

Finalmente, substituindo estas expressdes em (2.41) temos

8C(k — 47%) (4 + kr?)?3(r2r%3 + C2(4 + kr?)*3) cos o

=0.
9r2(1 + 7212)32

Sendo os demais termos da multiplica¢cdo no numerador ndo nulos, concluimos que coso = 0.

Logo r € constante e, devido a (2.26), temos cos ¢} = (. O resultado segue entdo do Teorema 2.13.

O
253 OcasoT=0
Neste caso temos
, Fz
a=20, b= 2, c= , d=0, (242)
r
de forma que as expressodes de 1" e JI' ficam
F !
T=2b, JT="20, (2.43)
T

Além disso, a condi¢do de que 7 seja parametrizada pelo comprimento de arco, dada em (2.24) se

torna
/2
,
2
b + 27 =1,
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logo, de (2.26) segue que

~

cost) = % e send =7, (2.44)

Ja (2.34) nos dd

/
T /
COSO = € senc =z,
donde concluimos que o = v. As superficies para este caso ficam, entdo, caracterizadas pelo

seguinte teorema.

Teorema 2.19. Seja M uma superficie G x-invariante de um BCV-espaco que possua T = 0, cuja
funcdo curvatura média é dada por f. Entdo M serd biconservativa se, e somente se, satisfizer o

sistema

f= (1 — ﬁr) send + 1,
rooA4 (2.45)
F' (20" + f) + 2k f cosIsend) = 0.

Demonstracdo. Como a condi¢do (2.36) é automaticamente satisfeita para este caso, temos como
Unica restri¢do a primeira das equacdes de biconservatividade dada em (2.35), que pode ser rees-
crita usando (2.42) e (2.43). Desta forma, considerando a expressdo de f dada em (2.30) obtemos

o sistema (2 .45). O

Chamamos a atencdo para o fato de que é possivel obter uma EDO sobre a fungdo r, cujas
solu¢des podem ser utilizadas para determinar z, de forma que possamos obter explicitamente a

parametrizacdo da curva geradora . Para isto, escrevemos

o 16772
Z =sind=v1—cos?29=4/1—

A+ rr2)?

em seguida usando

g - (cos V)’

sin ¢
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na primeira equacdo de (2.45), podemos obter a seguinte expressao para f como func¢io apenas de

r e suas derivadas:

r(kr (=k 7 (k1 4 4) + 48 ()2 4 16) = 16 (kv® + 4) 1) = 64 (") = 1)

f:
dr (kr? 4 4) [ (k2 +4)° — 16 ()2

Finalmente podemos obter a EDO que determina r substituindo f, cos, sint e ' na segunda

equacdo de (2.45). A equacdo resultante é

— 32k (Ii27’4+8:‘£7"2—167‘/2—|—16)2
r 2t 4 gr? —487“'2—16)4—16(,% +4) )+64((r’)2—1)>+
K10+ AP 48kt 1672 (Th (1) + ) + 19271 4 64 () = 1) )

(2.46)

[ 956 (3 521" — 24172 — 16) (r')° + 32 (k1% + 4) (')
<3/€37‘6 At 4 24 k13" — 80 k12 — 327171 —64)

g+ 4) ’<1€4T8+16n — 11287 7% " 4+ 96 K2t — 384 kr®
+25672 (K + (")2) + 2567 1" + 256) +

1672 r® (KJ r?+ 4)4 — 25672 r®) (I-i r? + 4)2 7"'2} =0.

OcasoT=xk=0

Um caso importante a ser analisado € o caso 7 = xk = 0, em que o BCV-espago € o espago Eu-

clidiano tridimensional. Neste caso, a segunda equacio do sistema (2.45) nos dd que f é constante,

ou

20" + f = 0.
Além disso, substituindo x = 0 na primeira equagdo de (2.45), obtemos

1
f==senv+1.
,
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Combinando essas duas equacdes e usando (2.44), que implica que 1} = arcsin z’, obtemos

Z/ Z”

S S A——
R

Em seguida, usando a condic¢do (2.24) conseguimos

3r'r =1 — 1" (2.47)

Para integrarmos esta equago, fazemos a substitui¢do y = 2, donde

yl B 2 ,r,/
1—y 37’
e, portanto,
1
——7L )
-y
Finalmente, substituindo 3 = 7' resulta
,r,l

—_— =]
V1—1r6/2¢ ’

onde c € uma constante de integracdo.

Observacao 2.5. A equagdo (2.47) também pode ser obtida substituindo k = 0 em (2.46), o que
nos dd:

(31” P+ (7”/)2 o 1) |:T/ (T2(T//)2 + ((T/)Q - 1)2 oy ((T/)Q o 1) 1””)

— 7‘27‘(3)((7“’)2 — 1)} =0

e, entdo, observamos que o termo entre colchetes é exatamente o numerador de [’ para k = 0.

Logo, se f ndo for constante, obtemos (2.47).

Observacao 2.6. O caso 7 = k = 0 foi estudado em [50], onde os autores consideram a fun¢do
J dada por
J =r1/¥ gen v

e demonstram que esta funcdo é contante ao longo das curvas solucées de (2.47). Em seguida,

usam este fato para mostrar que a curva geradora da superficie em questdo é do tipo catendria.
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3

Superficies com aplicacao de Gauss

bi-harmoOnicas

3.1 Introducao

Uma das ferramentas mais uteis no estudo de subvariedades orientadas do espaco Euclidiano
¢ a aplicacdo de Gauss associada a esta. Através da aplicacdo de Gauss diversas propriedades e
caracteristicas extrinsecas da subvariedade podem ser determinadas. Um exemplo de aplicagdo

desta poderosa ferramenta € o Teorema de Ruh-Vilms (ver [64]), que diz que a aplicacdo de Gauss

v M™ CR™" — G(m,n),
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que a cada ponto p de M associa o espaco tangente 7, M, visto como um ponto da variedade
Grassmanniana dos subespacos m-dimensionais orientados de R™*" & harmonica se, e somente

se, o campo curvatura média de M € paralelo.

Uma generalizacdo natural para o Teorema de Ruh-Vilms € o estudo das subvariedades do
R™" que possuem aplicagdo de Gauss bi-harmonica. Este estudo foi iniciado por A. Balmus,
S. Montaldo e C. Oniciuc em [6], onde € dada a caracterizacdo destas subvariedades através do

seguinte teorema:

Teorema 3.1 ( [6]). A aplicacdo de Gauss associada a uma subvariedade m-dimensional M de

R ™ & bi-harménica prépria se, e somente se, V*H # 0 e

VXATH = mViy, ) + 0 B(24gs 1(X) = Avs u(),) o

+2trRY(, X))V H +tr (Vi RY) (-, X)H = 0, |
para todo campo de vetores diferencidvel X € T M. Aqui A denota o operador de Weingarten, H
o campo curvatura média de M em R™™, B a segunda fundamental e V*, A+ e R* denotam,

respectivamente, a conexdo, o Laplaciano generalizado e o tensor de curvatura agindo no fibrado

normal de M.
Para o caso de hipersuperficies a equacao (3.1) se simplifica, ficando na forma dada no teorema
que segue.

Teorema 3.2 ( [6]). A aplicacdo de Gauss para uma hipersuperficie ndo minima M™ C R™*! ¢

bi-harménica propria se, e somente se, f # 0 e
Agrad f + A*(grad f) — || A||* grad f = 0, (3.2)

sendo A o Laplaciano generalizado em T'M, enquanto f e A sdo a fungcdo curvatura média e o

operador de forma, respectivamente.

Ainda em [6], os autores consideram hipercones no espaco Euclidiano, obtendo exemplos de

superficies com aplicaciio de Gauss bi-harmdnica prépria. Sdo estudados os hipercones gerados
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por hipersuperficies de curvatura média constante em esferas e, em particular, por hiperesferas.
Além disso, é demonstrada a nio existéncia de cones em R® com aplicacio de Gauss bi-harménica

prépria.

Neste capitulo estudaremos a equagao (3.2) no caso especial em que a superficie faz um angulo
constante com uma dire¢do pré-fixada, a fim de obtermos exemplos de superficies com aplicacdo

de Gauss bi-harmonica, com o intuito de compreender melhor tal condicdo.

3.2 Superficies de angulo constante com aplicacao de

Gauss bi-harmonica

Considere uma superficie M de R?, orientada e cujo campo de vetores normais faz um angulo
constante com uma dire¢do prefixada. Sem perda de generalidade, podemos tomar a direcdo fixa
como sendo o campo %. Como salientado na Observagao 2.1, embora as técnicas descritas na
Secdo 2.2 tenham sido desenvolvidas e aplicadas para os BCV-espacos com grupo de isometria de
dimensao 4, podemos proceder de forma andloga para as superficies isometricamente imersas no

R3. Desta forma, se N é um campo de vetores unitario e normal a superficie M, consideramos

%)

que ele faz angulo constante ¥ com 4,
z

0 que nos da

’<%7N>’ =cosd, v e€[0,7/2].

Entdo, projetando % no plano tangente e M temos

2 =T + cosIN, (3.3)
0z

onde T é tangente a superficie e satisfaz (T, T) = sen? 4.
Usaremos V para denotar a conexao de Levi-Civita em M.

Proposiciio 3.3. Para um campo X tangente a M C R? qualquer, vale

VxT = cos AX, (AX,T) =0. (3.4)
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Demonstracdo. A demonstracdo ¢ feita de forma inteiramente andloga a da Proposi¢do 2.5, com

as devidas consideracdes (para R? as constantes 7 e  sdo nulas). O

Agora, considere a base {7, JT'},com JT := N AT. Tomando

T T
27 send’

el =
"7 send
obtemos uma base ortonormal para o fibrado tangente 7" M. Entdo, definindo

A= <A€2, €2>,

e usando (3.4), obtemos a matriz associada a A com respeito a base {e1, s},

A= : (3.5
0 A

Dessa forma a funcao curvatura média é dada por
f=trA=\
Com o uso das férmulas (3.4), obtemos as componentes da conexao:

Vee1 =0, Ve,e1 = f cotdey,

Ve €2 =0, Ve, = —f cotde.
Nos servirdo, também, as equacdes de Gauss e Codazzi que para este caso assumem a forma:
K = det A,
VxA(Y) - VyA(X) = A[X,Y],
para quaisquer X, Y € T'M.
Com as notacdes estabelecidas acima, vale a proposicdo que segue.

Proposicio 3.4. Seja M uma superficie orientada em R> com dngulo constante 9. Entdo, sua
Posi¢ ] /4 8

funcdo curvatura média f satisfaz

er(f) = —f? cotd. (3.6)
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Demonstracdo. Para a demonstracdo utilizamos a equacdo de Codazzi fazendo X =ejeY = ey

obtemos:
Ve, Ales) — Ve, Aler) =Ale, es]
Ve (fe2) =A(—f cotes)
er(f) ey = — fcot ey,
de onde segue a tese da proposi¢do. L
Observacio 3.1. A equacdo de Gauss nos dd a condicdo e, (f) cotd = — f%cot® V), que também

pode ser obtida a partir da expressdo dada na proposicdo acima.

Em seguida, consideraremos o caso em que a superficie M possui aplicacdo de Gauss bi-

harmonica.

Proposiciio 3.5. Seja M C R® uma superficie com dngulo constante V. Para que a aplicacdo de

Gauss associada a M seja bi-harménica € necessdrio e suficiente que seja satisfeito o sistema

4cot V) feges(f) + 3cotes(f)? + 3cot® I f* + cotd) f* =0,
37)

626262(f) +3 COt2 Y f2 EQ(f) =0.
Demonstragdo. Para a prova calcularemos cada termo da equacéo (3.2). Temos:
grad f = e1(f) er +ex(f) e2

= —f2 cot v eg +€2(f) €2.

Consequentemente, usando (3.5) obtemos

JAlR grad £ = (3 (A€, e)*) (—2 cot Der + ex(f) e2)

ig—1
= —fYcotVe + frea(f) ey
e, também,

A%(grad f) = fZes(f) ea.
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Para o termo A(grad f) nos serd ttil a expressdo

eres(f) = [er, €] (f) + eae1(f) = (Ve 2 — Veyer)(f) + ea(—f? cot ¥) = =3 cot ¥ f ea(f).

Calculamos
A(grad f) - _{Velvel - vvelcl + v62v62 - vVe262}(grad f)ﬂ

fazendo de forma individual as derivacdes covariantes e em seguida efetuando a soma. Sendo

assim temos
Vi Ve (grad f) =V, ( = 2cotd fes(f) e1 + exea(f) e2)
~V., ( —2cot?d fey — 3cotIf es(f) eg>
=6cot? 0 f?ei(f) e — 3cot V(e (f)ea(f) + ferea(f)) ea
= —6cot®V fre; + 12cot® I fex(f) ea,

enquanto que V., e; = 0 nos fornece

Vg, e (grad f) = 0.
Além disso,
V.,V.,(grad ) =V., ( —2cotd fea(f) er — cotd f2(cot? f es) + esea(f) 62)
:( — dcot Of exes(f) — 3cot des(f)? + f4cot319) e
+ (= 6ot 0 f2ea(f) + eaeaealf) e,

e, por fim,
Vy,,e(grad f) = — cotﬂf(?cotQﬁf?’ er — 3cot O f ex(f) 62)

= —2cot® ¥ fre; +3cot? 9 fZes(f) eo.
Portanto
A(grad f) :(4 cot ¥ fesea(f) + 3cotdea(f)* + 3 cot? 19f4> el
— (626262(f) +3 COJE2 0 f2€2(f)> €9.
O resultado segue substituindo as expressdes obtidas acima na equacgdo (3.2) considerando as com-

ponentes na direc@o de e¢; e de es. O
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A partir da Proposicdo 3.5 conseguimos classificar as superficies de R* com 4ngulo constante

que possuem aplica¢do de Gauss bi-harmonica.

Teorema 3.6. Seja M C R? uma superficie com dngulo constante . Se M possuir aplicacdo de

Gauss bi-harmonica, entdo M serd uma parte de um cilindro sobre uma clotoide.

Demonstragdo. Para a prova deste teorema usamos o sistema (3.7), dividindo o estudo dele em

dois casos: o caso em que cot ) = 0, e 0 caso em quem cot ¥ # 0.

1) Se cot? = 0, entdo N € normal ao campo a%’ de forma que (3.3) implica em

0
€1 = —.

0z

Concluimos que a superficie M € um cilindro ortogonal ao plano-xy, sobre a curva integral

do campo de vetores e, que denotaremos por 7(s).

Do sistema (3.7), resulta que
Ggegez(f) = O

Ja a condicdo (3.6) se torna

donde podemos concluir que

f=Co+Cis+Cys°.
Além disso, as conexdes do espaco ambiente R? se tornam

velel = O, vezel 0,

<

e €2 = 07 VBQGQ = va

de forma que a curva ~y possui curvatura geodésica igual a f. Uma curva do espaco Eucli-
diano com tal curvatura é conhecida como clotdide ou espiral de Cornu. Destacamos que a

superficie do cilindro assim obtida é a mesma descrita em [6].
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2) No caso em que cot ¥ # 0, as equagdes (3.7) ddo

dfeses(f) + 3ea(f)* + (Beot? + 1) f* = 0;

(3.8)
esesea(f) = —3cot? I f2ey(f).
Usando a segunda destas, obtemos
eses(f) = —cot? 0 f2 + Cy, (3.9)

sendo Cj uma fung¢@o definida sobre M tal que e5(C) = 0. Combinando a primeira equagdo

de (3.8) com (3.9) resulta
3ea(f)? + (—cot®> I + 1) f* +4C, f = 0, (3.10)
que, ao ser derivada com respeito a e, fornece
6ea(f) eaea(f) + 4(—cot? 9 + 1) f2 ea(f) + 4Cpea(f) = 0. (3.11)
Supondo es(f) = 0, da primeira equagdo do sistema (3.8) obtemos
(3cot? ¥ +1) f4 =0,

donde f = 0, o que nos leva a uma contradigdo. Portanto, como ey(f) # 0, substituindo a

expressao de exeq( f) dada em (3.9) na equagdo (3.11) obtemos

(=10cot® ¥ + 4) f* = —10C.

Derivando esta tltima equagdo com respeito a es, resulta que cot> 9 = 2/5, e logo Cy = 0.

Substituindo esses valores em (3.10) obtemos

3
=0,

362(f)2 + g

o que ¢ um absurdo, jd que cada termo do lado esquerdo da equacdo € estritamente positivo.

Concluimos que cot 1} # 0 ndo pode ocorrer.
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4

Superficies de angulo constante no

grupo especial linear

Nos tdltimos anos muito avango tem sido feito para entender a geometria de superficies cujo
campo de vetores normal unitdrio faz um angulo constante com uma dire¢@o fixa do espaco am-
biente. Essas superficies sdo chamadas de superficies do tipo hélice ou superficies de dngulo
constante e vém sendo estudadas em grande parte das variedades Riemannianas tridimensionais.
Em [16] Cermelli e Di Scala analisaram o caso de superficies de angulo constante em R? obtendo
uma importante relagdo com a equacio de Hamilton-Jacobi e mostrando sua aplicacdo na confi-

guracdo de equilibrio de cristais liquidos. Este trabalho desempenhou um papel fundamental e
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motivacional para o estudo das superficies de angulo constante em variedades Riemannianas. No

que segue, apresentamos os principais resultados obtidos por Cermelli e Di Scala.

Superficies de angulo constante em R* e cristais liquidos

Dizemos que uma superficie de R® é de dngulo constante de acordo com a defini¢do que segue.

Definicio 4.1. Seja X um campo de vetores unitdrio de R®. Uma superficie orientada M?* C R?
serd dita de dngulo constante (com respeito a X ) se seu campo de vetores normal unitdrio N fizer

um dngulo constante v com X .

Desta forma, dada uma superficie M, com campo de vetores normais unitdrios NV, a condicao

M ser de angulo constante com respeito a um campo pré-definido X €

(N, X)| =cosd, 9 €]l0,m/2]. 4.1)

Dada uma superficie regular, ao menos localmente, podemos sempre considerar que esta seja
uma superficie de nivel de uma dada funcio diferencidvel f : R® — R. Isto é, dado um valor

regular ¢ € R de f, consideramos a superficie dada por
M= {zcR®: f(z) = c}.

A superficie M assim obtida € diferencidvel e possui como campo de vetores normal unitdrio

~grad f
|| grad f1|”

Neste caso a condicdo (4.1) se torna equivalente a equacio quadritica de Hamilton-Jacobi

(grad f, Ay(grad f)) =0,

sendo Ay = (cos?¥)Id—X » ® X. Definimos a Hamiltoniana associada a esta equacdo por

H(z,p) = (p, Ay(x)p). Em seguida, usando o método caracteristico, constatamos que as solu-
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¢Oes para a equacao de Hamilton-Jacobi sdo as solucdes do sistema

._8H
ggfa—p,
. OH
p——%.

As superficies de angulo constante estdo relacionadas com o estudo de cristais liquidos em sua fase
nemdtica. Para entender essa relacdio, primeiro precisamos compreender o que vem a ser um cristal
liquido em sua fase nemdtica. Um cristal liquido, como € descrito em [23], € uma mesofase entre
os estados sélido e liquido da matéria. Nesta fase, as moléculas da matéria possuem uma certa
organizagdo que intermedeia a completa organizacio apresentada no estado sélido e a disposicdo
casual do liquido. No caso da fase nemdtica de um cristal liquido a organizacdo apresentada se
trata de uma tendéncia das moléculas em se alinharem de acordo com uma dire¢do, embora as
mesmas ndo estejam uniformemente agrupadas, possuindo uma distribui¢do de centros de massa

desordenada.

Dessa forma, para descrever um cristal liquido em fase nemaética definimos sobre o dominio
Q) C R?, que o contém, um campo unitdrio de direcdes X . Por ser um campo de direcdes, o campo

X pode ser visto como uma aplicagio
X :Q— P*R) =S*/{p, —p}.

Além disso, para que o cristal liquido se encontre em um estado de equilibrio, o campo X deve ser

um ponto critico do funcional energia
1 2
E(X) =5 [ dX] dv,
2 Ja
cuja equagao de Euler, descrita por Eells e Sampson em [29], é
AX + [|[dX||*X = 0. (4.2)
As solugdes da equacdo (4.2) sdo conhecidas como campos harménicos.

A conexao com as superficies de Angulo constante aparece ao considerarmos o bordo 052 de €.

No contexto que estamos considerando, J€2 representa uma superficie que separa o cristal liquido
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em sua fase nemadtica de sua fase isotropica (aquela onde ha auséncia de padrdes de comporta-
mento de moléculas que ndo estejam suficientemente préximas, feita excecdo pela densidade de
particulas, ver [23]). Na natureza, a disposicdo desta superficie ocorre de forma que, em suas
proximidades, a dire¢do na qual as moléculas da fase nemdtica estdo alinhadas forma um angulo
constante com o campo de vetores normal a 0€). Segue daf o interesse no estudo de superficies de

angulo constante para descrever essas superficies de separacdo entre as fases da matéria.

Em [16] P. Cermelli e A. Di Scala consideraram o problema de determinar as superficies acima

citadas em dois casos:

1°) X = constante.
Neste caso, os autores observam que o fato de NV fazer um angulo constante com uma direcio
fixa, implica que, ao considerar N como aplicagio de M? em S?, sua imagem deve ser uma
circunferéncia. Desta forma concluem que a curvatura Gaussiana da superficie deve ser nula
e, como consequéncia, esta deve ser uma superficie regrada. Em seguida, consideram que a
superficie seja localmente um grafico de uma aplicagio g : D C R* - Re X = %. Dessa
forma a condi¢do para que M? seja de Angulo constante se torna equivalente A equagdo

eikonal:

| grad g| = tan v,

cujas solugdes geram superficies conicas.

2°) X ortogonal a uma dire¢do constante do espago.
Para este caso os autores consideram um dominio cilindrico Q@ = D x R, com D C R2
Entdo assumem que X seja planar, ou seja considerando uma base ortonormal {i, j, k}, de

forma que a direc¢do k seja aquela ortogonal a D, pode-se escrever o campo X na forma

X = cos ¢(x)i + sen ¢p(x)j,
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sendo x um ponto de . Com isto, a condicdo de que X seja um campo harmonico se
resume a

A¢p = 0. 4.3)
E entdo considerado o caso em que o campo X possui singularidade ao longo de uma reta

vertical paralela a k. Dessa forma as solucdes de (4.3) sdo descritas em fungéo do indice de

rotagdo k de X ao redor da singularidade.

As superficies obtidas sdo cilindros com geratriz paralela a k e sobre curvas de D. As curvas
sdo descritas como conjunto de nivel de uma funcdo diferencidvel f : D € R? — R, ou

seja, denotando por C' a curva diretriz, temos
C={xeD: f(x)=c},
comc € R.
Utilizando coordenadas polares (o, «v) as curvas obtidas sdo classificadas da seguinte forma:

e Se k < 1, entdo a curva é dada por

B c
‘" ]cos(%ka)\ﬁ.
e Se k = 2, entdo dois subcasos ocorrem:
(I) se 1 = 0 entdo a curva € circunferéncia com ¢ = constante;
(II) se ¥ # 0 entdo a curva é uma espiral logaritmica com ¢ = ce®?,

e Se k > 3, entdo a curva € descrita por

2—k _ o

0 = c| cos(

Superficies de angulo constante em variedades Riemannianas

Apo6s o trabalho de Cermielli e Di Scala, o estudo de superficies de angulo constante passou

a ser considerado em diversas variedades Riemannianas. Em [54] Munteanu e Nistor voltaram a
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considerar as superficies de dngulo constante no espaco Euclidiano tridimensional, com uma abor-
dagem diferente da feita por Cermelli e Di Scala, obtendo a classificagdo completa das mesmas.
Também foram classificadas as superficies que fazem angulo constante com a dire¢do R nos espa-
cos produtos S? x Re H? x R, gracas a Dillen—Fastenakels—Van der Veken—Vrancken ( [21]), e
Dillen—Munteanu ( [20]), respectivamente. Além disso, subvariedades do tipo hélice foram estu-

dadas no espaco Euclidiano e em espacos produtos de dimensdes mais altas (ver [24,25,65]).

Ressaltamos que espagos S* x R e H? x R podem ser vistos como dois casos particulares de
espacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu, que foram descritos na Secdo 2.1 e que constituem uma
submersdo sobre superficies de curvatura Gaussiana constante. Motivados por este fato e tendo
em conta os resultados obtidos (em [18]) por Daniel, descritos na Sec¢do 2.2, em [33] os autores
consideraram superficies em um BCV-espago na qual o dngulo ¢ (entre o normal unitario a super-
ficie e o campo tangente as fibras da fibracdo de Hopf) € constante, dando uma classificacdo local

completa no caso em que este BCV-espacgo € o espaco de Heisenberg H.

Posteriormente, Lopez—Munteanu em [43] definiram e classificaram dois tipos de superficies
de angulo constante no espaco homogéneo tridimensional Sols, cujo grupo de isometrias possui
dimensdo 3. Além disso, Montaldo—Onnis, em [51], caracterizaram as superficies do tipo hélice
na familia a um parimetro das esferas de Berger S%, com ¢ > 0, provando que, localmente, uma
tal superficie € determinada por uma familia a um parametro de isometrias do ambiente e por uma

geodésica de um toro bidimensional na esfera tridimensional.

Neste capitulo apresentamos os resultados que compdem o artigo [52], onde sdo consideradas
as superficies do tipo hélice no espaco homogéneo tridimensional dado pelo grupo especial linear
SL(2, R) munido com uma familia a um pardmetro de métricas ¢, que descreveremos na Se¢do 1.2.
Este estudo depende de uma constante B := (72 + 1) cos* ) — 1, onde 9 é 0 4ngulo entre 0 campo
normal a superficie e o campo de Hopf de SL(2,R). Dessa forma, dividiremos nosso estudo de

acordo com trés possibilidades: B > 0, B=0e B < 0.
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4.1 Superficies de angulo constante em SL(2, R),

Comecamos esta secdo dando a definicdo de superficie de angulo constante na familia a um

pardmetro de grupos especiais lineares SL(2, R), (descrita na Secéo 1.2) .

Definicdo 4.2. Dizemos que uma superficie no grupo especial linear SL(2,R), é uma superficie
do tipo hélice ou uma superficie de dngulo constante se for orientdvel e o angulo ¥ € [0, ) entre
seu campo de vetores normal unitdrio e o campo de vetores de Killing unitdrio E, (tangente a

fibracdo de Hopf) for constante para todo ponto da superficie.

Seja M? uma superficie de angulo constante orientada em SL(2,R), e seja N um campo de

vetores normal unitdrio a M. Entdo, por defini¢do,
lg-(E1, N)| = cos 9,

paraum ¢ € [0, 7/2] fixo. Observe que ¥ # 0. De fato, se ) fosse nulo, F» e E3 seriam tangentes
a superficie M?, o que é absurdo jd que a distribui¢do horizontal da aplicagdo de Hopf ndo é
integravel. Se ¥ = 7/2, terfamos E; sempre tangente a M e, logo, M seria um cilindro de Hopf.

Portanto, de agora em diante assumiremos que o dngulo constante 9 ¢ {7 /2,0}.

Para o estudo das superficies de angulo constante em SL(2, R), nos convém utilizar as técni-
cas descritas na Se¢@o 2.2. Porém, ressaltamos que devemos verificar a validade destas técnicas
para o espaco SL(2,R),, uma vez que o mesmo ndo compde os BCV-espacos, nao sendo sequer

simplesmente conexo.

As férmulas de Gauss e de Weingarten sao dadas por
VixY =VxY + Oé(X, Y)7
VxN = -A(X),

onde com A indicamos o operador de forma de M em SL(2,R),,com V a conexao de Levi-Civita

induzida em M e com « a segunda forma fundamental de M em SL(2,R),. Projetando F; no
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plano tangente a M obtemos

Ey =T+ cos? N,
onde T denota a sua parte tangente, a qual satisfaz g, (7, T') = sen? ).

Para todo X € T'M, temos que

VxE, =V7xT — cosd A(X)
“4.4)
=VxT + g,(A(X), T) N — cos ¥ A(X).
Por outro lado, se X = > X, E;,

VTXEl == T<X3E2 - X2E3) =7XA E1
4.5)
=79,(JX,T)N — 7 cos¥J X,

onde denotamos por JX = N A X arotacdo de dngulo 7/2 em 7'M . Identificando as componentes

tangentes e normais de (4.4) e (4.5) respectivamente, obtemos

VxT =cos? (AX) —7JX) (4.6)

g (AX)—7JX,T)=0. 4.7
Proposicao 4.3. As equagdes de Gauss e Codazzi em SL(2,R), sdo, respectivamente,
K =det A+ 7% —4(1+7%) cos’ ¥, (4.8)

VxAY — VyAX — A[X,Y] = —4(1 + 7%) cos 9(g, (Y, T) X — g, (X, T)Y), 4.9)

sendo X,Y campos de vetores tangentes a M.

Demonstracdo. Observamos que as componentes do tensor de curvatura dadas em (1.5) coincidem
com as componentes do BCV-espaco 5’7)(2, R) com k = —4, dadas em (2.4). Desta forma, os
resultados das Proposicdes 2.2 e 2.3 se estendem para o espago SL(2, R),. Consequentemente, a

demonstracdo da Proposicdo 2.4 se adapta perfeitamente a este caso. O
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Lema 4.4. Seja M? uma superficie orientada em SL(2, R), com dngulo constante ). Entdo, temos

as seguintes propriedades.

(i) Com respeito a base {T', JT'}, a matriz associada ao operador de forma A é

0 -7
A=

para alguma fungdo \ em M.
(ii) A conexdo de Levi-Civita V de M ¢ dada por
V1T = —27cosd JT, VrT = Acost JT,
VrJT =271 cosvT, VirJT = —XcosdT.
(iii) A curvatura Gaussiana de M ¢ constante e satisfaz

K = —4(1+7%) cos® 9.

(iv) A fungcdo ) satisfaz a equagdo
TA+ )\ cost) +4B cos? = 0, (4.10)

onde B := (1% + 1) cos® 9 — 1.

Demonstracdo. O item (i) segue diretamente de (4.7). De (4.6) e usando
gT(Ta T) = gT(JTa JT) = sen’ v, g‘r<T7 ‘]T) =0,

obtemos (ii). Da equac@o de Gauss para SL(2,R),, dada em (4.8), e (i), temos que a curvatura
Gaussiana de M € dada por

K = —4(1+72) cos® 9.
Finalmente, usando a equacio de Codazzi (4.9),com X =T,Y = JT', e usando o item (i) temos

Vo(=1T +XNJT) = V(=7 JT) — A(NpJT — V j7T) = —4(1 4+ 7%) cosI(—sen? 9 JT).

O resultado segue entdo de célculos diretos com o uso de (i) e (ii). ]
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Observe agora que, sendo g, (Fy, N) = cos 9, existe uma fun¢do suave ¢ em M tal que
N = cosVFE; 4 sen v cos ¢ Fo 4 sen ¥ sen ¢ Fs.
Portanto

T = E; — cosd N = send [send) By — cos ) cos ¢ Ey — cos ¥ sen ¢ Fj) 4.11)

JT = sen? (sen Ey — cos g E3).
Além disso

A(T) = —VoN = (To — 7712+ 7%) sen® 9 + 7 cos® 0) JT,

(4.12)
A(JT)==N7";N = (JTp)JT —71T.
Comparando (4.12) com o item (i) do Lema 4 .4, resulta que
JTp =),
(4.13)
To=—-27"'B.
Observamos que, como
[T,JT) = (VpJT —V j7T) =cost (21T — XN JT),
a condi¢do de compatibilidade do sistema (4.13),
[T, JT]e = T(JTy) = JT(T),
¢é equivalente a equacdo (4.10).
Agora, consideramos coordenadas locais (u, v) em M de forma que
0, =T. (4.14)

Como 0, é tangente a M, podemos escrever

Oy =aT+bJT, (4.15)
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para certas fungdes definidas por a = a(u,v) e b = b(u,v). De

0 =[Oy, O] = (ay + 27bcos V) T + (b, — bAcos¥) JT,

segue
a, = —27bcos v,
(4.16)
b, = b\ cosd.
Além disso, a equagdo (4.10) do Lema 4 .4 pode ser rescrita como
Ay + cosP A% + 4B cos?) = 0. “4.17)

Dependendo do valor de B a integracdo de (4.17) gera as possibilidades que seguem.

(i) Se B =0,
1

A - -
(v, 0) u cosV + n(v)’

para alguma func@o suave 7 dependendo de v. Entdo, a solucdo do sistema (4.16) é dada por
a(u,v) = —1u cos ¥ (u cos ¥ + 2n(v)),
b(u,v) = u cos + n(v).
(i) Se B > 0,
Au,v) = 2 VB tan(n(v) — 2 cos IV B u),
para alguma funcdo suave 1 dependendo de v. Resolvendo o sistema (4.16), obtemos

(n(v) — 2 cos 19\/§u),

a(u,v) = _sen
VB
b(u,v) = cos(n(v) — 2 cos ¥V Bu).
(iii) Se B < 0,
AMu,v) =2+ —Btanh(n(v) + 2 cos Vv —Bu),

para alguma funcdo suave 1 dependendo de v. Resolvendo o sistema (4.16), temos

senh(n(v) 4+ 2 cos IV —Bu),

a(u,v) = —

gq

b(u,v) = cosh(n(v) + 2 cos ¥/ —Bu).
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Ainda, no caso (i) o sistema (4.13) se torna

Pu = 07
(4.18)
Oy = 17
e portanto p(u,v) = v + ¢, ¢ € R. Nos casos (ii) e (iii), o sistema (4.13) se torna
Pu = _27__1 Bv
Py = 07
para o qual a solucdo geral é dada por
o(u,v) = =21 'Bu+c, 4.19)

onde ¢ € uma constante real.

Com respeito as coordenadas locais (u, v) que estamos considerando, temos a seguinte carac-

terizagdo para o vetor posi¢do de uma superficie de dngulo constante em SL(2, R)..

Proposicio 4.5. Seja M? uma superficie de dngulo constante ¥ em SL(2,R), C R;. Entdo, com
respeito as coordenadas locais (u,v) em M definidas em (4.14), o vetor posicdo F de M? em R;

satisfaz as seguintes equagoes:

(a) se B=0,
?;TP; —0, (4.20)
(b) se B #0,
N LY “21)
onde
i=—12sen’9 B, b=—27"'B. (422)

Demonstragdo. Seja M? uma superficie de angulo constante e seja F' o vetor posi¢do de M? em

IR;. Entdo, com respeito as coordenadas locais (u, v) em M definidas em (4.14), podemos escrever
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F(u,v) = (Fi(u,v),..., Fy(u,v)). Por defini¢do, considerando (4.11), temos que
FE, = (0.F1,0,F5, 0, F3,0,Fy) =T
= sen ) [sen ¥ By p(y,y) — €08V €08 ¢ Eojp(y,y) — cosVsen ¢ Esjpq,.)] -
Usando as expressdes de F,, F, e E; com respeito aos campos coordenados de R3, a dltima
equacdo implica em
( 0,F) = sen ) (17 sen ) F, — cos v cos o Fy — cos ¥ sen ¢ F3),
Oy Fy = —send (7"1 senv Fy + cos v cos ¢ Fy — cos¥sen ¢ Fy),

(4.23)
0,F3 = sen ) (17 sen ) Fy — cos ) cos p Fy — cos ¥ sen ¢ F}),

0,Fy = —send (17 sen v F3 + cos ¥ cos ¢ F — cos ¥ sen ¢ F).

Portanto, se B = 0, derivando (4.23) com respeito a v e usando (4.18), obtemos que F},, = 0.

Se B # 0, derivando (4.23) com respeito a u e usando (4.19), encontramos duas constantes @ e

b tais que
(Fl)uu - dFl +(~)(F2)1u
(Fa)uu = @ Fy — b(F).,
) 4.24)
(FS)uu = ZLF‘E‘; +b(F4)ua
L (F4)uu = C~LF4 - Z;(F3)ua
onde
-1 29 ~
a= %gpu = —7%sen? 9B, b= p,.

Finalmente, derivando duas vezes (4.24) com respeito a v e usando (4.23) e (4.24) obtemos a

equacdo desejada (4.21). ]

Observacdo 4.1. Como (F, F) = 1, usando (4.21), (4.23) e (4.24), concluimos que F(u,v) e suas

derivadas devem satisfazer as relacoes:

(F,F)=1, (F., F,) = a, (F,F,) =0,

Fu;Fuu :07 FuuaEm :D; F;Em :_&7

(Fu Fu) (Fu Fu) =D, (F, Fu) s
<FuuFuuu>:_D7 <FuuaFuuu>:07 <F7Fuuu>:07

<Fuuu7Fuuu> - Ea
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onde
D=ab*—3a%, E=(—-2a)D-a’
Mais ainda, como
S F(u,v) = X1jpuw) = =T Bypue = =T (Fu +cos N),
usando (4.21)—(4.25), obtemos as seguintes identidades
(JIF,F,) = —7 'sen? 9,
(ILWF, Fu) =0,
(Fy, J1Fy) =a(b—71"'sen®0) :=1,
(4.26)
(J1Fu, Fr) = 0,
(JiFu, Fuw) + (N F, Fuu) =0,
(J1Fuus Fuwa) + (1P, Fuuun) = 0.
Usando a Observacdo 4.1 podemos provar a seguinte proposi¢do que déd condicdes sobre as

quais uma imersdo define uma superficie de angulo constante.

Proposicio 4.6. Seja F : Q — SL(2,R), C R} uma imersdo de um conjunto aberto Q C R?, com
F(Q) superficie orientada e (u,v) coordenadas locais tais que a projecdo de Ey = —1'J, F no
espago tangente de F'(Q2) C SL(2,R). seja F,. Entdo F(Q2) C SL(2,R), descreve uma superficie

de dngulo constante V) se, e somente se,

g-(Fy, F,) = g.(Ey, F,) = sen® ¥ 427

g‘r(FmEl) _gT(FuaFv) =0. (428)

Demonstracdo. Suponha que F’ seja uma superficie de angulo constante . Entao
gT(Fquu) = _<Fu7Fu>+(]-+T2)<Fu7J1F>2
= 7 %sen’ 9B + (1 + 7%) (7 ?sen' )

= sen?d.
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Analogamente

gT(E17 Fu)

T HNWE ) — 7 Y1+ ) (L F, E) (L F, J,F)

= 7 HLE F)[1— (14 7%)] =sen?d.
Por fim, usando (4.15), temos

a b
gT(FvyEl) - gT(Fu7 Fv) - _;gT(Fua JlF) - ;gT(JlF’uy JlF) - agT(Fua Et) - bgT(JlFu7 Et)
= asen’¥—0—asen?9—0=0.
Para a volta, seja

9-(Fy, F,)F,
9-(Fu, Fy)

Entdo, se denotamos por N o campo unitdrio normal a superficie F'(£2), temos que {F,, T2, N}

TQ = Fv

¢ uma base ortogonal do espaco tangente de SL(2,R), ao longo da superficie F'(Q2). Agora,
usando (4.28), obtemos ¢, (F1,T5) = 0, e logo £y = a F,, + ¢ N. Além disso, usando (4.27) e

g-(E1, F,) = ag.(F,, F,),concluimos que a = 1. Finalmente,
1=g.(FE,E) =g, (F,+cN,F,+cN)=sen*d + ¢,
o que implica que ¢? = cos? 1. Portanto
9-(E1,N) = g,(F, + cosYN, N) = cos,

0 que termina a prova. 0

Antes de passar ao estudo dos trés casos dependendo da constante 5 ser nula, positiva ou

negativa, fazemos a seguinte

Observacio 4.2. Consideramos uma familia a um parametro A(v) ,v € (a,b) C R, que consiste
em matrizes 4 X 4 ortogonais indefinidas que comutam (respectivamente anti-comutam) com J.

Para descrever explicitamente a familia A(v), usaremos as duas estruturas de produto de R, dadas
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por
00 01 0 0 1 O
0010 0 0 0 —1
J2 = ) ‘]3*
01 00 1 0 0 0
1 000 0 -1 0 O

Como A(v) é uma matriz ortogonal indefinida, sua primeira linha deve ser um vetor unitdrio r1(v)

de R} para todo v € (a,b). Portando, sem perda de generalidade, tomamos

r1(v) = (cosh & (v) cos&a(v), — cosh & (v) sen &2 (v), senh & (v) cos E3(v), — senh & (v) sen &3(v)) ,

sendo &1,&s e &3 fungdes reais definidas em (a,b). Como A(v) comuta (anti-comuta, respectiva-
mente) com Jy, a segunda linha de A(v) deve ser ro(v) = +Jiri(v). Dessa forma, os vetores
{ry, Jiry, Jory, Jsr1 } formam uma base pseudo-ortonormal de Rg, portanto a terceira linha r3(v)
de A(v) serd uma combinagdo linear destes. Como r3(v) € unitdrio e ortogonal a ambos r1(v) e

Jir1(v), existe uma fungdo &(v) tal que

r3(v) = cos&(v)Jory(v) +sen & (v)Jary (v) .

Por fim, a quarta linha de A(v) serd ry(v) = £Jir3(v) = Fcos&(v)Jsry(v) £ sené(v)Jory (v).
Isso significa que qualquer familia a um pardmetro A(v) de matrizes 4 x 4 ortogonais indefinidas

que comutam (anti-comutam, respectivamente) com Jy podem ser descritas por quatro funcoes

&1,62,&3 e & da forma

ri(v)
+Jir1(v)
A€, 61,6,83)(v) = . (4.29)
cos&(v)Jory(v) + sen&(v)Jsry (v)

F cos§(v) Jsr1(v) £ seng(v)Jori(v)
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4.2 Ocaso B =0

Teorema 4.7. Seja M? uma superficie de dngulo constante ¥ em SL(2,R), C R tal que B = 0.

Entdo,
1
V1412

e, localmente, o vetor posicdo de M 2 em Rg, com respeito as coordenadas locais (u,v) em M

cosv =

definidas em (4.14), é dado por

TU TU
F ) = A (1’ _—7 —7 ) )
(w,v) (v) 1+727 1472
onde A(v) = A(£,&1,82,83)(v) € uma familia a um pardmetro de matrizes 4 x 4 ortogonais

indefinidas que comutam com J,, como descrito em (4.29), com
(=& (v) + &(v) + & (v)] sen(&x(v) — &3(v)) senh(26 (v))—
2(€'(v) — &4(v)) senh? & (v) + 2 [€](v) cos(Ea(v) — &(v)) + E(v) cosh? & (v)] = 0.

Reciprocamente, uma parametrizacdo

(4.30)

F(u,v) = A(v) (1,

TU TU )
14721472/

com A(v) como acima, define uma superficie de dngulo constante no grupo especial linear com

dngulo 9 = arccos ﬁ

Demonstra¢do. Como B = () temos imediatamente que cos® ¢ = 1/(1 + 72). Integrando (4.20),
obtemos que

F(u,v) = h'(v) +uh*(v), 4.31)
onde hi(v), 1 = 1,2, s80 campos de vetores em R, dependendo apenas de v.

Avaliando em (0, v) as identidades:

<F7F>:17 <FuuFu>:07
.

<F, Fu> = 0, <J1F, Fu> = —T_l Sen219 = —m,
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resulta que

(W) B (W) = 1, (W(0), B(w)) =0,
- (4.32)
T

Além disso, usando (4.23) em (0, v) e sen? ¥ = 72(1 + 7%)~!, temos que

(*(v), *(v)) =0, (Jih'(v), h*(v)) =

W(0) = — 175 (I (v) = B*(0)),

onde, em virtude de (4.32), sabemos que *(v) é um campo de vetores em R satisfazendo

(*(v), R} (v)) = =1, (h'(v),h*(v)) =0, (Nih'(v),h*(v)) =0.

Consequentemente, se fixarmos a base ortonormal {Ei}le de R; dada por

E1:<1707070)a E2:(0a1>0a0)> E3:(0707170)7 E4:(0,0,0,1),

deve existir uma familia a um pardmetro de matrizes A(v) € Oy(4), com J; A(v) = A(v) Jy, de

forma que

A A~

h(v) = A(0)Ey,  Jih'(v) = A()E,, B3(v) = A(v)Es,  Jih3(v) = A(v)E;.

Entdo (4.31) se torna

TU
1+ 72

F(u,v) = h'(v) (thl(v)—h3(v)):A(v)<1, Tw T4 o). (4.33)

142147
Observamos que F'(u, v) como acima escrita, garante que (4.28) seja equivalente a (F,, F,) = 0.
De fato, usando (1.3), podemos reescrever (4.28) na forma

_<Fv; E1> + (1 + 7—2><Fv7X1><E17X1> + <FU7FU> - (1 + 7_2)<Fu>X1><Fv7X1> = Oa

e ento, usando (4.33) para calcular (F,, X;) e substituindo F; = 771X, obtemos (F,, F,,) = 0.

Finalmente, analisemos a familia a um pardmetro A(v). De acordo com (4.29), A(v) de-
pende de quatro fungdes & (v), £2(v), £3(v) e £(v). Como neste caso a condigdo (4.28) se reduz a

(F,, F,) = 0, que é equivalente a equagdo (4.30), concluimos esta parte da demonstragdo.
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Para a volta, seja

F(u,v) = A(v) (17

TU TU )
1+ 1472 )"

uma parametrizagdo onde A(v) = A({(v), &1 (v), & (v), E3(v)) € uma familia a um pardmetro de
matrizes ortogonais com fungdes £(v), & (v), &a(v), &5(v) satisfazendo (4.30). Como A(v) satisfaz
(4.30), F' satisfaz (4.28), e portanto, em virtude da Proposi¢cao 4.6, devemos mostrar apenas que

(4.27) € satisfeita para algum angulo constante ¢. Para este fim, seja

TU TU
1) = (1L -5 7 0)
Usando (1.3) e levando em considerag@o que A(v) comuta com .J;, obtemos
9-(Fu F) = —(A()Y (u), A(v)y' () + (1 + 72)(A(v)7' (w), J1A(v)y(u))?
2
, T
= (147 (), Jiy(w)® = T2

e podemos escolher ¥ tal que 72/(1 + 72) = sen? ¢J. Analogamente,

9: (B, F,) = —(E\,F)+ (1+7*)(E, L F)(F,, ,F)
= Sl )

= (10w, () = -

4.3 Ocaso B >0

Quando B > 0, a integracdo de (4.21) fornece a seguinte

Proposicao 4.8. Seja M? uma superficie de dngulo constante em SL(2,R), com dngulo ¥ tal
que B > 0. Entdo, com respeito as coordenadas locais (u,v) de M definidas em (4.14), o vetor

posicdo F de M? em ]R;1 é dado por

F(u,v) = cos(ag u) g (v) + sen(ay u) g2(v) + cos(ag u) g (v) + sen(as u) g*(v),
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onde

1
a9 = —(7VBcostv £ B)
T

sd@o constantes reais positivas, enquanto que g'(v), i € {1,...,4}, s@o campos de vetores ortogo-

nais entre si em R}, dependendo apenas de v, tais que

gu = (g ().9'(0)) = g2 = ((0). 4°(v)) = —5 g 02 a
g3 = (°(0), °(0)) = gus = (g (1) g*(0)) = g .

Demonstracdo. Primeiro, uma integracio direta de (4.21), confere a solugdo
F(u,v) = cos(ayu) g*(v) + sen(ayu) g2(v) + cos(azu) ¢3(v) + sen(agu) g*(v),

onde

\/62 — 24 4+ Vbt — 4ab?
Q12 = 9

sdo duas constantes, enquanto que g'(v),i € {1,...,4}, sdo campos de vetores em R, que depen-

dem apenas de v. Agora, levando em consideracdo os valores de a e b dados em (4.22), obtemos

1
ajp=—(7vVBcosd £+ B). (4.35)
T

Fazendo g;;(v) = (g'(v), ¢’ (v)), e avaliando as relagdes (4.25) em (0, v), obtemos:

911 + 933+ 2913 = 1, (4.36)

O3 Gog + Q5 Gas + 200109 Gy = @, (4.37)

1 Gi2 + Qo gra + 1 gag + aa g3a = 0, (4.38)

0421)’ g12 + cw% go3 + 04%012 14 + 043934 =0, (4.39)
4 4 2 9 _

o7 911 + a5 g33 + 20705 13 = D, (4.40)

af g + ah gss + (o + 03) g13 = a, 4.41)

0/1l o2 + 04:13042 goa + 04101:23 Go4 + 043 Gua = D, (4.42)
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af g12 + 03 gos + A gia + 05 g3a = 0, (4.43)
04? Ji2 + 04:1)’ g23 + a% J14 + Olg 934 = 0, (4.44)
a8 gon + 08 gus + 20303 goy = E. (4.45)

De (4.38), (4.39), (4.43), (4.44), segue que

912 = g1a = go3 = g4 = 0.

Além disso, de (4.36), (4.40) e (4.41), obtemos

72 (D + a3) + 2Bsen* ¥ a3

2 2\2 ) g13 ) 33
[ —a3)

72 (D + of) + 2Bsen? ¥ af

f— P

g11 =

72 ( 72 (0

Finalmente, usando (4.37), (4.42) e (4.45), obtemos

72 (E — 2D a3) — Bsen? 9 o

720 (af — a3

7 (E —2Da}) — Bsen? 9 af

a3 (af — 3)?

922 = ,  Goa = 0, ga4a =

Observamos que

B _\/E—Tcosﬁ<0 B _\/§+TCOSQ9>0
g11 = 922 /B ) 933 = g4 B .
Portanto, levando em conta (4.35), obtemos as expressdes (4.34). [l

Agora estamos prontos para anunciar o resultado principal desta secdo.

Teorema 4.9. Seja M? uma superficie de dngulo constante em SL(2,R), C R%, com dngulo
¥ # /2 tal que B > 0. Entdo, localmente, o vetor posicdo de M? em ]R;l, com respeito as

coordenadas locais (u,v) de M definidas em (4.14), é dado por

F(u,v) = A(v) v(u),

onde

Y(u) = (/933 cos(az ), —/gs3 sen(agu), /—gi1 cos(as u),/—gi1 sen(a u))
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é uma curva em SL(2,R),, g11, g33, o1, o s@o as quatro constantes dadas na Proposi¢do 4.8, e
A(v) = A(, &1, &2, &3)(v) € uma familia a um pardametro de matrizes 4 x 4 ortogonais indefinidas

que comutam com J1, como descrito em (4.29), com £ = constante e

cosh? (& (v)) &(v) + senh?(&;(v)) &(v) = 0. (4.46)

Reciprocamente, uma parametrizacdo F(u,v) = A(v)vy(u), com vy(u) e A(v) como acima, define

uma superficie de dngulo constante em SL(2,R). com dngulo 9 # /2.

Demonstragdo. Com respeito as coordenadas locais (u,v) de M definidas em (4.14), a Proposi-

¢cdo 4.8 implica que o vetor posicdo de uma superficie de dngulo constante em Rj é dado por
F(u,v) = cos(aqu) g (v) + sen(ayu) g*(v) + cos(azu) g(v) + sen(azu) g*(v),
onde os vetores {g'(v)}?_, sdo ortogonais entre si e
[lg* ()l = 1lg°(W)Il = v/=g11 = constante,

l9°()I| = 119" (v)[| = \/g35 = constante.

Portanto, se fizermos ¢;(v) = g'(v)/||g'(v)||,7 € {1, ...,4}, podemos escrever:

F(u,v) = /=g11 (cos(ay u) er(v) + sen(aq u) es(v))

+/933 (cos(ag u) e3(v) + sen(ag u) ex(v)) .

Agora, as identidades (4.26), avaliadas em (0, v), se tornam respectivamente:

g 933<J1€3, €4> - 041911<J1617 62)

(4.48)
+ vV —g11933 (a1 (Jres, €2) + aa(Jie1, €4)) = —7 'sen? ),
<J1€1,€3> =0,
a3 gsa(Jies, es) — o gii(Jrer, ea)
(4.49)

+ v —911933 (a1a§<J1€3, es) + 04?062<J1€17 eq)) = —1,
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<J1€2,€4> =0,
aq (Jieq, e3) + ag(Jier, eq) =0, (4.50)
Oé2<J1€2,€3> +041<J1€1,€4> =0. (451)

Observamos que para obter as identidades acima fizemos divisdes por o — a3 = 471/ B3 cos ¥
que é, por suposi¢do em ¢, sempre diferente de zero. De (4.50) e (4.51), levando em conta que

2_

a? — a3 # 0, resulta que

(Jies,ea) =0, (Jieg,eq) =0. (4.52)
Portanto
|(Jie1,ea)| =1 = [(Jie3, eq)].
Substituindo (4.52) em (4.48) e (4.49), obtemos o sistema

oy gri(Jier, ea) — o gaz(Jies, es) = 77 sen® 9,
o g {Jier, ea) — s gaa(Jres,eq) =1,
cuja solucdo é

71 — a2 sen® 71 — a?sen*

(Jiei,e2) = (Jie3,eq) =
2 2\ ) 2 2) °
Tgi ar(af — a3) Tga3 az(af — a3)
Agora, como
sen? 9 B s o 4AVDB3
g11 933 = — 1B ozlo@:ﬁsen 7, o] — oy = . cosv,

resulta que

<J1€1, €2><J1€37€4> =1.

Além disso, como

71 — assen® V¥ = 2771 V' B3 cos ¥ sen’ ¥,

resulta que (Jyeq, e2) < 0. Consequentemente,

<J1€17€2> = <J1€37€4> =-1
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€ J161 = €9, J1€3 = —€4.
Entio, se fixarmos a base ortonormal de R dada por
El == (0707170)7 EZZ (070707 1)7 E?): (1707070)7 E4: (07_17070)7

deve existir uma familia a um parimetro de matrizes 4 x 4 ortogonais indefinidas A(v) € Oy(4),

com J; A(v) = A(v)Jy, tal que e;(v) = A(v)E;. Substituindo e;(v) = A(v)E; em (4.47) obtemos
F(u,v) = A(v)y(u),
onde

v(u) = (y/g33 cos(aa u), —/gs3 sen(azu), v/—g11 cos(ag u), v/—g11 sen(ag u))
¢ uma curva em SL(2,R),.

Examinemos agora a familia a um pardmetro A(v) que, de acordo com (4.29), depende de

quatro fungdes &1 (v), £2(v), E3(v) e E(v).

Primeiro observamos que (F,, F,) = — sen? 9 = constante. De fato, usando (4.15) obtemos
(F,, F,) = a*(F,, F,) + 2ab{F,, JF,) + b*(JF,, JF,),

onde, de (4.25), temos

Além disso, com auxilio de (1.3) e (4.25) obtemos (F,, JF,) = 0e (JF,, JF,) = —sen? 1, uma

vez que (JF,, JiF,) = 0. Portanto, temos de fato (F,,, F,) = —sen? 4.

Dessa forma, resulta

0
5 (For Fullumo = 0. (4.53)

Agora, se denotarmos por c1, €z, C3, ¢4 as quatro colunas de A(v), a equagdo (4.53) implica que

<02/, CS') =0,
(4.54)

<C2/7 C4/> - 0 )
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onde com ’ indicamos a derivagdo com respeito a v. Substituindo em (4.54) as expressoes de c;

como fungdes de &;(v), &2(v), E3(v) e £(v), obtemos

" h(v) =0,
(4.55)

¢ k(v)=0,
onde h(v) e k(v) sdo duas fungdes tais que
h? + K = 4(&)* + senh®(261) (=€ + & + &)°.

De (4.55) temos duas possibilidades:

(i) & = constante;

ou
(i) 4(&)% + senh?(2&;) (=& + & + &) = 0.

Mostraremos que o caso (ii) ndo pode ocorrer, mais precisamente, mostraremos que se valer (ii)
entdo a parametrizagdo F'(u,v) = A(v)~y(u) define um cilindro de Hopf, ou seja, o campo de Hopf

E é tangente a superficie. Para este fim, escrevemos o campo de vetores normal unitdrio N como

_ N\E\ + NyEy + N3 By
VNZ+ N2+ N2

Um célculo longo mas direto (que também pode ser feito com o auxilio de um software de cdlculos

N

simbdlicos) nos da
Ny = 1/2(aq + a2)v/—g111/933 [2€] cos(aru + aou — & + &3)
+ senh(2&) sen(oqu + aou — & + &) (=& + & + &) -
Agora, o caso (ii) ocorre se, e somente se, £; = constante = 0, ou se £ = constante # 0 e

—& 4+ &+ & = 0. Em ambos casos N; = 0, isso implica que

9-(N, 1 F) = —7g,(N, E;) =0,
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i.e. o campo de Hopf € tangente a superficie. Entdo concluimos que £ = constante.

Finalmente, neste caso, (4.28) é equivalente a equagao:
7 cos 9V Blcosh?(€1(v)) €y(v) + senh?(&1(v)) & (v)] = 0.
Como ¥ # /2 concluimos que a condigdo (4.46) é satisfeita.

A volta do teorema segue imediatamente da Proposi¢ao 4.6, ja que com cdlculos diretos obte-
mos g, (F,, F,) = g-(F1, F,) = sen? 1, ou seja, (4.27) € satisfeita, enquanto que (4.46) € equiva-
lente a equagao (4.28). ]

4.4 Ocaso B <0

Nesta se¢do estudaremos o caso em que a constante B < 0. Integrando (4.21) temos o seguinte

resultado:

Proposi¢ao 4.10. Seja M? uma superficie de dngulo constante em SL(2,R), com dngulo ¥ e
B < 0. Entdo, com respeito as coordenadas locais (u,v) de M definidas em (4.14), o vetor

posicdo F de M?* em Ré é dado por

F(u,v) = cos (g u) [cosh(Bu) w'(v) + senh(Bu) w(v)]

+ sen (g u) [cosh(S ) w?(v) + senh(Bu) w(v)],
onde
B =+/—B cos1

¢ uma constante real, b = —27' B, enquanto que w'(v), 1 € {1,...,4}, sdo campos de vetores

em R*, dependendo apenas de v, tais que
(w'(v),w'(v)) = (W?(v),w*(v)) = —(W*(v), w’(v)) = —(w'(v), w'(v)) = 1,

(w'(v), w?(v)) = (W' (v), w’(v)) = (W(v),w' (V) = (W), w'(v)) =0, (4.56)
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Demonstracdo. Uma integracdo de (4.21), nos da como solugao
b 1 3
F(u,v) = cos (5 u) [cosh(Bu) w'(v) + senh(Bu) w’(v)]
b 2 4
+ sen (5 u) [cosh(Bu) w?(v) + senh(Bu) w'(v)],
onde
N 4g — 12
8= aTb =+ —DB cosv
é uma constante, enquanto que w'(v),i € {1,...,4}, sio campos de vetores de R* que dependem
apenas de v. Se w;;(v) := (w'(v), w’(v)), avaliando as relagdes (4.25) em (0, v), obtemos
w11 = ]., (457)
b? -
T e + 52 wss + S bwas = a, (4.58)
b
5 Wiz + Bwyz =0, (4.59)
b b? - b? b?
3 (52 - Z) wiz + 2 bwsy + 3 5 W + 8 (52 - Z) w3 = 0, (4.60)
2 62 2 272 7 2 62
(82 = ) wn + 52 wis ++260 (6 — =) wns = D, “61)
4 4
b? -
(8= =) wi+ Bbuns = -4 (4.62)
b , U N b s o
i (35 - Z> wag + (5 - 31) w3z + +0 3 (487 = b") wa3 = =D, (4.63)
3 (65 7) (- F) s b8 (505w
92 4 4 12 4 34 (4 64)
N B, B |
2 oY 2_ Y h 2_ 7 =
+5(5 34)<5 4)w13+ﬁ2(35 4)w24 0,
bR P
S (382 =) wia+ 8 (82 =37 ) wis =0, (465)
b2 b2\ 2 b2 2
i (352 - Z) way + (52 - 32) w33
(4.66)

ORI CR
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De (4.57), (4.61) e (4.62), segue que

20
wy = —wyy = 1, Wiy = ——=-
b
Além disso, de (4.59) e (4.65), obtemos
wiz = w3 =0
e, portanto, de (4.60) e (4.64),
Woyq — W34 = 0.
Também, usando (4.58), (4.63) e (4.66), obtemos
20
Wog — —W33 — 1, Wa3 — 7

0

Teorema 4.11. Seja M? uma superficie de angulo constante em SL(2,R), com dngulo ¥ # 7 /2
tal que B < 0. Entdo, localmente, o vetor posicdo de M?* em Rg, com respeito as coordenadas

locais (u,v) de M definidas em (4.14), é dado por
F(u,v) = A(v) y(u),

onde a curva y(u) = (y1(u), y2(u), v3(u), v4(w))) € dada por

Y1 (u) = cos (éu) cosh(fu) — % sen ( u) senh (S u),

DO SN S

~Y2(u) = sen <§u) cosh(fu) + % cos < u) senh (5 u),

(4.67)

v3(u) = Ny cos (%u) senh(Bu),

Ya(u) = B
B =+vV=Bcost, b= —2r"BeAlw) = A, &, &, &) (v) é uma familia a um pardmetro de

matrizes 4 X 4 ortogonais indefinidas que anti-comutam com J,, como descrito em (4.29), com
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& = constante e

sen 1) [2 cos(€2(v) — £3(v)) £1(v) + (§(v) + &(v)) sen(&2(v) — &5(v)) senh (28, (v))]
— 27 cos ) [cosh®(&1(v)) §(v) + senh®(&1(v)) (v)] = 0.

(4.68)

Reciprocamente, uma parametrizacdo F(u,v) = A(v) y(u), com y(u) e A(v) como acima, define

uma superficie de dangulo constante em SL(2,R),. com dngulo 9 # /2.

Demonstragdo. De (4.56), podemos definir a seguinte base pseudo-ortonormal em R3:

7

e1(v) = w'(v),
es(v) = w?(v),
esv) = — [V Bu(v) 7 osu(v)],
| esf0) = Sellw[\/ﬁw‘*(v) 7 cos 9wl (v)],
Onde (61, e1) = 1 = (e, €2) ¢ (e, e3) = —1 = (e, ea).

Avaliando as identidades (4.26) em (0, v), e levando em conta que:

F(0,v) = w'(v),

F,(0,v) = gw2(v) + Bw?(v),
Fouu(0,0) = <~52 — 1—2) 1~u1(v) + Bbwt(v),
Fouu(0,0) = g (352 - %) w?(v) + <ﬁ2 — 252) w(v),
74 72
Fu(0,0) = (8 = 2025+ L) w' (o) +285 (52 2 ) wito)
concluimos que
(i, w?y = —(Jiw', w?) =1,
(Jiw?, w?) = (lel,w4> =0,
T cos v

(Jiw?, w*) = (Jyw', w?) = —

VB

Entao,

—(Jie1,e9) = (Jies, eq) = 1,
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<J1€1,€4> = <J1€17€3> = <J1€2,€3> = <J1€27€4> =0.

Dessa forma, obtemos

Jiep = —ea, Jies = —ey.

Consequentemente, se considerarmos a base pseudo-ortonormal {7; }2_, de R dada por

A ~

El:(1707070)a EQ:(Oal)OaO)z E3:(0707170>7 E4:(07070a1)7

deve haver uma familia a um pardmetro de matrizes A(v) € O(4), com JyA(v) = —A(v)Jy, tal

que e;(v) = A(v)E;,i € {1,...,4}. Como
F = <F,€1> e+ <F, €2> €y — <F, €3> €3 — <F,€4> €4,

calculando (F, e;) e substituindo e;(v) = A(v) E;, obtemos que F(u, v) = A(v) (), onde a curva

v(u) de SL(2,R), é dada em (4.67).

Examinemos agora a familia a um pardmetro A(v) que, de acordo com (4.29), depende de
quatro fungdes & (v), £2(v), £3(v) e £(v). Analogamente ao que foi feito na prova do Teorema 4.9,

temos que

0
a_u<Fv;Fv>|u:0 =0

implica que as fungdes & (v), £2(v), £3(v) e &(v) satisfazem a equagio
¢ [2sen(&r — €3) & — (& + &5 — &) cos(&2 — &) senh(261)] = 0.
Entdo temos duas possibilidades:
(i) & = constante;
ou

(ii) 2sen(& — &) & — (& + &5 — &) cos(€a — &3) senh(2&;) = 0.
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Também neste caso, usando os mesmos argumentos que no Teorema 4.9, vemos que a condic¢ao (ii)
implica que a superficie seja um cilindro de Hopf, portanto podemos assumir que £ = constante.

Finalmente, um calculo longo mostra que, no caso em que £ = constante, (4.28) € equivalente

(4.68).

A volta do teorema segue imediatamente da Proposicdo 4.6 jd que, um célculo direto confere

g-(Fu, F,) = g.(E1, F,) = sen? ¥, ou seja, vale (4.27) enquanto (4.68) é equivalente a (4.28). [
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