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Resumo

Neste trabalho estudamos essencialmente problemas relacionados aos conceitos

de superfícies e curvas bi-harmônicas e de superfícies de ângulo constante.

Caracterizamos as curva bi-harmônicas do grupo especial linear SL(2,R). Em

particular, mostramos que todas as curvas bi-harmônicas de SL(2,R) são hélices e

damos suas parametrizações explícitas como curvas do espaço pseudo-Euclidiano R4
2.

Estudamos as superfícies biconservativas (as quais representam uma grande famí-

lia que inclui as superfícies bi-harmônicas) nos espaços de Bianchi-Cartan-Vranceanu,

obtendo a caracterização daquelas de ângulo constante e daquelas SO(2)-invariantes.

Também, caracterizamos as superfícies de ângulo constante do espaço Euclidiano tri-

dimensional que possuem aplicação de Gauss bi-harmônica, provando que são cilin-

dros de Hopf sobre uma clotóide.

Além disto, caracterizamos as superfícies de ângulo contante de SL(2,R). Mais

especificamente, damos uma descrição local explícita para estas superfícies em termos

de uma determinada curva de SL(2,R) e de uma família a um parâmetro de isometrias

do espaço ambiente.
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Palavras chave: imersões bi-harmônicas, imersões biconservativas, su-

perfícies com aplicação de Gauss bi-harmônica, superfícies de ângulo cons-

tante.



Abstract

In this work we mainly study some problems related to the concept of biharmonic

curves and surfaces and to surfaces of constant angle.

We characterize the biharmonic curves in the special linear group SL(2,R). In

particular, we show that all proper biharmonic curves in SL(2,R) are helices and we

give their explicit parametrizations as curves in the pseudo-Euclidean space R4
2.

We study the biconservative surfaces (which represent a large family including

the biharmonic surfaces) in the Bianchi-Cartan-Vranceanu spaces, obtaining the cha-

racterization of those with constant angle and of those which are SO(2)-invariant.

Furthermore, we characterize the constant angle surfaces of the three-dimensional Eu-

clidean space which have bi-harmonic Gauss map, proving that they are Hopf cylin-

ders over a clothoid.

Also, we characterize the constant angle surfaces of SL(2,R). In particular, we give

an explicit local description of these surfaces by means of a suitable curve of SL(2,R)

and a 1-parameter family of isometries of SL(2,R).
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Keywords: biharmonic immersions, biconservative immersions, surfa-

ces with biharmonic Gauss map, constant angle surfaces.
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Introdução

Este trabalho é dedicado ao estudo de problemas relacionados com a teoria de bi-harmonicidade

(Capítulos 1, 2 e 3) e de superfícies de ângulos constante (Capítulo 4).

Um tema de grande relevância na geometria diferencial é constituído pela teoria de harmoni-

cidade. Em particular, o estudo das imersões isométricas harmônicas se destaca devido ao fato de

ser equivalente ao estudo das imersões mínimas (ver [29]). Lembramos que uma aplicação é dita

harmônica se é ponto crítico do funcional energia (ver Definição 1.1). Uma generalização destas

aplicações, sugerida por Eells-Lamaire em [28], é obtida ao considerarmos os pontos críticos do

chamado funcional bienergia, que será definido na Seção 1.1. As aplicações que satisfazem esta

condição são conhecidas como aplicações bi-harmônicas.

O estudo das funções bi-harmônicas teve início em 1863 devido a sua ligação com a teoria da

elasticidade e com a mecânica dos fluidos; G.B. Airy e J.C. Maxwell foram os primeiros a usar

tal tipo de funções para descrever um modelo matemático de elasticidade (veja [1,47]). Já a teoria

das funções poli-harmônicas se desenvolveu mais tarde por obra de E. Almansi, T. Levi-Civita e

M. Nicolaescu. O estudo das funções harmônicas e poli-harmônicas em variedades Riemannianas

1



2 Introdução

teve início na década de 70 com o trabalho de L. Sario, M. Nakai, C. Wang e L. Chung (veja [22]),

seguido pelo trabalho de R. Caddeo e L. Vanhecke publicado em 1986 (ver [14]).

Nos últimos quinze anos, o estudo das aplicações e das imersões bi-harmônicas tem gerado

nos pesquisadores um interesse crescente como demonstra a lista das publicações sobre o assunto

presente na bibliografia do artigo [49].

No Capítulo 1 analisamos o conceito de bi-ionicidade para curvas e as estudamos no grupo

especial linear SL(2,R), munido de uma família de métricas gτ que depende de um parâmetro τ .

Os resultados deste estudo foram estão presentes no artigo [56]. Primeiramente demonstramos que

as curvas bi-harmônicas de (SL(2,R), gτ) fazem um ângulo constante ϑ com o campo de vetores

tangente à fibração de Hopf (ver Seção 1.2). Logo após, provamos que a equação diferencial

γIV + (b2 − 2a) γ′′ + a2 γ = 0,

onde a e b são constantes que dependem de ϑ e τ , deve ser satisfeita por uma curva bi-harmônica

própria em SL(2,R), vista como curva do espaço pseudo-Euclidiano R4
2. Separamos o estudo em

três casos que dependem do sinal da constante (b2−4a) obtendo, em cada um deles, as expressões

destas curvas como curvas em R
4
2.

O Capítulo 2 é dedicado ao estudo das superfícies biconservativas nos espaços de Bianchi-

Cartan-Vranceanu (BCV-espaços). Para este fim, começamos apresentando o conceito de bicon-

servatividade e mostrando sua relação com o de bi-harmonicidade. Em seguida, foram descritos

os BCV-espaços e sua estrutura Riemanniana, os quais constituem uma representação local para

as variedades Riemannianas homogêneas com grupo de isometria de dimensão 4 e para aquelas

com curvatura seccional constante não negativa, dada pela seguinte família a dois parâmetros de

métricas Riemannianas:

gκ,τ =
dx2 + dy2

F 2
+

(
dz + τ

ydx− xdy

F

)2

, κ, τ ∈ R,

onde F = 1 +
κ

4
(x2 + y2), definidas em

N = {(x, y, z) ∈ R
3 : 1 +

κ

4
(x2 + y2) > 0}.
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Fazendo uso da fibração de Hopf admitida por estes espaços, utilizamos as técnicas desenvol-

vida em [18] para fazer o estudo das superfícies biconservativas de ângulo constante, obtendo no

Teorema 2.13 a caracterização destas. Posteriormente, consideramos as superfícies de revolução

biconservativas nos BCV-espaços. Dividimos o estudo destas superfícies nos casos τ ̸= 0 e τ = 0.

Para o caso τ ̸= 0, no Teorema 2.18, concluímos que tais superfícies devem ser cilindros de Hopf.

Já no caso τ = 0 obtemos no Teorema 2.19 um sistema de equações diferenciais que caracteriza

estas superfícies, embora não tenhamos obtido uma forma de integrar tal sistema.

Um resultado clássico da teoria das aplicações harmônicas, conhecido como Teorema de Ruh-

Vilms (ver [64]) afirma que a aplicação de Gauss associada a uma imersão isométrica

γ : Mm ⊂ R
m+n → G(m,n),

que a cada ponto p de M associa o espaço tangente TpM, visto como um ponto da variedade

Grassmanniana dos subespaços m-dimensionais orientados de Rm+n, é harmônica se, e somente

se, o campo curvatura média de M é paralelo. Em [6], A. Balmuş, S. Montaldo e C. Oniciuc,

sugerem uma generalização do Teorema de Ruh-Vilms, considerando o problema de caracterizar

as superfícies que possuem aplicação de Gauss bi-harmônica e obtêm uma condição que deve

ser satisfeita por estas (ver Teorema 3.1). Seguindo nesta direção, no Capítulo 3, estudamos as

superfícies do espaço Euclidiano tridimensional de ângulo constante que possuem aplicação de

Gauss bi-harmônica própria. Como resultado, obtemos que as únicas superfícies que satisfazem

estas hipóteses são cilindros sobre uma clotóide, também conhecida como espiral de Cornu.

Outro assunto relacionado com a teoria de harmonicidade que tem despertado grande interesse

de pesquisadores renomados da área de geometria diferencial é o estudo de superfícies cujo campo

de vetores normal unitário faz um ângulo constante com uma direção fixa do espaço ambiente

(ver [20, 21, 24, 25, 33, 43, 51, 65], entre outros). Este interesse foi motivado pelo trabalho [16]

de Cermelli e Di Scala que analisaram o caso de superfícies de ângulo constante em R
3 obtendo

uma importante relação com a equação de Hamilton-Jacobi e mostrando sua aplicação no campo

da física, na configuração de equilíbrio de cristais líquidos. A relação entre tais superfícies e
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os cristais líquidos reside no fato das moléculas destes, em sua fase nemática (ver Capítulo 4),

apresentarem (naturalmente) uma tendência em se alinharem de acordo com uma direção dada por

um campoX , que é um ponto crítico do funcional energia

E(X) =
1

2

∫

Ω

∥dX∥2dv,

onde Ω é um domínio de R3 sobre o qual o campo X é definido de acordo com a disposição do

cristal líquido. A equação de Euler para este caso, descrita por Eells e Sampson em [29], é

∆X + ∥dX∥2X = 0.

Estes campos são conhecidos como campos harmônicos. A fronteira que separa os cristais líquidos

de sua fase nemática e sua fase isotrópica (ver Capítulo 4) pode ser vista como uma superfície que

faz ângulo constante com o campo X . Naturalmente o primeiro exemplo de campo harmônico a

ser considerado é aquele constante, o que dá origem ao estudo das superfícies de ângulo constante.

As superfícies de ângulo constante foram, então, consideradas em diversas geometrias tridi-

mensionais. Uma atenção especial foi dada as 3-variedades Riemannianas homogêneas com grupo

de isometria de dimensão 4. Os espaços produtos S2 × R e H
2 × R foram considerados por

Dillen–Fastenakels–Van der Veken–Vrancken (ver [21]), e Dillen–Munteanu (ver [20]), respecti-

vamente. Em seguida, no artigo [33], Fastenakels–Munteanu–Van der Veken estenderam a noção

de superfícies de ângulo constante para os BCV-espaços e deram sua classificação para o grupo de

Heisenberg. Além disso, Montaldo–Onnis, em [51], caracterizaram as superfícies do tipo hélice

na família a um parâmetro das esferas de Berger S3
ϵ , com ϵ > 0.

O espaço tridimensional homogêneo com grupo de isometria de dimensão 4 remanescente,

até então, era o grupo especial linear. Desta forma, no Capítulo 4 consideramos as superfí-

cies cujo campo de vetores normal unitário N faz ângulo constante ϑ com o campo de Hopf de

(SL(2,R), gτ) (como na Seção 1.2). Dividimos, então, o nosso estudo em três casos, dependendo

da constante

B := (τ 2 + 1) cos2 ϑ− 1,



Introdução 5

a saber: B > 0, B = 0, B < 0. Para cada um desses casos obtemos uma equação diferencial

que deve ser satisfeita pelo vetor posição dessas superfícies vistas como superfícies de R4
2 (ver

Proposição 4.5). Enfim, classificamos estas superfícies através dos Teoremas 4.7, 4.9 e 4.11, nos

quais demonstramos que, em cada um dos três casos, estas podem ser obtidas pela ação de um

subgrupo do grupo de isometrias de (SL(2,R), gτ ) sobre uma curva de SL(2,R). Ressaltamos que

os resultados presentes neste capítulo foram publicados no artigo [52].





CAPÍTULO

1
Curvas bi-harmônicas no grupo

especial linear

1.1 O conceito de biharmonicidade

Indicaremos por C∞(M,N ) o espaço das aplicações diferenciáveis φ : (M, g) → (N , h)

entre as duas variedades Riemannianas (M, g) e (N , h).

Definição 1.1. Uma aplicação φ ∈ C∞(M,N ) é dita harmônica se é um ponto crítico do funci-

onal energia:

E : C∞(M,N ) → R, E(φ) =
1

2

∫

M

∥ dφ∥2 dM,

7



8 Capítulo 1 — Curvas bi-harmônicas no grupo especial linear

ou seja, se φ é solução da correspondente equação de Euler-Lagrange dada por

τ(φ) := tr ∇̃dφ = 0,

onde

(∇̃X dφ)(Y ) = ∇dφ(X) dφ(Y )− dφ(∇XY ), X, Y ∈ TM,

sendo ∇ a conexão de N e ∇ a de M. O campo τ(φ) é conhecido como campo de tensão de φ

(ver [29]).

Paralelamente à Definição 1.1, indicando por Imm(M,N ) o espaço das imersões Riemannia-

nas em (N , h), temos a seguinte

Definição 1.2. Uma imersão Riemanniana φ : (M,φ∗h) → (N , h) é dita mínima se é um ponto

crítico do funcional volume

V : Imm(M,N ) → R, V (φ) =
1

2

∫

M

vφ∗h.

Neste caso a correspondente equação de Euler-Lagrange é H = 0, onde H é o campo de vetores

curvatura média.

Em [29], J. Eells e J.H. Sampson provaram que uma imersão Riemanniana φ : (M, g) →

(N , h) é mínima se, e somente, se é um ponto crítico do funcional energia. Logo, estudar as

imersões Riemannianas mínimas é equivalente a estudar as imersões Riemannianas harmônicas.

Uma extensão natural do conceito de aplicação harmônica, e portanto de imersão mínima, é

obtida considerando o funcional bienergia:

E2 : C
∞(M,N ) → R, E2(φ) =

1

2

∫

M

∥τ(φ)∥2 dM.

Mais precisamente,

Definição 1.3. Uma aplicação φ ∈ C∞(M,N ) é dita bi-harmônica se é um ponto crítico do

funcional bienergia.



1.1 O conceito de biharmonicidade 9

Em [39, 40] G.Y. Jiang obteve a fórmula da primeira variação da bi-energia, provando que a

equação de Euler-Lagrange para E2 é dada por

τ2(φ) := −∆φτ(φ) + trRN (dφ, τ(φ))dφ = 0, (1.1)

onde RN denota o tensor de curvatura da variedadeN , dado por

RN (X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

para X, Y, Z ∈ TN , enquanto ∆φ denota o Laplaciano generalizado agindo em C(φ−1TN ), que

com respeito a um referencial local ortonormal {Ei}mi=1 deM é dado por

∆φ = − tr (∇φ)2 = −
m∑

i=1

{
∇φ

Ei
∇φ

Ei
−∇φ

∇Ei
Ei

}
,

sendo ∇φ a conexão em C(φ−1TN ) induzida pela conexão de Levi-Civita de (N , h). O campo

τ2(φ) definido acima é chamado de campo de bitensão de φ, enquanto a equação (1.1) é conhecida

como equação bi-harmônica.

Da expressão do campo de bitensão τ2 segue que toda aplicação harmônica (i.e. τ = 0) é

também bi-harmônica. Uma aplicação bi-harmônica que não é harmônica é dita aplicação bi-

harmônica própria.

1.1.1 Curvas bi-harmônicas

Seja (N , h) uma variedade Riemanniana. Uma curva γ : I → (N , h), parametrizada por

comprimento de arco, é bi-harmônica se γ for uma aplicação bi-harmônica, ou seja, se

∇3
γ′γ′ + R(γ′,∇γ′γ′)γ′ = 0. (1.2)

Chamamos de curvas bi-harmônicas próprias aquelas definidas a partir de aplicações bi-harmônicas

próprias.
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O estudo das curvas bi-harmônicas próprias em superfícies curvas começou com R. Caddeo–

S. Montaldo–P. Piu. Biharmonic em [12], onde são descritas estas curvas em superfícies, provando

que curvas bi-harmônicas em superfícies de curvatura Gaussiana não positiva são geodésicas.

Para variedades Riemannianas tridimensionais com curvatura seccional constante, os casos de

curvatura nula e negativa são considerados em [26] e [9], onde mostra-se que as únicas curvas

bi-harmônicas são as geodésicas. Além disso, em [8], é considerado o caso de curvatura positiva,

mostrando que as curvas bi-harmônicas possuem curvatura geodésica e torção geodésica constan-

tes.

Feita exceção às formas espaciais, os espaços Riemannianos tridimensionais homogêneos mais

interessantes são aqueles que possuem grupo de isometrias com dimensão 4: as esferas de Berger,

o grupo de Heisenberg, o grupo especial linear SL(2,R), e os produtos Riemannianos S2 × R e

H
2 × R, onde S2 e H2 são a esfera e o plano hiperbólico bidimensionais, respectivamente.

Em [4] A. Balmuş determinou as equações que caracterizam as curvas bi-harmônicas para as

esferas de Berger S3
ϵ como curvas em R

4 e deu uma interpretação geométrica para as curvas bi-

harmônicas na esfera Euclidiana unitária S3. Em [13] os autores provaram que qualquer curva

bi-harmônica no grupo de Heisenberg é uma hélice e deram suas parametrizações explícitas.

Além disso, em [11] os autores consideraram as curvas bi-harmônicas próprias nos espaços

de Bianchi-Cartan-Vranceanu S̃L(2,R), SU(2), S2 × R e H2 × R (os quais serão descritos na

Seção 2.1), provando que essas curvas são hélices e dando suas equações paramétricas.

Neste capítulo apresentamos os resultados que compõem o artigo [56], onde é feito o estudo

das curvas bi-harmônicas próprias no grupo especial linear SL(2,R) munido de uma família a

um-parâmetro de métricas como descrito na Seção 1.2. Usando as mesmas técnicas apresentadas

em [4] (para o caso das esferas de Berger) e em [13] (para o caso do grupo de Heisenberg), con-

cluímos que as curvas bi-harmônicas de SL(2,R) fazem um ângulo constante ϑ com o campo de
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vetores tangente à fibração de Hopf. Ainda, no Teorema 1.7, provamos que a equação diferencial

γIV + (b2 − 2a) γ′′ + a2 γ = 0,

onde a e b são constantes que dependem de ϑ e τ , deve ser satisfeita por uma curva bi-harmônica

própria em SL(2,R), vista como curva do espaço pseudo-Euclidiano R4
2. Separamos o estudo em

três casos que dependem do sinal da constante (b2 − 4a) obtendo, em cada caso, as expressões

destas curvas como curvas em R
4
2.

1.2 O grupo especial linear

Seja R
4
2 o espaço pseudo-Euclidiano 4-dimensional equipado com o produto interno semi-

definido de assinatura (2, 2) dado por

⟨v, w⟩ = v1w1 + v2w2 − v3w3 − v4w4 , v, w ∈ R
4.

Identificaremos o grupo especial linear com

SL(2,R) = {(z, w) ∈ C
2 : |z|2 − |w|2 = 1} = {v ∈ R

4
2 : ⟨v, v⟩ = 1} ⊂ R

4
2.

Tal identificação pode ser obtida através da transformação linear
⎛

⎝a b

c d

⎞

⎠ −→ 1

2

(
(a + d) + i(b− c), (b+ c) + i(a− d)

)
,

com ad − bc = 1, a qual é um difeomorfismo. Além disso, usaremos o modelo de Lorentz para o

plano hiperbólico com curvatura Gaussiana constante −4, como segue

H
2(−4) = {(x, y, z) ∈ R

3
1 : x

2 + y2 − z2 = −1/4},

onde R3
1 é o espaço de Minkowski tridimensional. A aplicação de Hopf ψ : SL(2,R) → H

2(−4)

dada por

ψ(z, w) =
1

2
(2zw̄, |z|2 + |w|2)
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é uma submersão, com fibras circulares. Tomando-se

X1(z, w) = (iz, iw), X2(z, w) = (iw̄, iz̄), X3(z, w) = (w̄, z̄), (z, w) ∈ SL(2,R),

resulta que X1 é um campo de vetores vertical (i.e. dψ(X1) = 0), enquanto que X2, X3 são

horizontais. O campo de vetoresX1 é chamado de campo de Hopf.

Equiparemos SL(2,R) com a família a um parâmetro de métricas gτ , τ > 0, dada por

gτ(Xi, Xj) = δij , gτ (X1, X1) = τ 2, gτ(X1, Xj) = 0, i, j ∈ {2, 3},

a qual torna a aplicação de Hopf ψ : (SL(2,R), gτ ) → H
2(−4) uma submersão Riemanniana.

Com respeito ao produto interno de R4
2 a métrica gτ é dada por

gτ (X, Y ) = −⟨X, Y ⟩+ (1 + τ 2)⟨X,X1⟩⟨Y,X1⟩ . (1.3)

De agora em diante, denotaremos a 3-variedade homogênea (SL(2,R), gτ) por SL(2,R)τ . Temos

que

E1 = −τ−1 X1, E2 = X2, E3 = X3,

é uma base ortonormal em SL(2,R)τ e a conexão de Levi-Civita∇τ de SL(2,R)τ é dada por:

∇τ
E1E1 = 0, ∇τ

E2E2 = 0, ∇τ
E3E3 = 0,

∇τ
E1E2 = −τ−1(2 + τ 2)E3, ∇τ

E1E3 = τ−1(2 + τ 2)E2,

∇τ
E2E1 = −τE3, ∇τ

E3E1 = τE2, ∇τ
E3E2 = −τE1 = −∇τ

E2E3.

(1.4)

Além disso, as componentes não nulas da curvatura Riemanniana são

gτ
(
R(E1, E2)E1, E2

)
= τ 2, gτ

(
R(E1, E3)E1, E3

)
= τ 2,

gτ
(
R(E2, E3)E2, E3

)
= −(4 + 3τ 2).

(1.5)

Finalmente, lembramos que o grupo de isometria de SL(2,R)τ é o grupo unitário indefinido

4-dimensional U1(2) que pode ser identificado com:

U1(2) = {A ∈ O2(4) : AJ1 = ±J1A} ,
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onde J1 é a estrutura complexa de R4 definida por

J1 =

⎛

⎝J 0

0 J

⎞

⎠ , J =

⎛

⎝0 −1

1 0

⎞

⎠ ,

enquanto

O2(4) = {A ∈ GL(4,R) : At = ϵA−1 ϵ}, ϵ =

⎛

⎝I 0

0 −I

⎞

⎠ , I =

⎛

⎝1 0

0 1

⎞

⎠

é o grupo ortogonal indefinido. Observamos que O2(4) é o grupo das matrizes reais 4× 4 que

preservam o produto interno semi-definido de R4
2.

1.3 Curvas bi-harmônicas em SL(2,R)τ

Seja γ : I → SL(2,R)τ uma curva diferenciável parametrizada por comprimento de arco e

seja {T,N,B} o triedro de campos de vetores ortonormais tangentes a SL(2,R)τ ao longo de γ(s)

definido como segue: denotamos por T o campo de vetores unitário γ′ tangente a γ, porN o campo

de vetores unitário na direção de ∇τ
TT normal a γ, e escolhemos B de forma que {T,N,B} seja

uma base ortonormal positivamente orientada. Então, temos as seguintes equações de Frenet
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∇τ
TT = k1N,

∇τ
TN = −k1T + k2B,

∇τ
TB = −k2N,

(1.6)

onde k1 = ∥∇τ
TT∥ é a curvatura geodésica de γ e k2 sua torção.

Teorema 1.4. Considere γ : I → SL(2,R)τ uma curva ppca e a notação T =
∑

Ti Ei, N =
∑

Ni Ei e B =
∑

Bi Ei. Então γ é bi-harmônica própria se, e somente se,
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

k1 = constante ̸= 0,

k2
1 + k2

2 = τ 2 − 4 (1 + τ 2)B2
1 ,

k′
2 = −4(1 + τ 2)N1B1.

(1.7)
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Demonstração. Considere a curva γ : I → SL(2,R)τ parametrizada por comprimento de arco.

Neste caso a equação (1.2) se torna

(∇τ
T )

3T + R(T,∇τ
TT )T = 0. (1.8)

Usando as equações de Frenet em (1.8), obtemos as condições
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

k1 = constante ̸= 0,

k2
1 + k2

2 = gτ
(
R(T,N)T,N

)
,

k′
2 = −gτ

(
R(T,N)T,B

)
.

Escrevendo

T =
3∑

i=1

Ti Ei, N =
3∑

i=1

NiEi, B =
3∑

i=1

Bi Ei,

e usando (1.5), temos que

gτ
(
R(T,N)T,N

)
= τ 2 − 4(1 + τ 2)B2

1 ,

gτ
(
R(T,N)T,B

)
= 4(1 + τ 2)N1B1.

Proposição 1.5. Seja γ : I → SL(2,R)τ uma curva bi-harmônica própria parametrizada pelo

comprimento de arco, então sua curvatura geodésica e sua torção são constantes.

Demonstração. Das equações de Frenet resulta que

gτ (∇τ
TB,E1) = −gτ (k2N,E1) = −k2N1.

Por outro lado, usando (1.4), obtemos

gτ (∇τ
TB,E1) = gτ(B

′
1E1 + T2 B3∇τ

E2E3 + T3B2∇τ
E3E2, E1)

= B′
1 + τ(T2 B3 − T3B2)

= B′
1 − τN1.
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Combinando essas duas equações, temos

B′
1 = (τ − k2)N1. (1.9)

Agora, usando a segunda equação de (1.7) obtemos

k2 k
′
2 = −4(1 + τ 2)B1B

′
1. (1.10)

Da terceira equação de (1.7), (1.9) e (1.10) resulta que (τ − 2k2)B1N1 = 0. Portanto, temos duas

possibilidades: B1 N1 = 0 o que, junto com (1.7), implica que k′
2 = 0; ou k2 = τ/2. Logo, k2 é

constante.

Proposição 1.6. Seja γ : I → SL(2,R)τ uma curva bi-harmônica própria parametrizada pelo

comprimento de arco, então ela forma um ângulo constante ϑ ∈ (0, π/2] com o campo de Hopf

E1 e seu campo de vetores tangente pode ser escrito como

γ′(s) = T = cosϑE1 + sen ϑ sen β(s)E2 + sen ϑ cos β(s)E3, (1.11)

onde β : I → R é uma função suave.

Demonstração. Primeiro notamos que B1 ̸= 0. De fato se B1 = 0 e N1 = 0, então γ é a curva

integral do campo de vetores E1 e logo é uma geodésica. Além disso, se B1 = 0 e N1 ̸= 0, de

(1.9) obtemos que k2 = τ o que, junto com a segunda equação de (1.7), nos dá k1 = 0.

Como B1 ̸= 0, a terceira equação de (1.7) e a Proposição 1.5 implicam que N1 = 0. Agora,

usando as equações (1.4) e (1.6) temos que

k1N1 = gτ(∇τ
TT,E1) = T ′

1.

Concluímos que T1 = constante e obtemos a expressão (1.11).

Usando o resultado anterior temos o seguinte
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Teorema 1.7. Seja γ : I → SL(2,R)τ ⊂ R
4
2 uma curva parametrizada por comprimento de arco.

Então γ é bi-harmônica própria se, e somente se, como curva em R
4
2, satisfaz a equação

γIV + (b2 − 2a) γ′′ + a2 γ = 0, (1.12)

onde a e b são as constantes dadas por:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

a =
1

2
(−τ−2 + 1− (1 + τ−2) cos 2ϑ)− τ−1 cosϑβ ′,

b = β ′ = −τ−1(2 + τ 2) cosϑ±
√
(4 + 5τ 2) cos2 ϑ− 4(1 + τ 2),

com
4(1 + τ 2)

(4 + 5τ 2)
≤ cos2 ϑ < 1.

Demonstração. Escrevendo

γ(s) = (x1(s), x2(s), x3(s), x4(s)),

de (1.11) temos que as funções coordenadas de γ em R
4
2 satisfazem

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′
1 = τ−1 cosϑx2 + sen ϑ cos β x3 + senϑ sen β x4,

x′
2 = −τ−1 cosϑx1 + sen ϑ sen β x3 − sen ϑ cos β x4,

x′
3 = senϑ cos β x1 + senϑ sen β x2 + τ−1 cosϑx4,

x′
4 = senϑ sen β x1 − senϑ cos β x2 − τ−1 cosϑx3.

(1.13)

Derivando (1.13), resulta que ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x′′
1 = a x1 − b x′

2,

x′′
2 = a x2 + b x′

1,

x′′
3 = a x3 − b x′

4,

x′′
4 = a x4 + b x′

3,

(1.14)

onde ⎧
⎪⎨

⎪⎩

a =
1

2
(−τ−2 + 1− (1 + τ−2) cos 2ϑ)− τ−1 cosϑβ ′,

b = β ′.
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Agora provaremos que b é constante e determinaremos a sua expressão. Calculando ∇τ
TT ,

usando (1.11) e (1.4), temos que a curvatura geodésica e o campo de vetores normal são dados por

k1 = ± sen ϑ(β ′ + 2τ−1 (1 + τ 2) cosϑ), N = ±(cos β E2 − sen β E3). (1.15)

Então
B = T ∧N = ±(− sen ϑE1 + cosϑ sen β E2 + cosϑ cos β E3),

k2 = gτ(∇τ
TN,B) = (τ − cosϑ(β ′ + 2τ−1 (1 + τ 2) cosϑ)).

Substituindo as expressões de k1, k2 e B1 na segunda equação de (1.7), resulta que

β ′ = −τ−1(2 + τ 2) cosϑ±
√
(4 + 5τ 2) cos2 ϑ− 4(1 + τ 2).

Agora, derivando duas vezes (1.14), e usando (1.13), obtemos a equação (1.12). Além disso, como

a curva γ não é harmônica, de (1.15), resulta que cosϑ ̸= 1.

Observação 1.1. Para determinar explicitamente a expressão de γ, nos serão úteis os valores dos

produtos internos entre γ, suas derivadas e a imagem J1 sobre estas.

Usando (1.13) e (1.14), obtemos que:

⟨γ, γ⟩ = 1 , ⟨γ′, γ′⟩ = B̃, ⟨γ, γ′⟩ = 0,

⟨γ′, γ′′⟩ = 0 , ⟨γ′′, γ′′⟩ = D , ⟨γ, γ′′⟩ = −B̃,

⟨γ′, γ′′′⟩ = −D , ⟨γ′′, γ′′′⟩ = 0 , ⟨γ, γ′′′⟩ = 0,

⟨γ′′′, γ′′′⟩ = E,

(1.16)

onde

B̃ = (1 + τ−2) cos2 ϑ− 1, D = a2 + b2B̃ + 2 a b τ−1 cosϑ,

E = a
(
a− 2b2

)
B̃ + b2D − 2a2b τ−1 cos ϑ.

Além disso, como

J1γ = X1|γ = −τ E1|γ,
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usando (1.11) e (1.14), obtemos as seguinte identidades

⟨J1γ, γ
′⟩ = −τ−1 cosϑ,

⟨J1γ, γ
′′⟩ = 0 ,

⟨J1γ
′′, γ′⟩ = −a τ−1 cosϑ− b B̃ := I,

⟨J1γ
′, γ′′′⟩ = 0 ,

⟨J1γ
′, γ′′⟩+ ⟨J1γ, γ

′′′⟩ = 0 ,

⟨J1γ
′′, γ′′′⟩+ ⟨J1γ

′, γIV ⟩ = 0 .

(1.17)

Para determinar a expressão do vetor posição de γ em R
4
2, integramos (1.12), dividindo nosso

estudo em casos, de acordo com as três possibilidades:

(i) b2 = 4a;

(ii) b2 > 4a;

(iii) b2 < 4a.

1.4 O caso b2 = 4a

Teorema 1.8. Seja γ : I → SL(2,R)τ ⊂ R
4
2 uma curva bi-harmônica própria parametrizada pelo

comprimento de arco tal que b2 = 4a. Então

b = −τ−1(2 + τ 2) cosϑ+
√
(4 + 5τ 2) cos2 ϑ− 4(1 + τ 2), (1.18)

com

cos2 ϑ =
(2 + τ 2)2

4 + 5τ 2 + τ 4
.

Além disso,

γ(s) =A
(
cos(

√
a s) + g14 s sen(

√
a s),− sen(

√
a s) + g14 s cos(

√
a s),

− g14 s cos(
√
a s), g14 s sen(

√
a s)
)
,

(1.19)
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onde g14 é a constante, dada por

g14 =
τ√

4 + 5τ 2 + τ 4

e A ∈ O2(4) é uma matriz 4× 4 ortogonal indefinida que comuta com J1.

Demonstração. Como b2 = 4a, a equação diferencial (1.12) se torna

γIV (s) + 2a γ′′(s) + a2γ(s) = 0. (1.20)

Integrando (1.20) temos

γ(s) = cos(
√
a s) g1 + sen(

√
a s) g2 + s cos(

√
a s) g3 + s sen(

√
a s) g4, (1.21)

onde g1, g2, g3 e g4 são vetores constantes de R4
2.

Um cálculo direto mostra que b2 = 4a ocorre em dois casos: para ϑ = 0 e para

cos2 ϑ =
(2 + τ 2)2

4 + 5τ 2 + τ 4
,

e nos dois casos b deve ter a expressão dada em (1.18). Como o primeiro caso produz curvas

harmônicas, estudaremos apenas o segundo.

Usando as relações (1.16), obtemos

⟨g1, g1⟩ = ⟨g2, g2⟩ = 1,

⟨g3, g3⟩ = ⟨g4, g4⟩ = 0,

⟨g1, g4⟩ = −⟨g2, g3⟩ =
τ√

4 + 5τ 2 + τ 4
,

⟨g1, g2⟩ = ⟨g1, g3⟩ = ⟨g2, g4⟩ = ⟨g3, g4⟩ = 0,

ao passo que (1.17) confere

⟨J1g1, g2⟩ = −1,

⟨J1g2, g4⟩ = ⟨J1g1, g3⟩ =
τ√

4 + 5τ 2 + τ 4
,

⟨J1g1, g4⟩ = ⟨J1g2, g3⟩ = ⟨J1g3, g4⟩ = 0.
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Agora, tomando ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1 = g1,

e2 = g2,

e3 =
g3

⟨g2, g3⟩
− g2,

e4 =
g4

⟨g1, g4⟩
− g1,

temos que {ei} é uma base ortonormal de R4
2 que satisfaz:

⟨J1e1, e2⟩ = ⟨J1e3, e4⟩ = −1,

⟨J1e1, e3⟩ = ⟨J1e1, e4⟩ = ⟨J1e2, e3⟩ = ⟨J1e2, e4⟩ = 0.

Concluímos que e2 = −J1e1 e e4 = J1e3. Dessa forma, se considerarmos a base ortonormal

{Ẽi}4i=1 de R4
2 dada por

Ẽ1 = (1, 0, 0, 0) , Ẽ2 = (0,−1, 0, 0) , Ẽ3 = (0, 0, 1, 0) , Ẽ4 = (0, 0, 0, 1) ,

deve haver uma matriz A ∈ O2(4), com J1A = AJ1, tal que ei = A Ẽi, i ∈ {1, . . . , 4}.

Finalmente, pondo ⟨g1, g4⟩ = g14, podemos reescrever (1.21) como (1.19).

1.5 O caso b2 > 4a

Teorema 1.9. Seja γ : I → SL(2,R)τ ⊂ R
4
2 uma curva bi-harmônica própria parametrizada pelo

comprimento de arco, tal que b2 > 4a. Então existem duas possibilidades:

(i)

b = −τ−1(2 + τ 2) cosϑ+
√

(4 + 5τ 2) cos2 ϑ− 4(1 + τ 2)

e
4(1 + τ 2)

(4 + 5τ 2)
≤ cos2 ϑ <

(2 + τ 2)2

4 + 5τ 2 + τ 4
;

(ii)

b = −τ−1(2 + τ 2) cosϑ−
√

(4 + 5τ 2) cos2 ϑ− 4(1 + τ 2)
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e
4(1 + τ 2)

(4 + 5τ 2)
≤ cos2 ϑ.

Em ambos os casos, a expressão de γ vista como uma curva de R4
2 é

γ(s) = A
(√

C33 cos(α2 s) ,
√
C33 sen(α2 s) ,

√
−C11 cos(α1 s) ,

√
−C11 sen(α1 s)

)
, (1.22)

onde

α1,2 =

√
(b2 − 2a)±

√
b2(b2 − 4a)

2

e

C11 =
B̃ − α2

2

α2
1 − α2

2

, C33 =
−B̃ + α2

1

α2
1 − α2

2

,

são constantes reais e A ∈ O2(4) é uma matriz 4 × 4 indefinida e ortogonal que anti-comuta

com J1.

Demonstração. Primeiro, observamos que a condição b2 > 4a nos dá as duas possibilidades (i) e

(ii). Além disso, integrando (1.12) obtemos

γ(s) = cos(α1 s)C1 + sen(α1 s)C2 + cos(α2 s)C3 + sen(α2 s)C4,

onde

α1,2 =

√
(b2 − 2a)±

√
b2(b2 − 4a)

2

são constantes reais, enquanto Ci, i ∈ {1, . . . , 4}, são vetores constantes de R4
2.

Pondo Cij = ⟨Ci, Cj⟩, e avaliando as relações (1.16) em s = 0, obtemos:

C11 + C33 + 2C13 = 1, (1.23)

α2
1 C22 + α2

2 C44 + 2α1α2C24 = B̃, (1.24)

α1C12 + α2C14 + α1C23 + α2C34 = 0, (1.25)

α3
1 C12 + α1α

2
2 C23 + α2

1α2C14 + α3
2C34 = 0, (1.26)
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α4
1 C11 + α4

2 C33 + 2α2
1α

2
2 C13 = D, (1.27)

α2
1 C11 + α2

2 C33 + (α2
1 + α2

2)C13 = B̃, (1.28)

α4
1 C22 + (α3

1α2 + α1α
3
2)C24 + α4

2 C44 = D, (1.29)

α5
1 C12 + α3

1α
2
2 C23 + α2

1α
3
2 C14 + α5

2 C34 = 0, (1.30)

α3
1 C12 + α3

1 C23 + α3
2 C14 + α3

2 C34 = 0, (1.31)

α6
1C22 + α6

2 C44 + 2α3
1α

3
2 C24 = E. (1.32)

De (1.25), (1.26), (1.30), (1.31), segue que

C12 = C14 = C23 = C34 = 0.

Também, de (1.23), (1.27) e (1.28), obtemos

C11 =
B̃ − α2

2

α2
1 − α2

2

, C13 = 0, C33 =
−B̃ + α2

1

α2
1 − α2

2

.

Observamos que um cálculo direto nos dá

α2
1 − α2

2 = b
√
b2 − 4a,

que, claramente, é uma constante positiva. Ademais, não é difícil verificar a validade de

B̃ + α2
2 = W1 + (2τ)−1b

√
W2, e − B̃ + α2

1 = −W1 + (2τ)−1b
√

W2,

onde

W1 = −b
(
τ−1 cosϑ+

b

2

)
e W2 = (bτ + 2 cosϑ)2 − 4τ 2 sen2 ϑ,

Dessa forma, usando fato que |(2τ)−1b
√

W2| > |W1| com a condição

4(1 + τ 2)

(4 + 5τ 2)
≤ cos2 ϑ,

podemos garantir que C11 < 0 e C33 > 0.
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Finalmente, usando (1.24), (1.29) e (1.32), concluímos que

C22 =
D − B̃α2

2

α2
1(α

2
1 − α2

2)
, C24 = 0, C44 =

−D + B̃α2
1

α2
2(α

2
1 − α2

2)
.

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que, utilizando (1.27) e (1.28) juntamente com a

informação C13 = 0, podemos obter C11 = C22 e C33 = C44.

Como {Ci}4i=1 são ortogonais entre si e

||C1|| = ||C2|| =
√

−C11, ||C3|| = ||C4|| =
√

C33,

fazendo ei = Ci/||Ci||, i ∈ {1, . . . , 4} obtemos uma base pseudo-ortonormal de R4
2, e podemos

escrever:

γ(s) =
√

−C11

(
cos(α1 s)e1 + sen(α1 s)e2

)
+
√

C33

(
cos(α2 s)e3 + sen(α2 s)e4

)
.

Agora, avaliando em s = 0 as identidades (1.17), temos:

α2 C33⟨J1e3, e4⟩ − α1C11⟨J1e1, e2⟩

+
√
−C11C33 (α1⟨J1e3, e2⟩+ α2⟨J1e1, e4⟩) = −τ−1 cosϑ,

⟨J1e1, e3⟩ = 0 ,

α3
2 C33⟨J1e3, e4⟩ − α3

1 C11⟨J1e1, e2⟩

+
√
−C11C33 (α1α

2
2⟨J1e3, e2⟩+ α2

1α2⟨J1e1, e4⟩) = −I,

⟨J1e2, e4⟩ = 0 ,

α1⟨J1e2, e3⟩+ α2⟨J1e1, e4⟩ = 0 , (1.34)

α2⟨J1e2, e3⟩+ α1⟨J1e1, e4⟩ = 0 . (1.35)

Observamos que para obter as identidades acima, fizemos divisões por α2
1 − α2

2 =
√

b2(b2 − 4a),

que é diferente de zero. De (1.34) e (1.35), levando em conta que α2
1 − α2

2 ̸= 0, resulta que

⟨J1e3, e2⟩ = 0 , ⟨J1e1, e4⟩ = 0 .
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Então,

J1e1 = ±e2 e J1e3 = ±e4.

Portanto, o vetor posição de γ é dado por

γ(s) =
√

−C11

(
cos(α1 s)e1 ± sen(α1 s)J1e1

)
+
√

C33

(
cos(α2 s)e3 ± sen(α2 s)J1e3

)
.

De (1.14) para s = 0, vemos que J1e1 = −e2 e J1e3 = −e4. Então, se fixarmos a base ortonormal

de R4
2 dada por

Ē1 = (0, 0, 1, 0) , Ē2 = (0, 0, 0, 1) , Ē3 = (1, 0, 0, 0) , Ē4 = (0, 1, 0, 0) ,

deve haver uma matriz A ∈ O2(4), com J1A = −AJ1, tal que ei = A Ēi, i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Substituindo ei = A Ēi em (1.33) obtemos (1.22).

1.6 O caso b2 < 4a

Teorema 1.10. Seja γ : I → SL(2,R)τ ⊂ R
4
2 uma curva bi-harmônica parametrizada pelo

comprimento de arco, tal que b2 < 4a. Então

b = −τ−1(2 + τ 2) cosϑ+
√
(4 + 5τ 2) cos2 ϑ− 4(1 + τ 2), (1.36)

(2 + τ 2)2

4 + 5τ 2 + τ 4
< cos2 ϑ < 1, (1.37)

e a expressão de γ vista como uma curva de R4
2 é dada por:

γ(s) =A
(
cos
( b
2
s
)
cosh(µ s) + w14 sen

( b
2
s
)
senh(µ s

)
,

sen
( b
2
s
)
cosh(µ s)− w14 cos

( b
2
s
)
senh(µ s

)
,

cos
( b
2
s
)
senh(µ s)

√
1 + w2

14 , sen
( b
2
s
)
senh(µ s)

√
1 + w2

14

)
,

(1.38)

onde

µ =

√
4a− b2

2
, w14 =

bτ + 2 cosϑ

2τµ

são constantes reais e A ∈ O2(4) é uma matriz 4× 4 ortogonal indefinida que comuta com J1.



1.6 O caso b2 < 4a 25

Demonstração. De b2 < 4a, resulta que b é dada por (1.36) e ϑ satisfaz (1.37). Além disso,

integrando (1.12), obtemos

γ(s) = cos
( b
2
s
) (

cosh(µ s)w1 + senh(µ s
)
w3

)
+ sen

( b
2
s
) (

cosh(µ s)w2 + senh(µ s)w4

)
,

(1.39)

onde

µ =

√
4a− b2

2
,

enquanto wi, i ∈ {1, , . . . , 4}, são vetores constantes de R4
2. Se wij := ⟨wi, wj⟩, avaliando as

relações (1.16) em s = 0, obtemos

w11 = 1, (1.40)

b2

4
w22 + µ2w33 + µ bw23 = B̃, (1.41)

b

2
w12 + µw13 = 0, (1.42)

b

2

(
µ2 − b2

4

)
w12 + µ2 bw34 + µ

b2

2
w24 + µ

(
µ2 − b2

4

)
w13 = 0, (1.43)

(
µ2 − b2

4

)2
w11 + µ2 b2 w44 + 2µ b

(
µ2 − b2

4

)
w14 = D, (1.44)

(
µ2 − b2

4

)
w11 + µ bw14 = −B̃, (1.45)

b2

4

(
3µ2 − b2

4

)
w22 + µ2

(
µ2 − 3

b2

4

)
w33 + µ

b

2
(4µ2 − b2)w23 = −D, (1.46)

b

2

(
3µ2 − b2

4

)(
µ2 − b2

4

)
w12 + b µ2

(
µ2 − 3

b2

4

)
w34

+ µ
(
µ2 − 3

b2

4

)(
µ2 − b2

4

)
w13 + µ

b2

2

(
3µ2 − b2

4

)
w24 = 0,

(1.47)

b

2

(
3µ2 − b2

4

)
w12 + µ

(
µ2 − 3

b2

4

)
w13 = 0, (1.48)

b2

4

(
3µ2 − b2

4

)2
w22 + µ2

(
µ2 − 3

b2

4

)2
w33

+ µ b
(
3µ2 − b2

4

)(
µ2 − 3

b2

4

)
w23 = E.

(1.49)

De (1.40), (1.44) e (1.45), segue que

w11 = −w44 = 1, w14 =
bτ + 2 cosϑ

2τµ
.
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Além disso, de (1.42) e (1.48), obtemos que

w12 = w13 = 0

e, portanto, de (1.43) e (1.47),

w24 = w34 = 0.

Usando também (1.41), (1.46) e (1.49), temos

w22 = −w33 = 1, w23 = −bτ + 2 cosϑ

2τµ
.

Então, podemos definir a seguinte base pseudo-ortonormal em R
4
2:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1 = w1,

e2 = w2,

e3 =
w3 + w14w2√

1 + w2
14

,

e4 =
w4 − w14w1√

1 + w2
14

,

(1.50)

com ⟨e1, e1⟩ = 1 = ⟨e2, e2⟩ e ⟨e3, e3⟩ = −1 = ⟨e4, e4⟩.

Avaliando as identidades (1.17) em s = 0, e levando em conta que:

γ(0) = w1 ,

γ′(0) =
b

2
w2 + µw3 ,

γ′′(0) =
(
µ2 − b2

4

)
w1 + µ bw4 ,

γ′′′(0) =
b

2

(
3µ2 − b2

4
)w2 + µ

(
µ2 − 3

4
b2
)
w3 ,

γIV (0) =
(
µ4 − 3

2
µ2 b2 +

b4

16

)
w1 + 2µ b

(
µ2 − b2

4

)
w4 ,

temos
⟨J1w1, w2⟩ = −⟨J1w3, w4⟩ = 1,

⟨J1w3, w2⟩ = ⟨J1w1, w4⟩ = 0,

⟨J1w1, w3⟩ = ⟨J1w2, w4⟩ = −w14.
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Então,

⟨J1e1, e2⟩ = −⟨J1e3, e4⟩ = 1,

⟨J1e1, e4⟩ = ⟨J1e1, e3⟩ = ⟨J1e2, e3⟩ = ⟨J1e2, e4⟩ = 0.

Portanto, concluímos que

J1e1 = e2, J1e3 = e4.

Consequentemente, se considerarmos a base ortonormal {Ei}4i=1 de R4
2 dada por

E1 = (1, 0, 0, 0) , E2 = (0, 1, 0, 0) , E3 = (0, 0, 1, 0) , E4 = (0, 0, 0, 1) ,

deve existir uma matriz A ∈ O2(4), com J1A = AJ1, tal que ei = AEi, i ∈ {1, 2, 3, 4}. Portanto,

usando (1.39) e (1.50) obtemos (1.38).





CAPÍTULO

2
Superfícies biconservativas em

BCV-espaços

2.1 Espaços de Bianchi-Cartan-Vranceanu e sua estru-

tura Riemanniana

É um resultado clássico da geometria diferencial (veja, por exemplo, [67]) que a dimensão

máxima do grupo das isometrias de uma variedade Riemanniana tridimensional é 6 e, nesse caso, a

variedade é uma forma espacial. Alpem disso, sabe-se que não existem 3-variedades Riemannianas
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com grupo de isometrias de dimensão 5 (veja [35]). e que se uma 3-variedade Riemanniana possui

grupo de isometrias 4-dimensional, então é uma variedade homogênea.

Para as variedades Riemannianas homogêneas com grupo de isometria de dimensão 4 e para

aquelas com curvatura seccional constante não negativa, existe uma representação local dada pela

seguinte família a dois parâmetros de métricas Riemannianas:

gκ,τ =
dx2 + dy2

F 2
+

(
dz + τ

ydx− xdy

F

)2

, (2.1)

onde F = 1 +
κ

4
(x2 + y2) e κ, τ ∈ R; definidas emN = R

3 se κ ≥ 0, senão em

N = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 < −4/κ}.

As métricas gκ,τ , denominadasmétricas de Bianchi-Cartan-Vranceanu, podem ser encontradas

na classificação das variedades Riemannianas homogêneas tridimensionais dada por L. Bianchi em

1897 (veja [4]) e, mais tarde, aparecem na forma (2.1) em [15, 67], com É. Cartan e G. Vranceanu

(respectivamente). No que segue, denotaremos comN κ,τ o espaço N munido da métrica gκ,τ .

A importância e o interesse na nesta família de métricas está no fato dela incluir todas as

métricas homogêneas tridimensionais cujo grupo de isometrias é de dimensão 4 ou 6, exceto às de

curvatura seccional constante negativa. Indicando com H
2 o plano hiperbólico de raio 1/(

√
−k) e

com S
2 a esfera de R3 de raio 1/(

√
k), temos a situação ilustrada na Figura 2.1.

Observe que:

• se 4τ 2 = κ, então N κ,τ possui curvatura seccional constante e não negativa, ou seja N κ,τ é

o espaço Euclidiano R3 (κ = 0) ou a esfera S3 (κ ̸= 0);

• se τ = 0, entãoN κ,τ é produto de uma superfície de curvatura Gaussiana constante κ com a

reta real R;

• se τ ̸= 0 e κ > 0, N κ,τ é localmente uma esfera de Berger;
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τ

κ

R
3

S
3

H
2 × R

SU(2)

SU(2) SU(2)

SU(2)

S
2 × R

S̃L(2,R)S̃L(2,R)

4τ 2 = k

H3

Figura 2.1: Descrição geométrica da métrica gκ,τ (veja [62]).

• se τ ̸= 0 e κ < 0, N κ,τ é localmente o recobrimento universal do grupo linear especial, i.e.

S̃L(2,R);

• se τ ̸= 0 e κ = 0, obtemos o espaço de Heisenberg H3 munido de uma métrica invariante à

esquerda.

Para que possamos fazer nosso estudo nesses espaços, precisamos conhecer sua estrutura Rieman-

niana, que passamos a descrever. A métrica de Bianchi-Cartan-Vranceanu pode ser escrita através

de 1-formas, como

ds2κ,τ =
3∑

i=1

wi ⊗ wi,

onde

w1 = dz + τ
ydx− xdy

F
; w2 =

dx

F
; w3 =

dy

F
.

A base ortonormal de campos de vetores correspondentes às 1-formas é dada por

E1 =
∂

∂z
, E2 = F

∂

∂x
− τy

∂

∂z
, E3 = F

∂

∂y
+ τx

∂

∂z
. (2.2)

Quanto ao grupo de isometrias do espaço N κ,τ temos a proposição que segue.
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Proposição 2.1 ( [62]). A álgebra de Lie das isometrias infinitesimais de N κ,τ admite como base
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X1 =
(
1− κy2

2F

)
E1 +

κxy

2F
E2 +

2τy

F
E3;

X2 =
κxy

2F
E1 +

(
1− κx2

2F

)
E2 −

2τx

F
E3;

X3 =
−y

F
E1 +

x

F
E2 −

τ(x2 + y2)

F
E3;

X4 = E3.

Além disso, as expressões da conexão de Levi-Civita, com respeito a base ortonormal (2.2), é

dada por:

∇E1E1 = 0,

∇E2E1 = ∇E1E2 = −τE3,

∇E1E3 = ∇E3E1 = τE2.

∇E2E2 =
κ

2
yE3,

∇E2E3 = −κ
2
yE2 + τE1,

∇E3E2 = −κ
2
xE3 − τE1,

∇E3E3 =
κ

2
xE2,

(2.3)

Chamamos a atenção do leitor para as seguintes notações e convenção de sinal que adotaremos.

O operador de curvatura possui a expressão

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

onde X, Y, Z são campos de vetores diferenciáveis em N κ,τ . Dessa forma temos que

gκ,τ
(
R(E1, E2)E1, E2

)
= τ 2, gκ,τ

(
R(E1, E3)E1, E3

)
= τ 2

gκ,τ
(
R(E2, E3)E2, E3

)
= κ− 3τ 2.

(2.4)

Podemos, então, calcular as componentes não nulas da curvatura de Ricci, as quais denotaremos

por Ricciij . Resulta que:

Ricci
(
E1, E1) = 2τ 2, Ricci(E2, E2) = Ricci(E3, E3) = κ− 2τ 2. (2.5)

2.2 Equações de compatibilidade

Um fato importante dos BCV-espaços é que eles admitem uma submersão Riemanniana sobre

uma superfície de curvatura Gaussiana constante κ, chamada fibração de Hopf. O campo de vetores



2.2 Equações de compatibilidade 33

tangente às fibras dessa projeção é o campo de Killing E1, também conhecido como campo de

Hopf.

Em [18], Daniel estudou as superfícies localmente isometricamente imersas em variedades

Riemannianas tridimensionais homogêneas com grupo de isometria de dimensão 4, que, como

vimos na seção anterior, são os espaços de Bianchi-Cartan-Vranceanu que cumprem 4τ 2 ̸= κ.

Neste estudo, o autor considera o ângulo ϑ que o campo de vetores unitário normal à superfície

faz com o campo de Hopf, provando que as equações de Gauss e Codazzi são dadas em termos

da função ϑ e que este ângulo é um dos invariantes fundamentais para uma superfície em BCV-

espaços.

No que segue, apresentaremos alguns resultados de [18] que nos serão úteis mais tarde.

Começamos considerando uma superfícieM simplesmente conexa e orientada em N κ,τ , de-

notamos com ∇ sua conexão de Levi-Civita, N o campo de vetores unitário normal a M, A o

operador de forma associado ao campo N , K a curvatura Gaussiana da superfície e B(X, Y ) :=

∇XY −∇XY , com X, Y ∈ TM , a segunda forma fundamental. Isto posto , vale

|gκ,τ(E1, N)| = cosϑ, ϑ ∈ [0, π/2].

Projetando E1 no plano tangente aM obtemos

E1 = T + cosϑN,

onde T é a parte tangente e satisfaz gκ,τ(T, T ) = sen2 ϑ.

No que segue, usaremos E para denotar os BCV-espaços com grupo de isometria de dimen-

são 4. Temos os resultados que seguem.

Proposição 2.2 ( [18]). Para quaisquer campos de vetoresX, Y, Z,W em E, temos:

gκ,τ
(
R(X, Y )Z,W

)
= (κ− 3τ 2) gκ,τ

(
R0(X, Y )Z,W

)
+ (κ− 4τ 2) gκ,τ

(
R1(E1;X, Y )Z,W

)
,

com

R0(X, Y )Z = gκ,τ(X,Z)Y − gκ,τ(Y, Z)X,
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R1(V ;X, Y )Z = gκ,τ(Y, V ) gκ,τ(Z, V )X + gκ,τ(Y, Z) gκ,τ(X, V )V

− gκ,τ (X,Z) gκ,τ(Y, V )V − gκ,τ(X, V ) gκ,τ(Z, V )Y.

Demonstração. Escrevemos X = X̃ + xE1, com X̃ horizontal com relação à fibração de Hopf

e x = gκ,τ (X,E1), e analogamente faremos para os campos Y, Z,W . Usando a multilinearidade

do tensor de curvatura, obtemos uma soma de 16 termos; os termos em que E1 aparece três vezes

ou quatro vezes, ou duas nas posições 1, 2 ou 3, 4, se anulam devido à antissimetria do tensor. Os

termos em que E1 aparece uma única vez se anulam, já que nas componentes não nulas do tensor

curvatura, (2.4), E1 aparece duas vezes ou nenhuma. Portanto, temos

gκ,τ
(
R(X, Y )Z,W

)
= gκ,τ

(
R(X̃, Ỹ

)
Z̃, W̃ ) + y w gκ,τ

(
R(X̃, E1)Z̃, E1

)

+ y z gκ,τ
(
R(X̃, E1)E1, W̃

)
+ xw gκ,τ

(
R(E1, Ỹ )Z̃, E1

)

+ x z gκ,τ
(
R(E1, Ỹ )E1, W̃

)

=(κ− 3τ 2)
[
gκ,τ(X̃, Z̃) gκ,τ(Ỹ , W̃ )− gκ,τ(X̃, W̃ ) gκ,τ(Ỹ , Z̃)

]

+ τ 2
[
y w gκ,τ(X̃, Z̃)− y z gκ,τ(X̃, W̃ )− xw gκ,τ(Ỹ , Z̃)

+ x z gκ,τ(Ỹ , W̃ )
]
.

Neste ponto convém observar que

gκ,τ(X̃, Z̃) = gκ,τ(X − xE1, Z − zE1) = gκ,τ(X,Z)− xz,

e analogamente para os demais campos. Desta forma temos
[
gκ,τ(X̃, Z̃) gκ,τ(Ỹ ,W̃ )− gκ,τ(X̃, W̃ ) gκ,τ(Ỹ , Z̃)

]
=

[
gκ,τ(X,Z) gκ,τ(Y,W )− gκ,τ(X,W ) gκ,τ(Y, Z)

]

−
[
gκ,τ (X,Z) gκ,τ(Y,E1) gκ,τ(W,E1) + gκ,τ(Y,W ) gκ,τ(X,E1) gκ,τ(Z,E1)

− gκ,τ(X,W ) gκ,τ(Y,E1) gκ,τ(Z,E1)− gκ,τ (Y, Z) gκ,τ(X,E1) gκ,τ(W,E1)
]
,

e
[
y w gκ,τ (X̃, Z̃)−y z gκ,τ(X̃, W̃ )− xw gκ,τ(Ỹ , Z̃) + x z gκ,τ(Z̃, W̃ )

]
=

[
gκ,τ (X,Z) gκ,τ(Y,E1) gκ,τ(W,E1) + gκ,τ (Y,W ) gκ,τ(X,E1) gκ,τ(Z,E1)

− gκ,τ(X,W ) gκ,τ(Y,E1) gκ,τ(Z,E1)− gκ,τ(Y, Z) gκ,τ(X,E1) gκ,τ(W,E1)
]
.
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Concluímos, assim, que

gκ,τ
(
R(X, Y )Z,W

)
=(κ− 3τ 2)

[
gκ,τ(X,Z) gκ,τ(Y,W )− gκ,τ(X,W ) gκ,τ(Y, Z)

]

− (κ− 4τ 2)
[
gκ,τ(X,Z) gκ,τ(Y,E1) gκ,τ(W,E1)

+ gκ,τ(Y,W ) gκ,τ(X,E1) gκ,τ(Z,E1)− gκ,τ(X,W ) gκ,τ(Y,E1) gκ,τ(Z,E1)

− gκ,τ(Y, Z) gκ,τ(X,E1) gκ,τ(W,E1)
]
.

Proposição 2.3 ( [18]). Sejam X, Y, Z,W campos de vetores tangentes aM ⊂ E. Então,

gκ,τ
(
R(X, Y )Z,W

)
= (κ− 3τ 2) gκ,τ

(
R0(X, Y )Z,W

)
+ (κ− 4τ 2) gκ,τ

(
R1(T ;X, Y )Z,W

)
,

R(X, Y )N = (κ− 4τ 2) cosϑ
(
gκ,τ(Y, T )X − gκ,τ(X, T )Y

)
.

Demonstração. O resultado é uma consequência da Proposição 2.2, usando o fato de que X, Y, Z

eW são tangentes a superfície e N é normal.

Proposição 2.4 ( [18]). As equações de Gauss e Codazzi em um espaço homogêneo tridimensional

N κ,τ com grupo de isometrias de dimensão 4 são, respectivamente, dadas por:

K = detA + τ 2 + (κ− 4τ 2) cos2 ϑ, (2.6)

∇XAY −∇YAX − A[X, Y ] = (κ− 4τ 2) cosϑ(gκ,τ (Y, T )X − gκ,τ(X, T )Y ), (2.7)

sendo X , Y campos de vetores tangentes aM.

Demonstração. Começamos com a equação de Gauss, que pode ser escrita na forma

K = detA + gκ,τ
(
R(X, Y )X, Y

)
, (2.8)

ondeX e Y formam uma base ortonormal de TM. Usando a Proposição 2.3 obtemos

gκ,τ
(
R(X, Y )X, Y

)
= (κ− 3τ 2) gκ,τ

(
R0(X, Y )X, Y

)
+ (κ− 4τ 2) gκ,τ

(
R1(T ;X, Y )X, Y

)
,
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sendo que, por cálculos diretos e usando a ortonormalidade de {X, Y }, temos

gκ,τ
(
R0(X, Y )X, Y

)
= 1 e gκ,τ

(
R1(T ;X, Y )X, Y

)
= −

(
gκ,τ(Y, T )

2 + gκ,τ (X, T )2
)
.

Observamos que
(
gκ,τ(Y, T )2 + gκ,τ(X, T )2

)
= ∥T∥2 = sen2 ϑ, e então, substituindo os valores

em (2.8), obtemos a equação desejada.

Para a equação de Codazzi, começamos com sua escrita para o caso das hipersuperfícies:

gκ,τ(R(X, Y )Z,N) =Y gκ,τ(B(X,Z), N)− gκ,τ (B(∇YX,Z), N)

− gκ,τ(B(X,∇Y Z), N)−X gκ,τ (B(Y, Z), N)

+ gκ,τ(B(∇XY, Z), N) + gκ,τ(B(Y,∇XZ), N).

(2.9)

Através de cálculos diretos, podemos escrever o lado direito de (2.9) como

gκ,τ(∇YAX −∇XAY + A[X, Y ], Z).

O lado esquerdo de (2.9), pode ser escrito usando a antissimetria nas duas últimas entradas do

tensor de curvatura e a Proposição 2.3, resultando em

− gκ,τ((κ− 4τ 2) cosϑ
(
gκ,τ(Y, T )X − gκ,τ(X, T )Y, Z)

)
.

O resultado segue então ao notarmos que as expressões são válidas para qualquer Z ∈ TM.

Proposição 2.5 ( [18]). Para um qualquer campo X tangente aM ⊂ E, vale

∇XT = cos ϑ(AX − τJX), gκ,τ(AX − τJX, T ) = −X(cos ϑ),

sendo JY := N ∧ Y para qualquer campo Y ∈ TM.

Demonstração. Por um lado, temos

∇XE1 =∇X(T + cosϑN)

=∇XT +X(cosϑ)N + cos ϑ∇XN

=∇XT + gκ,τ(AX, T )N +X(cosϑ)N − cosϑAX.
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Por outro lado, escrevendoX = x1E1 + x2E2 + x3E3 e usando (2.3), temos

∇XE1 =x1∇E1E1 + x2∇E2E1 + x3∇E3E1

=τ(x3E2 − x2E3)

=τX ∧ E1

=τX ∧ (T + cosϑN)

=τ( gκ,τ(J X, T )N − cosϑJ X).

A conclusão segue de compararmos as partes tangentes e normais das duas expressões.

Observação 2.1. Ressaltamos que, embora as proposições acima deem conta de BCV-espaços com

grupo de isometria 4-dimensional, estes resultados se mantêm válidos para aqueles com grupo de

isometria de dimensão 6. De fato, as demonstrações aqui expostas servem perfeitamente para o

caso κ = 4τ 2. Desta forma, utilizaremos estes resultados para qualquer BCV-espaço N κ,τ .

Observe que {T, JT} definidos como acima formam uma base para TM . Utilizando a Propo-

sição 2.5 e supondo ϑ ∈ (0, π/2], podemos descrever a matriz do operador de forma nesta base

com a expressão

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

T (ϑ)

senϑ

JT (ϑ)

sen ϑ
− τ

JT (ϑ)

sen ϑ
− τ λ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, (2.10)

onde

λ :=
gκ,τ(AJT, JT )

sen2 ϑ
.

Já as componentes da conexão, que também seguem da Proposição 2.5, ficam

∇TT = cotϑ[T (ϑ) T + (JT (ϑ)− 2τ tanϑ) JT ],

∇JTT = cotϑJT (ϑ) T + λ cosϑ JT,

∇TJT = cotϑ[(−JT (ϑ) + 2τ tanϑ) T + T (ϑ) JT ],

∇JTJT = −λ cosϑT + cotϑJT (ϑ) JT.
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Para a realização de cálculos futuros, nos será de útil considerar a ortonormalização de {T, JT},

dada por

e1 =
T

sen ϑ
, e2 =

JT

sen ϑ
. (2.11)

Nesta nova base, a matriz do operador de forma pode ser reescrita como

A =

⎛

⎜⎜⎜⎝

e1(ϑ) e2(ϑ)− τ

e2(ϑ)− τ λ

⎞

⎟⎟⎟⎠
, (2.12)

e as componentes da conexão de Levi-Civita ficam

∇e1e1 = cotϑ(e2(ϑ)− 2τ) e2, ∇e2e1 = λ cotϑ e2,

∇e1e2 = − cotϑ(e2(ϑ)− 2τ) e1, ∇e2e2 = −λ cotϑ e1.

Utilizando as expressões do operador de forma e das componentes da conexão, reescrevemos as

equações de Gauss e Codazzi de acordo com a proposição que segue.

Proposição 2.6. SejaM uma superfície de um BCV-espaço N κ,τ tal que ϑ ∈ (0, π/2]. Então, as

equações de Gauss e de Codazzi são equivalentes ao sistema
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1e2(ϑ) + λ cotϑe2(ϑ) + cot ϑe1(ϑ)(e2(ϑ)− 2τ)− e2e1(ϑ) = 0,

2 cotϑ[(e2(ϑ))
2 − 3τe2(ϑ) + 2τ 2] + e1(λ) + λ2 cotϑ

− λ cotϑe1(ϑ)− e2e2(ϑ)− (4τ 2 − κ) cosϑ senϑ = 0.

Demonstração. A equação de Gauss (2.6) é dada por

K = gκ,τ
(
∇e2∇e1e1 −∇e1∇e2e1 +∇[e1,e2]e1, e2

)
,

onde
∇e2∇e1e1 =e2

[
cotϑ(e2(ϑ)− 2τ))

]
e2 −

[
cotϑ(e2(ϑ)− 2τ))

](
λ cotϑ

)
e1;

∇e1∇e2e1 =e1
(
λ cotϑ

)
e2 − (λ cotϑ

)
cotϑ(e2(ϑ)− 2τ) e1;

∇[e1,e2]e1 =− cot2 ϑ
(
(e2(ϑ)− 2τ)2 + λ2

)
e2.
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Além disso, temos

detA = λe1(ϑ)−
(
e2(ϑ)− τ

)2
,

e, logo, a expressão para a equação de Gauss na base {e1, e2} é

tanϑ[e2e2(ϑ)− e1(λ)] + λe1(ϑ)− λ2 − 2(e2(ϑ))
2

− 4τ 2 cos2 ϑ+ 6τe2(ϑ)− κ sen2 ϑ = 0.

Para a equação de Codazzi, fazemos X = e1 e Y = e2 em (2.7), obtendo

∇e1A(e2)−∇e2A(e1)− A([e1, e2]) = (4τ 2 − κ) cosϑ sen ϑ e2,

onde,

∇e1A(e2) =
[
e1(e2(ϑ)− τ)− λ cotϑ(e2(ϑ)− 2τ)

]
e1 +

[
cotϑ(e2(ϑ)− τ)(e2(ϑ)− 2τ)

]
e2;

∇e2A(e1) =
[
e2e1(ϑ)− λ cotϑ(e2(ϑ)− τ)

]
e1 +

[
λ cotϑe1(ϑ) + e2(e2(ϑ)− τ)

]
e2;

A([e1, e2]) =
[
cotϑ

(
− (e2(ϑ)− 2τ)e1(ϑ)− λ(e2(ϑ)− τ)

)]
e1

+
[
cotϑ

(
− (e2(ϑ)− 2τ)(e2(ϑ)− τ)− λ2

)]
e2.

Desta forma, a equação de Codazzi é equivalente às condições:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1e2(ϑ) + λ cotϑe2(ϑ) + cot ϑe1(ϑ)(e2(ϑ)− 2τ)− e2e1(ϑ) = 0,

2 cotϑ[(e2(ϑ))
2 − 3τe2(ϑ) + 2τ 2] + e1(λ) + λ2 cotϑ

− λ cotϑe1(ϑ)− e2e2(ϑ)− (4τ 2 − κ) cosϑ sen ϑ = 0.

(2.13)

Observamos que a segunda equação deste sistema garante que a equação de Gauss seja satisfeita

e, assim, concluímos a demonstração.

2.3 O problema de biconservatividade

Como descrito na Seção 1.1 os conceitos de aplicação harmônica e bi-harmônica têm sua ori-

gem em problemas variacionais. Em [36] Hilbert mostra que a cada problema variacional pode



40 Capítulo 2 — Superfícies biconservativas em BCV-espaços

ser associado um tensor energia-momento S, o qual é 2-covariante e simétrico nos pontos crí-

ticos, i.e., div S = 0. No caso de uma aplicação harmônica entre variedades Riemannianas,

φ : (M, g) → (N , h), este tensor tem a expressão

S =
1

2
∥dφ∥2hg − φ∗h,

sendo estudado em detalhes por Baird e Eells em [3], e por Sanini em [66]. Ressaltamos, que S

assim definido satisfaz div S = −h (τ(φ), dφ), logo div S = 0 para as aplicações harmônicas.

Observe que se φ for uma imersão isométrica, valerá sempre divS = 0, já que τ(φ) será

normal à variedade imersa.

Para as aplicações bi-harmônicas, o tensor energia-momento foi obtido por Jiang em [41] e a

sua expressão é dada por

S2(X, Y ) =
1

2
∥τ(φ)∥2h g

(
X, Y

)
+ h
(
dφ,∇τ(φ)

)
g
(
X, Y

)

− h
(
dφ(X),∇Y τ(φ)

)
− h

(
dφ(Y ),∇Xτ(φ)

)
, X, Y ∈ TM

Posteriormente S2 foi estudado em [45], onde os autores obtiveram exemplos de aplicações bi-

harmônicas. O tensor S2 assim definido satisfaz

div S2 = −⟨τ2(φ), dφ⟩,

confirmando o princípio de tensor energia-momento para o funcional bienergia, uma vez que

τ2(φ) = 0 se, e somente se, φ for um ponto crítico deste funcional.

Ao contrário do que ocorre no caso harmônico, o fato de φ ser uma imersão isométrica não

implica necessariamente que o divergente de S2 seja nulo. Ao invés disso, temos

div S2 = −h (τ2(φ), dφ),

onde τ2(φ)T representa a parte tangente do campo de bitensão dado em (1.1). Portanto, a condição

div S2 = 0 equivale a τ2(φ)T = 0.
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No estudo de imersões bi-harmônicas, uma das técnicas largamente utilizada consiste na de-

composição do campo de bitensão em sua parte normal e tangente e, então, verificam-se as con-

dições obtidas ao impor que cada uma dessas partes se anule. Tal decomposição do campo de

bitensão pode ser encontrada, por exemplo, em [5, 17, 44, 57, 59]. Para o caso de hipersuperfícies,

temos o seguinte teorema:

Teorema 2.7 ( [57]). Seja φ : Mn−1 → N n uma imersão isométrica com função curvatura média

f e vetor curvatura média H = (f/(n − 1))N . Então, φ será bi-harmônica se, e somente se, as

componentes normal e tangente de τ2(φ) se anularem, i.e. respectivamente

∆f + f∥A∥2 − f RicciN (N,N) = 0

e

2A(grad f) + f grad f − 2f RicciN (N)T = 0, (2.14)

sendo A o operador de forma e Ricci(N)T a componente tangente da curvatura de Ricci deN na

direção do campo normal unitárioN deM em N .

Assim fica claro que, para que uma hipersuperfícieM, como no Teorema 2.7, satisfaça

div S2 = 0,

é necessário e suficiente que (2.14) seja satisfeita. Dito isto, podemos apresentar o conceito de

hipersuperfícies biconservativas, que está claramente relacionado ao conceito de aplicações bi-

harmônicas. Temos a seguinte

Definição 2.8. Uma imersão isométrica φ : Mn−1 → N n com vetor curvatura média H =

(f/(n− 1))N será dita biconservativa se φ satisfizer a condição (2.14). A hipersuperfícieMn−1

assim imersa também será chamada de biconservativa.

Como toda hipersuperfície bi-harmônica é biconservativa, as que não são bi-harmônicas são

chamadas de biconservativas próprias.
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O conceito de hipersuperfícies biconservativas foi introduzido por Caddeo, Montaldo, Oniciuc

e Piu em [10], onde os autores classificam localmente estas hipersuperfícies nos espaços forma. Já

em [50], são estudadas hipersuperfícies biconservativas próprias do espaço Euclidiano Rn que são

invariantes pela ação do grupo SO(p+1)×SO(q+1), no caso em que n = p+q+2, e pela ação do

grupo SO(p+ 1) no caso em que n = p+ 2; utilizando esse estudo os autores obtêm exemplos de

imersões bi-harmônicas próprias. Em [68] são consideradas as superfícies biconservativas do tipo

espaço e do tipo tempo no espaço de Minkowski tridimensional, sendo dada a parametrização para

aquelas que não são de curvatura média constante. Ainda, em [34] são classificadas as superfícies

biconservativas não mínimas que possuem vetor curvatura média paralelo nos espaços produtos

S
n × R e Hn × R; além disso, os autores consideram as superfícies biconservativas de curvatura

média constante em espaços de Hadamard obtendo resultados sobre sua compacidade.

Este capítulo é dedicado ao estudo das superfícies biconservativas nos BCV-espaços. Mais

especificamente, consideramos as superfícies biconservativas que fazem ângulo constante com o

campo de Hopf (ver Seção 2.2), aquelas que possuem curvatura média constante (CMC) e as de

rotação ao redor do campo de Hopf.

2.4 Superfícies biconservativas com ângulo constante

em BCV-espaços

Nesta seção estudamos as superfícies biconservativas de ângulo constante nos BCV-espaços,

obtendo na Proposição 2.11 que estas superfícies são CMC e, por fim, mostramos que as superfícies

biconservativas CMC dos BCV-espaços que não são espaços forma devem ser cilindros de Hopf

sobre curvas de curvatura geodésica constante. Ao longo desta seção adotaremos a notação da

Seção 2.2; desta forma, temos a definição que segue:

Definição 2.9. Dizemos que uma superfície de um BCV-espaço N κ,τ é uma superfície do tipo

hélice ou uma superfície de ângulo constante se for orientável e o ângulo ϑ ∈ [0, π) entre seu
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campo de vetores normal unitário e o campo de Killing unitário E1 (tangente à fibração de Hopf)

é constante para todos os ponto da superfície.

Começamos verificando quais condições são obtidas ao impormos que uma superfície qualquer

em um BCV-espaço seja biconservativa.

Proposição 2.10. SejaM ⊂ N κ,τ uma superfície em um BCV-espaço com ϑ ∈ (0, π/2]. Para que

M seja biconservativa, é necessário e suficiente que
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1(λ+ e1(ϑ))(λ + 3e1(ϑ)) + 2e2(λ+ e1(ϑ))(e2(ϑ)− τ)

− 2(4τ 2 − κ)(λ+ e1(ϑ)) cosϑ senϑ = 0,

2e1(λ+ e1(ϑ))(e2(ϑ)− τ) + (3λ+ e1(ϑ))e2(λ+ e1(ϑ)) = 0,

(2.15)

onde {e1, e2} são os campos de vetores tangentes aM dados em (2.11).

Demonstração. Pondo e1 =
∑

aiEi, e2 =
∑

biEi e N =
∑

ciEi e utilizando (2.5), obtemos

Ricci(N)T = Ricci(N, e1)e1 + Ricci(N, e2)e2

= [(κ− 2τ 2)(c2a2 + c3a3) + 2τ 2c1a1] e1

+ [(κ− 2τ 2)(c2b2 + c3b3) + 2τ 2c1b1] e2

= (4τ 2 − κ)c1(a1 e1 + b1 e2).

Pela construção de {e1, e2}, temos que a1 = sen ϑ, b1 = 0 e c3 = cosϑ, portanto

Ricci(N)T = (4τ 2 − κ) cosϑ sen ϑ e1. (2.16)

De (2.12), segue que a função curvatura média

f = λ+ e1(ϑ),

logo

grad f =
(
e1(λ) + e1e1(ϑ)

)
e1 +

(
e2(λ) + e2e1(ϑ)

)
e2. (2.17)
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Usando (2.12) temos

A(grad f) =
[(
e1(λ) + e1e1(ϑ)

)
e1(ϑ) +

(
e2(λ) + e2e1(ϑ)

)(
e2(ϑ)− τ

)]
e1

+
[(
e1(λ) + e1e1(ϑ)

)(
e2(ϑ)− τ

)
+
(
e2(λ) + e2e1(ϑ)

)
λ
]
e2.

(2.18)

Dessa forma, juntando (2.16), (2.17) e (2.18), concluímos que a equação de biconservatividade é

equivalente ao sistema (2.15).

Agora nos encontramos em posição de estudar o caso de superfícies de ângulo constante.

Proposição 2.11. SejaM uma superfície biconservativa própria de um BCV-espaçoN κ,τ . SeM

for de ângulo constante ϑ ∈ [0, π/2], então possuirá curvatura média constante.

Demonstração. Primeiro consideramos o caso em que ϑ ∈ (0, π/2). Neste caso a matriz do

operador de forma na base {e1, e2} é dada por

A =

⎛

⎝ 0 −τ

−τ λ

⎞

⎠ ,

logo

f = λ.

A primeira das equações de Codazzi (2.13) é automaticamente satisfeita, enquanto a segunda se

reduz a

e1(λ) + λ2 cotϑ+ κ cosϑ sen ϑ+ 4τ 2 cotϑ cos2 ϑ = 0, (2.19)

Já as de biconservatividade (2.15) nos dão o sistema
⎧
⎪⎨

⎪⎩

λ e1(λ)− 2τe2(λ)− 2λ cosϑ sen ϑ(4τ 2 − κ) = 0,

3λ e2(λ) = 2τe1(λ).
(2.20)
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Agora, usando a segunda equação de (2.20) na primeira, e tendo em conta (2.19) obtemos o se-

guinte polinômio em λ, com coeficientes constantes:

cotϑλ4 + [cosϑ sen ϑ(8τ 2 − κ) + 4τ 2 cotϑ(cos2 ϑ− 1

3
)]λ2

− 4

3
τ 2 cosϑ(κ sen ϑ+ 4τ 2 cotϑ cosϑ) = 0.

Portanto, f é constante, ou seja a superfície é CMC.

Para o caso em que ϑ = π/2, o sistema (2.15) se torna
⎧
⎪⎨

⎪⎩

λ e1(λ) = 2τ e2(λ),

3λ e2(λ) = 2τ e1(λ),

donde segue, de imediato, que λ deve ser constante.

Já no caso em que ϑ = 0, ocorre senϑ = 0 e, então, E2 e E3, definidos em (2.2), devem ser

tangentes à superfície. Desta forma, a distribuição determinada por {E2, E3} deve ser integrável

e, pelo Teorema de Frobenius, deve ser involutiva. Segue que τ = 0 e, portanto, a superfície deve

ser H2 × {p} ⊂ H2 × R, S2 × {p} ⊂ S2 × R ou R2 × {p} ⊂ R3, onde p ∈ R. Estas superfícies

são harmônicas e portanto não são biconservativas próprias.

Proposição 2.12. Seja M uma superfície biconservativa própria de um BCV-espaço N κ,τ que

não seja um espaço forma (i.e. κ ̸= 4τ 2). Se M possuir curvatura média constante, então será

um cilindro de Hopf sobre uma curva que possui curvatura geodésica constante.

Demonstração. Ao considerarmos superfícies biconservativas de curvatura média constante, a

equação (2.14) nos dá

f Ricci(N)T = 0.

Então, descartando o caso harmônico, e usando (2.16) obtemos a condição

(4τ 2 − κ) cosϑ sen ϑ = 0.

Concluímos que uma das seguintes possibilidades deve ocorrer:
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1) 4τ 2 − κ = 0, caso em que o BCV-espaço é uma forma espacial;

2) sen ϑ = 0. Como vimos na demonstração da Proposição 2.11, este caso gera superfícies

harmônicas;

3) cos ϑ = 0.

Descartados os primeiro e segundo casos pelas hipóteses da proposição, vejamos mais a fundo o

terceiro caso. No que segue, usamos ideias presentes em [57, 58]. Como consequência imediata

de cosϑ = 0, temos e1 = E1. Segue do fato de as curvas integrais de e1 serem geodésicas deM

que podemos parametrizar a superfície por x = x(u, v), de forma que as u-curvas sejam as curvas

integrais de e1 e as v-curvas sejam ortogonais às u-curvas.

Consideramos então a submersão de Hopf

ψ : N κ,τ → M2(κ) =

(

R
2, h =

dx2 + dy2

[1 + κ
4 (x

2 + y2)]2

)

, ψ(x, y, z) = (x, y),

e também

β : I −→ N κ,τ

s 0−→ β(s)

uma v-curva parametrizada por comprimento de arco. Desta forma, β será horizontal à submer-

são ψ. Seja

α(s) = ψ(β(s))

a curva no espaço base da submersão, gerada pela projeção de β, então podemos ver a superfície

M (localmente) como união de pré-imagens de α:

M = ∪s∈Iψ
−1
(
α(s)

)
.

Segue que a superfícieM é um cilindro de Hopf sobre a curva α(s).
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Considere o referencial de Frenet de α em M2(κ) dado por {t = α′,n}, e κg sua curvatura

geodésica. Das fórmulas de Frenet temos

∇̂tt = κg n,

∇̂tn = −κg t,

onde ∇̂ denota a conexão emM2(κ). Dessa forma, sendo ψ uma submersão Riemanniana,

α′ = dψ(e2), n = dψ(N),

e2 e N campos horizontais à submersão, resulta que

κg = h(∇̂tt,n) = gκ,τ (∇e2e2, N) = f.

Concluímos assim que κg é constante, terminando a demonstração.

Como consequência direta dos resultados supracitados, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.13. SejaM uma superfície biconservativa própria de um BCV-espaço N κ,τ que não

seja um espaço forma (i.e. κ ̸= 4τ 2). Então as seguintes afirmações são equivalentes:

1) M é uma superfície de ângulo constante;

2) M é uma superfície CMC;

3) M é um cilindro de Hopf sobre uma curva com curvatura geodésica constante.

2.5 Superfícies de revolução biconservativas

Nesta seção trataremos de superfícies invariantes pela ação de um subgrupo do grupo de iso-

metrias do espaço ambiente. Sendo assim, relembramos a seguir algumas propriedades da teoria

de geometria equivariante.

Seja (N , g) uma variedade Riemanniana e G um subgrupo fechado do grupo de isometria

Iso(N , g). Para x ∈ N , denotaremos por a x a ação do elemento a ∈ G em x e por:
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• G(x) := {a x : a ∈ G}, a órbita de x;

• Gx := {a ∈ G : a x = x}, o grupo de isotropia de x;

• B = N/G, o espaço das órbitas.

Da teoria de ações Riemannianas sabemos que:

• Existe uma única classe minimal de conjugação de subgrupos de isotropia. As órbitas com

isotropia nesta classe são chamadas de principais. A união das órbitas principais, denotada

por N r, é chamada de parte regular de N . O conjuntoN r é aberto e denso em N .

• O grupo de isotropia Gx é compacto e G/Gx é difeomorfo a G(x). Todas as órbitas com

isotropia na mesma classe de conjugação são duas a duas difeomorfas. Em particular, todas

as órbitas principais são duas a duas difeomorfas.

• A parte regular do espaço das órbitas Br := N r/G é uma variedade diferenciável conexa (se

N é conexo) e a aplicação quociente π : N r → Br é uma submersão.

Observação 2.2. O espaço das órbitas B pode conter singularidades devido a presença de órbitas

não principais. Porém, para o caso em que as órbitas principais possuem codimensão menor ou

igual a 2 (caso no qual se enquadra nosso estudo), o espaço das órbitas é sempre uma variedade

diferenciável, com ou sem bordo.

Na sequência assumiremos que (N , g) seja uma variedade Riemanniana tridimensional. Dado X

um campo de Killing de N , temos que X gera um subgrupo a um parâmetro GX do grupo de

isometrias Iso(N , g). Seja φ : M2 → N 3 uma imersão de M em N . Dizemos que φ é uma

imersão GX-equivariante, e φ(M) uma superfície GX -equivariante de N , se existir uma ação de

GX sobreM tal que para x ∈ M e a ∈ GX tenhamos φ(a x) = aφ(x). EquiparemosM com a

métrica induzida pela imersão φ e assumiremos que φ(M) ⊂ N r e que N/GX é conexo. Dessa

forma, φ induz uma imersão φ̃ : M/GX → N r/GX entre os espaços das órbitas; além disso, o
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espaço N r/GX pode se equipado com uma métrica Riemanniana, a métrica quociente, de forma

que a aplicação quociente π : N r → N r/GX seja uma submersão Riemanniana. Observe que

N r/GX é uma superfície e φ̃ define uma curva emN r/GX chamada de curva geradora.

É sabido queN r/GX pode ser localmente parametrizado por funções invariantes do campo de

KillingX (ver, por exemplo, [55]). Se {ζ1, ζ2} é um conjunto completo de funções invariantes que

parametrizam um subconjunto aberto eGX-invariante deN r, então a métrica quociente é dada por

g̃ =
2∑

i,j=1

hij d ζi ⊗ d ζj, (2.21)

onde (hij) representa inversa da matriz (hij) cujas entradas são

hij = g(grad ζi, grad ζj),

sendo grad o gradiente de (N , g).

A função curvatura média da superfície invariante imersa se relaciona com a curvatura geodé-

sica da curva da forma descrita no teorema que segue.

Teorema 2.14 ( [2]). Seja f a função curvatura média de Mr ⊂ N r e kg a curvatura geodésica

da curva geradoraMr/GX ⊂ Br com respeito a métrica quociente g̃. Então

f(x) = kg(π(x))−Dn logω(π(x)), x ∈ Mr,

onde n é o campo de vetores unitário normal à curva geradora e ω =
√

g(X,X) é a função

volume da órbita principal π(x).

2.5.1 Superfícies de revolução biconservativas em BCV-espaços

Consideraremos, a partir de agora, as superfícies de um BCV-espaço N κ,τ , que sejam invari-

antes pelo grupo de isometrias GX gerado pelo campo de Killing

X = −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y
.
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Estas superfícies são ditas de revolução em torno do eixo z. Excluindo as órbitas dos pontos ao

longo do eixo z, as órbitas geradas pela ação de GX são todas principais e a teoria acima exposta

se aplica.

Fazendo a mudança de coordenadas:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x = r cos θ,

y = r sen θ,

z = z,

onde r ≥ 0, temos
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

dx = cos θ dr − r sen θ dθ,

dy = sen θ dr + r cos θ dθ,

dz = dz,

e, sua base dual é dada por:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂x
= cos θ

∂

∂r
− sen θ

r

∂

∂θ
,

∂

∂y
= sen θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ
,

∂

∂z
=

∂

∂z
.

(2.22)

Neste caso, a métrica (2.1) pode ser reescrita como

gκ,τ =
dr2

F 2
+ r2

(1 + τ 2r2

F 2

)
dθ2 + dz2 − 2

τr2

F
dθdz,

onde F = 1 +
κ

4
r2. Portanto, a matriz associada à métrica gκ,τ é

((gκ,τ)ij) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1

F 2
0 0

0
r2(1 + τ 2r2)

F 2
−τr

2

F

0 −τr
2

F
1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
,
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cuja inversa é dada por

((gκ,τ)
ij) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

F 2 0 0

0
F 2

r2
τF

0 τF 1 + r2τ 2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

Sendo que a expressão do campo de KillingX nas coordenadas cilíndricas é

X =
∂

∂θ
,

as funções invariantes que parametrizam o espaço das órbitas são:

u(r, θ, z) = r, v(r, θ, z) = z.

Dessa forma, temos que

B = {(r, z) ∈ R
2 : r ≥ 0}.

Nosso próximo passo é calcular a métrica quociente do espaço das órbitas. Temos:

Proposição 2.15. A métrica quociente g̃ para o espaço das órbitas B é dada por

g̃ =
dr2

F 2
+

dz2

1 + τ 2r2
. (2.23)

Demonstração. Para determinar g̃ usaremos (2.21). Como

(grad u)1 = F 2,

(grad u)2 = 0,

(grad u)3 = 0,

(grad v)1 = 0,

(grad v)2 = τF,

(grad v)3 = (1 + τ 2r2),

então,

gradu = F 2 ∂

∂r
, grad v = τF

∂

∂θ
+ (1 + τ 2r2)

∂

∂z
.

Dessa forma,
h11 = gκ,τ(gradu, gradu) = F 2,

h12 = gκ,τ(gradu, grad v) = 0 = h21,

h22 = gκ,τ(grad v, grad v) = 1 + τ 2r2,
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logo,

(hij) =

⎛

⎝ F 2 0

0 (1 + τ 2r2)

⎞

⎠ .

Segue que a matriz da métrica g̃ é dada por

(g̃ij) =

⎛

⎜⎝

1

F 2
0

0
1

(1 + τ 2r2)

⎞

⎟⎠

e, portanto, a métrica g̃ deve ser como em (2.23).

Agora, considere a superfícieM parametrizada por

Φ(θ, s) = (r(s), θ, z(s)),

a qual é obtida pela ação do grupo de isometrias GX sobre uma curva do espaço das órbitas

γ(s) = (r(s), z(s)).

Consideramos γ parametrizada pelo comprimento de arco em (B, g̃), o que nos confere

r′2

F 2
+

z′2

1 + τ 2r2
= 1. (2.24)

O espaço tangente à superfície GX-invarianteM será gerado por
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Φθ = (0, 1, 0) =
∂

∂θ
,

Φs = (r′, 0, z′) = r′
∂

∂r
+ z′

∂

∂z
.

Usando (2.2) e (2.22) podemos escrever
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂r
=

cos θ

F
E2 +

sen θ

F
E3,

∂

∂θ
= −r2τ

F
E1 −

r sen θ

F
E2 +

r cos θ

F
E3,

∂

∂z
= E1
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e, então, obtemos Xθ e Xs na base ortonormal {E1, E2, E3}:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Φθ = −r2τ

F
E1 −

r sen θ

F
E2 +

r cos θ

F
E3,

Φs = z′E1 + r′
(cos θ

F
E2 +

sen θ

F
E3).

(2.25)

Usando (2.25), calculamos a expressão do campo de vetores normal unitário

N =
Φs ∧ Φθ

||Φs ∧ Φθ||gκ,τ

=
r′

F
√
1 + τ 2r2

E1 +

(
− z′ cos θ − rr′τ sen θ

F

)
√
1 + τ 2r2

E2 +

(
− z′ sen θ + rr′τ cos θ

F

)
√
1 + τ 2r2

E3.

Portanto, neste caso,

cos ϑ = gk,τ(N,E1) =
r′

F
√
1 + τ 2r2

. (2.26)

Também usaremos os campos de vetores T e JT , descritos na Seção 2.2. Com este fim, passamos

a descrevê-los usando a base {Φθ,Φs}.

Como T é a parte tangente de E1, temos:

gk,τ(T,Φθ) = gk,τ(E1,Φθ) = −r2τ

F
,

gk,τ(T,Φs) = gk,τ(E1,Φs) = z′.

Escrevendo

T = aΦθ + bΦs, (2.27)

obtemos o seguinte sistema
⎧
⎪⎨

⎪⎩

gk,τ(T,Φθ) = a gk,τ(Φθ,Φθ) + b gk,τ(Φθ,Φs),

gk,τ(T,Φs) = a gk,τ(Φθ,Φs) + b gk,τ(Φs,Φs),

cuja solução, juntamente com a condição (2.24), nos dá

a = − r′2τ

F (1 + r2τ 2)
, b =

z′

(1 + r2τ 2)
.

Usando (2.25), podemos também escrever T com respeito à base ortonormal {E1, E2, E3}:

T =
τ 2r2r′2 + F 2z′2

F 2(1 + r2z2)
E1 +

r′(τrr′ sen θ + Fz′ cos θ)

F 2(1 + r2τ 2)
E2

+
r′(−τrr′ cos θ + Fz′ sen θ)

F 2(1 + r2τ 2)
E3.
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Quanto a JT , este pode ser obtido fazendo N ∧ T e usando (2.24), o que resulta em

JT =
τrr′ cos θ − Fz′ sen θ

F
√
1 + τ 2r2

E2 +
τrr′ sen θ + Fz′ cos θ

F
√
1 + τ 2r2

E3.

Com respeito à base {Φθ,Φs} temos

JT = cΦθ + dΦs, (2.28)

onde c e d são obtidos a partir do sistema
⎧
⎪⎨

⎪⎩

gk,τ(JT,Φθ) = c gk,τ(Φθ,Φθ) + d gk,τ(Φs,Φθ),

gk,τ(JT,Φs) = c gk,τ(Φθ,Φs) + d gk,τ(Φs,Φs),

e possuem as expressões:

c =
Fz′

r
√
1 + τ 2r2

, d =
τr√

1 + τ 2r2
. (2.29)

Nosso próximo objetivo é obter a função curvatura média da superfície GX -invariante, o que é

dado na proposição que segue.

Proposição 2.16. Seja M uma superfície GX -invariante de um BCV-espaço N κ,τ , com curva

geradora γ(s) = (r(s), z(s)), parametrizada por comprimento de arco. Então a função curvatura

média deM é dada por

f =
(1
r
− κ

4
r
)
sen σ + σ′, (2.30)

sendo σ o ângulo entre γ′ e a direção ∂
∂r no espaço das órbitas.

Demonstração. Calcularemos a função curvatura média utilizando o Teorema de Redução 2.14.

Ao longo de uma órbita principal ξ, temos:

f = κg −Dn log ω(ξ), (2.31)

onde κg é a curvatura geodésica de γ,Dn é a derivação na direção normal e ω(ξ) é a função volume

de ξ.
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Indicando por σ o ângulo entre γ′ e ∂
∂r , a curvatura geodésica de γ é dada por

kg =
1

2
√
g̃11g̃22

((g̃22)rz
′ − (g̃11)zr

′) + σ′

= −
(1 + κr2

4 )rτ 2 sen σ

1 + r2τ 2
+ σ′.

(2.32)

ComoX é o gerador do grupo de isometrias que estamos considerando, temos

ω(ξ) =
√

gκ,τ(X,X) =
r

F

√
1 + τ 2r2.

Podemos obter o campo de vetores n normal a γ ao projetarmos o campo de vetores N sobre o

espaço das órbitas. Resulta que

n = (−F sen σ,
√
1 + τ 2r2 cosσ).

e, então,

Dn log ω(ξ) =
d

ds
logω(ξ + sn)

∣∣
s=0

=
d

ds
log
[( r − s(F sen σ)

1 + κ
4 (r − sF sen σ)2

)√
1 + τ 2(r − sF sen σ)2

]
|s=0

=
F (−4 + r2(κ− 8τ 2)) sen σ

r(4 + κr2)(1 + r2τ 2)
.

(2.33)

Finalmente, substituindo as expressões (2.32) e (2.33) em (2.31), obtemos (2.30).

Observação 2.3. Posteriormente serão uteis as seguintes expressões

cosσ =
g̃(γ′, ∂

∂r )√
g̃( ∂

∂r ,
∂
∂r )

=
r′

F
, sen σ =

z′√
1 + τ 2r2

, (2.34)

onde sen σ foi obtido através da equação (2.24).

Neste ponto, de posse da expressão de f , a qual não depende de θ, começamos a descrever as

equações de biconservatividade. No que segue, usaremos a notação adotada na Seção 2.2.

Proposição 2.17. Seja M uma superfície GX-invariante de um BCV-espaço N κ,τ , cuja função

curvatura média seja f . Então, para que M seja biconservativa é necessário e suficiente que o
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seguinte sistema seja satisfeito:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f ′
[
− 2bT (cosϑ)

sen4 ϑ
− 2d

sen2 ϑ

(JT (cosϑ)
sen2 ϑ

+ τ
)
+

bf

sen2 ϑ

]

− 2f(4τ 2 − κ) cosϑ = 0,

f ′
[
− 2b

(JT (cosϑ)
sen2 ϑ

+ τ
)
+ 2dλ+ df

]
= 0.

(2.35)

Demonstração. Para a demonstração, calculamos cada termo da equação (2.14). Temos

grad f =
T (f)

||T ||gκ,τ
T

||T ||gκ,τ
+

JT (f)

||JT ||gκ,τ
JT

||JT ||gκ,τ

=
bΦs(f)T + dΦs(f)JT

||JT ||2gκ,τ
,

ou seja, indicando Φs(f) = f ′, já que f depende apenas de s, temos

grad f =
f ′(b T + d JT )

||JT ||2gκ,τ
.

Além disso, usando (2.10) vemos que

A(grad f) =
f ′(bA(T ) + dA(JT ))

||JT ||2gκ,τ

=
b f ′

sen2 ϑ

(
− T (cosϑ)

sen2 ϑ
T −

(JT (cosϑ)
sen2 ϑ

+ τ
)

JT
)

+
d f ′

sen2 ϑ

(
−
(JT (cosϑ)

sen2 ϑ
+ τ
)

T + λ JT
)
.

Portanto, levando em conta (2.16), obtemos as condições do sistema (2.35).

Observação 2.4. Para manipular as expressões do sistema (2.35), serão úteis as expressões

T (cosϑ) = aΦθ(cosϑ) + bΦs(cosϑ)

= aΦθ

( r′

F
√
1 + τ 2r2

)
+ bΦs

( r′

F
√
1 + τ 2r2

)

= b
( r′

F
√
1 + τ 2r2

)′
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e
JT (cosϑ) = cΦθ(cosϑ) + dΦs(cosϑ)

= cΦθ

( r′

F
√
1 + τ 2r2

)
+ dΦs

( r′

F
√
1 + τ 2r2

)

= d
( r′

F
√
1 + τ 2r2

)′
.

Como estamos interessados em superfícies que não sejam de curvatura média constante, pois

estas já foram tratadas na Seção 2.4, a segunda condição de (2.35) dá

−2b
(JT (cosϑ)

sen2 ϑ
+ τ
)
+ 2dλ+ df = 0,

que, por cálculos diretos, se torna

τ(3fr
√
1 + τ 2r2 − 2z′)

1 + τ 2r2
= 0. (2.36)

Logo, temos duas possibilidades:

1. τ ̸= 0, que nos dá

f =
2z′

3r
√
1 + τ 2r2

; (2.37)

2. τ = 0.

2.5.2 O caso τ ̸= 0

O estudo deste caso fica sintetizado pelo teorema seguinte.

Teorema 2.18. Seja M uma superfície GX-invariante biconservativa de um BCV-espaço N κ,τ ,

que não seja um espaço forma e com τ ̸= 0. Então M será biconservativa se, e somente se, for

um cilindro de Hopf sobre uma curva de curvatura geodésica constante.

Demonstração. Começamos usando (2.34) para reescrever (2.37) na forma

f =
2 sen σ

3r
. (2.38)
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Observe que sen σ ̸= 0, já que f é não nula. Dessa forma, comparando (2.38) com (2.30) obtemos

σ′

sen σ
=
(−1

3r
+
κ r

4

)
.

Logo, multiplicando ambos os lados por

cosσ =
4r′

4 + κ r2

obtemos

σ′ cot σ =
−4 + 3κ r2

3r(4 + κ r2)
r′,

que, integrando, nos dá

log(sen σ) =
1

3

(
− log(r) + 2 log(4 + κr2)

)
+ C0,

onde C0 é uma constante de integração. Consequentemente temos

sen σ = C1
(4 + κ r2)2/3

r1/3
, (2.39)

sendo C1 uma constante positiva.

De (2.39) e também, usando

cos σ =
4r′

4 + kr2
,

obtemos

r′ =
(4 + kr2)

√
r2/3 − C2

1 (4 + kr2)4/3

4r1/3
. (2.40)

Agora vamos considerar a primeira equação de (2.35). Devido a (2.27) e a (2.28) podemos

reescrevê-la na forma

f ′
(
bf − 2(b2 + d2)

sen2 σ
(cosϑ)′ − 2dτ

)
− 2f(4τ 2 − κ) cosϑ sen2 ϑ = 0.

Em seguida, usando (2.29), (2.38), o fato de que

b =
z′√

1 + τ 2r2
=

sen σ√
1 + τ 2r2

,
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e observando que b2 + d2 = sen2 ϑ, obtemos

(2 sen σ
3r

)′(2 sen2 σ − 6r2τ 2

3r
√
1 + τ 2r2

− 2(cosϑ)′
)
− 4 sen σ

3r
(4τ 2 − κ) cosϑ sen2 ϑ = 0. (2.41)

Como consequência de (2.39) e (2.40), segue que

cosϑ =

√
r2/3 − C2

1(4 + kr2)4/3

r1/3
√
1 + τ 2r2

;

(cos ϑ)′ =
(4 + kr2)

(
− 3τ 2r8/3 + C2

1 (4 + kr2)1/3(4 + r2(−3κ+ 16τ 2))
)

12r5/3(1 + τ 2r2)3/2
;

sen2 ϑ = 1− r2/3 − C2
1 (4 + kr2)4/3

r2/3(1 + τ 2r2)
;

(2 sen σ
3r

)′
= −8C1(4 + kr2)2/3

√
r2/3 − C2

1(4 + kr2)4/3

9r8/3
.

Finalmente, substituindo estas expressões em (2.41) temos

8C1(κ− 4τ 2)(4 + kr2)2/3(τ 2r8/3 + C2
1(4 + kr2)4/3) cosσ

9r2(1 + τ 2r2)3/2
= 0.

Sendo os demais termos da multiplicação no numerador não nulos, concluímos que cos σ = 0.

Logo r é constante e, devido a (2.26), temos cosϑ = 0. O resultado segue então do Teorema 2.13.

2.5.3 O caso τ = 0

Neste caso temos

a = 0, b = z′, c =
Fz′

r
, d = 0, (2.42)

de forma que as expressões de T e JT ficam

T = z′Φs, JT =
Fz′

r
Φθ. (2.43)

Além disso, a condição de que γ seja parametrizada pelo comprimento de arco, dada em (2.24) se

torna
r′2

F 2
+ z′2 = 1,
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logo, de (2.26) segue que

cosϑ =
r′

F
e senϑ = z′. (2.44)

Já (2.34) nos dá

cosσ =
r′

F
e sen σ = z′,

donde concluímos que σ = ϑ. As superfícies para este caso ficam, então, caracterizadas pelo

seguinte teorema.

Teorema 2.19. SejaM uma superfícieGX-invariante de um BCV-espaço que possua τ = 0, cuja

função curvatura média é dada por f . EntãoM será biconservativa se, e somente se, satisfizer o

sistema ⎧
⎪⎨

⎪⎩

f =
(1
r
− κ

4
r
)
sen ϑ+ ϑ′,

f ′(2ϑ′ + f) + 2κf cosϑ sen ϑ = 0.
(2.45)

Demonstração. Como a condição (2.36) é automaticamente satisfeita para este caso, temos como

única restrição a primeira das equações de biconservatividade dada em (2.35), que pode ser rees-

crita usando (2.42) e (2.43). Desta forma, considerando a expressão de f dada em (2.30) obtemos

o sistema (2.45).

Chamamos a atenção para o fato de que é possível obter uma EDO sobre a função r, cujas

soluções podem ser utilizadas para determinar z, de forma que possamos obter explicitamente a

parametrização da curva geradora γ. Para isto, escrevemos

z′ = sinϑ =
√
1− cos2 ϑ =

√

1− 16r′2

(4 + κr2)2
,

em seguida usando

ϑ′ = −(cos ϑ)′

sinϑ
,
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na primeira equação de (2.45), podemos obter a seguinte expressão para f como função apenas de

r e suas derivadas:

f =
r
(
k r (−k r2 (k r2 + 4) + 48 (r′)2 + 16)− 16 (k r2 + 4) r′′

)
− 64 ((r′)2 − 1)

4r (k r2 + 4)
√

(k r2 + 4)2 − 16 (r′)2
.

Finalmente podemos obter a EDO que determina r substituindo f , cos ϑ, sinϑ e ϑ′ na segunda

equação de (2.45). A equação resultante é

− 32 κ r2 r′
(
κ2 r4 + 8 κ r2 − 16 r′2 + 16

)2

(
r
(
κ r
(
κ2 r4 + 4 κ r2 − 48 r′2 − 16

)
+ 16

(
κ r2 + 4

)
r′′
)
+ 64

(
(r′)2 − 1

) )
+

(
κ3 r6 + 4 κ2 r4 + 48 κ r3 r′′ − 16 r2

(
7 κ (r′)2 + κ

)
+ 192 r r′′ + 64

(
(r′)2 − 1

) )

[
− 256

(
3 κ2 r4 − 24 κ r2 − 16

)
(r′)5 + 32

(
κ r2 + 4

)
(r′)3

(
3 κ3 r6 − 4 κ2 r4 + 24 κ r3 r′′ − 80 κ r2 − 32 r r′′ − 64

)
+

(
κ r2 + 4

)2
r′
(
κ4 r8 + 16 κ3 r6 − 112 κ2 r5 r′′ + 96 κ2 r4 − 384 κr3 r′′

+ 256 r2
(
κ+ (r′′)2

)
+ 256 r r′′ + 256

)
+

16 r2 r(3)
(
κ r2 + 4

)4 − 256 r2 r(3)
(
κ r2 + 4

)2
r′2
]
= 0.

(2.46)

O caso τ = κ = 0

Um caso importante a ser analisado é o caso τ = κ = 0, em que o BCV-espaço é o espaço Eu-

clidiano tridimensional. Neste caso, a segunda equação do sistema (2.45) nos dá que f é constante,

ou

2ϑ′ + f = 0.

Além disso, substituindo κ = 0 na primeira equação de (2.45), obtemos

f =
1

r
sen ϑ+ ϑ′.
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Combinando essas duas equações e usando (2.44), que implica que ϑ = arcsin z′, obtemos

z′

r
+ 3

z′′√
1− z′2

= 0.

Em seguida, usando a condição (2.24) conseguimos

3r′′r = 1− r′2. (2.47)

Para integrarmos esta equação, fazemos a substituição y = r′2, donde

y′

1− y
=

2

3

r′

r
,

e, portanto,
1

1− y
= r(2/3).

Finalmente, substituindo y = r′2 resulta

r′√
1− r(3/2)c

= 1,

onde c é uma constante de integração.

Observação 2.5. A equação (2.47) também pode ser obtida substituindo κ = 0 em (2.46), o que

nos dá: (
3r r′′ + (r′)2 − 1

) [
r′
(
r2(r′′)2 +

(
(r′)2 − 1

)2 − r
(
(r′)2 − 1

)
r′′
)

− r2r(3)
(
(r′)2 − 1

)]
= 0

e, então, observamos que o termo entre colchetes é exatamente o numerador de f ′ para κ = 0.

Logo, se f não for constante, obtemos (2.47).

Observação 2.6. O caso τ = κ = 0 foi estudado em [50], onde os autores consideram a função

J dada por

J = r(1/3) sen ϑ

e demonstram que esta função é contante ao longo das curvas soluções de (2.47). Em seguida,

usam este fato para mostrar que a curva geradora da superfície em questão é do tipo catenária.



CAPÍTULO

3
Superfícies com aplicação de Gauss

bi-harmônicas

3.1 Introdução

Uma das ferramentas mais úteis no estudo de subvariedades orientadas do espaço Euclidiano

é a aplicação de Gauss associada a esta. Através da aplicação de Gauss diversas propriedades e

características extrínsecas da subvariedade podem ser determinadas. Um exemplo de aplicação

desta poderosa ferramenta é o Teorema de Ruh-Vilms (ver [64]), que diz que a aplicação de Gauss

γ : Mm ⊂ R
m+n → G(m,n),
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que a cada ponto p de M associa o espaço tangente TpM, visto como um ponto da variedade

Grassmanniana dos subespaços m-dimensionais orientados de Rm+n, é harmônica se, e somente

se, o campo curvatura média deM é paralelo.

Uma generalização natural para o Teorema de Ruh-Vilms é o estudo das subvariedades do

R
m+n que possuem aplicação de Gauss bi-harmônica. Este estudo foi iniciado por A. Balmuş,

S. Montaldo e C. Oniciuc em [6], onde é dada a caracterização destas subvariedades através do

seguinte teorema:

Teorema 3.1 ( [6]). A aplicação de Gauss associada a uma subvariedade m-dimensionalM de

R
m+n é bi-harmônica própria se, e somente se,∇⊥H ̸= 0 e

∇⊥
X∆

⊥H −m∇⊥
AH (X) + trB

(
2A∇⊥

(·)H
(X)−A∇⊥

(X)H
(·), ·

)

+ 2 trR⊥(·, X)∇⊥
(·)H + tr

(
∇⊥

(·)R
⊥ )(·, X)H = 0,

(3.1)

para todo campo de vetores diferenciável X ∈ TM. Aqui A denota o operador de Weingarten,H

o campo curvatura média de M em R
m+n, B a segunda fundamental e ∇⊥, ∆⊥ e R⊥ denotam,

respectivamente, a conexão, o Laplaciano generalizado e o tensor de curvatura agindo no fibrado

normal deM.

Para o caso de hipersuperfícies a equação (3.1) se simplifica, ficando na forma dada no teorema

que segue.

Teorema 3.2 ( [6]). A aplicação de Gauss para uma hipersuperfície não mínimaMm ⊂ R
m+1 é

bi-harmônica própria se, e somente se, f ̸= 0 e

∆ grad f + A2(grad f)− ∥A∥2 grad f = 0, (3.2)

sendo ∆ o Laplaciano generalizado em TM, enquanto f e A são a função curvatura média e o

operador de forma, respectivamente.

Ainda em [6], os autores consideram hipercones no espaço Euclidiano, obtendo exemplos de

superfícies com aplicação de Gauss bi-harmônica própria. São estudados os hipercones gerados
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por hipersuperfícies de curvatura média constante em esferas e, em particular, por hiperesferas.

Além disso, é demonstrada a não existência de cones em R
3 com aplicação de Gauss bi-harmônica

própria.

Neste capítulo estudaremos a equação (3.2) no caso especial em que a superfície faz um ângulo

constante com uma direção pré-fixada, a fim de obtermos exemplos de superfícies com aplicação

de Gauss bi-harmônica, com o intuito de compreender melhor tal condição.

3.2 Superfícies de ângulo constante com aplicação de

Gauss bi-harmônica

Considere uma superfícieM de R3, orientada e cujo campo de vetores normais faz um ângulo

constante com uma direção prefixada. Sem perda de generalidade, podemos tomar a direção fixa

como sendo o campo ∂
∂z . Como salientado na Observação 2.1, embora as técnicas descritas na

Seção 2.2 tenham sido desenvolvidas e aplicadas para os BCV-espaços com grupo de isometria de

dimensão 4, podemos proceder de forma análoga para as superfícies isometricamente imersas no

R
3. Desta forma, se N é um campo de vetores unitário e normal à superfície M, consideramos

que ele faz ângulo constante ϑ com ∂
∂z , o que nos dá

∣∣∣
〈 ∂
∂z

,N
〉∣∣∣ = cosϑ, ϑ ∈ [0, π/2].

Então, projetando ∂
∂z no plano tangente eM temos

∂

∂z
= T + cosϑN, (3.3)

onde T é tangente à superfície e satisfaz ⟨T, T ⟩ = sen2 ϑ.

Usaremos∇ para denotar a conexão de Levi-Civita emM.

Proposição 3.3. Para um campo X tangente aM ⊂ R
3 qualquer, vale

∇XT = cos ϑAX, ⟨AX, T ⟩ = 0. (3.4)
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Demonstração. A demonstração é feita de forma inteiramente análoga à da Proposição 2.5, com

as devidas considerações (para R3 as constantes τ e κ são nulas).

Agora, considere a base {T, JT}, com JT := N ∧ T . Tomando

e1 =
T

sen ϑ
e e2 =

JT

sen ϑ
,

obtemos uma base ortonormal para o fibrado tangente TM. Então, definindo

λ := ⟨Ae2, e2⟩,

e usando (3.4), obtemos a matriz associada a A com respeito à base {e1, e2},

A =

⎛

⎝0 0

0 λ

⎞

⎠ . (3.5)

Dessa forma a função curvatura média é dada por

f = trA = λ.

Com o uso das fórmulas (3.4), obtemos as componentes da conexão:

∇e1e1 = 0, ∇e2e1 = f cotϑ e2,

∇e1e2 = 0, ∇e2e2 = −f cotϑ e1.

Nos servirão, também, as equações de Gauss e Codazzi que para este caso assumem a forma:

K = detA,

∇XA(Y )−∇YA(X) = A[X, Y ],

para quaisquerX, Y ∈ TM.

Com as notações estabelecidas acima, vale a proposição que segue.

Proposição 3.4. Seja M uma superfície orientada em R
3 com ângulo constante ϑ. Então, sua

função curvatura média f satisfaz

e1(f) = −f 2 cotϑ. (3.6)
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Demonstração. Para a demonstração utilizamos a equação de Codazzi fazendo X = e1 e Y = e2

obtemos:
∇e1A(e2)−∇e2A(e1) =A[e1, e2]

∇e1(fe2) =A(−f cotϑ e2)

e1(f) e2 =− f 2 cotϑ e2,

de onde segue a tese da proposição.

Observação 3.1. A equação de Gauss nos dá a condição e1(f) cotϑ = −f 2 cot2 ϑ, que também

pode ser obtida a partir da expressão dada na proposição acima.

Em seguida, consideraremos o caso em que a superfície M possui aplicação de Gauss bi-

harmônica.

Proposição 3.5. SejaM ⊂ R
3 uma superfície com ângulo constante ϑ. Para que a aplicação de

Gauss associada aM seja bi-harmônica é necessário e suficiente que seja satisfeito o sistema
⎧
⎪⎨

⎪⎩

4 cotϑ f e2e2(f) + 3 cotϑ e2(f)
2 + 3 cot3 ϑ f 4 + cotϑ f 4 = 0,

e2e2e2(f) + 3 cot2 ϑ f 2 e2(f) = 0.
(3.7)

Demonstração. Para a prova calcularemos cada termo da equação (3.2). Temos:

grad f = e1(f) e1 + e2(f) e2

= −f 2 cotϑ e1 + e2(f) e2.

Consequentemente, usando (3.5) obtemos

∥A∥2 grad f =
( 2∑

i,j=1

⟨A(ei), ej⟩2
)
(−f 2 cotϑ e1 + e2(f) e2)

= −f 4 cotϑ e1 + f 2e2(f) e2

e, também,

A2(grad f) = f 2 e2(f) e2.
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Para o termo∆(grad f) nos será útil a expressão

e1e2(f) = [e1, e2](f) + e2e1(f) = (∇e1e2 −∇e2e1)(f) + e2(−f 2 cotϑ) = −3 cotϑ f e2(f).

Calculamos

∆(grad f) = −{∇e1∇e1 −∇∇e1e1
+∇e2∇e2 −∇∇e2e2

}(grad f),

fazendo de forma individual as derivações covariantes e em seguida efetuando a soma. Sendo

assim temos

∇e1∇e1(grad f) =∇e1

(
− 2 cotϑ f e1(f) e1 + e1e2(f) e2

)

=∇e1

(
− 2 cot2 ϑ f 3 e1 − 3 cotϑf e2(f) e2

)

=6 cot2 ϑf 2 e1(f) e1 − 3 cotϑ(e1(f) e2(f) + f e1e2(f)) e2

=− 6 cot3 ϑ f 4 e1 + 12 cot2 ϑ f 2e2(f) e2,

enquanto que∇e1e1 = 0 nos fornece

∇∇e1e1
(grad f) = 0.

Além disso,

∇e2∇e2(grad f) =∇e2

(
− 2 cotϑ f e2(f) e1 − cotϑ f 2(cotϑ f e2) + e2e2(f) e2

)

=
(
− 4 cotϑf e2e2(f)− 3 cotϑ e2(f)

2 + f 4 cot3 ϑ
)
e1

+
(
− 6 cot2 ϑf 2e2(f) + e2e2e2(f)

)
e2,

e, por fim,
∇∇e2e2

(grad f) =− cotϑ f
(
2 cot2 ϑ f 3 e1 − 3 cotϑf e2(f) e2

)

=− 2 cot3 ϑ f 4 e1 + 3 cot2 ϑ f 2 e2(f) e2.

Portanto
∆(grad f) =

(
4 cotϑ fe2e2(f) + 3 cotϑ e2(f)

2 + 3 cot3 ϑ f 4
)
e1

−
(
e2e2e2(f) + 3 cot2 ϑ f 2e2(f)

)
e2.

O resultado segue substituindo as expressões obtidas acima na equação (3.2) considerando as com-

ponentes na direção de e1 e de e2.
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A partir da Proposição 3.5 conseguimos classificar as superfícies de R3 com ângulo constante

que possuem aplicação de Gauss bi-harmônica.

Teorema 3.6. SejaM ⊂ R
3 uma superfície com ângulo constante ϑ. SeM possuir aplicação de

Gauss bi-harmônica, entãoM será uma parte de um cilindro sobre uma clotóide.

Demonstração. Para a prova deste teorema usamos o sistema (3.7), dividindo o estudo dele em

dois casos: o caso em que cotϑ = 0, e o caso em quem cotϑ ̸= 0.

1) Se cotϑ = 0, então N é normal ao campo ∂
∂z , de forma que (3.3) implica em

e1 =
∂

∂z
.

Concluímos que a superfícieM é um cilindro ortogonal ao plano-xy, sobre a curva integral

do campo de vetores e2, que denotaremos por γ(s).

Do sistema (3.7), resulta que

e2e2e2(f) = 0.

Já a condição (3.6) se torna

e1(f) = 0,

donde podemos concluir que

f = C0 + C1 s+ C2 s
2.

Além disso, as conexões do espaço ambiente R3 se tornam

∇e1e1 = 0, ∇e2e1 = 0,

∇e1e2 = 0, ∇e2e2 = f N,

de forma que a curva γ possui curvatura geodésica igual a f . Uma curva do espaço Eucli-

diano com tal curvatura é conhecida como clotóide ou espiral de Cornu. Destacamos que a

superfície do cilindro assim obtida é a mesma descrita em [6].
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2) No caso em que cotϑ ̸= 0, as equações (3.7) dão
⎧
⎪⎨

⎪⎩

4fe2e2(f) + 3e2(f)
2 + (3 cot2 ϑ+ 1)f 4 = 0;

e2e2e2(f) = −3 cot2 ϑf 2e2(f).
(3.8)

Usando a segunda destas, obtemos

e2e2(f) = − cot2 ϑf 3 + C0, (3.9)

sendoC0 uma função definida sobreM tal que e2(C0) = 0. Combinando a primeira equação

de (3.8) com (3.9) resulta

3e2(f)
2 + (− cot2 ϑ+ 1)f 4 + 4C0 f = 0, (3.10)

que, ao ser derivada com respeito a e2, fornece

6e2(f) e2e2(f) + 4(− cot2 ϑ+ 1)f 3 e2(f) + 4C0 e2(f) = 0. (3.11)

Supondo e2(f) = 0, da primeira equação do sistema (3.8) obtemos

(3 cot2 ϑ+ 1) f 4 = 0,

donde f = 0, o que nos leva à uma contradição. Portanto, como e2(f) ̸= 0, substituindo a

expressão de e2e2(f) dada em (3.9) na equação (3.11) obtemos

(−10 cot2 ϑ+ 4)f 3 = −10C0.

Derivando esta última equação com respeito a e2, resulta que cot2 ϑ = 2/5, e logo C0 = 0.

Substituindo esses valores em (3.10) obtemos

3e2(f)
2 +

3

5
f 4 = 0,

o que é um absurdo, já que cada termo do lado esquerdo da equação é estritamente positivo.

Concluímos que cotϑ ̸= 0 não pode ocorrer.
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4
Superfícies de ângulo constante no

grupo especial linear

Nos últimos anos muito avanço tem sido feito para entender a geometria de superfícies cujo

campo de vetores normal unitário faz um ângulo constante com uma direção fixa do espaço am-

biente. Essas superfícies são chamadas de superfícies do tipo hélice ou superfícies de ângulo

constante e vêm sendo estudadas em grande parte das variedades Riemannianas tridimensionais.

Em [16] Cermelli e Di Scala analisaram o caso de superfícies de ângulo constante em R
3 obtendo

uma importante relação com a equação de Hamilton-Jacobi e mostrando sua aplicação na confi-

guração de equilíbrio de cristais líquidos. Este trabalho desempenhou um papel fundamental e
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motivacional para o estudo das superfícies de ângulo constante em variedades Riemannianas. No

que segue, apresentamos os principais resultados obtidos por Cermelli e Di Scala.

Superfícies de ângulo constante em R
3 e cristais líquidos

Dizemos que uma superfície de R3 é de ângulo constante de acordo com a definição que segue.

Definição 4.1. Seja X um campo de vetores unitário de R3. Uma superfície orientadaM2 ⊂ R
3

será dita de ângulo constante (com respeito aX) se seu campo de vetores normal unitárioN fizer

um ângulo constante ϑ com X .

Desta forma, dada uma superfícieM , com campo de vetores normais unitários N , a condição

M ser de ângulo constante com respeito a um campo pré-definido X é

|⟨N,X⟩| = cos ϑ, ϑ ∈ [0, π/2]. (4.1)

Dada uma superfície regular, ao menos localmente, podemos sempre considerar que esta seja

uma superfície de nível de uma dada função diferenciável f : R3 → R. Isto é, dado um valor

regular c ∈ R de f , consideramos a superfície dada por

M = {x ∈ R
3 : f(x) = c}.

A superfícieM assim obtida é diferenciável e possui como campo de vetores normal unitário

N =
grad f

|| grad f || .

Neste caso a condição (4.1) se torna equivalente a equação quadrática de Hamilton-Jacobi

⟨grad f, Aϑ(grad f)⟩ = 0,

sendo Aϑ = (cos2 ϑ) Id−X♭ ⊗ X . Definimos a Hamiltoniana associada a esta equação por

H(x, p) = ⟨p, Aϑ(x)p⟩. Em seguida, usando o método característico, constatamos que as solu-
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ções para a equação de Hamilton-Jacobi são as soluções do sistema
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẋ =
∂H

∂p
,

ṗ = −∂H
∂x

.

As superfícies de ângulo constante estão relacionadas com o estudo de cristais líquidos em sua fase

nemática. Para entender essa relação, primeiro precisamos compreender o que vem a ser um cristal

líquido em sua fase nemática. Um cristal líquido, como é descrito em [23], é uma mesofase entre

os estados sólido e líquido da matéria. Nesta fase, as moléculas da matéria possuem uma certa

organização que intermedeia a completa organização apresentada no estado sólido e a disposição

casual do líquido. No caso da fase nemática de um cristal líquido a organização apresentada se

trata de uma tendência das moléculas em se alinharem de acordo com uma direção, embora as

mesmas não estejam uniformemente agrupadas, possuindo uma distribuição de centros de massa

desordenada.

Dessa forma, para descrever um cristal líquido em fase nemática definimos sobre o domínio

Ω ⊂ R
3, que o contém, um campo unitário de direçõesX . Por ser um campo de direções, o campo

X pode ser visto como uma aplicação

X : Ω → P 2(R) = S
2/{p,−p}.

Além disso, para que o cristal líquido se encontre em um estado de equilíbrio, o campoX deve ser

um ponto crítico do funcional energia

E(X) =
1

2

∫

Ω

∥dX∥2dv,

cuja equação de Euler, descrita por Eells e Sampson em [29], é

∆X + ∥dX∥2X = 0. (4.2)

As soluções da equação (4.2) são conhecidas como campos harmônicos.

A conexão com as superfícies de ângulo constante aparece ao considerarmos o bordo ∂Ω de Ω.

No contexto que estamos considerando, ∂Ω representa uma superfície que separa o cristal líquido
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em sua fase nemática de sua fase isotrópica (aquela onde há ausência de padrões de comporta-

mento de moléculas que não estejam suficientemente próximas, feita exceção pela densidade de

partículas, ver [23]). Na natureza, a disposição desta superfície ocorre de forma que, em suas

proximidades, a direção na qual as moléculas da fase nemática estão alinhadas forma um ângulo

constante com o campo de vetores normal a ∂Ω. Segue daí o interesse no estudo de superfícies de

ângulo constante para descrever essas superfícies de separação entre as fases da matéria.

Em [16] P. Cermelli e A. Di Scala consideraram o problema de determinar as superfícies acima

citadas em dois casos:

1o) X = constante.

Neste caso, os autores observam que o fato deN fazer um ângulo constante com uma direção

fixa, implica que, ao considerar N como aplicação deM2 em S
2, sua imagem deve ser uma

circunferência. Desta forma concluem que a curvatura Gaussiana da superfície deve ser nula

e, como consequência, esta deve ser uma superfície regrada. Em seguida, consideram que a

superfície seja localmente um gráfico de uma aplicação g : D ⊂ R
2 → R e X = ∂

∂z . Dessa

forma a condição para que M2 seja de ângulo constante se torna equivalente à equação

eikonal:

| grad g| = tanϑ,

cujas soluções geram superfícies cônicas.

2o) X ortogonal a uma direção constante do espaço.

Para este caso os autores consideram um domínio cilíndrico Ω = D × R, com D ⊂ R
2.

Então assumem que X seja planar, ou seja considerando uma base ortonormal {i, j, k}, de

forma que a direção k seja aquela ortogonal a D, pode-se escrever o campoX na forma

X = cosφ(x)i+ sen φ(x)j,
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sendo x um ponto de D. Com isto, a condição de que X seja um campo harmônico se

resume a

∆φ = 0. (4.3)

É então considerado o caso em que o campo X possui singularidade ao longo de uma reta

vertical paralela a k. Dessa forma as soluções de (4.3) são descritas em função do índice de

rotação k deX ao redor da singularidade.

As superfícies obtidas são cilindros com geratriz paralela a k e sobre curvas deD. As curvas

são descritas como conjunto de nível de uma função diferenciável f : D ⊂ R
2 → R, ou

seja, denotando por C a curva diretriz, temos

C = {x ∈ D : f(x) = c},

com c ∈ R.

Utilizando coordenadas polares (ϱ,α) as curvas obtidas são classificadas da seguinte forma:

• Se k ≤ 1, então a curva é dada por

ϱ =
c

| cos(2−k
2 α)|

2
2−k

.

• Se k = 2, então dois subcasos ocorrem:

(I) se ϑ = 0 então a curva é circunferência com ϱ = constante;

(II) se ϑ ̸= 0 então a curva é uma espiral logarítmica com ϱ = c eα tan ϑ.

• Se k ≥ 3, então a curva é descrita por

ϱ = c| cos(2− k

2
α)|

2
2−k .

Superfícies de ângulo constante em variedades Riemannianas

Após o trabalho de Cermielli e Di Scala, o estudo de superfícies de ângulo constante passou

a ser considerado em diversas variedades Riemannianas. Em [54] Munteanu e Nistor voltaram a
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considerar as superfícies de ângulo constante no espaço Euclidiano tridimensional, com uma abor-

dagem diferente da feita por Cermelli e Di Scala, obtendo a classificação completa das mesmas.

Também foram classificadas as superfícies que fazem ângulo constante com a direção R nos espa-

ços produtos S2 × R e H2 × R, graças a Dillen–Fastenakels–Van der Veken–Vrancken ( [21]), e

Dillen–Munteanu ( [20]), respectivamente. Além disso, subvariedades do tipo hélice foram estu-

dadas no espaço Euclidiano e em espaços produtos de dimensões mais altas (ver [24, 25, 65]).

Ressaltamos que espaços S2 × R e H2 × R podem ser vistos como dois casos particulares de

espaços de Bianchi-Cartan-Vranceanu, que foram descritos na Seção 2.1 e que constituem uma

submersão sobre superfícies de curvatura Gaussiana constante. Motivados por este fato e tendo

em conta os resultados obtidos (em [18]) por Daniel, descritos na Seção 2.2, em [33] os autores

consideraram superfícies em um BCV-espaço na qual o ângulo ϑ (entre o normal unitário à super-

fície e o campo tangente as fibras da fibração de Hopf) é constante, dando uma classificação local

completa no caso em que este BCV-espaço é o espaço de Heisenberg H3.

Posteriormente, López–Munteanu em [43] definiram e classificaram dois tipos de superfícies

de ângulo constante no espaço homogêneo tridimensional Sol3, cujo grupo de isometrias possui

dimensão 3. Além disso, Montaldo–Onnis, em [51], caracterizaram as superfícies do tipo hélice

na família a um parâmetro das esferas de Berger S3
ϵ , com ϵ > 0, provando que, localmente, uma

tal superfície é determinada por uma família a um parâmetro de isometrias do ambiente e por uma

geodésica de um toro bidimensional na esfera tridimensional.

Neste capítulo apresentamos os resultados que compõem o artigo [52], onde são consideradas

as superfícies do tipo hélice no espaço homogêneo tridimensional dado pelo grupo especial linear

SL(2,R)munido com uma família a um parâmetro de métricas gτ que descreveremos na Seção 1.2.

Este estudo depende de uma constante B := (τ 2 + 1) cos2 ϑ− 1, onde ϑ é o ângulo entre o campo

normal à superfície e o campo de Hopf de SL(2,R). Dessa forma, dividiremos nosso estudo de

acordo com três possibilidades: B > 0, B = 0 e B < 0.
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4.1 Superfícies de ângulo constante em SL(2,R)τ

Começamos esta seção dando a definição de superfície de ângulo constante na família a um

parâmetro de grupos especiais lineares SL(2,R)τ (descrita na Seção 1.2) .

Definição 4.2. Dizemos que uma superfície no grupo especial linear SL(2,R)τ é uma superfície

do tipo hélice ou uma superfície de ângulo constante se for orientável e o ângulo ϑ ∈ [0, π) entre

seu campo de vetores normal unitário e o campo de vetores de Killing unitário E1 (tangente a

fibração de Hopf) for constante para todo ponto da superfície.

Seja M2 uma superfície de ângulo constante orientada em SL(2,R)τ e seja N um campo de

vetores normal unitário aM . Então, por definição,

|gτ (E1, N)| = cosϑ,

para um ϑ ∈ [0, π/2] fixo. Observe que ϑ ̸= 0. De fato, se ϑ fosse nulo, E2 e E3 seriam tangentes

à superfície M2, o que é absurdo já que a distribuição horizontal da aplicação de Hopf não é

integrável. Se ϑ = π/2, teríamos E1 sempre tangente aM e, logo,M seria um cilindro de Hopf.

Portanto, de agora em diante assumiremos que o ângulo constante ϑ /∈ {π/2, 0}.

Para o estudo das superfícies de ângulo constante em SL(2,R)τ nos convém utilizar as técni-

cas descritas na Seção 2.2. Porém, ressaltamos que devemos verificar a validade destas técnicas

para o espaço SL(2,R)τ , uma vez que o mesmo não compõe os BCV-espaços, não sendo sequer

simplesmente conexo.

As fórmulas de Gauss e de Weingarten são dadas por

∇τ
XY = ∇XY + α(X, Y ),

∇τ
XN = −A(X),

onde com A indicamos o operador de forma deM em SL(2,R)τ , com∇ a conexão de Levi-Civita

induzida em M e com α a segunda forma fundamental de M em SL(2,R)τ . Projetando E1 no
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plano tangente aM obtemos

E1 = T + cos ϑN,

onde T denota a sua parte tangente, a qual satisfaz gτ (T, T ) = sen2 ϑ.

Para todoX ∈ TM , temos que

∇τ
XE1 = ∇τ

XT − cosϑA(X)

= ∇XT + gτ (A(X), T )N − cosϑA(X).
(4.4)

Por outro lado, se X =
∑

XiEi,

∇τ
XE1 = τ (X3E2 −X2E3) = τ X ∧ E1

= τ gτ (JX, T )N − τ cosϑJX,
(4.5)

onde denotamos por JX = N∧X a rotação de ângulo π/2 em TM . Identificando as componentes

tangentes e normais de (4.4) e (4.5) respectivamente, obtemos

∇XT = cosϑ (A(X)− τ JX) (4.6)

e

gτ(A(X)− τ JX, T ) = 0. (4.7)

Proposição 4.3. As equações de Gauss e Codazzi em SL(2,R)τ são, respectivamente,

K = detA+ τ 2 − 4(1 + τ 2) cos2 ϑ, (4.8)

∇XAY −∇YAX −A[X, Y ] = −4(1 + τ 2) cosϑ(gτ (Y, T )X − gτ (X, T )Y ), (4.9)

sendo X , Y campos de vetores tangentes aM .

Demonstração. Observamos que as componentes do tensor de curvatura dadas em (1.5) coincidem

com as componentes do BCV-espaço S̃L(2,R) com κ = −4, dadas em (2.4). Desta forma, os

resultados das Proposições 2.2 e 2.3 se estendem para o espaço SL(2,R)τ . Consequentemente, a

demonstração da Proposição 2.4 se adapta perfeitamente a este caso.
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Lema 4.4. SejaM2 uma superfície orientada em SL(2,R)τ com ângulo constante ϑ. Então, temos

as seguintes propriedades.

(i) Com respeito à base {T, JT}, a matriz associada ao operador de forma A é

A =

⎛

⎝ 0 −τ

−τ λ

⎞

⎠ ,

para alguma função λ emM .

(ii) A conexão de Levi-Civita ∇ deM é dada por

∇TT = −2τ cosϑ JT, ∇JTT = λ cosϑ JT,

∇TJT = 2τ cosϑT, ∇JTJT = −λ cosϑT.

(iii) A curvatura Gaussiana deM é constante e satisfaz

K = −4(1 + τ 2) cos2 ϑ.

(iv) A função λ satisfaz a equação

Tλ+ λ2 cosϑ+ 4B cosϑ = 0, (4.10)

onde B := (τ 2 + 1) cos2 ϑ− 1.

Demonstração. O item (i) segue diretamente de (4.7). De (4.6) e usando

gτ (T, T ) = gτ (JT, JT ) = sen2 ϑ, gτ (T, JT ) = 0,

obtemos (ii). Da equação de Gauss para SL(2,R)τ , dada em (4.8), e (i), temos que a curvatura

Gaussiana deM é dada por

K = −4(1 + τ 2) cos2 ϑ.

Finalmente, usando a equação de Codazzi (4.9), com X = T , Y = JT , e usando o item (i) temos

∇T (−τ T + λ JT )−∇JT (−τ JT )−A(∇TJT −∇JTT ) = −4(1 + τ 2) cosϑ(− sen2 ϑ JT ).

O resultado segue então de cálculos diretos com o uso de (i) e (ii).



80 Capítulo 4 — Superfícies de ângulo constante no grupo especial linear

Observe agora que, sendo gτ (E1, N) = cosϑ, existe uma função suave ϕ emM tal que

N = cos ϑE1 + sen ϑ cosϕE2 + sen ϑ senϕE3.

Portanto

T = E1 − cosϑN = senϑ [sen ϑE1 − cosϑ cosϕE2 − cosϑ senϕE3] (4.11)

e

JT = sen ϑ (senϕE2 − cosϕE3).

Além disso

A(T ) = −∇τ
TN = (Tϕ− τ−1(2 + τ 2) sen2 ϑ+ τ cos2 ϑ) JT,

A(JT ) = −∇τ
JTN = (JTϕ) JT − τ T.

(4.12)

Comparando (4.12) com o item (i) do Lema 4.4, resulta que
⎧
⎪⎨

⎪⎩

JTϕ = λ,

Tϕ = −2τ−1 B.
(4.13)

Observamos que, como

[T, JT ] = (∇TJT −∇JTT ) = cosϑ (2τ T − λ JT ),

a condição de compatibilidade do sistema (4.13),

[T, JT ]ϕ = T (JTϕ)− JT (Tϕ),

é equivalente à equação (4.10).

Agora, consideramos coordenadas locais (u, v) emM de forma que

∂u = T. (4.14)

Como ∂v é tangente aM , podemos escrever

∂v = a T + b JT , (4.15)
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para certas funções definidas por a = a(u, v) e b = b(u, v). De

0 = [∂u, ∂v] = (au + 2τb cos ϑ) T + (bu − bλ cosϑ) JT,

segue ⎧
⎪⎨

⎪⎩

au = −2τb cos ϑ,

bu = bλ cosϑ.
(4.16)

Além disso, a equação (4.10) do Lema 4.4 pode ser rescrita como

λu + cosϑλ2 + 4B cosϑ = 0. (4.17)

Dependendo do valor de B a integração de (4.17) gera as possibilidades que seguem.

(i) Se B = 0,

λ(u, v) =
1

u cosϑ+ η(v)
,

para alguma função suave η dependendo de v. Então, a solução do sistema (4.16) é dada por
⎧
⎪⎨

⎪⎩

a(u, v) = −τ u cos ϑ (u cos ϑ+ 2 η(v)),

b(u, v) = u cosϑ+ η(v).

(ii) Se B > 0,

λ(u, v) = 2
√
B tan(η(v)− 2 cosϑ

√
B u),

para alguma função suave η dependendo de v. Resolvendo o sistema (4.16), obtemos
⎧
⎪⎨

⎪⎩

a(u, v) =
τ√
B

sen(η(v)− 2 cosϑ
√
B u),

b(u, v) = cos(η(v)− 2 cosϑ
√
B u).

(iii) Se B < 0,

λ(u, v) = 2
√
−B tanh(η(v) + 2 cosϑ

√
−B u),

para alguma função suave η dependendo de v. Resolvendo o sistema (4.16), temos
⎧
⎪⎨

⎪⎩

a(u, v) = − τ√
−B

senh(η(v) + 2 cosϑ
√
−B u),

b(u, v) = cosh(η(v) + 2 cosϑ
√
−B u).
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Ainda, no caso (i) o sistema (4.13) se torna
⎧
⎪⎨

⎪⎩

ϕu = 0,

ϕv = 1,
(4.18)

e portanto ϕ(u, v) = v + c, c ∈ R. Nos casos (ii) e (iii), o sistema (4.13) se torna
⎧
⎪⎨

⎪⎩

ϕu = −2τ−1 B,

ϕv = 0,

para o qual a solução geral é dada por

ϕ(u, v) = −2τ−1B u+ c, (4.19)

onde c é uma constante real.

Com respeito às coordenadas locais (u, v) que estamos considerando, temos a seguinte carac-

terização para o vetor posição de uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ .

Proposição 4.5. SejaM2 uma superfície de ângulo constante ϑ em SL(2,R)τ ⊂ R
4
2. Então, com

respeito às coordenadas locais (u, v) emM definidas em (4.14), o vetor posição F deM2 em R
4
2

satisfaz as seguintes equações:

(a) se B = 0,
∂2F

∂u2
= 0, (4.20)

(b) se B ̸= 0,
∂4F

∂u4
+ (b̃2 − 2ã)

∂2F

∂u2
+ ã2 F = 0, (4.21)

onde

ã = −τ−2 sen2 ϑB , b̃ = −2τ−1B. (4.22)

Demonstração. Seja M2 uma superfície de ângulo constante e seja F o vetor posição deM2 em

R
4
2. Então, com respeito às coordenadas locais (u, v) emM definidas em (4.14), podemos escrever
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F (u, v) = (F1(u, v), . . . , F4(u, v)). Por definição, considerando (4.11), temos que

Fu = (∂uF1, ∂uF2, ∂uF3, ∂uF4) = T

= sen ϑ [sen ϑE1|F (u,v) − cosϑ cosϕE2|F (u,v) − cosϑ senϕE3|F (u,v)] .

Usando as expressões de E1, E2 e E3 com respeito aos campos coordenados de R
4
2, a última

equação implica em
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂uF1 = sen ϑ (τ−1 sen ϑF2 − cosϑ cosϕF4 − cosϑ senϕF3),

∂uF2 = − sen ϑ (τ−1 sen ϑF1 + cosϑ cosϕF3 − cosϑ senϕF4),

∂uF3 = sen ϑ (τ−1 sen ϑF4 − cosϑ cosϕF2 − cosϑ senϕF1),

∂uF4 = − sen ϑ (τ−1 sen ϑF3 + cosϑ cosϕF1 − cosϑ senϕF2).

(4.23)

Portanto, se B = 0, derivando (4.23) com respeito a u e usando (4.18), obtemos que Fuu = 0.

Se B ̸= 0, derivando (4.23) com respeito a u e usando (4.19), encontramos duas constantes ã e

b̃ tais que ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(F1)uu = ã F1 + b̃ (F2)u,

(F2)uu = ã F2 − b̃ (F1)u,

(F3)uu = ã F3 + b̃ (F4)u,

(F4)uu = ã F4 − b̃ (F3)u,

(4.24)

onde

ã =
τ−1 sen2 ϑ

2
ϕu = −τ−2 sen2 ϑB, b̃ = ϕu.

Finalmente, derivando duas vezes (4.24) com respeito a u e usando (4.23) e (4.24) obtemos a

equação desejada (4.21).

Observação 4.1. Como ⟨F, F ⟩ = 1, usando (4.21), (4.23) e (4.24), concluímos que F (u, v) e suas

derivadas devem satisfazer as relações:

⟨F, F ⟩ = 1 , ⟨Fu, Fu⟩ = ã, ⟨F, Fu⟩ = 0,

⟨Fu, Fuu⟩ = 0 , ⟨Fuu, Fuu⟩ = D , ⟨F, Fuu⟩ = −ã,

⟨Fu, Fuuu⟩ = −D , ⟨Fuu, Fuuu⟩ = 0 , ⟨F, Fuuu⟩ = 0,

⟨Fuuu, Fuuu⟩ = E,

(4.25)
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onde

D = ã b̃2 − 3ã2, E = (b̃2 − 2ã)D − ã3.

Mais ainda, como

J1F (u, v) = X1|F (u,v) = −τ E1|F (u,v) = −τ (Fu + cosϑN),

usando (4.21)–(4.25), obtemos as seguintes identidades

⟨J1F, Fu⟩ = −τ−1 sen2 ϑ,

⟨J1F, Fuu⟩ = 0 ,

⟨Fu, J1Fuu⟩ = ã (b̃− τ−1 sen2 ϑ) := I ,

⟨J1Fu, Fuuu⟩ = 0 ,

⟨J1Fu, Fuu⟩+ ⟨J1F, Fuuu⟩ = 0 ,

⟨J1Fuu, Fuuu⟩+ ⟨J1Fu, Fuuuu⟩ = 0 .

(4.26)

Usando a Observação 4.1 podemos provar a seguinte proposição que dá condições sobre as

quais uma imersão define uma superfície de ângulo constante.

Proposição 4.6. Seja F : Ω → SL(2,R)τ ⊂ R
4
2 uma imersão de um conjunto abertoΩ ⊂ R

2, com

F (Ω) superfície orientada e (u, v) coordenadas locais tais que a projeção de E1 = −τ−1J1F no

espaço tangente de F (Ω) ⊂ SL(2,R)τ seja Fu. Então F (Ω) ⊂ SL(2,R)τ descreve uma superfície

de ângulo constante ϑ se, e somente se,

gτ (Fu, Fu) = gτ (E1, Fu) = sen2 ϑ (4.27)

e

gτ (Fv, E1)− gτ (Fu, Fv) = 0 . (4.28)

Demonstração. Suponha que F seja uma superfície de ângulo constante ϑ. Então

gτ (Fu, Fu) = −⟨Fu, Fu⟩+ (1 + τ 2)⟨Fu, J1F ⟩2

= τ−2 sen2 ϑB + (1 + τ 2)(τ−2 sen4 ϑ)

= sen2 ϑ .
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Analogamente

gτ (E1, Fu) = τ−1⟨J1F, Fu⟩ − τ−1(1 + τ 2)⟨J1F, Fu⟩⟨J1F, J1F ⟩

= τ−1⟨J1F, Fu⟩[1− (1 + τ 2)] = sen2 ϑ .

Por fim, usando (4.15), temos

gτ(Fv, E1)− gτ (Fu, Fv) = −a

τ
gτ (Fu, J1F )− b

τ
gτ (J1Fu, J1F )− agτ (Fu, Fu)− bgτ (J1Fu, Fu)

= a sen2 ϑ− 0− a sen2 ϑ− 0 = 0 .

Para a volta, seja

T2 := Fv −
gτ (Fv, Fu)Fu

gτ (Fu, Fu)
.

Então, se denotamos por N o campo unitário normal à superfície F (Ω), temos que {Fu, T2, N}

é uma base ortogonal do espaço tangente de SL(2,R)τ ao longo da superfície F (Ω). Agora,

usando (4.28), obtemos gτ(E1, T2) = 0, e logo E1 = aFu + cN . Além disso, usando (4.27) e

gτ(E1, Fu) = a gτ (Fu, Fu), concluímos que a = 1. Finalmente,

1 = gτ (E1, E1) = gτ (Fu + cN, Fu + cN) = sen2 ϑ+ c2 ,

o que implica que c2 = cos2 ϑ. Portanto

gτ (E1, N) = gτ (Fu + cos ϑN,N) = cosϑ,

o que termina a prova.

Antes de passar ao estudo dos três casos dependendo da constante B ser nula, positiva ou

negativa, fazemos a seguinte

Observação 4.2. Consideramos uma família a um parâmetro A(v) , v ∈ (a, b) ⊂ R, que consiste

em matrizes 4 × 4 ortogonais indefinidas que comutam (respectivamente anti-comutam) com J1.

Para descrever explicitamente a famíliaA(v), usaremos as duas estruturas de produto deR4
2 dadas



86 Capítulo 4 — Superfícies de ângulo constante no grupo especial linear

por

J2 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, J3 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Como A(v) é uma matriz ortogonal indefinida, sua primeira linha deve ser um vetor unitário r1(v)

de R4
2 para todo v ∈ (a, b). Portando, sem perda de generalidade, tomamos

r1(v) = (cosh ξ1(v) cos ξ2(v),− cosh ξ1(v) sen ξ2(v), senh ξ1(v) cos ξ3(v),− senh ξ1(v) sen ξ3(v)) ,

sendo ξ1, ξ2 e ξ3 funções reais definidas em (a, b). Como A(v) comuta (anti-comuta, respectiva-

mente) com J1, a segunda linha de A(v) deve ser r2(v) = ±J1r1(v). Dessa forma, os vetores

{r1, J1r1, J2r1, J3r1} formam uma base pseudo-ortonormal de R4
2, portanto a terceira linha r3(v)

de A(v) será uma combinação linear destes. Como r3(v) é unitário e ortogonal a ambos r1(v) e

J1r1(v), existe uma função ξ(v) tal que

r3(v) = cos ξ(v)J2r1(v) + sen ξ(v)J3r1(v) .

Por fim, a quarta linha de A(v) será r4(v) = ±J1r3(v) = ∓ cos ξ(v)J3r1(v) ± sen ξ(v)J2r1(v).

Isso significa que qualquer família a um parâmetroA(v) de matrizes 4× 4 ortogonais indefinidas

que comutam (anti-comutam, respectivamente) com J1 podem ser descritas por quatro funções

ξ1, ξ2, ξ3 e ξ da forma

A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

r1(v)

±J1r1(v)

cos ξ(v)J2r1(v) + sen ξ(v)J3r1(v)

∓ cos ξ(v)J3r1(v)± sen ξ(v)J2r1(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (4.29)
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4.2 O caso B = 0

Teorema 4.7. SejaM2 uma superfície de ângulo constante ϑ em SL(2,R)τ ⊂ R
4
2 tal que B = 0.

Então,

cosϑ =
1√

1 + τ 2

e, localmente, o vetor posição de M2 em R
4
2, com respeito às coordenadas locais (u, v) em M

definidas em (4.14), é dado por

F (u, v) = A(v)
(
1,− τ u

1 + τ 2
,
τ u

1 + τ 2
, 0
)
,

onde A(v) = A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) é uma família a um parâmetro de matrizes 4 × 4 ortogonais

indefinidas que comutam com J1, como descrito em (4.29), com

[−ξ′(v) + ξ′2(v) + ξ′3(v)] sen(ξ2(v)− ξ3(v)) senh(2ξ1(v))−

2(ξ′(v)− ξ′3(v)) senh
2 ξ1(v) + 2 [ξ′1(v) cos(ξ2(v)− ξ3(v)) + ξ′2(v) cosh

2 ξ1(v)] = 0.
(4.30)

Reciprocamente, uma parametrização

F (u, v) = A(v)
(
1,− τ u

1 + τ 2
,
τ u

1 + τ 2
, 0
)
,

com A(v) como acima, define uma superfície de ângulo constante no grupo especial linear com

ângulo ϑ = arccos 1√
1+τ2

.

Demonstração. Como B = 0 temos imediatamente que cos2 ϑ = 1/(1 + τ 2). Integrando (4.20),

obtemos que

F (u, v) = h1(v) + u h2(v), (4.31)

onde hi(v), i = 1, 2, são campos de vetores em R
4
2, dependendo apenas de v.

Avaliando em (0, v) as identidades:

⟨F, F ⟩ = 1, ⟨Fu, Fu⟩ = 0,

⟨F, Fu⟩ = 0, ⟨J1F, Fu⟩ = −τ−1 sen2 ϑ = − τ

1 + τ 2
,
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resulta que
⟨h1(v), h1(v)⟩ = 1, ⟨h1(v), h2(v)⟩ = 0,

⟨h2(v), h2(v)⟩ = 0, ⟨J1h
1(v), h2(v)⟩ = − τ

1 + τ 2
.

(4.32)

Além disso, usando (4.23) em (0, v) e sen2 ϑ = τ 2(1 + τ 2)−1, temos que

h2(v) = − τ

1 + τ 2
(J1h

1(v)− h3(v)),

onde, em virtude de (4.32), sabemos que h3(v) é um campo de vetores em R
4
2 satisfazendo

⟨h3(v), h3(v)⟩ = −1, ⟨h1(v), h3(v)⟩ = 0, ⟨J1h
1(v), h3(v)⟩ = 0 .

Consequentemente, se fixarmos a base ortonormal {Êi}4i=1 de R4
2 dada por

Ê1 = (1, 0, 0, 0) , Ê2 = (0, 1, 0, 0) , Ê3 = (0, 0, 1, 0) , Ê4 = (0, 0, 0, 1) ,

deve existir uma família a um parâmetro de matrizes A(v) ∈ O2(4), com J1A(v) = A(v) J1, de

forma que

h1(v) = A(v)Ê1, J1h
1(v) = A(v)Ê2, h3(v) = A(v)Ê3, J1h

3(v) = A(v)Ê4.

Então (4.31) se torna

F (u, v) = h1(v)− τ u

1 + τ 2
(J1h

1(v)− h3(v)) = A(v)
(
1,− τ u

1 + τ 2
,
τ u

1 + τ 2
, 0
)
. (4.33)

Observamos que F (u, v) como acima escrita, garante que (4.28) seja equivalente a ⟨Fu, Fv⟩ = 0.

De fato, usando (1.3), podemos reescrever (4.28) na forma

−⟨Fv, E1⟩+ (1 + τ 2)⟨Fv, X1⟩⟨E1, X1⟩+ ⟨Fu, Fv⟩ − (1 + τ 2)⟨Fu, X1⟩⟨Fv, X1⟩ = 0,

e então, usando (4.33) para calcular ⟨Fu, X1⟩ e substituindo E1 = τ−1X1, obtemos ⟨Fu, Fv⟩ = 0.

Finalmente, analisemos a família a um parâmetro A(v). De acordo com (4.29), A(v) de-

pende de quatro funções ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) e ξ(v). Como neste caso a condição (4.28) se reduz a

⟨Fu, Fv⟩ = 0, que é equivalente à equação (4.30), concluímos esta parte da demonstração.
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Para a volta, seja

F (u, v) = A(v)
(
1,− τ u

1 + τ 2
,
τ u

1 + τ 2
, 0
)
,

uma parametrização onde A(v) = A(ξ(v), ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v)) é uma família a um parâmetro de

matrizes ortogonais com funções ξ(v), ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) satisfazendo (4.30). Como A(v) satisfaz

(4.30), F satisfaz (4.28), e portanto, em virtude da Proposição 4.6, devemos mostrar apenas que

(4.27) é satisfeita para algum ângulo constante ϑ. Para este fim, seja

γ(u) =
(
1,− τ u

1 + τ 2
,
τ u

1 + τ 2
, 0
)
.

Usando (1.3) e levando em consideração que A(v) comuta com J1, obtemos

gτ (Fu, Fu) = −⟨A(v)γ′(u), A(v)γ′(u)⟩+ (1 + τ 2)⟨A(v)γ′(u), J1A(v)γ(u)⟩2

= (1 + τ 2)⟨γ′(u), J1γ(u)⟩2 =
τ 2

1 + τ 2
,

e podemos escolher ϑ tal que τ 2/(1 + τ 2) = sen2 ϑ. Analogamente,

gτ (E1, Fu) = −⟨E1, Fu⟩+ (1 + τ 2)⟨E1, J1F ⟩⟨Fu, J1F ⟩

=
⟨Fu, J1F ⟩

τ

[
1− (1 + τ 2)

]

= (−τ)⟨γ′(u), J1γ(u)⟩ =
τ 2

1 + τ 2
.

4.3 O caso B > 0

Quando B > 0, a integração de (4.21) fornece a seguinte

Proposição 4.8. Seja M2 uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ com ângulo ϑ tal

que B > 0. Então, com respeito às coordenadas locais (u, v) de M definidas em (4.14), o vetor

posição F deM2 em R
4
2 é dado por

F (u, v) = cos(α1 u) g
1(v) + sen(α1 u) g

2(v) + cos(α2 u) g
3(v) + sen(α2 u) g

4(v),
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onde

α1,2 =
1

τ
(τ
√
B cosϑ± B)

são constantes reais positivas, enquanto que gi(v), i ∈ {1, . . . , 4}, são campos de vetores ortogo-

nais entre si em R
4
2, dependendo apenas de v, tais que

g11 = ⟨g1(v), g1(v)⟩ = g22 = ⟨g2(v), g2(v)⟩ = − τ

2B
α2 ,

g33 = ⟨g3(v), g3(v)⟩ = g44 = ⟨g4(v), g4(v)⟩ = τ

2B
α1 .

(4.34)

Demonstração. Primeiro, uma integração direta de (4.21), confere a solução

F (u, v) = cos(α1u) g
1(v) + sen(α1u) g

2(v) + cos(α2u) g
3(v) + sen(α2u) g

4(v) ,

onde

α1,2 =

√
b̃2 − 2ã±

√
b̃4 − 4ãb̃2

2

são duas constantes, enquanto que gi(v), i ∈ {1, . . . , 4}, são campos de vetores em R
4
2 que depen-

dem apenas de v. Agora, levando em consideração os valores de ã e b̃ dados em (4.22), obtemos

α1,2 =
1

τ
(τ
√
B cosϑ± B) . (4.35)

Fazendo gij(v) = ⟨gi(v), gj(v)⟩, e avaliando as relações (4.25) em (0, v), obtemos:

g11 + g33 + 2g13 = 1, (4.36)

α2
1 g22 + α2

2 g44 + 2α1α2 g24 = ã, (4.37)

α1 g12 + α2 g14 + α1 g23 + α2 g34 = 0, (4.38)

α3
1 g12 + α1α

2
2 g23 + α2

1α2 g14 + α3
2g34 = 0, (4.39)

α4
1 g11 + α4

2 g33 + 2α2
1α

2
2 g13 = D, (4.40)

α2
1 g11 + α2

2 g33 + (α2
1 + α2

2) g13 = ã, (4.41)

α4
1 g22 + α3

1α2 g24 + α1α
3
2 g24 + α4

2 g44 = D, (4.42)
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α5
1 g12 + α3

1α
2
2 g23 + α2

1α
3
2 g14 + α5

2 g34 = 0, (4.43)

α3
1 g12 + α3

1 g23 + α3
2 g14 + α3

2 g34 = 0, (4.44)

α6
1 g22 + α6

2 g44 + 2α3
1α

3
2 g24 = E. (4.45)

De (4.38), (4.39), (4.43), (4.44), segue que

g12 = g14 = g23 = g34 = 0.

Além disso, de (4.36), (4.40) e (4.41), obtemos

g11 =
τ 2 (D + α4

2) + 2B sen2 ϑα2
2

τ 2(α2
1 − α2

2)
2

, g13 = 0, g33 =
τ 2 (D + α4

1) + 2B sen2 ϑα2
1

τ 2(α2
1 − α2

2)
2

.

Finalmente, usando (4.37), (4.42) e (4.45), obtemos

g22 =
τ 2 (E − 2D α2

2)− B sen2 ϑα4
2

τ 2α2
1 (α

2
1 − α2

2)
2

, g24 = 0, g44 =
τ 2 (E − 2D α2

1)−B sen2 ϑα4
1

τ 2α2
2 (α

2
1 − α2

2)
2

.

Observamos que

g11 = g22 =

√
B − τ cos ϑ

2
√
B

< 0, g33 = g44 =

√
B + τ cos ϑ

2
√
B

> 0.

Portanto, levando em conta (4.35), obtemos as expressões (4.34).

Agora estamos prontos para anunciar o resultado principal desta seção.

Teorema 4.9. Seja M2 uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ ⊂ R
4
2, com ângulo

ϑ ̸= π/2 tal que B > 0. Então, localmente, o vetor posição de M2 em R
4
2, com respeito às

coordenadas locais (u, v) deM definidas em (4.14), é dado por

F (u, v) = A(v) γ(u) ,

onde

γ(u) = (
√
g33 cos(α2 u),−

√
g33 sen(α2 u),

√
−g11 cos(α1 u),

√
−g11 sen(α1 u))
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é uma curva em SL(2,R)τ , g11, g33, α1, α2 são as quatro constantes dadas na Proposição 4.8, e

A(v) = A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) é uma família a um parâmetro de matrizes 4× 4 ortogonais indefinidas

que comutam com J1, como descrito em (4.29), com ξ = constante e

cosh2(ξ1(v)) ξ
′
2(v) + senh2(ξ1(v)) ξ

′
3(v) = 0 . (4.46)

Reciprocamente, uma parametrização F (u, v) = A(v) γ(u), com γ(u) e A(v) como acima, define

uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ com ângulo ϑ ̸= π/2.

Demonstração. Com respeito às coordenadas locais (u, v) de M definidas em (4.14), a Proposi-

ção 4.8 implica que o vetor posição de uma superfície de ângulo constante em R
4
2 é dado por

F (u, v) = cos(α1u) g
1(v) + sen(α1u) g

2(v) + cos(α2u) g
3(v) + sen(α2u) g

4(v) ,

onde os vetores {gi(v)}4i=1 são ortogonais entre si e

||g1(v)|| = ||g2(v)|| =
√
−g11 = constante ,

||g3(v)|| = ||g4(v)|| = √
g33 = constante .

Portanto, se fizermos ei(v) = gi(v)/||gi(v)||, i ∈ {1, . . . , 4}, podemos escrever:

F (u, v) =
√
−g11 (cos(α1 u) e1(v) + sen(α1 u) e2(v))

+
√
g33 (cos(α2 u) e3(v) + sen(α2 u) e4(v)) .

Agora, as identidades (4.26), avaliadas em (0, v), se tornam respectivamente:

α2 g33⟨J1e3, e4⟩ − α1g11⟨J1e1, e2⟩

+
√
−g11g33 (α1⟨J1e3, e2⟩+ α2⟨J1e1, e4⟩) = −τ−1 sen2 ϑ,

(4.48)

⟨J1e1, e3⟩ = 0 ,

α3
2 g33⟨J1e3, e4⟩ − α3

1 g11⟨J1e1, e2⟩

+
√
−g11g33 (α1α

2
2⟨J1e3, e2⟩+ α2

1α2⟨J1e1, e4⟩) = −I,
(4.49)
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⟨J1e2, e4⟩ = 0 ,

α1⟨J1e2, e3⟩+ α2⟨J1e1, e4⟩ = 0 , (4.50)

α2⟨J1e2, e3⟩+ α1⟨J1e1, e4⟩ = 0 . (4.51)

Observamos que para obter as identidades acima fizemos divisões por α2
1 − α2

2 = 4τ−1
√
B3 cos ϑ

que é, por suposição em ϑ, sempre diferente de zero. De (4.50) e (4.51), levando em conta que

α2
1 − α2

2 ̸= 0, resulta que

⟨J1e3, e2⟩ = 0 , ⟨J1e1, e4⟩ = 0 . (4.52)

Portanto

|⟨J1e1, e2⟩| = 1 = |⟨J1e3, e4⟩|.

Substituindo (4.52) em (4.48) e (4.49), obtemos o sistema
⎧
⎪⎨

⎪⎩

α1 g11⟨J1e1, e2⟩ − α2 g33⟨J1e3, e4⟩ = τ−1 sen2 ϑ,

α3
1 g11⟨J1e1, e2⟩ − α3

2 g33⟨J1e3, e4⟩ = I ,

cuja solução é

⟨J1e1, e2⟩ =
τI − α2

2 sen
2 ϑ

τg11 α1(α2
1 − α2

2)
, ⟨J1e3, e4⟩ =

τI − α2
1 sen

2 ϑ

τg33 α2(α2
1 − α2

2)
.

Agora, como

g11 g33 = −sen2 ϑ

4B
, α1 α2 =

B

τ 2
sen2 ϑ , α2

1 − α2
2 =

4
√
B3

τ
cosϑ ,

resulta que

⟨J1e1, e2⟩⟨J1e3, e4⟩ = 1 .

Além disso, como

τI − α2
2 sen

2 ϑ = 2τ−1
√
B3 cosϑ sen2 ϑ,

resulta que ⟨J1e1, e2⟩ < 0. Consequentemente,

⟨J1e1, e2⟩ = ⟨J1e3, e4⟩ = −1
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e J1e1 = e2, J1e3 = −e4.

Então, se fixarmos a base ortonormal de R4
2 dada por

Ẽ1 = (0, 0, 1, 0) , Ẽ2 = (0, 0, 0, 1) , Ẽ3 = (1, 0, 0, 0) , Ẽ4 = (0,−1, 0, 0) ,

deve existir uma família a um parâmetro de matrizes 4 × 4 ortogonais indefinidas A(v) ∈ O2(4),

com J1A(v) = A(v)J1, tal que ei(v) = A(v)Ẽi. Substituindo ei(v) = A(v)Ẽi em (4.47) obtemos

F (u, v) = A(v)γ(u) ,

onde

γ(u) = (
√
g33 cos(α2 u),−

√
g33 sen(α2 u),

√
−g11 cos(α1 u),

√
−g11 sen(α1 u))

é uma curva em SL(2,R)τ .

Examinemos agora a família a um parâmetro A(v) que, de acordo com (4.29), depende de

quatro funções ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) e ξ(v).

Primeiro observamos que ⟨Fv, Fv⟩ = − sen2 ϑ = constante. De fato, usando (4.15) obtemos

⟨Fv, Fv⟩ = a2⟨Fu, Fu⟩+ 2ab⟨Fu, JFu⟩+ b2⟨JFu, JFu⟩,

onde, de (4.25), temos

⟨Fu, Fu⟩ = ã = −τ−2 sen2 ϑB.

Além disso, com auxílio de (1.3) e (4.25) obtemos ⟨Fu, JFu⟩ = 0 e ⟨JFu, JFu⟩ = − sen2 ϑ, uma

vez que ⟨JFu, J1Fu⟩ = 0. Portanto, temos de fato ⟨Fv, Fv⟩ = − sen2 ϑ.

Dessa forma, resulta
∂

∂u
⟨Fv, Fv⟩|u=0 = 0 . (4.53)

Agora, se denotarmos por c1, c2, c3, c4 as quatro colunas de A(v), a equação (4.53) implica que
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⟨c2′, c3′⟩ = 0,

⟨c2′, c4′⟩ = 0 ,

(4.54)
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onde com ′ indicamos a derivação com respeito a v. Substituindo em (4.54) as expressões de ci

como funções de ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) e ξ(v), obtemos
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ξ′ h(v) = 0,

ξ′ k(v) = 0 ,

(4.55)

onde h(v) e k(v) são duas funções tais que

h2 + k2 = 4(ξ′1)
2 + senh2(2ξ1) (−ξ′ + ξ′2 + ξ′3)

2 .

De (4.55) temos duas possibilidades:

(i) ξ = constante;

ou

(ii) 4(ξ′1)
2 + senh2(2ξ1) (−ξ′ + ξ′2 + ξ′3)

2 = 0.

Mostraremos que o caso (ii) não pode ocorrer, mais precisamente, mostraremos que se valer (ii)

então a parametrização F (u, v) = A(v)γ(u) define um cilindro de Hopf, ou seja, o campo de Hopf

E1 é tangente à superfície. Para este fim, escrevemos o campo de vetores normal unitárioN como

N =
N1E1 +N2E2 +N3E3√

N2
1 +N2

2 +N2
3

.

Um cálculo longo mas direto (que também pode ser feito com o auxílio de um software de cálculos

simbólicos) nos dá

N1 = 1/2(α1 + α2)
√
−g11

√
g33 [2ξ

′
1 cos(α1u+ α2u− ξ2 + ξ3)

+ senh(2ξ1) sen(α1u+ α2u− ξ2 + ξ3)(−ξ′ + ξ′2 + ξ′3)] .

Agora, o caso (ii) ocorre se, e somente se, ξ1 = constante = 0, ou se ξ1 = constante ̸= 0 e

−ξ′ + ξ′2 + ξ′3 = 0. Em ambos casos N1 = 0, isso implica que

gτ (N, J1F ) = −τgτ (N,E1) = 0,
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i.e. o campo de Hopf é tangente à superfície. Então concluímos que ξ = constante.

Finalmente, neste caso, (4.28) é equivalente a equação:

τ cosϑ
√
B[cosh2(ξ1(v)) ξ

′
2(v) + senh2(ξ1(v)) ξ

′
3(v)] = 0 .

Como ϑ ̸= π/2 concluímos que a condição (4.46) é satisfeita.

A volta do teorema segue imediatamente da Proposição 4.6, já que com cálculos diretos obte-

mos gτ (Fu, Fu) = gτ (E1, Fu) = sen2 ϑ, ou seja, (4.27) é satisfeita, enquanto que (4.46) é equiva-

lente a equação (4.28).

4.4 O caso B < 0

Nesta seção estudaremos o caso em que a constanteB < 0. Integrando (4.21) temos o seguinte

resultado:

Proposição 4.10. Seja M2 uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ com ângulo ϑ e

B < 0. Então, com respeito às coordenadas locais (u, v) de M definidas em (4.14), o vetor

posição F deM2 em R
4
2 é dado por

F (u, v) = cos
( b̃
2
u
)
[cosh(β u)w1(v) + senh(β u)w3(v)]

+ sen
( b̃
2
u
)
[cosh(β u)w2(v) + senh(β u)w4(v)],

onde

β =
√
−B cosϑ

é uma constante real, b̃ = −2τ−1 B, enquanto que wi(v), i ∈ {1, . . . , 4}, são campos de vetores

em R
4, dependendo apenas de v, tais que

⟨w1(v), w1(v)⟩ = ⟨w2(v), w2(v)⟩ = −⟨w3(v), w3(v)⟩ = −⟨w4(v), w4(v)⟩ = 1,

⟨w1(v), w2(v)⟩ = ⟨w1(v), w3(v)⟩ = ⟨w2(v), w4(v)⟩ = ⟨w3(v), w4(v)⟩ = 0,

⟨w1(v), w4(v)⟩ = −⟨w2(v), w3(v)⟩ = −2β

b̃
.

(4.56)
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Demonstração. Uma integração de (4.21), nos dá como solução

F (u, v) = cos
( b̃
2
u
)
[cosh(β u)w1(v) + senh(β u)w3(v)]

+ sen
( b̃
2
u
)
[cosh(β u)w2(v) + senh(β u)w4(v)],

onde

β =

√
4ã− b̃2

2
=

√
−B cosϑ

é uma constante, enquanto que wi(v), i ∈ {1, . . . , 4}, são campos de vetores de R4 que dependem

apenas de v. Se wij(v) := ⟨wi(v), wj(v)⟩, avaliando as relações (4.25) em (0, v), obtemos

w11 = 1, (4.57)

b̃2

4
w22 + β2w33 + β b̃ w23 = ã, (4.58)

b̃

2
w12 + β w13 = 0, (4.59)

b̃

2

(
β2 − b̃2

4

)
w12 + β2 b̃ w34 + β

b̃2

2
w24 + β

(
β2 − b̃2

4

)
w13 = 0, (4.60)

(
β2 − b̃2

4

)2
w11 + β2 b̃2 w44 ++2β b̃

(
β2 − b̃2

4

)
w14 = D, (4.61)

(
β2 − b̃2

4

)
w11 + β b̃ w14 = −ã, (4.62)

b̃2

4

(
3β2 − b̃2

4

)
w22 + β2

(
β2 − 3

b̃2

4

)
w33 ++β

b̃

2
(4β2 − b̃2)w23 = −D, (4.63)

b̃

2

(
3β2 − b̃2

4

)(
β2 − b̃2

4

)
w12 + b̃ β2

(
β2 − 3

b̃2

4

)
w34

+ β
(
β2 − 3

b̃2

4

)(
β2 − b̃2

4

)
w13 + β

b̃2

2

(
3β2 − b̃2

4

)
w24 = 0,

(4.64)

b̃

2

(
3β2 − b̃2

4

)
w12 + β

(
β2 − 3

b̃2

4

)
w13 = 0, (4.65)

b̃2

4

(
3β2 − b̃2

4

)2
w22 + β2

(
β2 − 3

b̃2

4

)2
w33

+ β b̃
(
3β2 − b̃2

4

)(
β2 − 3

b̃2

4

)
w23 = E.

(4.66)
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De (4.57), (4.61) e (4.62), segue que

w11 = −w44 = 1, w14 = −2 β

b̃
.

Além disso, de (4.59) e (4.65), obtemos

w12 = w13 = 0

e, portanto, de (4.60) e (4.64),

w24 = w34 = 0.

Também, usando (4.58), (4.63) e (4.66), obtemos

w22 = −w33 = 1, w23 =
2 β

b̃
.

Teorema 4.11. SejaM2 uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ com ângulo ϑ ̸= π/2

tal que B < 0. Então, localmente, o vetor posição de M2 em R
4
2, com respeito às coordenadas

locais (u, v) deM definidas em (4.14), é dado por

F (u, v) = A(v) γ(u) ,

onde a curva γ(u) = (γ1(u), γ2(u), γ3(u), γ4(u))) é dada por
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

γ1(u) = cos
( b̃
2
u
)
cosh(β u)− 2β

b̃
sen
( b̃
2
u
)
senh(β u),

γ2(u) = sen
( b̃
2
u
)
cosh(β u) +

2β

b̃
cos
( b̃
2
u
)
senh(β u),

γ3(u) =
senϑ√
−B

cos
( b̃
2
u
)
senh(β u),

γ4(u) =
senϑ√
−B

sen
( b̃
2
u
)
senh(β u) ,

(4.67)

β =
√
−B cosϑ, b̃ = −2τ−1B e A(v) = A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) é uma família a um parâmetro de

matrizes 4 × 4 ortogonais indefinidas que anti-comutam com J1, como descrito em (4.29), com
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ξ = constante e

sen ϑ [2 cos(ξ2(v)− ξ3(v)) ξ
′
1(v) + (ξ′2(v) + ξ′3(v)) sen(ξ2(v)− ξ3(v)) senh(2ξ1(v))]

− 2τ cosϑ [cosh2(ξ1(v)) ξ
′
2(v) + senh2(ξ1(v)) ξ

′
3(v)] = 0 .

(4.68)

Reciprocamente, uma parametrização F (u, v) = A(v) γ(u), com γ(u) e A(v) como acima, define

uma superfície de ângulo constante em SL(2,R)τ com ângulo ϑ ̸= π/2.

Demonstração. De (4.56), podemos definir a seguinte base pseudo-ortonormal em R
4
2:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e1(v) = w1(v),

e2(v) = w2(v),

e3(v) =
1

sen ϑ
[
√
−B w3(v)− τ cosϑw2(v)],

e4(v) =
1

sen ϑ
[
√
−B w4(v) + τ cos ϑw1(v)],

Onde ⟨e1, e1⟩ = 1 = ⟨e2, e2⟩ e ⟨e3, e3⟩ = −1 = ⟨e4, e4⟩.

Avaliando as identidades (4.26) em (0, v), e levando em conta que:

F (0, v) = w1(v) ,

Fu(0, v) =
b̃

2
w2(v) + β w3(v) ,

Fuu(0, v) =
(
β2 − b̃2

4

)
w1(v) + β b̃ w4(v) ,

Fuuu(0, v) =
b̃

2

(
3β2 − b̃2

4
)w2(v) + β

(
β2 − 3

4
b̃2
)
w3(v) ,

Fuuuu(0, v) =
(
β4 − 3

2
β2 b̃2 +

b̃4

16

)
w1(v) + 2β b̃

(
β2 − b̃2

4

)
w4(v) ,

concluímos que
⟨J1w

3, w4⟩ = −⟨J1w
1, w2⟩ = 1,

⟨J1w
3, w2⟩ = ⟨J1w

1, w4⟩ = 0,

⟨J1w
2, w4⟩ = ⟨J1w

1, w3⟩ = −τ cos ϑ√
−B

.

Então,

−⟨J1e1, e2⟩ = ⟨J1e3, e4⟩ = 1,
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⟨J1e1, e4⟩ = ⟨J1e1, e3⟩ = ⟨J1e2, e3⟩ = ⟨J1e2, e4⟩ = 0.

Dessa forma, obtemos

J1e1 = −e2, J1e3 = −e4.

Consequentemente, se considerarmos a base pseudo-ortonormal {Êi}4i=1 de R4
2 dada por

Ê1 = (1, 0, 0, 0) , Ê2 = (0, 1, 0, 0) , Ê3 = (0, 0, 1, 0) , Ê4 = (0, 0, 0, 1) ,

deve haver uma família a um parâmetro de matrizes A(v) ∈ O2(4), com J1A(v) = −A(v)J1, tal

que ei(v) = A(v)Êi, i ∈ {1, . . . , 4}. Como

F = ⟨F, e1⟩ e1 + ⟨F, e2⟩ e2 − ⟨F, e3⟩ e3 − ⟨F, e4⟩ e4,

calculando ⟨F, ei⟩ e substituindo ei(v) = A(v)Êi, obtemos que F (u, v) = A(v) γ(u), onde a curva

γ(u) de SL(2,R)τ é dada em (4.67).

Examinemos agora a família a um parâmetro A(v) que, de acordo com (4.29), depende de

quatro funções ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) e ξ(v). Analogamente ao que foi feito na prova do Teorema 4.9,

temos que
∂

∂u
⟨Fv, Fv⟩|u=0 = 0

implica que as funções ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) e ξ(v) satisfazem a equação

ξ′ [2 sen(ξ2 − ξ3) ξ
′
1 − (ξ′2 + ξ′3 − ξ′) cos(ξ2 − ξ3) senh(2 ξ1)] = 0.

Então temos duas possibilidades:

(i) ξ = constante;

ou

(ii) 2 sen(ξ2 − ξ3) ξ′1 − (ξ′2 + ξ′3 − ξ′) cos(ξ2 − ξ3) senh(2 ξ1) = 0.
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Também neste caso, usando os mesmos argumentos que no Teorema 4.9, vemos que a condição (ii)

implica que a superfície seja um cilindro de Hopf, portanto podemos assumir que ξ = constante.

Finalmente, um cálculo longo mostra que, no caso em que ξ = constante, (4.28) é equivalente

(4.68).

A volta do teorema segue imediatamente da Proposição 4.6 já que, um cálculo direto confere

gτ(Fu, Fu) = gτ(E1, Fu) = sen2 ϑ, ou seja, vale (4.27) enquanto (4.68) é equivalente a (4.28).
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