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Resumo

Um resultado clássico enunciado por M.A. Lancret em 1802 e provado
por B. de Saint Venant em 1845 é: uma condição necessária e suficiente

para que uma curva forme um ângulo constante com respeito a um campo

de Killing unitário de R3 é que a razão entre a curvatura e a torção seja

constante. Curvas deste tipo são chamadas hélices generalizadas. O pro-

blema de Lancret-de Saint Venant foi generalizado para curvas em outras
variedades de dimensão três como, por exemplo, as formas espaciais e os

grupos de Lie.

Outra maneira de generalizar o estudo anterior é passar de curvas para

superfícies, ou seja estudar as superfícies orientadas de 3-variedades Rie-
mannianas cuja normal unitária faz um ângulo constante com certos campos

de vetores “privilegiados” do espaço ambiente.

Nesta dissertação estudaremos os resultados obtidos em [16, 24, 26, 27]
sobre a classificação de curvas e superfícies de ângulo constante nas seguin-

tes 3-variedades homogêneas: R3, o grupo de Heisenberg tridimensional e
as esferas de Berger.





Abstract

A classical result stated by M.A. Lancret in 1802 and first proved by
B. de Saint Venant in 1845 is: a necessary and sufficient condition in order

to a curve makes a constant angle with respect a unit Killing vector field of

R3 is that the ratio of curvature to torsion be constant. Such curves are called

general helix. The problem of Lancret-de Saint Venant has been generalized

to curves in other three-dimensional manifolds as, for example, the space
forms and the Lie groups.

Another way to generalize the previous study is to pass from curves to
surfaces, i.e. to study the oriented surfaces of Riemannian 3-manifolds for

which the unit normal makes a constant angle with “favored” vector fields
of the ambient space.

In this dissertation we will study the results obtained in [16, 24, 26, 27]

about the classification of constant angle curves and surfaces in the following
homogeneous 3-manifolds: R3, the three-dimensional Heisenberg group and

the Berger sphere.
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Introdução

O principal objetivo desse trabalho é expor alguns resultados recentes e importantes sobre o
estudo das superfícies de ângulo constante em variedades Riemannianas homogêneas de dimensão

três. Lembramos que uma superfície orientada é dita de ângulo constante se a normal unitária
forma um ângulo constante com um campo de direções do espaço ambiente e, também, que uma

variedade Riemanniana é dita homogênea se o seu grupo de isometrias age transitivamente sobre

ela.

Cartan classificou os espaços homogêneos tridimensionais simplesmente conexos dependendo

da dimensão do grupo de isometrias, que pode ser 3, 4 ou 6. No caso da dimensão ser 6, a varie-
dade é uma forma espacial, ou seja, o espaço EuclidianoR3, a esfera tridimensional S3 ou o espaço

hiperbólico tridimensional H3. Se a dimensão do grupo de isometrias for 4, a variedade é isomé-
trica aos espaços produtos S2×R ouH2×R, ou a um dos seguintes grupos de Lie munidos de uma

métrica invariante à esquerda: H3 (grupo de Heisenberg tridimensional), S3
ϵ (esferas de Berger),

S̃L(2,R) (revestimento universal do grupo linear especial). No caso do grupo de isometrias ser de
dimensão 3, a variedade possui a geometria do grupo de Lie Sol3.

Feita a exceção para H3, no caso da dimensão ser 4 ou 6 o espaço homogêneo é localmente
isométrico a (uma parte de) R3, munido de uma métrica que depende de dois parâmetros reais. Tal

família de métricas aparece primeiramente no trabalho [5] de L. Bianchi e, mais tarde, nos artigos
[7, 34] de É. Cartan e G. Vranceanu, respectivamente. Por esta razão, estes espaços são conhecidos

como variedades de Bianchi-Cartan-Vranceanu (ou BCV-espaços).



2 Introdução

Outro fato importante dos BCV-espaços que precisamos relembrar é que eles admitem uma
submersão Riemanniana sobre uma superfície de curvatura Gaussiana constante, que é dita fi-

bração de Hopf pois generaliza a fibração de Hopf clássica π : S3 (k/4) −→ S2(k) (ver a
Definição 3.1.5).

Cronologicamente, o primeiro trabalho sobre superfícies de ângulo constante é [8], onde os au-
tores provaram que se o espaço ambiente for o espaço Euclidiano 3-dimensional, estas superfícies

possuem importantes aplicações na física, enquanto podem ser usadas para descrever interfaces

que ocorrem em configurações de equilibrio de cristais líquidos. O primeiro capítulo deste traba-
lho é voltado ao estudo da classificação completa das superfícies deR3 que fazem ângulo constante

com a direção R (ver Teorema 1.2.5), que foi apresentada em [26].

Também nos trabalhos [12] e [13] os autores consideram R como direção privilegiada do es-

paço ambiente e classificam as superfícies de ângulo constante nos espaços produto S2 × R e
H2 × R, respectivamente. Observe que nestes dois casos a fibração de Hopf é a projeção no pri-

meiro fator π : S2 × R → S2 e π : H2 × R → H2 (respectivamente) e a direção R representa a
direção das fibras.

No Capítulo 2 estudaremos os resultados de [27]. Primeiramente serão consideradas as curvas

planas e espaciais de R3 que fazem ângulo constante com o campo de Killing V = −y ∂x + x ∂y.
Logo após, apresentaremos a classificação completa das superfícies orientadas cuja normal unitária

faz ângulo constante com esse mesmo campo de Killing (ver Teorema 2.2.2), que inclui (entre
outras) o catenóide e a superfície de Dini.

O terceiro capítulo é dedicado ao estudo dos resultados do artigo [16], no qual os autores

estendem a noção de superfície de ângulo constante dada em [12, 13] para um espaço de Bianchi-
Cartan-Vranceanu geral da seguinte maneira: “uma superficie orientada num BCV-espaço é uma

superfície de ângulo constante se o ângulo entre a normal unitária à superfície e e a direção tan-
gente às fibras da fibração de Hopf é o mesmo em todos os pontos”.

Ressaltamos que em [16] é apresentada a classificação local completa das superfícies de ângulo
constante no grupo de Heisenberg e, também, algumas propriedades sobre as superfícies de ângulo

constante nos restantes BCV-espaços que têm grupo de isometria de dimensão quatro.
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No Capítulo 4 apresentaremos os resultados do artigo [24] sobre o estudo das superfícies de
ângulo constante na esfera de Berger, que é a esfera S3 munida com uma métrica de curvatura sec-

cional positiva e não constante obtida “deformando” a métrica canônica de S3 (ver (4.1)). Neste
contexto, o resultado principal que mostraremos é o Teorema 4.2.5 que afirma que uma superfície

de ângulo constante na esfera de Berger é determinada por uma família a um parâmetro (apropri-
ada) de isometrias do espaço ambiente e por uma geodésica de um 2-toro na esfera 3-dimensional.

A fim de auxiliar o leitor na compreensão deste trabalho, no Apêndice A recordaremos as
equações básicas de uma imersão isométrica entre variedades Riemannianas e, também, a definição

de campo de Killing e alguns resultados que são ligados a este conceito.





CAPÍTULO

1
Superfícies de ângulo constante em R3

O presente capítulo tem como objetivo apresentar os resultados de [26] sobre as chamadas

superfícies de ângulo constante no espaço R3, que são aquelas cujo campo de vetores normal
unitário forma um ângulo constante com um campo de direções do espaço ambiente.

O primeiro trabalho nessa direção é [8], onde P. Carmelli e A.J. Di Scala estudam as superfícies

de ângulo constante no espaço Euclidiano tridimensional, provando que as mesmas podem ser
usadas para descrever interfaces que ocorrem em configurações de equilibrio de cristais líquidos.

Recentemente foram publicados vários trabalhos inerentes ao estudo desta classe de superfícies em
outras variedades tridimensionais (ver, por exemplo, [12, 13, 16, 23, 24, 25]). Em [8], os autores

estudam as propriedades das superfícies de ângulo constante em R3, escrevendo esta condição (de
ângulo constante) como uma equação de Hamilton-Jacobi que liga a superfície com o campo de

direções do espaço ambiente.

No trabalho [26] os autores M.I. Munteanu e A.I. Nistor classificam completamente (com um
método diferente do usado em [8]) as superfícies em R3 que formam um ângulo constante com a

direção R obtendo o Teorema 1.2.5, que é o resultado principal deste capítulo.
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1.1 Preliminares

Seja ⟨., .⟩ a métrica usual em R3 e∇ a sua conexão de Levi-Civita. Consideremos uma orienta-

ção em R3 e denotemos por k uma direção fixada. SejaM uma superfície isometricamente imersa
em R3 e denotemos por N a normal unitária à superfície M . Denotemos ainda por θ := (̂N, k),

onde θ ∈ [0, π), a função ângulo entre a normal unitária à superfície e a direção fixada. Sabemos

que um vetor é tangente aM se, e somente se, ele é ortogonal ao vetor normal N .

No Apêndice A foram lembradas as fórmulas de Gauss e Weingarten, dadas (respectivamente)

por:

∇XY = ∇XY + h(X, Y ), (1.1)

∇XN = −A(X), (1.2)

X, Y ∈ χ(M), onde χ(M) é o conjunto dos vetores tangentes aM , ∇ é a conexão de Levi-Civita

deM , com h indicamos a segunda forma fundamental deM e com A o operador forma. Notemos
agora que, dado Y ∈ χ(M), de ⟨Y,N⟩ = 0, obtemos que

⟨∇XY,N⟩+ ⟨Y,∇XN⟩ = 0, X ∈ χ(M).

Logo pelas fórmulas (1.1) e (1.2), temos que

⟨h(X, Y ), N⟩ = ⟨Y,A(X)⟩,

para todo X, Y ∈ χ(M), onde do lado direito temos a restrição do produto escalar de R3 a M .
Decompondo k em parte normal e parte tangente, temos

k = U + cos θN,

onde U é tangente aM e ||U || = sin θ. Assim, para θ ̸= 0, podemos definir um campo de vetores
unitário por e1 = U

||U || e considerando e2 como sendo um campo unitário ortogonal a e1, obtemos

uma base ortonormal {e1, e2} definida em cada ponto deM .

De agora em diante consideraremos a função ângulo θ como sendo constante.

Proposição 1.1.1. Nas hipóteses acima temos [e1, e2] || e2.
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Demonstração. Sabemos que

[e1, e2] = ∇e1e2 −∇e2e1.

Note que, como ||U || = sin θ e e1 = U
||U || , segue que U = sin θ e1. Assim, podemos escrever

k = sin θ e1 + cos θN. (1.3)

Derivando, então, com relação a e2, obtemos

∇e2e1 = − cot θ∇e2N. (1.4)

Além disso, derivando ⟨N, e1⟩ = 0 com relação a e2, segue que

⟨N,∇e2e1⟩ = −⟨∇e2N, e1⟩. (1.5)

Observemos que, pela fórmula (1.2), podemos escrever

∇e2N = −ρ e1 − λ e2, onde ρ, λ ∈ C∞ (M) . (1.6)

Substituindo a equação (1.6) na equação (1.4), obtemos

∇e2e1 = cot θ (ρ e1 + λ e2) . (1.7)

Supondo que θ ̸= π/2 (o caso em que θ = π/2 será tratado separadamente) e substituindo as
equações (1.7) e (1.6) em (1.5) teremos que ρ = 0, logo

∇e2e1 = λ cot θ e2. (1.8)

Derivando agora (1.3) com respeito a e1 obtemos que

∇e1e1 = − cot θ∇e1N, (1.9)

e, novamente pela fórmula (1.2), podemos escrever

∇e1N = −α e1 − β e2, α, β ∈ C∞ (M) . (1.10)

Sendo assim, derivando (1.3) com respeito a e1 e combinando com (1.10), obtemos que

∇e1e1 = cot θ (α e1 + β e2) . (1.11)
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Como ⟨∇e1e1, e1⟩ = 0, obtemos que α = 0. Além disso, sendo que o operador A é auto-adjunto,
resulta

β cot θ⟨e2, e2⟩ = λ cot θ⟨e2, e1⟩ = 0

e, de cot θ ̸= 0, segue que β = 0. Portanto A(e1) = 0 e, assim

∇e1e1 = 0.

Observe que:
⟨∇e1e2, e1⟩ = 0, (1.12)

⟨∇e1e2, e2⟩ = 0 (1.13)

e ainda, pela fórmula de Gauss,

0 = ⟨A(e1), e2⟩ = ⟨h(e1, e2), N⟩ = ⟨∇e1e2, N⟩. (1.14)

Sendo assim, por (1.12), (1.13) e (1.14) segue que

∇e1e2 = 0.

Portanto
[e1, e2] = ∇e1e2 −∇e2e1 = −∇e2e1 = −λ cot θ e2,

ou seja, [e1, e2] || e2.

Temos então a seguinte:

Proposição 1.1.2. Nas condições dadas anteriormente, a conexão de Levi-Civita ∇ deM é dada

pelas relações:

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0, ∇e2e1 = λ cot θ e2 e ∇e2e2 = −λ cot θ e1. (1.15)

Demonstração. Na demonstração da Proposição 1.1.1 vimos que

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0 e ∇e2e1 = λ cot θ e2.

Assim, como∇ = (∇)⊤, temos que:

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0 e ∇e2e1 = λ cot θ e2.



1.2 Caracterização das superfícies de ângulo constante 9

Derivando, então, ⟨e2, e1⟩ = 0 com relação a e2 obtemos que

⟨∇e2e2, e1⟩ = −λ cot θ.

Como ⟨∇e2e2, e2⟩ = 0, segue que

∇e2e2 = −λ cot θ e1.

1.2 Caracterização das superfícies de ângulo constante

Devido à Proposição 1.1.1, podemos escolher um sistema de coordenadas locais em M da

forma:

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

tal que os vetores tangentes sejam ru = e1 e rv|| e2. Seja, então, rv := β(u, v) e2, onde β é uma
função diferenciável emM . Assim podemos escrever a métrica deM da forma:

g = du2 + β2(u, v) dv2. (1.16)

Observação 1.2.1. No caso acima os coeficientes da primeira forma fundamental são E = 1,

F = 0 e G = β2.

Devido à Proposição 1.1.2, podemos escrever a conexão de Levi-Civita de M em termos das
coordenadas u e v. Segue, então, que:

ruu = 0, (1.17)

ruv =
βu
β

rv, (1.18)

onde β satisfaz
βu − β λ cot θ = 0 (1.19)

e, por fim,

rvv =
βv
β

rv − β2λ cot θ ru + β2λN. (1.20)

Observando agora que Nu = 0 e Nv = −λ rv, segue da equação de Codazzi que:

λu + λ 2 cot θ = 0. (1.21)
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Observação 1.2.2. Como Nu = 0, segue que e = f = 0 (onde e, f, g denotam os coeficientes da
segunda forma fundamental). Assim, a curvatura Gaussiana deM se anula ou seja, a superfícieM

é localmente “flat”.

Observação 1.2.3. Em termos da aplicação de Gauss da superfície, podemos dizer que ela fazer
um ângulo constante com uma direção fixada é equivalente ao fato de que a aplicação de Gauss

descreve um círculo na esfera S2. Desde que este não tem pontos interiores em S2, segue que a
curvatura Gaussiana da superfície é identicamente nula.

Proposição 1.2.4. As funções λ e β são dadas pelas seguintes expressões:

λ(u, v) =
tan θ

u+ α(v)
, (1.22)

β(u, v) = ϕ(v)(u+ α(v)), (1.23)

onde α, ϕ ∈ C∞(R), ou

λ(u, v) = 0, (1.24)

β(u, v) = β(v). (1.25)

Demonstração. Primeiramente resolvemos a equação (1.21) e achamos a função λ. Depois subs-
tituímos na equação (1.19) e achamos a solução para β.

Iremos agora enunciar e provar o resultado principal deste capítulo, que caracteriza as superfí-
cies de R3 que formam ângulo costante com a direção R.

Teorema 1.2.5. (Da caracterização) Uma superfícieM em R3 é uma superfície de ângulo cons-

tante (com relação à direção R) se, e somente se, ela é, localmente, isométrica a alguma das

seguintes superfícies:

1. a superfície dada por

r : M −→ R2 × R, (u, v) )−→ (u cos θ(cos v, sin v) + γ(v), u sin θ), (1.26)

onde

γ(v) = cos θ

(
−
∫ v

0

α(τ) sin τ dτ,

∫ v

0

α(τ) cos τ dτ

)
(1.27)

e α ∈ C∞(I), I ⊂ R;
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2. a um aberto do plano x sin θ − z cos θ = 0;

3. a um aberto do cilindro γ × R, onde γ é uma curva suave em R2.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que as superfícies do tipo 1., 2. e 3. são de fato de
ângulo constante (com relação à direção R).

No caso 2. é óbvio, pois se trata de um plano. No caso 3. M é um cilindro γ × R, logo a
normal à superfície será sempre paralela à normal da curva γ de R2, onde consideramos R2 como

sendo o plano ortogonal à direção fixada. Sendo assim temos que N é ortogonal à direção fixada,
logo θ = π/2. No caso 1. de (1.26) temos que:

ru = (cos θ cos v, cos θ sin v, sin θ) e rv = ((u+ α(v)) cos θ(− sin v, cos v), 0).

Assim N = (− sin θ(cos v, sin v), cos θ) e como k = (0, 0, 1), segue que o ângulo entre N e k é
constante e igual a θ.

Reciprocamente, suponhamos queM seja uma superfície que faz um ângulo constante a dire-
ção fixada k. De (1.3), sendo ru = e1, temos que:

⟨ru, k⟩ = sin θ e ⟨rv, k⟩ = 0.

Se r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), segue que z(u, v) = u sin θ e, assim,

r(u, v) = (h(u, v), u sin θ),

onde h(u, v) = (x(u, v), y(u, v)). Analisaremos agora os dois casos para λ e β dados pela Propo-
sição 1.2.4.

Caso I: Consideremos λ e β dados por (1.22) e (1.23), respectivamente. Como ruu = 0, se-

gue que huu = 0. Por outro lado temos que ru = (hu(u, v), sin θ) = e1 é um vetor unitário.
Logo, ||hu|| = cos θ e, portanto, temos que hu = f(v) cos θ, para alguma função diferenciável

f : R −→ R2, com ||f(v)|| = 1, v ∈ R. Ou seja, f é uma parametrização do círculo S1. Por

integração obtemos:

h(u, v) = u cos θ f(v) + γ(v),
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onde γ é uma curva suave em R2. Podemos supor, sem perda de generalidade, que f seja a
parametrização natural de S1, isto é f(v) = (cos v, sin v). Assim

rv = (u cos θ (− sin v, cos v) + γ′(v), 0). (1.28)

Derivando, agora, a equação (1.28) com relação a u e levando em consideração as equações (1.18)

e (1.23), resulta
rv = ((u+ α(v)) cos θ(− sin v, cos v), 0).

E, como β = ||rv||, obtemos que ϕ(v) = cos θ é constante. Portanto, uma parametrização paraM

pode ser dada por:
r(u, v) = (u cos θ(cos v, sin v) + γ(v), u sin θ),

onde a curva γ é dada por (1.27).

Caso II: Consideremos agora λ e β dados por (1.24) e (1.25), respectivamente. Como ruu = 0

e ruv = 0, temos que huu = 0 e huv = 0, o que implica que hu é um vetor constante de R2 e
de comprimento cos θ. Sendo assim podemos escrever hu(u, v) = cos θ (cosµ, sinµ), para algum

µ ∈ R. Consequentemente,

h(u, v) = u cos θ(cosµ, sinµ) + γ(v),

onde γ é uma curva suave de R2. Então,

r(u, v) = (u cos θ(cos µ, sinµ) + γ(v), u sin θ).

Agora, como ru e rv são ortogonais, escrevendo γ(v) = (x(v), y(v)) e supondo que cosµ ̸= 0,

temos que:
x′(v) = −y′(v)

sinµ

cosµ
.

Portanto,

γ(v) = α(v)(− sinµ, cosµ) + c0,

onde,
α(v) =

y(v)

cosµ
e c0 ∈ R2.

Rotacionando, então, o ângulo µ no plano-xy de forma que cosµ = 1 e sinµ = 0 obtemos:

r(u, v) = (u cos θ,α(v), u sin θ),



1.2 Caracterização das superfícies de ângulo constante 13

a qual representa uma parametrização do plano:

x sin θ − y cos θ = 0.

Para completar a demonstração, resta analisar os seguintes casos para o ângulo θ:

• Se θ = 0, então temos que a normal N coincide com a direção k. Como ru e rv são

tangentes aM teremos que ⟨ru, k⟩ = 0 e ⟨rv, k⟩ = 0, assim ⟨r, k⟩ = constante. Essa equação
determina um plano paralelo ao plano xy e pode ser parametrizado por r(u, v) = (u, v, c),

c ∈ R.

• Se θ = π/2, então k será tangente à superfície. Nesse caso teremos queM será o produto
de uma curva γ de R2 e R, ou seja, um cilindro que pode ser parametrizado por r(u, v) =

(γ(v), u).

Exemplo 1.2.6. Em todos os exemplos a seguir consideraremos θ = π/4.

1. Tomando α(v) = 1, temos:

r(u, v) =
1√
2
((1 + u) cos v − 1, (1 + u) sin v, u).

-4
-2

0
2

-202

0

1

2

-4
-2

0
2

-202

Figura 1.1: Superfície de ângulo constante com α(v) = 1.

2. Tomando α(v) = v, resulta que

r(u, v) =
1√
2
((v + u) cos v − sin v, (v + u) sin v + cos v − 1, u).

Esta superfície é representada na Figura 1.2.
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Figura 1.2: Superfície de ângulo constante com α(v) = v.

3. Considere α(v) = cos v. Obtemos que

r(u, v) =
1√
2

(
u cos v −

sin2 v

2
, u sin v +

v + sin v cos v

2
, u

)
,

veja a Figura 1.3.
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Figura 1.3: Superfície de ângulo constante com α(v) = cos v.

4. Se α(v) = 2 sin v, temos que

r(u, v) =
1√
2

(
u cos v − v + cos v sin v, u sin v + sin2 v, u

)
.

veja a Figura 1.4.
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Figura 1.4: Superfície de ângulo constante com α(v) = 2 sin v.

Vamos terminar o capítulo com o seguinte resultado:

Proposição 1.2.7. 1. As únicas superfícies mínimas de ângulo constante (com relação à dire-

ção R) em R3 são os planos que fazem um ângulo θ com a direção fixada k.

2. As superfícies de ângulo constante (com relação à direção R) em R3 com curvatura média

constante e não nula são os cilindros.

Demonstração. A curvatura média de uma superfície é dada pela fórmula

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
.

Assim, dada uma superfícieM de ângulo constante θ, segue das Observações 1.2.1 e 1.2.2 que:

H(u, v) =
g

2 β2(u, v)
.

De
rvv =

βu
β
rv − β2λ cot θ ru + β2λN,

temos que g = β2λ e, assim, H = λ/2. Portanto H = 0 se, e somente se, λ = 0. Logo, pelo

Teorema 1.2.5, teremos que M será um plano que faz ângulo constante com a direção fixada.

Agora, seM é uma superfície de curvatura média constante e não nula, teremos que:

H =
λ

2
= constante, λ ̸= 0.

Como λ satisfaz a equação (1.21) obtemos que θ = π/2 e, pelo Teorema 1.2.5, temos queM é um

cilindro.





CAPÍTULO

2
Curvas e superfícies em R3 que fazem

ângulo constante com campos de
Killing

O presente capítulo tem como objetivo apresentar os resultados de [27] sobre a classificação
das curvas e das superfícies que fazem ângulo constante com certos campos de Killing em R3.

Um resultado importante e conhecido da geometria diferencial das curvas emR3, que foi enun-

ciado por M.A. Lancret em 1802 e provado por B. de Saint Venant em 1845 (veja [32] para maiores
detalhes), afirma que uma curva forma um ângulo constante com respeito a um campo de Killing

unitário de R3 se, e somente se, a razão entre sua torção τ e a sua curvatura k é constante. Curvas
deste tipo são chamadas hélices generalizadas. Se as funções τ e k são ambas constantes e não

nulas, então as curvas são ditas hélices circulares. O problema de Lancret-de Saint Venant foi
generalizado para curvas em outras variedades de dimensão três como, por exemplo, as formas

espaciais (ver [2]).
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No trabalho [26] os autores M.I. Munteanu e A.I. Nistor classificam as curvas planas e espa-
ciais de R3 que fazem ângulo constante com o campo de Killing V = −y ∂x + x ∂y, obtendo os

Teoremas 2.1.1 e 2.1.3 (respectivamente).

Passando das curvas para as superfícies, um problema natural é o estudo de superfícies em es-

paços tridimensionais que fazem ângulo constante com certos campos de vetores, do qual tratamos

no Capítulo 1 para o caso em que o campo é ∂z.

O resultado mais importante deste capítulo é o Teorema 2.2.2, que nos da uma classifica-

ção completa das superfícies cuja normal unitária faz ângulo constante com o campo de Killing
V = −y ∂x + x ∂y, a qual inclui: semi-planos tendo o eixo z como fronteira, superfícies de

revolução ao redor do eixo z, cilindros retos sobre espirais logarítmicas e a superfície de Dini.

2.1 Alguns resultados sobre curvas em R3

Nesta seção mostraremos algumas propriedades de curvas planas e espaciais do espaço Euclidi-

ano R3 envolvendo o ângulo entre duas curvas. Como os resultados são locais podemos considerar
duas curvas γ e γ̃ sem auto-intersecção e parametrizadas pelo mesmo parâmetro t ∈ I ⊂ R.

Dado o ponto t ∈ I , definiremos o ângulo θ (em t) entre γ e γ̃ como sendo o ângulo entre

os vetores tangentes γ′(t) e γ̃′(t). Iremos considerar o caso em que a função θ(t) é constante.
Consideremos, primeiramente, duas curvas planas que estão no mesmo plano. Se uma das curvas

for uma linha reta e a outra curva faz um ângulo constante com esta, então esta será também uma
linha reta.

Agora vamos considerar o caso de uma curva γ que faz um ângulo constante com o círculo
unitário S1. Tomemos

γ : I ⊂ R −→ R2, γ(s) = (γ1(s), γ2(s)),

parametrizada pelo comprimento de arco, e o círculo unitário S1 parametrizado pelo mesmo parâ-

metro s, ou seja

C(s) = (cosσ(s), sin σ(s)),
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onde σ é uma função diferenciável definida em I . Observemos que, em geral, o parâmetro do
comprimento de arco de duas curvas não é o mesmo. Sejam

tC = (− sin σ(s), cosσ(s)) e tγ = (γ′1(s), γ
′
2(s))

os vetores tangentes unitários das curvas C e γ, respectivamente. O ângulo entre essas duas curvas
∠(tC , tγ) será uma constante θ ∈ [0, π). Assim

cos θ = − sin σ(s) γ′1(s) + cos σ(s) γ′2(s).

Notemos agora que, como ||tγ|| = 1, podemos escrever:

tγ = (cosω(s), sinω(s)), onde ω(s) = π − (θ + σ(s)).

Sendo assim, uma parametrização para a curva γ é dada por

γ(s) =

(
sin θ

∫
cosσ(s) ds− cos θ

∫
sin σ(s) ds,

cos θ

∫
cos σ(s) ds+ sin θ

∫
sin σ(s) ds

)
,

(2.1)

após uma translação em R2. Se denotarmos por

γ0(s) =

(
−
∫

sin σ(s) ds,

∫
cosσ(s) ds

)
,

então a parametrização (2.1) pode ser escrita como:

γ(s) = (cos θ − i sin θ)γ0(s), i =
√
−1.

Para obtermos uma interpretação geométrica da fórmula acima, consideremos θ = π/3 e

σ(s) = s2, com s ∈ [−π, π]. Se a curva γ0 (verde) faz um ângulo constante θ = 0 com o
círculo S1 (rosa), então a curva γ (azul) representa uma rotação de um ângulo π/3 de γ0 no sentido

horário (veja a Figura 2.1).

Do mesmo modo, podemos analisar o caso das curvas espaciais. A primeira questão surge

quando queremos encontrar as curvas espaciais que fazem um ângulo constante com uma linha
reta. Um resultado clássico nos diz que, neste caso, a curva é uma hélice. Sem perda de generali-

dade, essa curva pode ser tomada como sendo paralela a um dos eixos coordenados, que seria uma
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Figura 2.1

curva integral de um dos campos de Killing em R3. Motivados por essa observação, gostaríamos
de encontrar quais curvas fazem um ângulo constante com um campo de Killing em R3.

Um campo vetorial V de R3 é um campo de Killing se, e somente se, satisfaz a equação:

⟨∇XV, Y ⟩+ ⟨∇Y V,X⟩ = 0,

onde X, Y são campos de vetores em R3 e ∇ é a conexão de Levi-Civita relativa à métrica usual
⟨. , .⟩ de R3 (veja Apêndice A). Além disso, provamos que o conjunto de soluções para essa equa-

ção é:

{∂x, ∂y, ∂z, x∂y − y∂x, y∂z − z∂y, z∂x − x∂z}

e nos dá uma base para os campos de Killing de R3.

Já vimos que, curvas espaciais que fazem um ângulo constante com os campos de Killing

∂x, ∂y ou ∂z são hélices. Vamos agora encontrar todas as curvas que fazem um ângulo constante
com o campo de Killing das rotações ao redor do eixo z:

V = −y ∂x + x ∂y.

Note que o problema para os dois outros campos restantes é análogo. Consideremos, então, uma

curva plana γ, no plano-xy, dada por γ(s) = (γ1(s), γ2(s)), s ∈ I ⊂ R, parametrizada pelo
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comprimento de arco, e suponhamos que ela faça um ângulo constante θ com o campo V . Sendo
que o vetor tangente a γ é dado por tγ = (γ′1, γ

′
2) e V|γ = (−γ2, γ1), a condição ∠(tγ , V|γ) = θ

pode ser reescrita como:
√
γ21(s) + γ22(s) cos θ = −γ′1(s) γ2(s) + γ′2(s) γ1(s). (2.2)

Supondo que γ esteja parametrizada em coordenadas polares, isto é:

γ(s) = (r(s) cosφ(s), r(s) sinφ(s)),

temos que a equação (2.2) se torna

cos θ = r(s)φ′(s). (2.3)

Também, como γ é parametrizada pelo comprimento de arco, temos que

r′(s)2 + r(s)2φ′(s)2 = 1. (2.4)

Combinando as equações (2.2) e (2.4) temos que considerar os casos que seguem:

• Se θ = 0, então

r(s) = r0 > 0 e φ(s) =
1

r0
s+ φ0, r0, φ0 ∈ R.

Logo
γ(s) =

(
r0 cos

(
s

r0
+ φ0

)
, r0 sin

(
s

r0
+ φ0

))

é um círculo de centro na origem e raio r0.

• Se θ ̸= 0, temos
r(s) = s sin θ + s0,

logo
φ(s) = cot θ ln(s sin θ + s0) + φ0,

onde s0, φ0 ∈ R. Assim, resulta que

γ(s) = ((s sin θ + r0) cos (cot θ ln(s sin θ + s0) + φ0) ,

(s sin θ + r0) sin (cot θ ln(s sin θ + s0) + φ0)) .
(2.5)
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Figura 2.2: Curva fazendo ângulo constante θ ̸= 0 com o campo de Killing V .

Temos, então, o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Seja γ uma curva plana de R3 contida no plano-xy que faz ângulo constante θ

com o campo de Killing V = −y ∂x + x ∂y. Então γ é uma das seguintes curvas:

1. um círculo centrado na origem e raio r0;

2. uma linha reta passando pela origem;

3. a espiral logarítmica r(φ) = etan θ(φ−φ0).

Demonstração. As demonstrações de 1. e 3. derivam das contas feitas anteriormente. Quanto à

verificação de 2., a mesma pode ser feita tomando θ = π/2 em (2.5).

Observação 2.1.2. Note que, o resultado acima não é de fato surpreendente, desde que o círculo
S1(r0) é uma curva integral de V e a espiral logarítmica, também conhecida como espiral equi-

tangular, é caracterizada pela propriedade de que o ângulo entre seu vetor tangente e o radial é

constante.

Figura 2.3: O ângulo θ entre o vetor tangente e o radial é igual em todo ponto da curva.
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Suponhamos agora que γ seja uma curva espacial, parametrizada pelo comprimento de arco,
que faça ângulo constante com o campo de Killing V . Assim, se γ : I ⊂ R −→ R3 é parametrizada

por:
γ(s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s)),

em coordenadas cilíndricas obtemos

γ(s) = (r(s) cosφ(s), r(s) sinφ(s), z(s)). (2.6)

Como tγ = (γ′1, γ
′
2, γ

′
3) e V|γ = (−γ2, γ1, 0), a condição de que ∠(tγ,V|γ

) = θ nos da novamente
que:

r(s)φ′(s) = cos θ. (2.7)

Como γ é parametrizada pelo comprimento de arco, resulta que

r′(s)2 + z′(s)2 = sin2 θ,

ou seja s )→ (r′(s), z′(s)) é uma parametrização de uma circunferência de raio sin θ. Logo, existe
uma função ω tal que

r′(s) = sin θ cosω(s) e z′(s) = sin θ sinω(s).

Assim, a menos de translações e rotações em torno do eixo z, temos:

r(s) = sin θ

∫ s

0

cosω(ζ) dζ + r0, (2.8)

z(s) = sin θ

∫ s

0

sinω(ζ) dζ (2.9)

e

φ(s) = cos θ

∫ s

0

1

r(ζ)
dζ , (2.10)

onde r0 ∈ R e ω é uma função suave definida em I ⊂ R.

Temos, então, o seguinte

Teorema 2.1.3. Seja γ uma curva espacial contida em R3 \ Oz a qual faz um ângulo constante

θ com o campo de Killing V = −y ∂x + x ∂y. Então em coordenadas cilíndricas, a menos de

translações e rotações em torno do eixo z, a curva γ é dada pelas equações (2.8), (2.9) e (2.10).
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A seguir vamos considerar alguns exemplos com θ ̸= 0, π/2 e r0 = 0.

Exemplo 2.1.4. Se ω(s) = ω0 é constante, temos

φ(s) =
cot θ

cosω0
ln(s).

Então,

• se ω0 = 0, segue que r(s) = s sin θ, z(s) = 0 e φ(s) = cot θ ln s. Assim:

γ(s) = (s sin θ cos(cot θ ln s), s sin θ sin(cot θ ln s), 0) ,

ou seja, γ é a curva plana dada pela espiral logarítmica

r(s) = sin θ etan θφ(s).
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Figura 2.4: Curva de R3 que faz ângulo constante com o campo V com ω0 = 0.

• Se ω0 ̸= 0, então

cot2 ω0 z(s)
2 = r(s)2 cos2 φ(s) + r(s)2 sin2 φ(s) = γ1(s)

2 + γ2(s)
2,

ou seja, o traço de γ está contido no cone x2 + y2 − cot2 ω0 z2 = 0. Além disso, a projeção

de γ no plano-xy é dada por:

projxy(γ) = (sin θ cosω0 cosφ(s), sin θ cosω0 sinφ(s)),

isto é, a espiral logarítmica

r(s) = sin θ cosω0 e
(cosω0 tan θ)φ.
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Figura 2.5: Curva de R3 que faz ângulo constante com o campo V , com ω0 ̸= 0, e a sua projeção

no plano x y.

Exemplo 2.1.5. Se ω é uma função afim e não constante, isto é, ω(s) = ms + n, m, n ∈ R,

m ̸= 0, temos

r(s) =
sin θ

m
sin(m ζ + n), z(s) = −

sin θ

m
cos(m ζ + n)

e

φ(s) = cot θ

(
ln

[
2 sin

(
ms+ n

2

)]
− ln

[
2 cos

(
ms + n

2

)])
,

isto é, γ é a espiral logarítmica

r(φ) =
sin θ

m cosh(φ tan θ)
.
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Figura 2.6: Curva que faz ângulo constante com V obtida tomando ω(s) = 2 s+ 1 e a sua

projeção no plano x y.
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Exemplo 2.1.6. Se ω(s) = arccos(s), teremos que

r(s) =
s2

2
sin θ, z(s) = sin θ

∫ s

0

sin(arccos ζ) dζ

e

φ = −2
cot θ

s
.

Logo γ é dada pela espiral logarítmica

r(φ) = 2
sin θ cot2 θ

φ2
.

Veja a Figura 2.7.
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Figura 2.7: Curva que faz ângulo constante com V , com ω(s) = arccos(s), e a sua projeção no

plano x y.

2.2 Classificação das superfícies que fazem ângulo cons-
tante com V

Nessa seção estaremos interessados em classificar todas as superfícies do espaço R3 que fa-

zem ângulo constante com o campo de Killing V . Observemos que, neste caso, devemos ter que
V = −y ∂x + x ∂y seja não nulo em todo ponto da superfície. Sendo assim, a superfície deve

estar contida em R3 \Oz.
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Uma motivação importante para esse estudo é o caso particular em que θ = π/2. SejaM uma
superfície dada como gráfico:

F : D ⊂ R2 −→ R3, F (x, y) = (x, y, f(x, y)).

Impondo que V seja tangente à superfícieM , temos que, dado p ∈ M, V (p) ∈ TpM , ou seja, V (p)

deve ser uma combinação linear dos vetores (1, 0, fx) e (0, 1, fy). Como V (x, y, z) = (−y, x, 0),

temos que f deve satisfazer y fx − x fy = 0, ou seja:

f(x, y) = g(
√
x2 + y2),

para alguma função real g diferenciável, i.e. M é uma superfície de rotação ao redor do eixo

z. Observe que no caso particular em que θ = 0, obtemos semi-planos tendo o eixo Oz como
fronteira.

Vamos agora considerar o caso geral em que θ ̸= 0, π/2. Seja g a métrica deM , ∇ a conexão
de Levi-Civita associada a ela e ∇ a conexão de Levi-Civita de R3. A partir das fórmulas (1.1)

e (1.2), temos que se h é a segunda forma fundamental da superfície e A é o operador forma
associado a ele, então

⟨h(X, Y ), N⟩ = g(X,A(Y )), (2.11)

para todoX, Y ∈ χ(M). Considerando o campo V restrito aos pontos deM , podemos decompô-

lo da forma:
V = T + µ cos θN,

onde µ = ||V || e T é a componente de V em TM . Observe que neste caso ||T || = µ sin θ.
Tomando e1 = T

||T || , podemos então escolher um campo unitário e2 ∈ χ(M) de forma que {e1, e2}

forme uma base ortonormal de TM . Desta forma:

V = µ sin θ e1 + µ cos θN.

Temos ainda que, tomando um campoX ∈ χ(R3) arbitrário, podemos escrever

∇XV = k ×X, (2.12)

onde k = (0, 0, 1) e “ × ” representa o produto vetorial em R3. Além disso, se X ∈ χ(M) então,
resulta que

∇XV = X(µ)(sin θe1 + cos θN) + µ sin θ(∇Xe1 + h(X, e1))− µ cos θA(X). (2.13)
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Como e1 e e2 são tangentes aM , podemos decompor k × e1 e k × e2 na base {e1, e2, N}. Consi-
derando os seguintes ângulos:

∠(N, k) = ϕ, ∠(e1, k) = η e ∠(e2, k) = ψ,

temos que
k = cos η e1 + cosψ e2 + cosϕN,

e, como ||k|| = 1, segue que

cos η = cos ξ sinψ e cosϕ = sin ξ sinψ, (2.14)

para algum ξ ∈ R. Além disso, como V está contido no plano-xy temos que ⟨V, k⟩ = 0. Portanto,
como θ ̸= 0, segue que:

cos η

cosϕ
= −

cos θ

sin θ
. (2.15)

Combinando as equações (2.14) e (2.15) obtemos que ξ = −θ e, assim

cosϕ = − sin θ sinψ e cos η = cos θ sinψ. (2.16)

Nessas notações temos:

k × e1 = − sin θ sinψ e2 − cosψN, k × e2 = sin θ sinψ e1 + cos θ sinψN. (2.17)

Além disso, considerando X = e1 e, depois, X = e2 em (2.12) e (2.13) e igualando à equa-
ção (2.17), obtemos que

e1(µ) = − cos θ cosψ, (2.18)

e2(µ) = sinψ. (2.19)

Como consequência, a matriz do operador forma associado a segunda forma fundamental será dada
por

A =

⎛

⎝ −
sin θ cosψ

µ
0

0 λ

⎞

⎠ , (2.20)

onde λ é uma aplicação diferenciável emM . Segue ainda que e1 e e2 são as direções principais de

M . A partir das equações obtidas até agora, temos que a conexão de Levi-Civita de g em termos
da base {e1, e2, N} é dada por

∇e1e1 = −
sinψ

µ
e2, ∇e1e2 =

sinψ

µ
e1,

∇e2e1 = λ cot θ e2, ∇e2e2 = −λ cot θ e1.
(2.21)
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Portanto, o colchete de Lie de e1 e e2 é dado por:

[e1, e2] =
sinψ

µ
e1 − λ cot θ e2. (2.22)

Calculando [e1, e2](µ) de duas formas, usando a definição e a simetria, e levando em consideração
as equações (2.18) e (2.19), obtemos que

− cosψ e1(ψ) + cos θ sinψ e2(ψ) =
cos θ sinψ cosψ

µ
+ λ cot θ sinψ. (2.23)

De agora em diante usaremos coordenadas cilíndricas, de forma que a parametrização da superfície

M possa ser escrita na forma

F : D ⊂ R2 −→ R3; (u, v) )−→ (r(u, v), φ(u, v), z(u, v)). (2.24)

Nessas coordenadas a métrica deR3 se torna ⟨ , ⟩ = dr2+dz2+r2dφ2 e sua conexão de Levi-Civita

é dada por:

∇∂r∂r = 0, ∇∂r∂φ = ∇∂φ∂r =
1

r
∂φ, ∇∂φ∂φ = −r ∂r,

∇∂z∂z = 0, ∇∂z∂φ = ∇∂φ∂z = 0, ∇∂r∂z = ∇∂z∂r = 0.
(2.25)

Além disso, o campo de Killing V = ∂φ e ||V || = µ = r. Logo, podemos escrever

∂φ = r sin φ e1 + r cosφN,

∂z = cosφ sinψ e1 + cosψ e2 − sin θ sinψN

e

∂r = − cos θ cosψ e1 + sinψ e2 − sin θ cosψN.

Assim a base {e1, e2, N} pode ser expressa (em termos das novas coordenadas) como

e1 = − cos θ cosψ ∂r +
sin θ

µ
∂φ + cos θ sinψ ∂z,

e2 = sinψ ∂r + cosψ ∂z,

N = sin θ cosψ ∂r +
cos θ

µ
∂φ − sin θ sinψ ∂z.

(2.26)

Além disso, como [e1, e2] pertence ao espaço gerado por {e1, e2}, obtemos

cos θ sinψ

µ
+ e1(ψ) = 0. (2.27)
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Observação 2.2.1. Se ψ é constante, então teremos que e1(ψ) = 0 e, consequentemente, sinψ = 0.
Assim, daqui em diante consideraremos ψ ̸= 0 e o caso ψ = 0 será tratado separadamente.

Escrevendo a equação (2.27) na forma:

e1(ψ)

sinψ
= −

cos θ

r
, (2.28)

e tomando a derivada de (2.28) com respeito a e1, obtemos que

e1(e1(ψ)) = 0. (2.29)

A partir de agora nosso objetivo é encontrar, localmente, coordenadas apropriadas para a superfície
de modo que consigamos escrever explicitamente as equações paramétricas deM em R3. Vamos

escolher, então, a coordenada local u de forma que e1 = ∂u. Integrando (2.29), temos que:

ψ(u, v) = f(v) u+ g(v), (2.30)

onde g, f ∈ C∞(M). Escolhendo agora a coordenada v de forma que ψv = 0, obtemos que

ψ(u, v) = c u+ c̃, c, c̃ ∈ R, c ̸= 0.

Além disso, após uma translação na coordenada u, temos

ψ(u, v) = c u, c ∈ R− {0}. (2.31)

Substituindo então (2.31) em (2.27), obtemos

µ = −
cos θ sin(c u)

c
. (2.32)

Também, como e2 ∈ TM , podemos expressar e2 em termos de ∂u e ∂v na forma:

e2 = a(u, v)∂u + b(u, v)∂v. (2.33)

Assim, como por (2.33) e (2.32) resulta que

e2(µ) = −a(u, v) cos θ cos(c u),

substituindo (2.31) na equação (2.19) segue que

a(u, v) = −
tan(c u)

cos θ
. (2.34)
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Considerando agora a equação (2.23), e combinando com (2.31), (2.32) e (2.34), temos que

λ = −c tan θ tan(c u). (2.35)

Além disso, em termos de u e v temos que:

[e1, e2] = −
sec2(c u)

cos θ
∂u + bu(u, v)∂v.

Por outro lado, da equação (2.22), resulta

[e1, e2] = −
c sec2(c u)

cos θ
∂u + c b(u, v) tan(c u) ∂v.

Igualando as duas equações anteriores e resolvendo a equação diferencial com respeito a u segue

que:
b(u, v) =

b0(v)

cos(c u)
.

Após uma homotetia na coordenada v de forma que b0(v) = 1, podemos escrever

b(u, v) =
1

cos(c u)
. (2.36)

Substituindo agora as equações (2.34) e (2.36) em (2.33), temos que a expressão de e2 é dada

explicitamente por
e2 = −

tan(c u)

cos θ
∂u +

1

cos(c u)
∂v. (2.37)

Com isso, a conexão de Levi-Civita de M nas coordenadas u e v pode ser expressa da seguinte

forma:

∇∂u∂u =
c

cos θ

(
−
tan(c u)

cos θ
∂u +

1

cos(c u)
∂v

)
, (2.38)

∇∂u∂v = ∇∂v∂u = c tan2 θ sin(c u)

(
−
tan(c u)

cos θ
∂u +

1

cos(c u)
∂v

)
, (2.39)

∇∂v∂v = c tan2 θ sin(c u) cos(c u)∂u

+
c tan2 θ

cos θ
sin2(c u)

(
−
tan(c u)

cos θ
∂u +

1

cos(c u)
∂v

)
.

(2.40)

Substituindo as expressões de ψ, µ e λ na matriz do operador forma, obtemos

A =

⎛

⎝ c tan θ cot(c u) 0

0 −c tan θ tan(c u)

⎞

⎠ . (2.41)
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Assim as expressões da segunda forma fundamental em termos de u e v são dadas por:

h(∂u, ∂u) = c tan θ cot(c u)N, (2.42)

h(∂u, ∂v) = h(∂v, ∂u) =
c tan θ cos(c u)

cos θ
N, (2.43)

h(∂v, ∂v) = c tan3 θ sin(c u) cos(c u)N. (2.44)

Agora, como a superfície é dada em coordenadas cilíndricas pela imersão isométrica

F : D ⊂ R2 −→ R3,

usando a conexão Euclidiana dada por (2.25) temos

∇∂u∂u =
(
ruu − r φ2

u, φuu + 2
ru
r
φu, zuu

)
. (2.45)

Por outro lado, usando a fórmula (1.1), temos

∇∂u∂u =

(
c sin2(c u) + c sin2 θ cos2(c u)

cos θ sin(c u)
,−

c2 tan θ cos(c u)

sin2(c u)
, c cos θ cos(c u)

)
. (2.46)

Comparando as equações (2.45) e (2.46) obtemos as seguintes equações diferencias:

ruu − r φ2
u =

c sin(c u)

cos θ
+

c sin2 θ cos2(c u)

cos θ sin(c u)
, (2.47a)

φuu + 2
ru
r
φu = −

c2 tan θ cos(c u)

sin2(c u)
, (2.47b)

zuu = c cos θ cos(c u). (2.47c)

Usando, então, a mesma técnica para as expressões de ∇∂u∂v e∇∂v∂v temos:

ruv − rφuφv = c tan2 θ, (2.48a)

φuv +
1

r
(ruφv + rvφu) = −

c2 tan θ cot(c u)

cos θ
, (2.48b)

zuv = 0, (2.48c)

e

rvv − r φ2
v =

c tan2 θ sin(c u)

cos θ
(2.49a)

φvv + 2
rv
r
φv = 0, (2.49b)

zvv = 0, (2.49c)
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respectivamente. Como
r(u, v) = µ(u) = −

cos θ sin(c u)

c
,

resulta que rv = 0. Além disso, da escolha de u e v, juntamente com (2.26), após uma translação

ao longo do eixo Oz, obtemos a terceira componente da parametrização:

z(u, v) = v −
cos θ cos(c u)

c
. (2.50)

Além disso, é simples verificar que

φ(u, v) = −
c v tan θ

cos θ
− tan θ log

(
tan

c u

2

)
(2.51)

e que as equações (2.47), (2.48) e (2.49) são todas satisfeitas. Assim, quando ψ ̸= 0, combinando

(2.32), (2.50) e (2.51), obtemos a seguinte parametrização em coordenadas cilíndricas:

F (u, v) =

(
−
cos θ sin(c u)

c
,−

c v tan θ

cos θ
− tan θ log

(
tan

c u

2
, v −

cos θ cos(c u)

c

))
, (2.52)

onde c é uma constante real não nula.

Analisemos agora o caso em que ψ = 0. Seguindo exatamente os mesmo passos feitos no caso

geral, obtemos a seguinte expressão

F (u, v) = (u cos θ, log(c u− tan θ), v), c ∈ R− {0}. (2.53)

Essas superfícies são cilindros retos sobre espirais logarítmicas.

Agora estamos aptos a enunciar o teorema principal dessa seção.

Teorema 2.2.2. SejaM uma superfície isometricamente imersa em R3 \Oz, e considere o campo

de Killing V = −y ∂x + x ∂y. EntãoM faz ângulo constante com V se, e somente se,M é uma

das seguintes superfícies (a menos de translações verticais ao longo do eixo Oz):

1. um semi-plano com fronteira o eixo Oz;

2. uma superfície de revolução ao redor do eixo Oz;

3. um cilindro reto sobre as espirais logarítmicas dadas por (2.53);

4. a superfície de Dini dada em coordenadas cilíndricas por (2.52) (ver Figura 2.8).
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Figura 2.8: A superfície de Dini.

Demonstração. Analisaremos as possibilidades para o ângulo θ de acordo com as contas feitas

anteriormente. Temos que:

• se θ = 0, obtemos semi-planos tendo o eixo Oz como fronteira.

• Se θ = π/2, obtemos superfícies de revolução.

• Se θ ̸= 0, π/2 e o ângulo ψ obtido anteriormente é 0, obtemos cilindros retos sobre espirais

logarítmicas como em (2.53). Se ψ ̸= 0 obtemos a superfície de Dini dada em (2.52).

Reciprocamente, seM é uma superfície como no item 1. é óbvio que faz ângulo constante com
o campo V , que está contido no plano x y. SeM é do tipo 2. temos que, localmente, ela pode ser

descrita da forma:

F (u, v) =
(
u, v, g(

√
u2 + v2)

)
,
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onde g ∈ C∞(R). Assim, por meio de contas simples, é possível verificar que ela faz ângulo
constante com V . Agora seM é do tipo 3. ou 4. temos queM pode ser parametrizada por

F (u, v) =

([
−
cos θ sin(c u)

c

]
cos

[
−
c v tan θ

cos θ
− tan θ ln

(
tan

(c u
2

))]
,

[
−
cos θ sin(c u)

c

]
sin

[
−
c v tan θ

cos θ
− tan θ ln

(
tan
(c u

2

))]
,

v −
cos θ cos(c u)

c

)
,

assim, obtemos que

Fu × Fv =
(
cos(c u)

[
cos(c u) cos

[(
ln
(
tan
[c u
2

])
+ c v sec θ

)
tan θ

]
sin θ

+ cos θ sin
[(

ln
(
tan

[c u
2

])
+ c v sec θ

)
tan θ

]
, cos(c u)

[
cos θ cos

[(
ln
[
tan

(c u
2

)]

+ c v sec θ) tan θ]− cos(c u) sin θ sin
[(

ln
[
tan
(c u

2

)]
+ c v sec θ

)
tan θ

]
,

−
1

2
sin(2 c u) sin θ

)
.

Além disso

V|M =

([
cos θ sin(c u)

2

]
sin

[
−
c v tan θ

cos θ
− tan θ ln

[
tan
(c u

2

)]]
,

−
cos θ sin(c u)

c
cos

[
−
c v tan θ

cos θ
− tan θ ln

[
tan
(c u

2

)]]
, 0

)
.

Observando que

||Fu × Fv||2 = cos2(c u) e ||V ||2 =
cos2 θ sin2(c u)

c2
,

segue que
⟨N, V ⟩
||V ||

= cos θ.





CAPÍTULO

3
Superfícies de ângulo constante no

grupo de Heisenberg

Neste capítulo apresentaremos com mais detalhes os resultados do artigo [16] sobre a classi-

ficação completa das superfícies de ângulo constante no grupo de Heisenberg tridimensional e,
também, alguns resultados parciais sobre a mesma categoria de superfícies em outros espaços

homogêneos tridimensionais (com grupo de isometrias de dimensão 4).

Recentemente foram publicados vários trabalhos inerentes ao estudo desta classe de superfícies

em variedades tridimensionais (ver, por exemplo, [16, 23, 24, 26, 27, 25]).

No caso do espaço ambiente ser do tipo produto Q2
ϵ × R, com

Q2
ϵ =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

R2, ϵ = 0,

S2, ϵ = 1,

H2, ϵ = −1,
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nos artigos [7, 13, 12] foi considerada R como direção privilegiada (com a qual o vetor normal
unitário à superfície faz um ângulo constante) e uma primeira observação que pode-se fazer é que:

• se θ = 0, a superfície é uma folha Q2
ϵ × {t0}, t0 ∈ R;

• se θ = π/2, a superfície é produto de uma curva em Q2
ϵ com R.

Lembramos que os espaços Q2
ϵ × R são exemplos de espaços de Bianchi-Cartan-Vranceanu

(definidos na Seção 3.1.1). No trabalho [16] os autores J. Fastenakels, M.I. Munteanu e J. Van
der Veken generalizam o conceito de superfícies de ângulo constante (dado em [7, 13, 12]) a

um espaço de Bianchi-Cartan-Vranceanu qualquer e mostram que este tipo de superfícies têm
curvatura Gaussiana constante (veja Teorema 3.1.7). Além disso, exibem a classificação delas no

caso do grupo de Heisenberg (ver Teorema 3.4.1).

3.1 Espaços homogêneos de dimensão três

Lembramos que uma variedades Riemanniana é dita homogênea se, para cada par de pontos

sobre ela, existe uma isometria que leva um no outro. São exemplos de variedades homogêneasR3,
a esfera S3 e o espaço hiperbólico H3. Cartan provou que existem três classes de espaços homogê-

neos 3-dimensionais simplesmente conexos, dependendo da dimensão do grupo de isometrias da

variedade. Essa dimensão pode ser 3, 4 ou 6.

Teorema 3.1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa, de dimensão n ≥ 2. O grupo

de isometrias Isom(M) tem dimensão r ≤ n (n+1)
2 . A igualdade r = n (n+1)

2 vale se, e somente se,

(M, g) tem curvatura constante.

Segue deste teorema que, dada uma variedade Riemanniana 3-dimensional, seu grupo de iso-

metrias terá dimensão no máximo 6. Além disso, em virtude do teorema que segue não existem
3-variedades com grupo de isometrias de dimensão 5.

Teorema 3.1.2 (G. Fubini). Nenhuma variedade Riemanniana (M, g) de dimensão n ≥ 2 admite

um grupo de dimensão n (n+1)
2 − 1, como grupo de isometrias completo ou parcial.
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Além disso, se uma 3-variedade Riemanniana tem grupo de isometria de dimensão 4, então ela
é homogênea (ver [22]).

No caso da dimensão ser 6, a variedade é uma forma espacial. Se a dimensão do grupo de
isometrias for 4, a variedade é isométrica a: H3 (grupo de Heisenberg tridimensional), S3

b (esferas

de Berger), S̃L(2,R) (revestimento universal do grupo linear especial), ou aos espaços produtos

S2 × R ou H2 × R. No caso do grupo de isometrias ser de dimensão três, a variedade possui a
geometria do grupo de Lie Sol3.

3.1.1 Os espaços de Bianchi-Cartan-Vranceanu

Feita exceção para H3, no caso em que a dimensão do grupo de isometrias do espaço homogê-
neo tridimensional é 4 ou 6, o espaço é localmente isométrico a (uma parte de) R3, munido de uma

métrica que depende de dois parâmetros reais. Tal família de métricas Riemannianas aparece pri-

meiramente em 1897 no trabalho [5] do matemático italiano L. Bianchi e, mais tarde, nos artigos
[7, 34] de É. Cartan e G. Vranceanu. Por esta razão, estes espaços são conhecidos como variedades

de Bianchi-Cartan-Vranceanu (ou BCV-espaços). Temos a seguinte definição:

Definição 3.1.3. Sejam k e τ números reais, com τ ≥ 0. O espaço de Bianchi-Cartan-Vranceanu
M̃3(k, τ) é definido como sendo o conjunto:

{
(x, y, z) ∈ R3; 1 +

k

4
(x2 + y2) > 0

}
,

equipado com a métrica:

ds2 =
dx2 + dy2

(1 + k
4 (x

2 + y2))2
+

[

dz + τ

(
y dx− x dy

1 + k
4 (x

2 + y2)

)]2
.

Temos que a variedade M̃3(k, τ) é (localmente) isométrica às seguintes variedades homogê-
neas tridimensionais (ver [30]):

• se k = τ = 0, então M̃3(k, τ) ∼= R3;

• se k = 4 τ 2 ̸= 0, então M̃3(k, τ) ∼= S3
(
k
4

)
;

• se k > 0 e τ = 0, então M̃3(k, τ) ∼= S2(k)× R;
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• se k < 0 e τ = 0, então M̃3(k, τ) ∼= H2(k)× R;

• se k > 0 e τ ̸= 0, então M̃3(k, τ) ∼= S3
b (esferas de Berger);

• se k < 0 e τ ̸= 0, então M̃3(k, τ) ∼= S̃L(2,R) (revestimento universal do grupo especial

linear);

• se k = 0 e τ ̸= 0, então M̃3(k, τ) ∼= H3 (grupo de Heisenberg tridimensional).

Com o intuito de estudar as superfícies de ângulo constante no espaço de Heisenberg e, tam-

bém, apresentar alguns resultados parciais para a mesma classe de superfícies nos outros BCV-
espaços com grupo de isometrias 4-dimensional, vamos primeiramente estudar a geometria dos

BCV-espaços.

Lema 3.1.4. Os seguintes campos vetoriais formam uma base ortonormal em M̃3(k, τ) :

e1 =

[
1 +

k

4
(x2 + y2)

]
∂x − τ y ∂z , e2 =

[
1 +

k

4
(x2 + y2)

]
∂y + τ x ∂z , e3 = ∂z.

Além disso, a geometria dos BCV-espaços pode ser descrita em termos dessa base como segue:

1. os campos vetoriais acima satisfazem as relações de comutação:

[e1, e2] = −
k

2
y e1 +

k

2
x e2 + 2 τ e3,

[e2, e3] = 0,

[e3, e1] = 0.

2. A conexão de Levi-Civita ∇ de M̃3(k, τ) é dada por:

∇e1e1 =
k

2
y e2, ∇e1e2 = −

k

2
y e1 + τ e3, ∇e1e3 = −τ e2,

∇e2e1 = −
k

2
x e2 − τ e3, ∇e2e2 =

k

2
x e1, ∇e2e3 = τ e1,

∇e3e1 = −τ e2, ∇e3e2 = τ e1, ∇e3e3 = 0.

3. O tensor de curvatura de Riemann-Christoffel R de M̃3(k, τ) é dado por:

R(X, Y )Z = (k − 3 τ 2)(⟨Y, Z⟩X − ⟨X,Z⟩ Y )

− (k − 4 τ 2) (⟨Y, e3⟩⟨Z, e3⟩X − ⟨X, e3⟩⟨Z, e3⟩ Y

+⟨X, e3⟩⟨Y, Z⟩ e3 − ⟨Y, e3⟩⟨X,Z⟩ e3) ,

para todoX, Y, Z ∈ χ(M̃3(k, τ)).
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Demonstração. Observando que

e1 =

(
1 +

k

4
(x2 + y2), 0,−τ y

)
, e2 =

(
0, 1 +

k

4
(x2 + y2),−τ x

)
, e3 = (0, 0, 1),

e escrevendo

f = 1 +
k

4
(x2 + y2),

temos

d s2 =
d x2

f 2
+

d y2

f 2
+

(
d z + τ

(y d x− x d y)

f

)2

=

(
1 + τ 2 y2

f 2

)
d x2 +

(
1 + τ 2 x2

f 2

)
d y2 + d z2

+
2 τ y

f
d x d z −

2 τ x

f
d y d z −

2 τ 2 x y

f 2
d x d y,

ou seja, a matriz associada à métrica d s2 é dada por
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + τ 2 y2

f 2
−
τ 2 x y

f 2

τ y

f

−
τ 2 x y

f 2

1 + τ 2 x2

f 2
−
τ x

f
τ y

f
−
τ x

f
1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

1. Temos

[e1, e2] = [f ∂x − τ y ∂z , f ∂y + τ x ∂z]

= f ∂x(f) ∂y − f ∂y(f) ∂x + τ f ∂z − τ x ∂x(f) ∂x + τ f ∂z

= −y
k

2
(f ∂x − τ y ∂z) +

x k

2
(f ∂y + τ x ∂z) + 2τ ∂z

= −y
k

2
e1 +

x k

2
e2 + 2 τ e3,

[e2, e3] = [f ∂y + τ x ∂z, ∂z] = 0,

[e3, e1] = [∂z, f ∂x − τ y ∂z ] = 0.

2. Pela fórmula de Koszul, resulta que

⟨∇e1e1, e1⟩ = 0, ⟨∇e1e1, e3⟩ = 0,
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⟨∇e1e1, e2⟩ = −
1

2
(⟨[e1, e1], e2⟩+ ⟨[e1, e2], e1⟩+ ⟨[e1, e2], e1⟩)

=
k y

2
.

Logo

∇e1e1 =
k y

2
e2.

De forma análoga, obtemos as outras expressões para a conexão.

3. Dado um campo de vetoresX em M̃3(k, τ), podemos verificar que

∇Xe3 = τ X × e3, (3.1)

onde × representa o produto vetorial em M̃3(k, τ). Pondo

⟨R (X × Y ), Z ×W ⟩ = ⟨R (X, Y )Z,W ⟩,

e usando que

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (3.2)

obtemos que a matriz de R na base {e2 × e3, e3 × e1, e1 × e2} é dada por

R =

⎛

⎜⎜⎝

−τ 2 0 0

0 −τ 2 0

0 0 3 τ 2 − k

⎞

⎟⎟⎠ .

Decompondo os campos X, Y, Z,W na forma:

X = X + x e3, Y = Y + y e3, Z = Z + z e3 e W = W + w e3,

onde X, Y , Z, W são as componentes horizontais obtemos:

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ =⟨R (X, Y )Z,W ⟩+ z ⟨R (X, Y ) e3,W ⟩

+ y ⟨R (X, e3)Z,W ⟩+ y z ⟨R (X, e3) e3,W ⟩

+ x ⟨R (e3, Y )Z,W ⟩+ x z ⟨R (e3, Y ) e3,W ⟩

+ w ⟨R (X, Y )Z, e3⟩+ w z ⟨R (X, Y ) e3, e3⟩

+ y w ⟨R (X, e3)Z, e3⟩+ y z w ⟨R (X, e3) e3, e3⟩

+ xw ⟨R (e3, Y )Z, e3⟩+ x z w ⟨R (e3, Y ) e3, e3⟩.
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Observemos agora que, como a matriz deR é diagonal, os termos em que e3 aparece somente
uma vez são nulos, uma vez que X, Y , Z eW dependem somente de e1, e2, assim

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ =⟨R (X, Y )Z,W ⟩+ z y ⟨R (X, e3) e3,W ⟩

+ x z ⟨R (e3, Y ) e3,W ⟩+ w y ⟨R (X, e3)Z, e3⟩

+ w x ⟨R (e3, Y )Z, e3⟩.

Escrevendo, então

X =
3∑

i=1

ai ei, Y =
3∑

i=1

bi ei e Z =
3∑

i=1

zi ei,

obtemos que:

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ =
2∑

i, j, k, s=1

ai bj zk ws ⟨R (ei, ej) ek, es⟩

= (a1 z1 b2 w2 + a2 z2 b1w1 − (a2 w2 b1 z1 + a1w1 b2w2))⟨R (e1, e2) e1, e2⟩

= (k − 3 τ 2)(⟨X,W ⟩⟨Y , Z⟩ − ⟨X,Z⟩⟨Y ,W ⟩)
e

R(X, e3) e3 = ∇X∇e3e3 −∇e3∇Xe3 −∇[X,e3]e3

= −∇e3(−τ a1 e2 + τ a2 e1)− τ e3(a1) e2 − τ e3(a2) e1

= τ 2X,

para todo campoX ∈ χ(M̃3(k, τ)). Segue que

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ = (k − 3 τ 2) (⟨X,W ⟩⟨Y , Z⟩ − ⟨X,Z⟩⟨Y ,W ⟩)

= −τ 2 (−z y ⟨X,W ⟩+ x z ⟨Y ,W ⟩+ w y ⟨X,Z⟩ − w x ⟨Y , Z⟩).
(3.3)

Observando que

⟨X,Z⟩⟨Y ,W ⟩ = ⟨X,Z⟩⟨Y,W ⟩ − y w ⟨X,Z⟩ − x z ⟨Y ,W ⟩ − x z y w,

⟨X,W ⟩⟨Y , Z⟩ = ⟨X,W ⟩⟨Y, Z⟩ − xw ⟨Y , Z⟩ − y z ⟨X,W ⟩ − x z y w

e substituindo essas equações em (3.3), tendo em conta que

x z ⟨Y ,W ⟩ = x z ⟨Y,W ⟩ − x y z w,

y w ⟨Z,X⟩ = w y ⟨Z,X⟩ − x y z w,

−z y ⟨X,W ⟩ = −z y ⟨X,W ⟩+ x y z w,

−xw ⟨Z, Y ⟩ = −xw ⟨Z, Y ⟩+ x y z w,
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e
x = ⟨X, e3⟩, y = ⟨Y, e3⟩, z = ⟨Z, e3⟩, w = ⟨W, e3⟩,

resulta

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ =− 3 τ 2 (⟨X,W ⟩ ⟨Y, Z⟩ − ⟨X,Z⟩ ⟨Y,W ⟩)

− (k − 4 τ 2) (⟨X,W ⟩⟨Z, e3⟩⟨Y, e3⟩+ ⟨Z, Y ⟩⟨X, e3⟩⟨W, e3⟩

− ⟨Y,W ⟩⟨X, e3⟩⟨Z, e3⟩ − ⟨Z,X⟩⟨W, e3⟩⟨Z, e3⟩).

Isto completa a demonstração.

Definição 3.1.5. Seja M̃3(k) a superfície Riemanniana, com curvatura Gaussiana constante igual
a k, dada por:

M̃2(k) =

({
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 1 +
k

4
(x2 + y2) > 0

}
,

dx2 + dy2
(
1 + k

4 (x
2 + y2)

)2

)

.

Então a aplicação
π : M̃3(k, τ) −→ M̃2(k)

(x, y, z) )−→ (x, y)

é uma submersão Riemanniana chamada fibração de Hopf. A imagem inversa de uma curva em
M̃2(k) pela aplicação π é chamada cilindro de Hopf e a folha da fibração de Hopf é uma superfície

que é ortogonal às fibras de π em todo ponto.

Observação 3.1.6. No caso especial em que k = 4 τ 2 ̸= 0, a aplicação π coincide localmente com

a fibração de Hopf clássica π : S3 (k/4) → S2(k). Do Teorema de Frobenius e do item (1) do
Lema 3.1.4 as folhas de π existem se, e somente se, τ = 0. Elas nada mais são do que abertos de

superfícies do tipo R2 × {t0}, S2(k)× {t0} ou H2(k)× {t0}.

3.1.2 Imersões isométricas em BCV-espaços

SejamMn eNn+1 variedades Riemannianas, com conexão de Levi-Civita∇ e∇ e cujo tensor
curvatura é R e R (respectivamente), então as equações de Gauss e Codazzi dadas por:

⟨R (X, Y )Z,W ⟩ − ⟨R (X, Y )Z,W ⟩ = ⟨A(X), Z⟩⟨A(Y ),W ⟩ − ⟨A(Y ), Z⟩⟨A(X),W ⟩,

∇XA(Y )−∇YA(X)− A[X, Y ] = −R (X, Y )N, X, Y, Z, W ∈ χ(M),
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são condições necessárias para que M possa ser imersa isometricamente em N . Além disso, no
caso em que N é uma forma espacial (i.e. a esfera Sn+1, o espaço Euclidiano Rn+1 e o espaço

hiperbólicoHn+1), as equações de Gauss e de Codazzi representam, também, condições suficientes
para queM possa ser imersa isometricamente em N , com A como operador de forma. Neste caso

estas equações envolvem somente a métrica e o operador de forma deM .

Em [11], foi considerado o problema de determinar quando uma superfícieM2 pode ser imersa
isometricamente em uma variedade homogênea tridimensional N3 cujo grupo de isometrias tem

dimensão quatro. Como vimos, tais variedades são fibrações Riemannianas sobre uma forma es-
pacial bidimensional, com fibras geodésicas e existe uma família a um parâmetro de translações

ao longo das fibras, com gerador o campo de Killing unitário e3.

Teorema 3.1.7. [11] Seja F : M2 −→ M̃3(k, τ) uma imersão isométrica de uma superfície

orientadaM2 em um BCV-espaço. SejaN o campo unitário de vetores normais aM ,A o operador

forma associado,

θ = ∠(N, e3) e T = e3 + cos θN.

Então, se X, Y ∈ χ(M), temos:

1. ∇XA(Y )−∇YA(X)−A[X, Y ] = (k − 4 τ 2) cos θ (⟨Y, T ⟩X − ⟨X, T ⟩ Y );

2. K = det A + τ 2 + (k − 4 τ 2) cos2 θ;

3. X [cos θ] = −⟨A(X)− τ J X, T ⟩;

4. ∇XT = cos θ (A(X)− τ J X),

ondeK representa a curvatura gaussiana deM .

Demonstração. 1. Da equação de Codazzi e do item (3) do Lema 3.1.4, temos que

∇XA(Y )−∇YA(X)− A[X, Y ] = (k − 4 τ 2) cos θ (⟨Y, e3⟩X − ⟨X, e3⟩ Y )

= (k − 4 τ 2) cos θ (⟨Y, T ⟩X − ⟨X, T ⟩ Y ).

2. Segue das equações de Gauss e de Codazzi.
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3. e 4. Definindo J X = N ×X , temos

∇Xe3 = ∇X(T + cos θN) = ∇XT +∇X(cos θN)

= ∇XT + h(X, T ) +X(cos θ)N + cos θ∇XN.

Como

h(X, T ) = ⟨T,A(X)⟩N,

resulta que

∇Xe3 = ∇XT + ⟨h(X, T ), T ⟩N +X(cos θ)N − cos θA(X). (3.4)

Por outro lado, pela equação (3.1) segue que

∇Xe3 = τ X × (T + cos θN) = τ (X × T ) + τ cos θ(X ×N)

= τ (X × T )− τ cos θ J X.

Notemos agora que, se ϕ é o ângulo entreX e T , então o ângulo entre J X e T é (ϕ+ π/2).
Além disso, como X e T estão no mesmo plano, temos que X × T é paralelo a N , assim

X × T = ⟨J X, T ⟩N,

logo
∇Xe3 = τ ⟨J X, T ⟩N − τ cos θ J X. (3.5)

Combinando (3.4) e (3.5) obtemos

∇XT = cos θ(A(X)− τ J X)

e
X [cos θ] = −⟨A(X)− τ J X, T ⟩.

As equações do Teorema 3.1.7 são ditas equações de compatibilidade para M̃3(k, τ) e em [11]

também é provado que as mesmas são condições necessárias e suficientes para que uma superfície
Riemanniana seja imersa isometricamente numa variedade homogênea tridimensional cujo grupo

de isometrias seja de dimensão quatro.
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3.1.3 Superfície de ângulo constante nos BCV-espaços

O teorema de existência e unicidade provado por Benôit (ver [11]) mostra como a função
ângulo cos θ é um dos invariantes fundamentais para uma superfície em um BCV-espaço. Logo,

é um problema natural estudar as superfícies para as quais esta função é constante. Desta forma,
em [16] J.Fastenakels e M.I. Munteanu, generalizam o conceito de superfícies de ângulo constante

dado em Q2
ϵ × R a um BCV-espaço qualquer da seguinte forma:

Definição 3.1.8. Dizemos que uma superfície orientadaM2 no BCV-espaço M̃3(k, τ) é uma su-
perfície de ângulo constante se a função cos θ é constante, ou seja, o ângulo entre a normal unitária

N e a direção e3, tangente às fibras da fibração de Hopf, é o mesmo em todos os pontos.

Lema 3.1.9. Seja M uma superfície de ângulo constante em um BCV-espaço M̃3(k, τ). Então

valem as seguintes afirmações:

1. o operador de forma com respeito a base {T, JT} é dado por:

A =

⎛

⎝ 0 −τ

τ λ

⎞

⎠ ,

onde λ ∈ C∞(M).

2. A conexão de Levi-Civita da superfície é determinada por:

∇TT = −2 τ cos θ JT, ∇JTT = λ cos θ JT,

∇TJT = 2 τ cos θ T, ∇JTJT = −λ cos θ T.

3. A curvatura Gaussiana da superfície é a constante dada por:

K = (k − 4 τ 2) cos2 θ.

4. A função λ satisfaz a seguinte equação diferencial:

T [λ] + λ2 cos θ + k cos θ sin2 θ + 4 τ 2 cos3 θ = 0. (3.6)

Demonstração. 1. Como o ângulo θ é constante, dado um campo X ∈ χ(M̃3(k, τ)), temos
que

X(cos θ) = 0.
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Sendo assim do item 3. do Teorema 3.1.7 resulta que

⟨A(X), T ⟩ = ⟨τ J X, T ⟩

e, portanto,

⟨A(T ), T ⟩ = τ ⟨J T, T ⟩ = 0

e

⟨A(T ), J T ⟩ = τ ⟨J(J T ), T ⟩ = −τ ⟨T, T ⟩.

Logo
A(T ) = −τ J T.

De forma análoga, obtemos que

A(J T ) = −τ T + λ J T,

onde λ = ⟨A(J T ), J T ⟩. Portanto a matriz de A na base {T, J T} é dada como no item 1.

2. Do item 4. do Teorema 3.1.7 segue que

∇TT = cos θ (A(T )− τ J T ) = −2 τ cos θ J T.

Além disso, temos

⟨∇TJ T, T ⟩ = −⟨∇TT, J T ⟩ = 2 τ cos θ ||J T ||2 J T.

Como ||T ||2 = ||J T ||2 = sin2 θ, resulta que

⟨∇TJ T, J T ⟩ = 0,

então

∇TJ T = 2 cos θ J T.

Novamente do Teorema 3.1.7, item 4., temos

∇J TT = cos θ (A(J T )− τ J(J T )) = λ cos θ JT.

Por fim, como

⟨∇J TJ T, J T ⟩ = 0
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e
⟨∇J TJ T, T ⟩ = −⟨∇J TT, J T ⟩ = −λ cos θ ||J T ||2 J T,

segue que
∇J TJ T = −λ cos θ J T.

3. Do item 1. temos que detA = −τ 2. Assim, do item 2. do Teorema 3.1.7, a curvatura
Gaussiana da superfície é dada por

K = detA+ τ 2 + (k − 4 τ 2) cos2 θ = (k − 4 τ 2) cos2 θ.

4. Sabemos que

K(T, J T ) =
⟨R (T, J T ) J T, T ⟩

||T ||2||J T ||2
= (k − 4 τ 2) cos2 θ.

Como
R(T, J T ) J T = − cos θ T [λ]T − 4 τ 2 cos2 θ T − λ2 cos2 θ T,

segue que

0 = cos θ T [λ] + 4 τ 2 cos2 θ + λ2 cos2 θ + (k − 4 τ 2) cos4 θ

= cos θ T [λ] + 4 τ 2 cos4 θ + k cos2 θ sin2 θ + λ2 cos2 θ.

Dado cos θ ̸= 0, obtemos

T [λ] + 4 τ 2 cos2 θ + k cos θ sin2 θ + λ2 cos θ = 0.

Em nosso estudo estamos considerando o caso das superfícies de ângulo constante nos BCV-

espaços com k, τ ̸= 0. Observe que o caso θ = 0 não pode ocorrer pois a distribuição gerada
por e1 e e2 não é integrável. Se θ = π/2, temos que o campo e3 será tangente à superfície em

todo ponto, assim ela conterá as curvas integrais deste campo, as quais se projetam em um ponto.
Portanto a projeção da superfície através da aplicação de Hopf será uma curva, ou seja, a superfície

será um cilindro de Hopf.

Para obtermos uma classificação local explícita das superfícies de ângulo constante θ ∈ (0, π/2)

em um BCV-espaço, com k, τ ̸= 0, escolhemos primeiramente um sistema de coordenadas locais
(u, v) de forma que:

T = ∂u e ∂v = a T + b JT,
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onde a, b ∈ C∞(M). Teremos, então, que a equação (3.6) poderá ser reescrita como

λu + 4 τ 2 cos3 θ + k cos θ sin2 θ + λ2 cos θ = 0.

A solução dessa equação depende do sinal da constante (k sin2 θ+ 4 τ 2 cos2 θ). Supondo que este
seja positivo e denotando essa constante por r2, temos

λ(u, v) = r tan(ϕ(v)− r cos θ u),

para alguma função real ϕ(v). Temos ainda que, como [∂u, ∂v] = 0, então

0 = [T, a T + b J T ] = ∂u a T + 2 b τ cos θ T + ∂u b J T − bλ cos θ J T.

Obtemos então o sistema de equações:
⎧
⎨

⎩
au = −2 τ b cos θ,

bu = bλ cos θ.
(3.7)

Da expressão de λ segue que

bu = b r tan(ϕ(v)− r cos θ u) cos θ,

ou seja

b(u, v) = cos(ϕ(v)− r cos θ u).

Substituindo esta expressão no sistema (3.7) temos

au = −2 τ cos(ϕ(v)− r cos θ u) cos θ,

logo

a(u, v) =
2 τ

r
sin(ϕ(v)− r cos θ u).

Como N é unitário e a superfície é de ângulo constante existe uma função diferenciável φ, local-

mente definida emM , tal que

N = sin θ cos φ e1 + sin θ sin φ e2 + cos θ e3.

Com isso, obtemos

T = e3 − cos θN = e3 − sin θ cos θ cosφ e1 − sin θ cos θ sin φ e2 − cos2 θ e3

= − sin θ (cos θ cosφ e1 + cos θ sinφ e2 − sin θ e3)
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e

J T = N × T = sin θ (sinφ e1 − cosφ e2).

Temos ainda, pela fórmula de Weingarten, juntamente com o Lema 3.1.4 (item 2.) e as equações
acima, que

A(T ) = −∇TN = (T [φ] J T + sin θ cos θ
k

2
(sin φ x− cosφ y)

− τ sin2 θ + τ cos2 θ) J T

e

A(J T ) = −∇J TN = (J T [φ] J T + sin θ
k

2
(sin φ y + cosφ x)) J T − τ T.

Comparando com o item 1. do Lema 3.1.9 , obtemos

⎧
⎪⎨

⎪⎩

T [φ] = −2τ cos2 θ,

J T [φ] = λ− sin θ
k

2
(sinφ y + cosφ x).

(3.8)

Observe que a condição de integrabilidade para esse sistema de equações diferenciais é exatamente
a equação (3.6).

Seja agora

F : U ⊂ R2 −→ M ⊂ M̃3(k, τ)

(u, v) )−→ (F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v))

uma parametrização deM . Observando que, no ponto (F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)) temos

e1 =

(
1 +

k

4
(F 2

1 + F 2
2 ), 0,−τ F2

)
, e2 =

(
0, 1 +

k

4
(F 2

1 + F 2
2 ), τ F1

)
, e3 = (0, 0, 1),

e que

φv = a(u, v) T [φ] + b(u, v)

[
λ−

k

2
sin θ (sin φ y − cosφ x)

]
,
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para encontrar uma parametrização paraM precisamos resolver o sistema:

φu =−
k

2
sin θ cos θ (F1 sin φ− F2 cosφ)− 2τ cos2 θ, (3.9)

φv =a(u, v)φu + b(u, v)

(
λ(u, v)−

k

2
sin θ (F1 cosφ+ F2 sinφ)

)
, (3.10)

(F1)u =− sin θ cos θ cosφ

(
1 +

k

4
(F 2

1 + F 2
2 )

)
(3.11)

(F1)v =a(u, v) (F1)u + b(u, v) sin θ sinφ

(
1 +

k

4
(F 2

1 + F 2
2 )

)
, (3.12)

(F2)u =− sin θ cos θ sinφ

(
1 +

k

4
(F 2

1 + F 2
2 )

)
, (3.13)

(F2)v =a(u, v)(F2)u − b(u, v) sin θ cosφ

(
1 +

k

4
(F 2

1 + F 2
2 )

)
, (3.14)

(F3)u =− sin θ (−τ F2 cos θ cosφ+ τ F1 cos θ sinφ− sin θ), (3.15)

(F3)v =a(u, v) (F3)u − b(u, v) τ sin θ (F2 sinφ+ F1 cosφ). (3.16)

De (3.9), (3.11) e (3.13), obtemos:

F1 =
sin 2θ

2D(v)
sinφ+ L(v) cos(ρ(v)),

F2 = −
sin 2θ

2D(v)
cos φ+ L(v) sin(ρ(v)),

φ = ρ(v) + 2 arctan

(
−A+

√
B2 − A2 tan(−1

2

√
B2 − A2 u+ C(v))

B

)

onde D(v), L(v), ρ(v) e C(v) são constantes de integração e

A(v) =
k

4
sin 2θL(v), B(v) = D(v) +

k

4

(
sin2 2θ

4D(v)
+D(v)L2(v)

)
.

Observe que B2 − A2 = r2 cos2 θ é uma constante positiva.

3.2 O grupo de Heisenberg

Começaremos dando a seguinte

Definição 3.2.1. Seja (V,ω) um espaço vetorial simplético de dimensão 2n. O grupo de Heisen-

berg associado a ele é o conjunto V × R munido da operação:

(v1, t1) ∗ (v2, t2) = (v1 + v2, t1 + t2 +
1

2
ω(v1, v2)).
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Nesta seção nos restringiremos ao grupo de Heisenberg tridimensional vindo de R2 com a
forma simplética canônica:

ω((x, y), (x, y)) = (x y − x y),

isto é, estaremos considerando R3 com a operação de grupo dada por:

(x, y, z) ∗ (x, y, z) = (x+ x, y + y, z + z +
x y

2
−

x y

2
).

Considerando a aplicação:

R3 −→

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⎛

⎜⎜⎝

1 a b

0 1 c

0 0 1

⎞

⎟⎟⎠ : a, b, c ∈ R

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

dada por

(x, y, z) )−→

⎛

⎜⎜⎝

1 x x y
2

0 1 y

0 0 1

⎞

⎟⎟⎠ ,

podemos verificar que ela é um isomorfismo entre (R3, ∗) e um subgrupo de GL(3,R). Para todo

τ ∈ R, com τ ̸= 0, a métrica Riemanniana em (R3, ∗) dada por

ds2 = dx2 + dy2 + 4τ 2
(
dz +

y dx− x dy

2

)2

é invariante à esquerda e, após a mudança de coordenadas

(x, y, 2τz) )→ (x, y, z),

pode ser reescrita como:

ds2 = dx2 + dy2 + (dz + τ (y dx− x dy))2. (3.17)

De agora em diante, denotaremos o grupo (R3, ∗) com a métrica (3.17) por H3. O lema que segue

é um caso particular do Lema 3.1.4.

Lema 3.2.2. Os seguintes campos vetoriais formam uma base ortonormal de campos invariantes

à esquerda em H3:

e1 = ∂x − τ y ∂z, e2 = ∂y + τ x ∂z, e3 = ∂z.

A geometria de H3 pode ser descrita em termos dessa base como segue:
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1. Os campos acima satisfazem as relações de comutação:

[e1, e2] = 2 τ e3, [e2, e3] = 0, [e3, e1] = 0.

2. A conexão de Levi-Civita ∇ de H3 é dada por:

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = τ e3, ∇e1e3 = −τe2,

∇e2e1 = −τ e3, ∇e2e2 = 0, ∇e2e3 = τe1,

∇e3e1 = −τe2, ∇e3e2 = τe1, ∇e3e3 = 0.

3. O tensor curvatura de Riemann-Christoffel R de H3 é determinado por:

R(X, Y )Z =− 3τ 2 (⟨Y, Z⟩X − ⟨X,Z⟩ Y )

+ 4 τ 2 (⟨Y, e3⟩⟨Z, e3⟩X − ⟨X, e3⟩⟨Z, e3⟩ Y

+ ⟨X, e3⟩⟨Y, Z⟩ e3 − ⟨Y, e3⟩⟨X,Z⟩ e3) ,

onde X, Y, Z ∈ χ(H3).

Demonstração. Basta tomar k = 0 no Lema 3.1.4.

Observação 3.2.3. O campo de Killing e3 tem um papel importante na geometria de H3 pois suas

curvas integrais são exatamente as fibras da fibração de Hopf π : H3 −→ R2, dada por:

π(x, y, z) = (x, y).

3.3 Preliminares

Seja F : M2 −→ H3 uma imersão isométrica de uma superfície orientada no grupo de Heisen-

berg. Então, neste caso, as quatro equações de compatibilidade se tornam:

∇XA(Y )−∇YA(X)−A[X, Y ] = −4 τ 2 cos θ(⟨Y, T ⟩X − ⟨X, T ⟩ Y ),

K = detA− 4 τ 2 cos2 θ,

∇XT = cos θ (A(X)− τ J X),

X [cos θ] = −⟨A(X)− τ J X, T ⟩

e o Lema 3.1.9 pode ser escrito como segue
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Lema 3.3.1. SejaM uma superfície de ângulo constante θ em H3. Então:

1. a matriz do operador forma com respeito a base {T, JT} é dada por:

A =

⎛

⎝ 0 −τ

τ λ

⎞

⎠ ,

onde λ ∈ C∞(M).

2. A conexão de Levi-Civita da superfície é determinada por:

∇TT = −2 τ cos θ JT, ∇JTT = λ cos θ JT,

∇TJT = 2 τ cos θ T, ∇JTJT = −λ cos θ T.

3. A curvatura Gaussiana da superfícieM é a constante negativa dada por:

K = −4 τ 2 cos2 θ.

4. A função λ satisfaz a equação:

T [λ] + λ2 cos θ + 4 τ 2 cos3 θ = 0.

3.4 Superfícies de ângulo constante em H3

Usando o Lema 3.3.1 provaremos o teorema principal deste capítulo que da a classificação
(local) completa das superfícies de ângulo constante em H3, ou seja:

Teorema 3.4.1. Seja M uma superfície de ângulo constante em H3. EntãoM é isométrica a um

aberto de alguma das seguintes superfícies:

1. um cilindro de Hopf;

2. a superfície dada por:

F (u, v) =

(
1

2 τ
tan θ sin u+ f1(v),−

1

2 τ
tan θ cos u+ f2(v),

−
1

4 τ
tan2 θ u−

1

2
tan θ cos u f1(v)−

1

2
tan θ sin u f2(v)− τ f3(v)

)
,
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com

(f ′
1)

2 + (f ′
2)

2 = sin2 θ e f ′
3(v) = f ′

1(v) f2(v)− f1(v) f
′
2(v),

onde θ denota o ângulo constante.

Demonstração. Suponhamos que a superfície M faz ângulo constante θ = π/2 com e3. Neste

caso, teremos que e3 será tangente à superfície em todo ponto. LogoM é um cilindro de Hopf.

Observemos agora que θ deve ser diferente de zero, pois caso fosse nulo, teríamos uma contra-
dição com o item 1. do Lema 3.2.2. Assim, a partir de agora podemos assumir que θ ∈ (0, π/2).

Como N é unitário, decompondo ele na base {e1, e2, e3} existirá uma função diferenciável φ, lo-
calmente definida emM , tal que:

N = sin θ cos φ e1 + sin θ sin φ e2 + cos θ e3. (3.18)

Com isso, obtemos

T = − sin θ (cos θ cosφ e1 + cos θ sinφ e2 − sin θ e3), (3.19)

JT = sin θ (sin φ e1 − cos φ e2). (3.20)

Temos ainda, pela fórmula de Weingarten combinada com o item 2. do Lema 3.2.2 e as equa-

ções (3.19) e (3.20), que o operador forma A satisfaz

A(T ) = −∇TN = (T [φ]− τ sin2 θ + τ cos2 θ) JT,

A(JT ) = −∇JTN = −τ T + (JT )[φ] JT.

Comparando essas equações com o item 1. do Lema 3.3.1 temos
⎧
⎨

⎩
T [φ] = −2 τ cos2 θ,

(JT )[φ] = λ.
(3.21)

Observe que a condição de integrabilidade para esse sistema de equações diferenciais é exata-

mente o item 4. do Lema 3.3.1. A fim de resolver o sistema (3.21), vamos escolher as coordenadas
(u, v) emM de forma que:

∂u = T e ∂v = a T + b JT,
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onde a, b ∈ C∞(M). Assim a condição [∂u, ∂v] = 0 é equivalente ao seguinte sistema de equações:
⎧
⎨

⎩
∂u a = −2 τ b cos θ,

∂u b = bλ cos θ.
(3.22)

A equação diferencial do item 4. do Lema 3.3.1 é agora equivalente a

λu + λ2 cos2 θ + 4 τ 2 cos3 θ = 0,

cuja solução geral dada por

λ(u, v) = 2 τ cos θ tan(ϕ(v)− 2 τ cos2 θ u), (3.23)

onde ϕ ∈ C∞(R). Podemos agora resolver o sistema (3.22). Como estamos interessados em um
único sistema de coordenadas para a superfície M , precisamos somente de uma solução para a e

b, por exemplo:

a(u, v) =
1

cos θ
sin(ϕ(v)− 2 τ cos2 θ u), (3.24)

b(u, v) = cos(ϕ(v)− 2 τ cos2 θ u). (3.25)

Portanto, o sistema (3.21) é agora equivalente a
⎧
⎨

⎩
φu = −2 τ cos2 θ,

φv = 0,
(3.26)

o qual tem solução geral dada por:

φ(u, v) = −2 τ cos2 θ u+ c, c ∈ R. (3.27)

Para concluir a demonstração, resta somente integrar a distribuição gerada por T e JT . Deno-

tando a parametrização deM por:

F : U ⊆ R2 −→ M ⊂ H3

(u, v) )−→ F (u, v) = (F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

das expressões de T e JT na base {e1, e2, e3} e pela escolha das coordenadas (u, v) que:

(∂u F1, ∂u F2, ∂u F3) = − sin θ (cos θ cosφ e1 + cos θ sin φ e2 − sin θ e3), (3.28)

(∂v F1, ∂v F2, ∂v F3) = sin θ [(−a cos θ cos φ+ b sin φ) e1 (3.29)

− (a cos θ sin φ+ b cosφ) e2 + a sin θ e3].
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Além disso, no ponto F (u, v), temos:

e1 = (1, 0,−τ F2), e2 = (0, 1, τ F1), e3 = (0, 0, 1)

e a, b, φ são dados por (3.24), (3.25) e (3.27), respectivamente. Uma integração direta das equa-

ções (3.28) e (3.29), seguida pela reparametrização:

−2 τ cos2 θ u+ c )→ u,

resulta na parametrização dada no enunciado do teorema, onde f1(v) e f2(v) são primitivas das
funções

sin θ sin(c− ϕ(v)) e sin θ cos(c− ϕ(v)),

respectivamente.

Segue um exemplo de uma superfície, não trivial, de ângulo constante em H3.

Exemplo 3.4.2. Tomemos

f1(v) = f2(v) = 0 e f3(v) =
1√
2
v.

Então, segue do Teorema 3.4.1 que a superfície dada por:

F (u, v) =

(
1

2 τ
sin u,−

1

2 τ
cos u+

1√
2
v,−

1

4 τ
u−

1

2
√
2
v sin u

)

é uma superfície de ângulo constante em H3, com θ = π/4. Esta é uma superfície regrada com

curva base uma hélice.

-202

-10
-5

0
5

10

-10

0

10

-20

Figura 3.1: Superfície de ângulo constante no grupo de Heisenberg com τ = 2.



CAPÍTULO

4
Superfícies de ângulo constante nas

esferas de Berger

As esferas de Berger S3
ϵ , ϵ > 0, são espaços Riemannianos homogêneos difeomorfos à esfera

tridimensional S3. Esses espaços foram descobertos por M. Berger (ver [4]) em sua classificação

de todas as variedades Riemannianas, normais, simplesmente conexas, com curvatura seccional
positiva e não constante. Suas métricas são obtidas a partir da métrica usual de S3 através uma

deformação ao longo das fibras do fibrado de Hopf ψ : S3 −→ S2 por ϵ. A importância desse
espaços está ligada ao fato do que eles servem como contra-exemplo para varias conjecturas (ver

[3, 28, 33, 35]).

Neste capítulo iremos apresentar de forma detalhada os resultados obtidos por Montaldo e

Onnis em [24] sobre a classificação das superfícies de ângulo constante nas esferas de Berger

3-dimensionais, que são definidas a partir do fibrado de Hopf como descrito na seção que segue.

59
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4.1 As esferas de Berger

Sejam

S2

(
1

2

)
=

{
(z, t) ∈ C× R; |z|2 + t2 =

1

4

}

e
S3 =

{
(z, w) ∈ C2; |z|2 + |w|2 = 1

}

as esferas 2-dimensional e 3-dimensional usuais (de curvatura constante 4 e 1, respectivamente).

Então chama-se aplicação de Hopf a submersão Riemanniana ψ : S3 −→ S2(1/2), definida por:

ψ(z, w) =
1

2
(2 z w, |z|2 − |w|2).

Consideremos agora os seguintes campos vetoriais sobre S3:

X1(z, w) = (i z, i w), X2(z, w) = (−i w, i z), X3(z, w) = (−w, z).

Temos que eles paralelizam S3, sendo que X1 é vertical (i.e. dψ(X1) = 0) e X2, X3 são horizon-

tais. O campo X1 é chamado campo vetorial de Hopf. A esfera de Berger S3
ϵ , ϵ > 0, é a esfera S3

munida com a métrica:

gϵ(X, Y ) = ⟨X, Y ⟩+ (ϵ2 − 1)⟨X,X1⟩⟨Y,X1⟩, (4.1)

onde ⟨ . , . ⟩ representa a métrica canônica de S3. Observe que o campo vetorial de Hopf X1 é
um campo de Killing de norma constante e igual a ϵ. Assim, definimos uma superfície de ângulo

constante em S3
ϵ como uma superfície orientada tal que sua normal unitária N satisfaz

|gϵ(X,N)| = ϵ cos θ,

para um θ ∈ [0, π/2] fixado.

Teorema 4.1.1. Seja M2 uma superfície na esfera de Berger S3
ϵ de ângulo constante θ ̸= π/2.

Então existe um sistema de coordenadas locais em M2 tal que seu vetor posição em R4 é dado

por:

F (u, v) = A(v) β(u),

onde

β(u) = (
√
c1 cos(α1 u),

√
c1 sin(α1 u),

√
c2 cos(α2 u),

√
c2 sin(α2 u))
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é uma geodésica no toro S1(
√
c1)× S1(

√
c2), com:

c1,2 =
1

2
± ϵ

cos θ

2
√
B
, α1 =

2B

ϵ
c2, α2 =

2B

ϵ
c1, B = 1 + (ϵ2 − 1) cos2 θ,

enquanto A(v) = A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) é uma família a 1-parâmetro de matrizes 4× 4 que comutam

com a estrutura complexa J1 de R4 (como será descrito em (4.46)), com ξ = constante e

cos2(ξ1(v))ξ
′
2(v)− sin2(ξ2(v))ξ

′
3(v) = 0.

Reciprocamente, a parametrização F (u, v) = A(v) β(v), com β(u) eA(v) como acima, define

uma superfície na esfera de Berger S3
ϵ de ângulo constante θ ̸= π/2.

4.1.1 Estrutura Riemanniana das esfera de Berger

Considere os seguintes campos

E1 = ϵ−1X1, E2 = X2, E3 = X3, (4.2)

que formam uma base ortonormal em S3
ϵ . Primeiramente observe que eles satisfazem as relações:

[E1, E2] = 2 ϵ−1E3, (4.3)

[E1, E3] = −2 ϵ−1E2, (4.4)

[E2, E3] = 2 ϵE1. (4.5)

A conexão de Levi-Civita∇ϵ de (S3
ϵ , gϵ) é dada por:

∇ϵ
E1
E1 = 0, ∇ϵ

E2
E2 = 0, ∇ϵ

E3
E3 = 0,

∇ϵ
E1
E2 = ϵ−1 (2− ϵ2)E3, ∇ϵ

E1
E3 = −ϵ−1 (2− ϵ2)E2,

∇ϵ
E2
E1 = −ϵE3, ∇ϵ

E3
E1 = ϵE2, ∇ϵ

E3
E2 = −ϵE1 = −∇ϵ

E2
E3.

(4.6)

Além disso, as componentes do tensor curvatura são dadas por:

R(E1, E2)E1 = −ϵ2 E2, R(E1, E2)E2 = ϵ2E1, R(E1, E2)E3 = 0,

R(E1, E3)E1 = −ϵ2 E3, R(E1, E3)E2 = 0, R(E1, E3)E3 = ϵ2E1,

R(E2, E3)E1 = 0, R(E2, E3)E2 = (3 ϵ2 − 4)E3, R(E2, E3)E3 = (4− 3 ϵ2)E2.

Por fim, a curvatura seccional da esfera de Berger é dada por:

K(E1, E2) = K(E1, E3) = ϵ2 e K(E2, E3) = 4− 3 ϵ2.
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4.2 Superfícies de ângulo constante

Seja M2 uma superfície orientada de ângulo constante em S3
ϵ e seja N seu campo normal

unitário, então por definição temos:

|gϵ(E1, N)| = cos θ, (4.7)

para algum θ ∈ [0, π/2] fixado. Note que θ ̸= 0, pois se isso ocorresse, teríamos que os camposE2

e E3 seriam tangentes à superfícieM2, o que é um absurdo pois a distribuição horizontal da apli-

cação de Hopf não é integrável. Observe, também, que se θ = π/2 teríamos que E1 seria sempre
tangente a M e, neste caso, M seria um cilindro de Hopf. Assim, daqui em diante, assumiremos

que θ ̸= 0, π/2.

DadosX, Y ∈ χ(M), lembramos que as fórmulas de Gauss e Weingarten são dadas (respecti-

vamente) por:

∇ϵ
XY = ∇XY + h(X, Y ), (4.8)

∇ϵ
XN = −A(X), (4.9)

onde A indica o operador forma de M em S3
ϵ , ∇ a conexão de Levi-Civita induzida em M e h a

segunda forma fundamental de M em S3
ϵ . Decompondo E1 em parte tangente e parte normal, e

levando em consideração a equação (4.7), temos:

E1 = T + cos θN,

onde gϵ(T, T ) = sin2 θ. Assim, para todoX ∈ χ(M), resulta

∇ϵ
XE1 = ∇ϵ

XT + cos θ∇ϵ
XN

= ∇XT + h(X, T ) + cos θ∇ϵ
XN

= ∇XT + h(X, T )− cos θA(X).

Como

h(X, T ) = gϵ(h(X, T ), N)N,

segue que

∇ϵ
XE1 = ∇XT + gϵ(A(X), T )N − cos θA(X). (4.10)
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Por outro lado, escrevendoX =
∑3

i=1XiEi, temos:

∇ϵ
XE1 = ϵ(X3E2 −X2E3)

= ϵ gϵ(J X, T )N − ϵ cos θ JX,
(4.11)

onde JX denota a rotação de um ângulo π/2 em TM . Identificando as componentes tangente e

normal de (4.10) e (4.11) respectivamente, obtemos:

∇X T = cos θ (A(X)− ϵ JX) (4.12)

e

gϵ(A(X)− ϵ JX, T ) = 0. (4.13)

Lema 4.2.1. SejaM2 uma superfície orientada de ângulo constante θ em S3
ϵ . Então:

1. com respeito a base {T, JT}, a matriz associada ao operador forma A é dada por

A =

⎛

⎝ 0 −ϵ

−ϵ λ

⎞

⎠ ,

onde λ ∈ C∞(M).

2. A conexão de Levi-Civita ∇ deM é dada por:

∇TT = −2 ϵ cos θ JT, ∇J TT = λ cos θ JT,

∇TJT = 2 ϵ cos θ T, ∇J TJT = −λ cos θ T.

3. A curvatura Gaussiana deM é constante e é dada por:

K = 4 (1− ϵ2) cos2 θ.

4. A função λ, definida em 1., satisfaz a seguinte equação:

T [λ] + λ2 cos θ + 4 (ϵ2 − 1) cos3 θ + 4 cos θ = 0. (4.14)

Demonstração. 1. Das equações (4.12) e (4.13) temos que:

gϵ(A(X), T ) = ϵ gϵ(JX, T ),
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logo
gϵ(A(T ), T ) = 0, gϵ(A(T ), JT ) = −ϵ sin2 θ,

gϵ(A(JT ), T ) = −ϵ sin2 θ, gϵ(A(JT ), JT ) = λ.

Como

||T ||2gϵ = ||JT ||2gϵ = sin2 θ, (4.15)

tomando λ = λ
sin2 θ

, temos o resultado.

2. Da equação (4.12) segue que:

∇TT = −2 ϵ cos θ JT,

∇JTT = λ cos θ JT.

Usando (4.15) e gϵ(J T, T ) = 0, resulta

gϵ(∇TJT, T ) = −gϵ(∇TT, JT ) = 2 ϵ
cos θ

sin2 θ
.

Logo
∇TJT = 2ϵ cos θ T.

De forma análoga, obtemos que:

∇J TJ T = −λ cos θ T.

3. Da equação de Gauss e do primeiro item temos que a curvatura de Gauss deM é dada por:

K = detA + ϵ2 + 4 (1− ϵ2) cos2 θ

= 4 (1− ϵ2) cos2 θ.

4. Sabemos que

K(J T, T ) =
⟨R(J T, T ) T, J T ⟩

||J T ||2 ||T ||2
= 4 (1− ϵ2) cos2 θ.

Como

R(J T, T ) T = − cos θ T [λ] J T − λ2 cos2 θ J T − 4 ϵ2 cos2 θ J T,

segue que

0 = − cos θ T [λ]− λ2 cos2 θ − 4 ϵ2 cos2 θ − 4 (1− ϵ2) cos2 θ sin2 θ

= cos θ T [λ] + 4 (ϵ2 − 1) cos4 θ + λ2 cos2 θ + 4 cos2 θ.
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Sendo cos θ ̸= 0, obtemos

T [λ] + 4 (ϵ2 − 1) cos3 θ + λ2 cos θ + 4 cos θ = 0.

Observação 4.2.2. Se uma superfície de ângulo constante é mínima (isto é, trA = 0), então

θ = π/2. De fato, neste caso temos que λ = 0, e assim, pela equação (4.14) resulta que cos θ = 0,
ou seja, θ = π/2.

Agora, de (4.7) temos que existe uma função ϕ ∈ C∞(M) tal que:

N = cos θE1 + sin θ cosϕE2 + sin θ sinϕE3.

Assim,
T = E1 − cos θN = sin θ (sin θE1 − cos θ cosϕE2 − cos θ sinϕE3) (4.16)

e
J T = N × T = sin θ (sinϕE2 − cosϕE3). (4.17)

Pela fórmula de Weingarten segue que

A(T ) = (T [ϕ] + ϵ−1 (2− ϵ2) sin2 θ + ϵ cos2 θ) JT (4.18)

e

A(JT ) = JT [ϕ] JT − ϵT. (4.19)

Comparando essas duas últimas equações com o item 1. do Lema 4.2.1 temos:
⎧
⎨

⎩
J T [ϕ] = λ,

T [ϕ] = −2 ϵ−1B,
(4.20)

onde
B = 1 + (ϵ2 − 1) cos2 θ. (4.21)

Como
[T, J T ] = cos θ (2 ϵT − λ JT ),

a condição de compatibilidade do sistema (4.20) é dada por:

(∇TJ T −∇JTT )[ϕ] = [T, J T ][ϕ] = T (J T [ϕ])− J T (T [ϕ])
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e é equivalente à equação (4.14).

Ao fim de resolver o sistema (4.20), vamos escolher um sistema de coordenadas locais (u, v)

emM de forma que:
∂u = T. (4.22)

Como ∂v é também tangente aM , podemos escrever

∂v = a T + b J T, (4.23)

onde a = a(u, v) e b = b(u, v) são funções definidas (localmente) emM . Agora, como

0 = [∂u, ∂v] = (au + 2 ϵ b cos θ) T + (bu − bλ cos θ) JT,

obtemos que ⎧
⎨

⎩
au = −2 ϵ b cos θ,

bu = bλ cos θ.
(4.24)

Além disso, podemos reescrever a equação (4.14) na forma

λu + cos θ λ2 + 4 (ϵ2 − 1) cos3 θ + 4 cos θ = 0,

a qual, após integração, tem solução dada por:

λ(u, v) = 2
√
B tan(η(v)− 2 cos θ

√
B u), (4.25)

onde η ∈ C∞(R). Substituindo a equação acima no sistema (4.24) obtemos:

bu = 2 b
√
B tan(η(v)− 2 cos θ

√
B u) cos θ

e
au = −2 ϵ cos θ cos(η(v)− 2 cos θ

√
B u).

Consequentemente ⎧
⎪⎨

⎪⎩

a(u, v) =
ϵ√
B

sin(η(v)− 2 cos θ
√
B u),

b(u, v) = cos(η(v)− 2 cos θ
√
B u).

(4.26)

Além disso, a partir da equação (4.20) obtemos o sistema
⎧
⎨

⎩
ϕu = −2 ϵ−1B,

ϕv = 0,
(4.27)
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o qual tem solução dada por:

ϕ(u, v) = −2 ϵ−1B u+ c, (4.28)

onde c ∈ R.

Temos agora a seguinte caracterização do vetor posição de uma superfície de ângulo constante
com respeito as coordenadas locais (u, v) descritas em (4.22) e (4.23).

Proposição 4.2.3. Seja M2 uma superfície em S3
ϵ de ângulo constante θ. Então, com respeito

as coordenadas locais (u, v) definidas em (4.22) e (4.23), o vetor posição F de M2 satisfaz a

equação:
∂4 F

∂ u4
+ (b̃2 − 2 ã)

∂2 F

∂ u2
+ ã2 F = 0, (4.29)

onde

ã = ϵ−2 sin2 θB, b̃ = −2 ϵ−1B (4.30)

e

B = 1 + (ϵ2 − 1) cos2 θ.

Demonstração. SejaM2 uma superfície de ângulo constante em S3
ϵ ⊂ R4 e seja F o vetor posição

de M2. Então, com respeito as coordenadas locais (u, v) definidas em (4.22) e (4.23), podemos
escrever

F (u, v) = (F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v), F4(u, v)).

Pela definição e levando em consideração a equação (4.16) temos:

∂u F = (∂u F1, ∂u F2, ∂u F3, ∂u F4) = T

= sin θ (sin θE1|F (u,v) − cos θ cosϕE2|F (u,v) − cos θ sinϕE3|F (u,v)).
(4.31)

Usando, então, as expressões de E1, E2, e E3 com respeito aos campos coordenados de R4, obte-

mos: ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂u F1 = sin θ (ϵ−1 sin θ F2 + cos θ cosϕF4 + cos θ sinϕF3),

∂u F2 = sin θ (ϵ−1 sin θ F1 + cos θ cosϕF3 − cos θ sinϕF4),

∂u F3 = − sin θ (ϵ−1 sin θ F4 + cos θ cosϕF2 + cos θ sinϕF1),

∂u F4 = sin θ (ϵ−1 sin θ F3 − cos θ cosϕF1 + cos θ sinϕF2).

(4.32)
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Derivando as equações (4.32) com relação a u, achamos que existem constantes ã e b̃ tais que:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(F1)uu = ã F1 + b̃ (F2)u,

(F2)uu = ã F2 + b̃ (F1)u,

(F3)uu = ã F3 + b̃ (F4)u,

(F4)uu = ã F4 + b̃ (F3)u,

(4.33)

onde, usando (4.27), obtemos:

ã = −
ϵ−1 sin2 θ

2
ϕu = ϵ−2 sin2 θB, b̃ = ϕu = −2 ϵ−1B.

Derivando duas vezes as equações (4.33) e usando que:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b̃ ∂u F2 = ∂2u F1 − ã F1,

b̃ ∂u F1 = ã F2 − ∂2u F2,

b̃ ∂u F4 = ∂2u F3 − ã F3,

b̃ ∂u F3 = ã F4 − ∂2u F4,

segue que o vetor posição deM satisfaz a equação (4.29).

Corolário 4.2.4. Seja M2 uma superfície em S3
ϵ de ângulo constante θ. Então, com respeito as

coordenadas locais (u, v) emM definidas por (4.22) e (4.23), o vetor posição F é dado por:

F (u, v) = cos(α1 u) g
1(v) + sin(α1 u) g

2(v) + cos(α2 u) g
3(v) + sin(α2 u) g

4(v),

onde

α1,2 =
1

ϵ
(B ± ϵ

√
B cos θ)

são constantes reais e gi(v), i ∈ {1, 2, 3, 4}, são campos vetoriais deR4, mutualmente ortogonais,

que dependem somente de v tais que:

g11 = ⟨g1(v), g1(v)⟩ = g22 = ⟨g2(v), g2(v)⟩ =
ϵ

2B
α2,

g33 = ⟨g3(v), g3(v)⟩ = g44 = ⟨g4(v), g4(v)⟩ =
ϵ

2B
α1.

Demonstração. Notemos que a equação (4.29) pode ser vista como uma EDO na variável u e com

coeficientes constantes. Assim, por uma integração direta a partir do polinômio característico e
levando em consideração que as constantes de integração dependem de v, temos a solução

F (u, v) = cos(α1 u) g
1(v) + sin(α1 u) g

2(v) + cos(α2 u) g
3(v) + sin(α2 u) g

4(v),
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onde

α1,2 =

√
b̃2 − 2 ã±

√
b̃4 − 4 ã b̃2

2
.

Agora, como ||F ||2 = 1, escrevendo

∂u F = (∂u F1, ∂u F2, ∂u F3, ∂u F4),

e considerando as equações (4.29), (4.32) e (4.33), obtemos que o vetor posição F e suas derivadas
satisfazem as relações:

⟨F, F ⟩ = 1, ⟨Fu, Fu⟩ = ϵ−2 B sin2 θ, ⟨F, Fu⟩ = 0,

⟨Fu, Fuu⟩ = 0, ⟨Fuu, Fuu⟩ = D, ⟨F, Fuu⟩ = −ϵ−2 B sin2 θ,

⟨Fu, Fuuu⟩ = −D, ⟨Fuu, Fuuu⟩ = 0, ⟨F, Fuuu⟩ = 0,

⟨Fuuu, Fuuu⟩ = E,

(4.34)

onde

D = ϵ−2B b̃2 sin2 θ − 3 ã2, E = (b̃2 − 2 ã)D − ϵ−2B ã2 sin2 θ.

Calculando agora F e suas derivadas no ponto (0, v) temos:

F (0, v) = g1(v) + g3(v), Fuu(0, v) = −α2
1 g

1(v)− α2
2 g

3(v)

Fu(0, v) = α1 g
2(v) + α2 g

4(v), Fuuu(0, v) = −α3
1 g

2(v)− α3
2 g

4(v).

Substituindo então essas expressões em (4.34), e pondo gij(v) = ⟨gi(v), gj(v)⟩, resulta

g11 + g33 + 2 g13 = 1, (4.35)

α2
1 g22 + α2

2 g44 + 2α1α2 g24 = ϵ−1B sin2 θ, (4.36)

α1 g12 + α2 g14 + α1 g23 + α2 g34 = 0, (4.37)

α3
1 g12 + α1 α

2
2 g23 + α2

1 α2 g14 + α3
2 g34 = 0, (4.38)

α4
1 g11 + α4

2 g33 + 2α2
1 α

2
2 g13 = D, (4.39)

α2
1 g11 + α2

2 g33 + (α2
1 + α2

2) g13 = ϵ−2 sin2 θ, (4.40)

α4
1 g22 + α3

1 α2 g24 + α1 α
3
2 g24 + α4

2 g44 = D, (4.41)

α5
1 g12 + α3

1 α
2
2 g23 + α2

1 α
3
2 g14 + α5

2 g34 = 0, (4.42)

α3
1 g12 + α3

1 g23 + α3
2 g14 + α3

2 g34 = 0, (4.43)

α6
1 g22 + α6

2 g44 + 2α3
1α

3
2 g24 = E. (4.44)
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De (4.37), (4.38), (4.42) e (4.43) segue que:

g12 = g14 = g23 = g34 = 0.

Temos ainda, de (4.35), (4.39) e (4.40), que

g11 =
ϵ2 (D + α4

2)− 2B sin2 θ α2
2

ϵ2 (α2
1 − α2

2)
2

, g13 = 0, g33 =
ϵ2 (D + α4

1)− 2B sin2 θ α2
1

ϵ2 (α2
1 − α2

2)
2

.

Além disso, usando (4.36), (4.41) e (4.44), obtemos:

g22 =
ϵ2 (E − 2Dα2

2) +B sin2 θ α4
2

ϵ2 α2
1 (α

2
1 − α2

2)
2

, g24 = 0, g44 =
ϵ2 (E − 2Dα2

1) +B sin2 θ α4
1

ϵ2 α2
2(α

2
1 − α2

2)
2

.

Por fim, contas simples nos dão

g11 = g22 =
ϵ

2B
α2, g33 = g44 =

ϵ

2B
α1.

4.2.1 O resultado principal

Para chegar ao resultado principal deste capítulo precisamos primeiramente relembrar que,

olhando S3
ϵ em R4, seu grupo de isometrias pode ser identificado com o conjunto

{A ∈ O(4);AJ1 = ±J1A},

onde J1 é a estrutura complexa de R4 definida por

J1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(4.45)

eO(4) é o grupo ortogonal. Suponhamos que seja dada uma família a 1-parâmetroA(v), v ∈ (a, b) ⊂ R,
consistindo de matrizes 4× 4 ortogonais, que comutam com J1. Para conseguirmos descrever ex-

plicitamente tal família, iremos usar outras duas estruturas complexas de R4:

J2 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, J3 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Observe que essas três estruturas satisfazem as relações:

J1 J2 = −J3, J1 J3 = J2 e J2 J3 = −J1.

Agora, como A(v) é ortogonal, se ri(v) denota a i-ésima linha da matriz A(v) teremos que

||ri(v)||2 = 1 e ⟨ri(v), rj(v)⟩ = 0 se i ̸= j,

ou seja, as linhas da matriz A(v) são vetores ortonormais de R4. Sendo assim, sem perda de
generalidade, podemos tomar:

r1(v) = (cos ξ1(v) cos ξ2(v),− cos ξ1(v) sin ξ2(v),

sin ξ1(v) cos ξ3(v),− sin ξ1(v) cos ξ3(v)),

onde ξ1, ξ2 e ξ3 são funções reais definidas em (a, b). Como A(v) comuta com J1 devemos ter
que r2(v) = J1 r1(v). Além disso, que como os vetores {r1, J1 r1, J2 r1, J3 r1} formam uma base

ortonormal de R4, a terceira linha r3(v) é uma combinação linear deles. Sendo r3(v) um vetor
unitário e ortogonal a r1(v) e a r2(v) temos:

r3(v) = ⟨r3(v), J2 r1(v)⟩ J2 r1(v) + ⟨r3(v), J3 r1(v)⟩ J3 r1(v).

Logo, existe uma função ξ ∈ C∞((a, b)) tal que

r3(v) = cos ξ(v) J2 r1(v) + sin ξ(v) J3 r1(v).

Notemos agora que, ainda por A(v) comutar com J1, obtemos que r4(v) = J1 r3(v), assim

r4(v) = − cos ξ(v) J3 r1(v) + sin ξ(v) J2 r1(v).

Portanto, qualquer família a 1-parâmetro A(v) de matrizes ortogonais 4 × 4, que comutam com a

estrutura complexa J1, pode ser descrita por meio de quatro funções ξ1, ξ2, ξ3 e ξ como abaixo:

A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

r1(v)

J1 r1(v)

cos ξ(v) J2 r1(v) + sin ξ(v) J3 r1(v)

− cos ξ(v) J3 r1(v) + sin ξ(v) J2 r1(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.46)
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Teorema 4.2.5. Seja M2 uma superfície na esfera de Berger S3
ϵ de ângulo constante θ ̸= π/2.

Então, localmente, o vetor posição deM2 em R4 com respeito as coordenadas locais (u, v) emM

definidas em (4.22) e (4.23) é dado por

F (u, v) = A(v) β(u),

onde

β(u) = (
√
g11 cos(α1 u),

√
g11 sin(α1 u),

√
g33 cos(α2 u),

√
g33 sin(α2 u)), (4.47)

é uma geodésica no toro S1(
√
g11) × S1(

√
g33) ⊂ S3, com g11, g33, α1, α2 sendo as quatro cons-

tantes dadas no Corolário 4.2.4, e A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v) é uma família a 1-parâmetro de matrizes

ortogonais 4 × 4 que comutam com a estrutura complexa J1 (ver (4.46)) com ξ = constante,

satisfazendo:

cos2(ξ1(v)) ξ
′
2(v)− sin2(ξ1(v)) ξ

′
3(v) = 0. (4.48)

Reciprocamente, a parametrização F (u, v) = A(v)β(u) com A(v) e β(u) como acima, define

uma superfície na esfera de Berger S3
ϵ de ângulo constante θ ̸= π/2.

Demonstração. Vimos anteriormente que, com respeito as coordenadas locais (u, v) em M defi-
nidas em (4.22) e (4.23), pelo Corolário 4.2.4, o vetor posição deM em R4 é dado por:

F (u, v) = cos(α1 u) g
1(v) + sin(α1 u) g

2(v) + cos(α2 u) g
3(v) + sin(α2 u) g

4(v),

onde os campos vetoriais {gi(v)}4i=1 são mutuamente ortogonais e satisfazem:

||g1(v)|| = ||g2(v)|| =
√
g11 = constante,

||g3(v)|| = ||g4(v)|| = √
g33 = constante.

Assim, definindo

ei(v) =
gi(v)

||gi(v)||
, i ∈ {1, 2, 3, 4},

podemos reescrever F como

F (u, v) =
√
g11 (cos(α1 u) e1(v) + sin(α1 u) e2(v)) (4.49)

+
√
g33 (cos(α2 u) e3(v) + sin(α2 u) e4(v)).
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Observemos que

J1 F (u, v) = X1|F (u,v) = ϵE1|F (u,v) = ϵ (T + cos θN)|F (u,v) = ϵ (Fu + cos θN)

e

N|F (u,v) = cos θE1|F (u,v) + sin θ cosϕE2|F (u,v) + sin θ sinϕE3|F (u,v)

=(−ϵ−1 cos θ F2 − sin θ cosϕF4 − sin θ sinϕF3,

ϵ−1 cos θ F1 − sin θ cosϕF3 + sin θ sinϕF4,

− ϵ−1 cos θF4 + sin θ cosϕF2 + sin θ sinϕF1,

ϵ−1 cos θ F3 + sin θ cosϕF1 − sin θ sinϕF2).

Logo, usando (4.29) e (4.34), obtemos as identidades:

⟨J1 F, Fu⟩ = ϵ−1 sin2 θ,

⟨J1 F, Fuu⟩ = 0,

⟨Fu, J1 Fuu⟩ = ϵ−3 B sin2 θ (sin2 θ − 2B) := I,

⟨J1 Fu, Fuuu⟩ = 0,

⟨J1 Fu, Fuu⟩+ ⟨J1 F, Fuuu⟩ = 0,

⟨J1 Fuu, Fuuu⟩+ ⟨J1 Fu, Fuuuu⟩ = 0.

(4.50)

Avaliando agora a expressão de F e de suas derivadas em (0, v) temos:

F (0, v) =
√
g11 e1(v) +

√
g33 e3(v),

Fu(0, v) = α1
√
g11 e2(v) + α2

√
g33 e4(v),

Fuu(0, v) = −α2
1

√
g11 e1(v)− α2

2

√
g33 e3(v),

Fuuu(0, v) = −α3
1

√
g11 e2(v)− α3

2

√
g33 e4(v),

Fuuuu(0, v) = α4
1

√
g11 e1(v) + α4

2

√
g33 e3(v).
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Assim, as expressões (4.50) tornam-se, respectivamente:

α1 g11⟨J1 e1, e2⟩+ α2 g33⟨J1 e3, e4⟩ (4.51)

+
√
g11 g33 (α1⟨J1 e3, e2⟩+ α2⟨J1 e1, e4⟩) = ϵ−1 sin2 θ,

⟨J1 e1, e3⟩ = 0, (4.52)

α3
1 g11⟨J1 e1, e2⟩+ α3

2 g33⟨J1 e3, e4⟩ (4.53)

+
√
g11 g33 (α1α

2
2⟨J1 e3, e2⟩+ α2

1 α2⟨J1 e1, e4⟩) = −I,

⟨J1 e2, e4⟩ = 0, (4.54)

α1⟨J1 e2, e3⟩+ α2⟨J1 e1, e4⟩ = 0, (4.55)

α2⟨J1 e2, e3⟩+ α1⟨J1 e1, e4⟩ = 0. (4.56)

Observemos que nas equações acima houve a divisão por

α2
1 − α2

2 = 4 ϵ−1
√
B3 cos2 θ,

que é uma constante diferente de zero pois assumimos que θ ̸= π/2. Assim das equações (4.55) e

(4.56), e levando em consideração que α2
1 − α2

2 ̸= 0, obtemos:

⟨J1 e3, e2⟩ = 0, ⟨J1 e1, e4⟩ = 0. (4.57)

Além disso,
|⟨J1 e1, e2⟩| = 1 = |⟨J1 e3, e4⟩|.

Substituindo agora (4.57) em (4.51) e (4.53), obtemos o sistema
⎧
⎨

⎩
α1 g11 ⟨J1 e1, e2⟩+ α2 g33 ⟨J1 e3, e4⟩ = ϵ−1 sin2 θ,

α3
1 g11 ⟨J1 e1, e2⟩+ α3

2 g33 ⟨J1 e3, e4⟩ = −I,
(4.58)

o qual tem a solução dada por:

⟨J1 e1, e2⟩ =
ϵ I + α2

2 sin2 θ

ϵ g11 α1 (α2
2 − α2

1)
, ⟨J1 e3, e4⟩ = −

ϵ I + α2
1 sin2 θ

ϵ g33 α2 (α2
2 − α2

1)
.

Como

g11 g33 =
sin2 θ

4B
, α1 α2 =

B

ϵ2
sin2 θ, (α2

1 − α2
2)

2 =
16B3

ϵ2
cos2 θ,

segue que

⟨J1 e1, e2⟩⟨J1 e3, e4⟩ = −
(ϵ I + α2

2 sin2 θ)(ϵ I + α2
1 sin2 θ)

ϵ2 g11 g33 α1 α2 (α2
2 − α2

1)
2

= 1.
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Além disso, uma checagem direta mostra que ⟨J1 e1, e2⟩ > 0. Consequentemente,

⟨J1 e1, e2⟩ = ⟨J1 e3, e4⟩ = 1.

Fixemos agora a base canônica de R4 dada por:

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1).

Temos que, deverá existir uma família a 1-parâmetro de matrizes 4 × 4 ortogonais A(v) ∈ O(4),
com J1A(v) = A(v) J1, tal que:

ei(v) = A(v) ei, i ∈ {1, 2, 3, 4}. (4.59)

Substituindo (4.59) em (4.49) obtemos

F (u, v) = A(v) β(u),

onde
β(u) = (

√
g11 cos(α1 u),

√
g11 sin(α1 u),

√
g33 cos(α2 u),

√
g33 sin(α2 u))

é uma geodésica do toro S1(
√
g11) × S1(

√
g33) ⊂ S3. Vamos agora examinar a família a 1-

parâmetro A(v) a qual, de acordo com (4.46), depende das quatro funções ξ1, ξ2, ξ3 e ξ. Observe
que, de (4.23) e levando em consideração (4.26), obtemos:

⟨Fv, Fv⟩ = sin2 θ = constante.

Assim,
⟨Fuv, Fv⟩ = 0 e ⟨Fuuv, Fv⟩+ ⟨Fuv, Fuv⟩ = 0. (4.60)

Denotando por c1, c2, c3 e c4 as quatro colunas da matriz A(v), que é ortogonal e comuta com J1,

das equações (4.60) obtemos que: ⎧
⎨

⎩
⟨c′2, c′3⟩ = 0,

⟨c′2, c′4⟩ = 0,
(4.61)

onde com ′ denotamos a derivada com respeito a v. Substituindo as expressões dos ci em função
de ξ1, ξ2, ξ3 e ξ temos:

c1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− cos ξ1(v) sin ξ2(v)

cos ξ1(v) cos ξ2(v)

− cos ξ(v) sin ξ1(v) cos ξ3(v)− sin ξ(v) sin ξ1(v) sin ξ3(v)

cos ξ(v) sin ξ1(v) sin ξ3(v)− sin ξ(v) sin ξ1(v) cos ξ3(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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c2 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− cos ξ1(v) cos ξ2(v)

− cos ξ1(v) sin ξ2(v)

− cos ξ(v) sin ξ1(v) sin ξ3(v) + sin ξ(v) sin ξ1(v) cos ξ3(v)

− cos ξ(v) sin ξ1(v) cos ξ3(v)− sin ξ(v) sin ξ1(v) sin ξ3(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

c3 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sin ξ1(v) cos ξ3(v)

sin ξ1(v) sin ξ3(v)

− cos ξ(v) cos ξ1(v) sin ξ2(v) + sin ξ(v) cos ξ1(v) cos ξ2(v)

− cos ξ(v) cos ξ1(v) cos ξ2(v)− sin ξ(v) cos ξ1(v) sin ξ2(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

c4 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

− sin ξ1(v) sin ξ3(v)

sin ξ1(v) cos ξ3(v)

cos ξ(v) cos ξ1(v) cos ξ2(v) + sin ξ(v) cos ξ1(v) sin ξ2(v)

− cos ξ(v) cos ξ1(v) sin ξ2(v) + sin ξ(v) cos ξ1(v) cos ξ2(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Portanto a equação (4.61) se torna:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

⟨c′2, c′4⟩ =
1

2
ξ′(−2 sin(ξ2 − ξ3)ξ

′
1 + cos(ξ2 − ξ3) sin(2ξ1) sin(−ξ′ + ξ′2 + ξ′3)) = 0,

⟨c′2, c′3⟩ =
1

2
ξ′(−2 sin(ξ2 − ξ3)ξ

′
1 + sin(ξ2 − ξ3) sin(2ξ1) sin(ξ

′ − ξ′2 − ξ′3)) = 0.

Pondo

2
⟨c′2, c′4⟩
ξ′

= h(v) e 2
⟨c′2, c′3⟩
ξ′

= k(v),

temos ⎧
⎨

⎩
ξ′ h(v) = 0,

ξ′ k(v) = 0,
(4.62)

e as funções h(v), k(v) satisfazem a relação:

h2 + k2 = 4 (ξ′1)
2 + sin2(2ξ1) (−ξ′ + ξ′2 + ξ′23 )

2.

Assim de (4.62) segue que podem ocorrer somente duas possibilidades:

1. ξ′ = 0, ou seja, ξ = constante;

2. 4 (ξ′1)2 + sin2(2ξ1) (−ξ′ + ξ′2 + ξ′23 )
2 = 0.
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Mostraremos que o segundo caso não pode ocorrer. Mais precisamente, mostraremos que se o caso
2. ocorrer, então F (u, v) = A(v) β(u) é um tubo de Hopf, isto é, o campo vetorial de Hopf E1

será tangente à superfície em todo ponto. Para este fim calcularemos o campo normal unitárioN a
partir da parametrização F (u, v) = A(v) β(u). Escrevendo

Fu = gϵ(Fu, E1)E1 + gϵ(Fu, E2)E2 + gϵ(Fu, E3)E3

e
Fv = gϵ(Fv, E1)E1 + gϵ(Fv, E2)E2 + gϵ(Fv, E3)E3,

onde {E1, E2, E3} é a base do espaço tangente a S3
ϵ definida em (4.2), resulta:

N =
N1E1 +N2E2 +N3E3√

N2
1 +N2

2 +N2
3

,

onde ⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

N1 =gϵ(Fu, E2) gϵ(Fv, E3)− gϵ(Fu, E3) gϵ(Fv, E2),

N2 =gϵ(Fu, E3) gϵ(Fv, E1)− gϵ(Fu, E1) gϵ(Fv, E3),

N3 =gϵ(Fu, E1) gϵ(Fv, E2)− gϵ(Fu, E2) gϵ(Fv, E1).

(4.63)

A partir de cálculos simples, porém longos (os quais podem ser feitos usando o software Mathe-

matica), temos que

N1 =
1

2
(α1 − α2)

√
g11

√
g33 (2 cos(α1 u− α2 u+ ξ2 − ξ3) ξ

′
1

+ sin(2 ξ1) sin(α1 u− α2 u+ ξ2 − ξ3)) (−ξ′ + ξ′2 + ξ′3).

Observe que o caso 2. ocorre se, e somente se, ou

ξ1 = constante =
k π

2
, k ∈ Z,

ou

ξ1 = constante ̸= k π

2
, k ∈ Z e − ξ′ + ξ′2 + ξ′3 = 0.

Em ambos os casos obtemos N1 = 0, o que implica que

gϵ(N, J1 F ) = ϵ gϵ(N,E1) = 0,

ou seja, o campo vetorial de Hopf é tangente à superfície, o que não pode ocorrer pois estamos sob

a hipótese que θ ̸= π/2. Assim provamos que ξ = constante. Usando agora (4.23) e calculando os
campos Ei em F = (F1, F2, F3, F4) obtemos:

gϵ(Fv, ϵ
−1 J1 F ) = a sin2 θ e gϵ(Fv, Fu) = a sin2 θ.
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Assim,
gϵ(Fv, J1 F )− ϵ gϵ(Fv, Fu) = 0. (4.64)

Usando novamente o softwareMathematica, podemos facilmente calcular (4.64) quando

F (u, v) = A(v) β(u),

e achamos,
0 = gϵ(Fv, J1 F )− ϵ gϵ(Fv, Fu)

= −ϵ cos θ
√
B [cos2 θ (ξ1(v)) ξ

′
2(v)− sin2(ξ1(v)) ξ

′
3(v)].

Como θ ̸= π/2, temos que:

cos2 θ (ξ1(v)) ξ
′
2(v)− sin2(ξ1(v)) ξ

′
3(v) = 0.

A recíproca do teorema pode ser provada da seguinte maneira: seja F (u, v) = A(v) β(u) uma
parametrização de uma superfície em S3

ϵ com β(u) dada como em (4.47),A(v) = A(ξ, ξ1, ξ2, ξ3)(v)

com ξ = constante e ξ1, ξ2, ξ3 satisfazendo (4.48). Então, escrevendo

α1 =
2B

ϵ
g33, α2 =

2B

ϵ
g11 e g11 = 1− g33,

temos que, as componentes de N podem ser escritas da seguinte maneira:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N1 =
1

ϵ
B
√

(1− g33) g33 (2 g33 − 1) ζ ,

N2 = 2B (g33 − 1) g33 sin

[
(2B u)

ϵ
+ α

]
ζ ,

N3 = 2B (g33 − 1) g33 cos

[
(2B u)

ϵ
+ α

]
ζ ,

(4.65)

onde
ζ = 2 ξ′1(v) cos

(
2B (1− 2 g33) u

ϵ
− ξ2 + ξ3

)

− sin(2ξ1) (ξ
′
2 + ξ′3) sin

(
2B (1− 2 g33) u

ϵ
− ξ2 + ξ3

)
.

Substituindo os valores de B e de g33, obtemos:

gϵ(N,E1)2

gϵ(N,N)
=

N2
2

N2
1 +N2

2 +N2
3

= cos2 θ, (4.66)

o que implica que F (u, v) define uma superfície de ângulo constante θ em S3
ϵ .
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Exemplo 4.2.6. Vamos agora achar um exemplo explícito de uma família a 1-parâmetro A(v)

como no Teorema 4.2.5. Como ξ = constante e ξ1(v), ξ2(v), ξ3(v) são soluções de (4.48) podemos

tomar
ξ =

π

2
, ξ1 =

π

4
, ξ2(v) = ξ3(v).

Assim A(v) se torna:

A(v) =
1√
2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos ξ2(v) − sin ξ2(v) cos ξ2(v) − sin ξ2(v)

sin ξ2(v) cos ξ2(v) sin ξ2(v) cos ξ2(v)

− cos ξ2(v) − sin ξ2(v) cos ξ2(v) sin ξ2(v)

sin ξ2(v) − cos ξ2(v) − sin ξ2(v) cos ξ2(v)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Usando a notação do Teorema 4.2.5, a aplicação

F (u, v) = A(v) β(u),

nos dá uma imersão explícita de uma superfície de ângulo constante na esfera de Berger.

Figura 4.1: Projeção estereográfica em R3 da superfície de ângulo constante π/4 em S3 dada por
F no exemplo acima.





APÊNDICE

A
Imersões isométricas e campos de

Killing

Neste apêndice vamos relembrar as equações básicas de uma imersão isométrica entre duas

variedades Riemannianas, que foram usadas ao longo desta dissertação. Inicialmente, obteremos

as fórmulas de Gauss e de Weingarten e, baseadas nelas, daremos as equações de Gauss e de
Weingarten. Também daremos a definição de campo de Killing de uma variedade Riemanniana e

como podemos relacioná-lo com o grupo de isometrias da variedade.

O conteúdo deste apêndice será exposto de forma sucinta, mais detalhes sobre esse assunto

podem ser encontrados em [15], [10] e [21].

81
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A.1 Equações fundamentais de uma imersão isométrica

Definição A.1.1. Sejam (Mm, ⟨, ⟩M) e (Nn, ⟨, ⟩N) duas variedades Riemannianas de dimensãom

e n, respectivamente. Dizemos que uma aplicação diferenciável f : Mm −→ Nn é uma imersão
isométrica se ela for uma imersão e, para todo ponto p ∈ M , resulta

⟨u, v⟩M = ⟨d fp(u), d fp(v)⟩N , u, v ∈ TpM,

onde d fp : Tp M −→ Tf(p) N é a diferencial de f no ponto p. O número k = (n−m) é chamado

de codimensão de f .

Seja f : Mm −→ Nn uma imersão isométrica. Para cada p ∈ M existe uma vizinhança U em

M tal que, a restrição de f a U é um mergulho, assim o conjunto f(U) ⊂ N é uma subvariedade
Riemanniana m-dimensional de N . Além disso, podemos identificar U com sua imagem pela f ,

ou seja, considerar f como sendo, localmente, a aplicação inclusão. Desta forma, podemos olhar
o espaço TpM , tangente à variedadeM no ponto p, como sendo um subespaço vetorial do espaço

TpN , tangente a N no ponto p. Assim, o produto interno em TpN decompõe TpN na soma direta

TpN = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpN .

Portanto, se ∇ representa a conexão de Levi-Civita de N , dados X, Y ∈ χ(M), temos a

decomposição
∇X Y = (∇X Y )⊤ + (∇X Y )⊥.

Observe que, escrevendo

∇X Y = (∇X Y )⊤, X, Y ∈ χ(M),

pela unicidade da conexão de Riemanniana, teremos que∇ é exatamente a conexão de Levi-Civita

da variedadeM . A partir daqui, obtemos a seguinte equação:

∇X Y = ∇X Y + h(X, Y ), (A.1)

que é chamada de fórmula de Gauss e define uma aplicação

h : TM × TM −→ (TM)⊥
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chamada segunda forma fundamental de f . Segue diretamente das propriedades das conexões de
Levi-Civita, ∇ e ∇, que h é bilinear e simétrica sobre o anel C∞(M) das funções diferenciáveis

deM .

Considere, agora, os campos vetoriais X ∈ TM e ξ ∈ (TM)⊥ e defina

Aξ(X) := −(∇X ξ)
⊤.

Note que, para cada Y ∈ TM , resulta

0 = X⟨ξ, Y ⟩ = ⟨∇X ξ, Y ⟩+ ⟨ξ,∇X Y ⟩,

assim, a fórmula (A.1) nos dá

⟨Aξ(X), Y ⟩ = ⟨h(X, Y ), ξ⟩. (A.2)

Isso implica que, a aplicação

A : TM × (TM)⊥ −→ TM

dada por A(X, ξ) = Aξ(X) é bilinear sobre C∞(M) e a aplicação Aξ : TM −→ TM é linear

sobre C∞(M). Além disso, como h é simétrica, segue que Aξ é um operador auto-adjunto o qual
é chamado de operador forma. A equação

∇X ξ = −Aξ(X) + (∇X ξ)
⊥ (A.3)

é chamada de fórmula de Weingarten.

Observe que, se a codimensão de f é 1, dadosX ∈ TM e ξ ∈ (TM)⊥ a componente do campo
∇X ξ que é normal aM é nula, logo a formula de Weingarten poderá ser reescrita da forma:

∇X ξ = −Aξ(X). (A.4)

Como, neste caso, (TM)⊥ tem dimensão 1, podemos supor que ξ é o gerador unitário de (TM)⊥

e escreveremos (por simplicidade) Aξ = A.

Definição A.1.2. Seja (Mm, ⟨, ⟩) uma variedade Riemanniana. A curvatura R de M é uma cor-

respondência que associa a cada par X, Y ∈ χ(M) a aplicação

R(X, Y ) : χ(M) −→ χ(M)
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dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇X Z −∇[X,Y ] Z, (A.5)

onde∇ é a conexão de Levi-Civita deM .

Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM , chamamos de curvatura
seccional de σ em p o número real

K(σ) = K(x, y) =
⟨R(x, y) y, x⟩√

||x||2||y||2 − ⟨x, y⟩2
,

onde {x, y} é uma base qualquer de σ.

Proposição A.1.3. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M, ⟨,⟩) é multilinear em

χ(M)× χ(M)× χ(M), isto é,

R(f X + Y, Z)W =f R(X,Z)W +R(Y, Z)W,

R(X, f Y + Z)W =f R(X, Y )W +R(X,Z)W,

R(X, Y )(f Z +W ) =f R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

onde f ∈ C∞(M) e X, Y, Z, W ∈ χ(M). Além disso, ela satisfaz as seguintes propriedades:

1. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X) Y = 0;

2. ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = −⟨R(Y,X)Z,W ⟩;

3. ⟨R(X, Y )Z,W ⟩ = −⟨R(X, Y )W,Z⟩.

Demonstração. A demonstração, que segue das propriedades da conexão Riemanniana, pode ser
encontrada em [15], por exemplo.

Seja f : Mm −→ Nn uma imersão isométrica entre duas variedades RiemannianasMm e Nn,

cujas curvaturas sejam dadas por R e R̃, respectivamente. DadosX, Y, Z, W ∈ TM , a partir das
fórmulas de Gauss e de Weingarten obtemos a equação

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ =⟨R̃(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨h(X,W ), h(Y, Z)⟩ (A.6)

−⟨h(X,Z), h(Y,W )⟩,
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chamada equação de Gauss, e a equação

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xh)(Y, Z)− (∇⊥

Y h)(X,Z), (A.7)

denominada equação de Codazzi, onde

(∇⊥
Xh)(Y, Z) = (∇X h(Y, Z))⊥ − h(∇X Y, Z)− h(Y,∇X Z).

Quando a codimensão da imersão é 1, segue da equação (A.4) que as equações de Gauss e de

Codazzi podem ser reescritas como

⟨R(X, Y )Z,W ⟩ =⟨R̃(X, Y )Z,W ⟩+ ⟨A(Y ), Z⟩ ⟨A(X),W ⟩ (A.8)

−⟨A(X), Z⟩ ⟨A(Y ),W ⟩

e

R̃(X, Y )N = ∇Y A(X)−∇X A(Y ) + A([X, Y ]), (A.9)

respectivamente, ondeN ∈ (TM)⊥.

A.2 Campos de Killing

Nesta seção, iremos primeiramente lembrar as noções de curva integral e de fluxo local de um
campo em uma variedade diferenciável.

Definição A.2.1. Seja M uma variedade diferenciável e X ∈ χ(M). Uma curva diferenciável
α : I ⊂ R −→ M é chamada uma curva integral de X se

α′(t) = X(α(t)), t ∈ I.

Definição A.2.2. Sejam M uma variedade diferenciável e X ∈ χ(M). Um fluxo local para o
campo X em torno de um ponto q ∈ M é uma aplicação ϕ : (−ϵ, ϵ) × U −→ M de classe C∞,

onde U ⊂ M é um aberto contendo q, que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) para cada p ∈ U , a curva αp : (−ϵ, ϵ) −→ M , dada por αp(t) = ϕ(t, p), é uma curva integral

de X , com αp(0) = p;
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(b) para cada t ∈ (−ϵ, ϵ), a aplicação ϕt : U −→ M , dada por ϕt(p) = ϕ(t, p), é um difeomor-
fismo sobre sua imagem.

Observação A.2.3. Sejam X ∈ χ(M) e ϕ : (−ϵ, ϵ) × U −→ M um fluxo local para X . Então,

para cada p ∈ U , desde que ambos os lados estejam definidos, ϕ satisfaz:

ϕs ◦ ϕt = ϕs+t, t, s, s+ t ∈ (−ϵ, ϵ). (A.10)

Esta propriedade é chamada de propriedade local de grupo e a família (ϕt)t∈(−ϵ,ϵ) é chamada de

subgrupo local de difeomorfismos locais deM .

Teorema A.2.4. Sejam M uma variedade diferenciável e X ∈ χ(M). Dado um ponto q ∈ M ,

existe um fluxo local ϕ : (−ϵ, ϵ) × U −→ M para X em torno de q tal que, para cada p ∈ U

a curva αp : (−ϵ, ϵ) −→ M , dada por αp(t) = ϕ(t, p), é a única curva integral de X , com

ϕ(0, p) = p.

Demonstração. Ver [6], pág. 132.

Definição A.2.5. Seja ϕ : M −→ N uma aplicação diferenciável. Se ω é uma r-forma com r ≥ 1,

definimos

(ϕ∗ ω)(v1, ... , vr) = ω(dϕ v1, ... , dϕ vr),

para todos vi ∈ TpM, p ∈ M . Esta aplicação é chamada de pullback de ω por ϕ.

Definição A.2.6. SejamX ∈ χ(M), (ϕt)t∈(−ϵ,ϵ) o subgrupo local de difeomorfismos locais gerado

por X e S um tensor emM . A derivada de Lie de S na direção de X é definida como

LX S := lim
t→0

1

t
(ϕ∗

t (S)− S).

Teorema A.2.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e X ∈ χ(M). Temos

1. Se f : M −→ R é uma função diferenciável, então

LX (f) = df(X) = X(f). (A.11)

2. Se Y ∈ χ(M), então

LX Y = [X, Y ]. (A.12)
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3. Se ω é uma r-forma emM , dadosX1, ..., Xr ∈ χ(M) temos

LX ω(X1, ..., Xr) = X(ω(X1, ..., Xr)) +
r∑

i=1

ω(X1, ..., [X1, Xi], ..., Xr). (A.13)

Demonstração. Ver [21], página 51.

Observemos que, se no item 3. do teorema anterior, ω for o tensor métrico g, então a equa-

ção (A.13) poderá ser reescrita na forma

LXg(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g([X, Y ], Z)− g(Y, [X,Z]), X, Y, Z ∈ χ(M).

Usando, então, a propriedade de simetria da conexão de Levi-Civita, temos:

LXg (Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) X, Y, Z ∈ χ(M), (A.14)

onde∇ é a conexão Riemanniana da variedadeM .

Definição A.2.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dizemos que um campo V ∈ χ(M) é
um campo de Killing ou isometria infinitesimal emM se

LV g = 0. (A.15)

Segue da definição acima e da equação (A.14) que um campo V ∈ χ(M) é um campo de

Killing emM se, e somente se, ele satisfaz a equação

g(∇XV, Y ) + g(X,∇Y V ) = 0, (A.16)

a qual é chamada de equação de Killing.

O conjunto das isometrias de uma variedade Riemanniana (M, g) forma um subgrupo do grupo
dos difeomorfismos deM . Assim, se um campo gera uma família a um parâmetro constituída por

isometrias, dizemos que ele gera um subgrupo a um parâmetro de isometrias. Veremos agora que
a noção de isometria está intimamente ligada aos campos de Killing.

Proposição A.2.9. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e V ∈ χ(M). Então V é um campo

de Killing se, e somente se, ele gera um subgrupo a um parâmetro de isometrias.
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Demonstração. Se cada ϕt é uma isometria, então ϕ∗
t (g) = g. Assim LV g = 0. Reciprocamente,

se LV g = 0, seja (ϕt)t∈(−ϵ,ϵ) o fluxo local de V . Se v é um vetor tangente em um ponto no domínio

do fluxo, então w = dϕs(v) para s suficientemente pequeno. Logo

lim
t→0

1

t
(g(dϕt(w), dϕt(w))− g(w,w)) = 0.

Como

ϕs ◦ ϕt = ϕs+t,

temos que

lim
t→0

1

t
(g(dϕs+t(v), dϕs+t)− g(dϕs(v), dϕs(v))) = 0.

Isto mostra que a função a valores reais s )−→ g(dϕs(v), dϕs(v)) tem derivada identicamente nula,
então a mesma é constante. Assim

g(dϕs(v), dϕs(v)) = g(v, v),

para todo v e s.

Em seguida iremos determinar uma base de campos de Killing em R3.

Teorema A.2.10. Seja V ∈ χ(R3). Então V é um campo de Killing se, e somente se, ele é da

forma:

V (x, y, z) = (a y + b z + c) ∂x + (−a x− d z + e) ∂y + (d y − b x+ f) ∂z, (A.17)

onde a, b, c, d, e, f ∈ R.

Demonstração. Considere um campo em R3, escrito como V =
∑3

i=1 ai ∂xi
, onde ai ∈ C∞(R3).

Então V é um campo de Killing se, e somente se,

⟨∇∂xi
V, ∂xj

⟩+ ⟨∇∂xj
V, ∂xi

⟩ = 0, (A.18)

para todo i, j = 1, 2, 3. Como

⟨∇∂xi
V, ∂xi

⟩ = ∂xi
(ai) e ⟨∇∂xi

V, ∂xj
⟩ = ∂xi

(aj),
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a equação (A.18) é satisfeita se, e somente se,
⎧
⎨

⎩
∂xi

(ai) = 0,

∂xi
(aj) =− ∂xj

(ai),
(A.19)

para todo i, j. Assim, indicando por a1(x, y, z) = a(x, y, z), a2(x, y, z) = b(x, y, z), a3(x, y, z) =

c(x, y, z), o sistema (A.19) se torna:

ax(x, y, z) = by(x, y, z) = cz(x, y, z) = 0, (A.20a)

ay(x, y, z) = −bx(x, y, z), (A.20b)

az(x, y, z) = −cx(x, y, z), (A.20c)

bz(x, y, z) = −cy(x, y, z). (A.20d)

De (A.20a) temos que a = a(y, z), b = b(x, z), c = c(x, y) e, também, existem funções f, g, h, k,
n, w, m, l, p, r ∈ C∞(R) tais que:

a(y, z) = f(z) y + g(z), (A.21)

a(y, z) = h(y) z + k(y), (A.22)

b(x, z) = m(z) x+ l(z), (A.23)

c(x, y) = n(x) y + w(x), (A.24)

c(x, y) = p(y) x+ r(y). (A.25)

De (A.20b) segue quem(z) = −f(z), logo podemos escrever

b(x, z) = −f(z) x+ l(z). (A.26)

De (A.20c) temos que p(y) = −h(y), assim

c(x, y) = −h(y) x+ r(y). (A.27)

Por outro lado, ainda de (A.20c), resulta que

f ′(z) y + g′(z) = −n′(x) y − w′(x),

logo

f ′(z) = −n′(x) = c1 e g′(z) = −w′(x) = c2,
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onde c1, c2 ∈ R. Segue, então, que
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f(z) = c1 z + c3,

g(z) = c2 z + c4,

n(x) = −c1 x+ c5,

w(x) = −c2 x+ c6,

(A.28)

onde c3, c4, c5, c6 ∈ R. Usando (A.21) obtemos que

ay(y, z) = c1 z + c3 = h′(y) z + k′(y),

logo,
h′(y) = c1 e k′(y) = c3.

Portanto, existem c7, c8 ∈ R tais que:
⎧
⎨

⎩
h(y) = c1 y + c7,

k(y) = c3 y + c8.

Consequentemente, de (A.20d) e (A.21), segue que c2 = c7 e c4 = c8. Agora de (A.20d) temos

c1 = 0 e l(x) = −c5 z + c9, c9 ∈ R,

e, portanto, ⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

a(x, y) = c3 y + c2 z + c4,

b(x, z) = −c3 x− c5 z + c9,

c(x, y) = c5 y − c2 x+ c6.

Observação A.2.11. A partir da equação (A.17) obtemos que uma base de campos de Killing em
R3 é dada por:

{∂x, ∂y, ∂z , x∂y − y∂x, y∂z − z∂y , z∂x − x∂z} ,

onde x, y, z denotam as coordenadas globais de R3.
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