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Resumo

Um resultado cldssico enunciado por M.A. Lancret em 1802 e provado
por B. de Saint Venant em 1845 €: uma condicdo necessdria e suficiente
para que uma curva forme um dngulo constante com respeito a um campo
de Killing unitdrio de R® é que a razdo entre a curvatura e a tor¢do seja
constante. Curvas deste tipo sdo chamadas hélices generalizadas. O pro-
blema de Lancret-de Saint Venant foi generalizado para curvas em outras
variedades de dimensdo trés como, por exemplo, as formas espaciais e os

grupos de Lie.

Outra maneira de generalizar o estudo anterior € passar de curvas para
superficies, ou seja estudar as superficies orientadas de 3-variedades Rie-
mannianas cuja normal unitdria faz um angulo constante com certos campos

de vetores “privilegiados” do espaco ambiente.

Nesta dissertacao estudaremos os resultados obtidos em [16, 24, 26, 27]
sobre a classificacdo de curvas e superficies de angulo constante nas seguin-
tes 3-variedades homogéneas: R?, o grupo de Heisenberg tridimensional e

as esferas de Berger.






Abstract

A classical result stated by M.A. Lancret in 1802 and first proved by
B. de Saint Venant in 1845 is: a necessary and sufficient condition in order
to a curve makes a constant angle with respect a unit Killing vector field of
IR? is that the ratio of curvature to torsion be constant. Such curves are called
general helix. The problem of Lancret-de Saint Venant has been generalized
to curves in other three-dimensional manifolds as, for example, the space

forms and the Lie groups.

Another way to generalize the previous study is to pass from curves to
surfaces, i.e. to study the oriented surfaces of Riemannian 3-manifolds for
which the unit normal makes a constant angle with “favored” vector fields

of the ambient space.

In this dissertation we will study the results obtained in [16, 24, 26, 27]
about the classification of constant angle curves and surfaces in the following
homogeneous 3-manifolds: R?, the three-dimensional Heisenberg group and

the Berger sphere.
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Introducao

O principal objetivo desse trabalho € expor alguns resultados recentes e importantes sobre o
estudo das superficies de dngulo constante em variedades Riemannianas homogéneas de dimensao
trés. Lembramos que uma superficie orientada é dita de angulo constante se a normal unitdria
forma um angulo constante com um campo de dire¢des do espago ambiente e, também, que uma
variedade Riemanniana é dita homogénea se o seu grupo de isometrias age transitivamente sobre

ela.

Cartan classificou os espagos homogéneos tridimensionais simplesmente conexos dependendo
da dimensdo do grupo de isometrias, que pode ser 3, 4 ou 6. No caso da dimensdo ser 6, a varie-
dade é uma forma espacial, ou seja, o espaco Euclidiano R?, a esfera tridimensional S* ou o espaco
hiperbdlico tridimensional H?. Se a dimensdo do grupo de isometrias for 4, a variedade € isomé-
trica aos espacos produtos S? x R ou H? x R, ou a um dos seguintes grupos de Lie munidos de uma
métrica invariante a esquerda: Hj (grupo de Heisenberg tridimensional), S? (esferas de Berger),
ﬁ(2, R) (revestimento universal do grupo linear especial). No caso do grupo de isometrias ser de

dimensao 3, a variedade possui a geometria do grupo de Lie Sols.

Feita a excegdo para H?, no caso da dimensdo ser 4 ou 6 o espago homogéneo € localmente
isométrico a (uma parte de) R*, munido de uma métrica que depende de dois parametros reais. Tal
familia de métricas aparece primeiramente no trabalho [5] de L. Bianchi e, mais tarde, nos artigos
[7,34] de E.Cartan e G. Vranceanu, respectivamente. Por esta razao, estes espacos sdo conhecidos

como variedades de Bianchi-Cartan-Vranceanu (ou BCV-espacos).



2 Introducédo

Outro fato importante dos BCV-espacos que precisamos relembrar € que eles admitem uma
submersdo Riemanniana sobre uma superficie de curvatura Gaussiana constante, que € dita fi-
bracdo de Hopf pois generaliza a fibracdo de Hopf cldssica 7w : S3 (k/4) — S?(k) (ver a
Defini¢do 3.1.5).

Cronologicamente, o primeiro trabalho sobre superficies de angulo constante € [8], onde os au-
tores provaram que se o espaco ambiente for o espaco Euclidiano 3-dimensional, estas superficies
possuem importantes aplicacdes na fisica, enquanto podem ser usadas para descrever interfaces
que ocorrem em configuracdes de equilibrio de cristais liquidos. O primeiro capitulo deste traba-
lho é voltado ao estudo da classifica¢io completa das superficies de R? que fazem 4ngulo constante

com a direcdo R (ver Teorema 1.2.5), que foi apresentada em [26].

Também nos trabalhos [12] e [13] os autores consideram R como direcdo privilegiada do es-
paco ambiente e classificam as superficies de dngulo constante nos espacos produto S? x R e
H? x R, respectivamente. Observe que nestes dois casos a fibragdo de Hopf é a proje¢io no pri-
meiro fator 7 : S? x R — S%? e 7 : H? x R — H? (respectivamente) e a direcdo R representa a

direcdo das fibras.

No Capitulo 2 estudaremos os resultados de [27]. Primeiramente serdo consideradas as curvas
planas e espaciais de R? que fazem angulo constante com o campo de Killing V = —y 9, + 2 9,,.
Logo apés, apresentaremos a classificagdo completa das superficies orientadas cuja normal unitdria
faz angulo constante com esse mesmo campo de Killing (ver Teorema 2.2.2), que inclui (entre

outras) o catendide e a superficie de Dini.

O terceiro capitulo € dedicado ao estudo dos resultados do artigo [16], no qual os autores
estendem a no¢ao de superficie de angulo constante dada em [12, 13] para um espaco de Bianchi-
Cartan-Vranceanu geral da seguinte maneira: “uma superficie orientada num BCV-espaco € uma
superficie de dngulo constante se o angulo entre a normal unitdria a superficie e e a dire¢@o tan-

gente as fibras da fibracdo de Hopf é o mesmo em todos os pontos”.

Ressaltamos que em [16] € apresentada a classificag@o local completa das superficies de angulo
constante no grupo de Heisenberg e, também, algumas propriedades sobre as superficies de angulo

constante nos restantes BCV-espacos que tém grupo de isometria de dimensao quatro.
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No Capitulo 4 apresentaremos os resultados do artigo [24] sobre o estudo das superficies de
angulo constante na esfera de Berger, que € a esfera S* munida com uma métrica de curvatura sec-
cional positiva e nio constante obtida “deformando” a métrica candnica de S* (ver (4.1)). Neste
contexto, o resultado principal que mostraremos € o Teorema 4.2.5 que afirma que uma superficie
de angulo constante na esfera de Berger € determinada por uma familia a um parametro (apropri-

ada) de isometrias do espago ambiente e por uma geodésica de um 2-toro na esfera 3-dimensional.

A fim de auxiliar o leitor na compreensao deste trabalho, no Apéndice A recordaremos as
equacgdes basicas de uma imersao isométrica entre variedades Riemannianas e, também, a defini¢do

de campo de Killing e alguns resultados que s@o ligados a este conceito.






CAPIiTULO

1

Superficies de dngulo constante em R’

O presente capitulo tem como objetivo apresentar os resultados de [26] sobre as chamadas
superficies de dngulo constante no espaco R®, que sdo aquelas cujo campo de vetores normal

unitdrio forma um angulo constante com um campo de dire¢des do espago ambiente.

O primeiro trabalho nessa dire¢@o € [8], onde P. Carmelli e A.J. Di Scala estudam as superficies
de angulo constante no espaco Euclidiano tridimensional, provando que as mesmas podem ser
usadas para descrever interfaces que ocorrem em configuracdes de equilibrio de cristais liquidos.
Recentemente foram publicados vérios trabalhos inerentes ao estudo desta classe de superficies em
outras variedades tridimensionais (ver, por exemplo, [12, 13, 16, 23, 24, 25]). Em [8], os autores
estudam as propriedades das superficies de Angulo constante em R?, escrevendo esta condicdo (de
angulo constante) como uma equagdo de Hamilton-Jacobi que liga a superficie com o campo de

direcdes do espago ambiente.

No trabalho [26] os autores M.I. Munteanu e A.I. Nistor classificam completamente (com um
método diferente do usado em [8]) as superficies em R? que formam um angulo constante com a

direcao R obtendo o Teorema 1.2.5, que € o resultado principal deste capitulo.
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1.1 Preliminares

Seja (., .) amétrica usual em R? e V a sua conexdo de Levi-Civita. Consideremos uma orienta-

¢do em R? e denotemos por k uma dire¢io fixada. Seja M uma superficie isometricamente imersa

—

em R? e denotemos por N a normal unitéria a superficie M. Denotemos ainda por 6 := (N, k),
onde 6 € [0, 7), a fungdo angulo entre a normal unitdria a superficie e a dire¢do fixada. Sabemos

que um vetor ¢ tangente a M se, e somente se, ele € ortogonal ao vetor normal N.

No Apéndice A foram lembradas as férmulas de Gauss e Weingarten, dadas (respectivamente)

por:

VxY =VxY +h(X,Y), (1.1)
VxN = —A(X), (1.2)

X,Y € x(M), onde x(M) é o conjunto dos vetores tangentes a M, V € a conexdo de Levi-Civita
de M, com h indicamos a segunda forma fundamental de M e com A o operador forma. Notemos

agora que,dado Y € x(M), de (Y, N) = 0, obtemos que
(VxY,N)+ (Y, VxN) =0, X €x(M).
Logo pelas férmulas (1.1) e (1.2), temos que
(h(X,Y), N) = (Y, A(X)),

para todo X, Y € x(M), onde do lado direito temos a restri¢do do produto escalar de R® a M.

Decompondo &k em parte normal e parte tangente, temos
k=U+cosO N,

onde U é tangente a M e ||U|| = sin . Assim, para 6 # 0, podemos definir um campo de vetores

unitdrio por e; = ﬁ e considerando e; como sendo um campo unitério ortogonal a e;, obtemos

uma base ortonormal {ey, o} definida em cada ponto de M.

De agora em diante consideraremos a fungdo angulo # como sendo constante.

Proposicio 1.1.1. Nas hipdteses acima temos [e1, €3] || es.
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Demonstracdo. Sabemos que

[617 62] = v61€2 - V52€1-

Note que, como ||U|| =sinf e e; = ﬁ, segue que U = sin f e;. Assim, podemos escrever

k =sinfe; + cosf N. (1.3)
Derivando, entdo, com relacdo a e,, obtemos
Ve,e1 = —cotV,,N. (1.4)
Além disso, derivando (N, e;) = 0 com relag@o a e;, segue que
(N,Veer) = —(Ve,N,er). (1.5)
Observemos que, pela férmula (1.2), podemos escrever
Ve,N = —pe; — ey, onde p, A€ C®(M). (1.6)
Substituindo a equacdo (1.6) na equacio (1.4), obtemos

Vee1 =cotl(pe; + Aey) . (1.7)

Supondo que € # 7/2 (o caso em que §# = 7/2 serd tratado separadamente) e substituindo as

equagdes (1.7) e (1.6) em (1.5) teremos que p = 0, logo
Ve,e1 = A cotfey. (1.8)
Derivando agora (1.3) com respeito a e; obtemos que
Ve =—cotfV,, N, (1.9)
e, novamente pela férmula (1.2), podemos escrever
VN =—ae; — ey, a,BeC®(M). (1.10)

Sendo assim, derivando (1.3) com respeito a e; e combinando com (1.10), obtemos que

Veer =cotf (e, + Bey). (1.11)
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Como (V. e1,e;) = 0, obtemos que a = 0. Além disso, sendo que o operador A é auto-adjunto,
resulta

B cot B{eq, e2) = AcotB{ea,e1) =0

e, de cot 0 # 0, segue que 3 = 0. Portanto A(e;) = 0 e, assim

Veer = 0.
Observe que:
(Ve,e2,€1) =0, (1.12)
(Ve €2,65) =0 (1.13)
e ainda, pela férmula de Gauss,
0= (A(e1), €2) = (h(e, e2), N) = (Ve €9, N). (1.14)

Sendo assim, por (1.12), (1.13) e (1.14) segue que

Vel €y = 0.

Portanto

[e1, 2] = Ve €9 — Ve,e0 = =V,e1 = =\ cot f ey,
ou seja, [eq, es] || es. O
Temos entdo a seguinte:

Proposicao 1.1.2. Nas condicoes dadas anteriormente, a conexdo de Levi-Civita V de M ¢ dada

pelas relacoes:

Veer =0, Veeo =0, Ve,eg = Acotfey e Ve,eo =—Acotfe. (1.15)

Demonstracdo. Na demonstracdo da Proposic¢do 1.1.1 vimos que
velel =0, veleg =0 e vegel = Acot b e,.

Assim, como V = (V) T, temos que:

Veer =0, Veea=0 e Ve = Acotbes.
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Derivando, entdo, (ey, ¢;) = 0 com relagdo a e; obtemos que
(Veye2,€1) = —Acot 6.
Como (V,es, e2) = 0, segue que

Ve, = —Acotfe.

1.2 Caracterizacao das superficies de angulo constante

Devido a Proposi¢@o 1.1.1, podemos escolher um sistema de coordenadas locais em M da

forma:

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
tal que os vetores tangentes sejam r, = e e 7,|| 2. Seja, entdo, r, := [(u,v) ey, onde 3 é uma
funcdo diferencidvel em M. Assim podemos escrever a métrica de M da forma:

g = du* + B*(u,v) dv®. (1.16)

Observacao 1.2.1. No caso acima os coeficientes da primeira forma fundamental sdo £ = 1,
F=0edG =B

Devido a Proposicdo 1.1.2, podemos escrever a conexao de Levi-Civita de M em termos das

coordenadas u e v. Segue, entdo, que:

Ty = 0, (1.17)
Tuw = %rv, (1.18)
onde [ satisfaz
Bu— B Acotd =0 (1.19)
e, por fim,
Top = %’rv — B*\cotOr, + B2AN. (1.20)
Observando agora que N, = 0 e N, = —\r,, segue da equacdo de Codazzi que:

A + A 2%coth =0. (1.21)
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Observacgao 1.2.2. Como N, = 0, segue que ¢ = f = 0 (onde e, f, g denotam os coeficientes da
segunda forma fundamental). Assim, a curvatura Gaussiana de M se anula ou seja, a superficie M

€ localmente “flat”.

Observacao 1.2.3. Em termos da aplicacdo de Gauss da superficie, podemos dizer que ela fazer
um angulo constante com uma direcdo fixada € equivalente ao fato de que a aplicacdo de Gauss
descreve um circulo na esfera S*. Desde que este ndo tem pontos interiores em S?, segue que a

curvatura Gaussiana da superficie € identicamente nula.

Proposicao 1.2.4. As funcoes \ e [ sdo dadas pelas seguintes expressoes:

tanf

)\(U, U) = m, (122)
B(u,v) = ¢(v)(u + a(v)), (1.23)
onde o, p € C™(R), ou
AMu,v) =0, (1.24)
Bu,v) = B(v). (1.25)

Demonstracdo. Primeiramente resolvemos a equagéo (1.21) e achamos a fun¢do A. Depois subs-

tituimos na equacdo (1.19) e achamos a solugdo para 3. O

Iremos agora enunciar e provar o resultado principal deste capitulo, que caracteriza as superfi-

cies de R? que formam angulo costante com a direcdo R.

Teorema 1.2.5. (Da caracterizacido) Uma superficie M em R® é uma superficie de dngulo cons-
tante (com relagcdo a direcdo R) se, e somente se, ela é, localmente, isométrica a alguma das

seguintes superficies:

1. a superficie dada por
r: M —R*xR, (u,v)— (ucos(cosv,sinv) +v(v),u sinf), (1.26)

onde
v(v) = cos @ (—/ a(T) SianT,/ a(T) cos7'd7'> (1.27)
0 0
eacC>®(),ICR;
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2. a um aberto do plano x sinf — z cost = 0;

3. a um aberto do cilindro v x R, onde ~ é uma curva suave em R?.

Demonstracdo. Primeiramente vamos mostrar que as superficies do tipo 1., 2. e 3. sdo de fato de

angulo constante (com relacdo a direcdo R).

No caso 2. € ébvio, pois se trata de um plano. No caso 3. M ¢ um cilindro v x R, logo a
normal & superficie serd sempre paralela 2 normal da curva v de R?, onde consideramos R? como
sendo o plano ortogonal a dire¢@o fixada. Sendo assim temos que N € ortogonal a direcdo fixada,

logo § = 7/2. No caso 1. de (1.26) temos que:

7y = (cosf cosv,cosf sinv,sinf) e 71, = ((u+ a(v))cosf(—sinv,cosv),0).
Assim N = (—sinf(cosv,sinv),cosf) e como k = (0,0, 1), segue que o angulo entre N e k é
constante e igual a 6.

Reciprocamente, suponhamos que M seja uma superficie que faz um angulo constante a dire-

¢do fixada k. De (1.3), sendo r, = e;, temos que:
(ru, k) =sinf e (r,, k) =0.
Se r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), segue que z(u,v) = u sin f e, assim,
r(u,v) = (h(u,v),u sin @),

onde h(u,v) = (z(u,v),y(u,v)). Analisaremos agora os dois casos para A e 5 dados pela Propo-

sicdo 1.2.4.

Caso I: Consideremos A e 3 dados por (1.22) e (1.23), respectivamente. Como r,, = 0, se-
gue que h,, = 0. Por outro lado temos que r, = (h,(u,v),sinf) = e; é um vetor unitdrio.
Logo, ||h,|| = cos@ e, portanto, temos que h, = f(v) cosf, para alguma fun¢do diferencidvel
f: R — R%*coml||f(v)|]] = 1, v € R. Ouseja, f é uma parametriza¢io do circulo S'. Por

integracdo obtemos:

h(u,v) = ucosb f(v) +~(v),
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onde v é uma curva suave em R?. Podemos supor, sem perda de generalidade, que f seja a

parametriza¢do natural de S', isto € f(v) = (cosv,sinv). Assim
ry = (u cos 8 (—sinwv, cosv) ++'(v),0). (1.28)

Derivando, agora, a equacdo (1.28) com relacdo a u e levando em consideracdo as equacdes (1.18)
e (1.23), resulta

re = ((u+ a(v)) cos (—sin v, cosv), 0).

E, como 3 = ||r,||, obtemos que p(v) = cos @ é constante. Portanto, uma parametrizagéo para M
pode ser dada por:

r(u,v) = (u cosf(cosv,sinv) + v(v), u sin b),

onde a curva v é dada por (1.27).

Caso II: Consideremos agora A e /3 dados por (1.24) e (1.25), respectivamente. Como 7, = 0
e 7yy = 0, temos que h,, = 0 e h,, = 0, 0 que implica que h, é um vetor constante de R? e
de comprimento cos #. Sendo assim podemos escrever h,(u,v) = cos 8 (cos p, sin 1), para algum

1 € R. Consequentemente,
h(u,v) = u cos §(cos u, sin p) + v(v),
onde 7 é uma curva suave de R?. Entdo,
r(u,v) = (u cos@(cos pu,sin ) + v(v), u sin ).

Agora, como 7, e 7, sdo ortogonais, escrevendo y(v) = (z(v),y(v)) e supondo que cos u # 0,

temos que:
N g, S

2(0) =~ (0) el

Portanto,
v(v) = a(v)(—sin u, cos i) + co,
onde,
a(v) = y(v) e ¢y €R%L
oS /4

Rotacionando, entdo, o dngulo x no plano-zy de forma que cos i = 1 e sin x = 0 obtemos:

r(u,v) = (u cosd, a(v),u sind),
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a qual representa uma parametriza¢io do plano:
x sinf —y cosf = 0.
Para completar a demonstragao, resta analisar os seguintes casos para o angulo 6:
e Se § = 0, entdo temos que a normal N coincide com a dire¢cdo k. Como r, e r, s@o
tangentes a M teremos que (r,, k) = 0e (r,, k) = 0,assim (r, k) = constante. Essa equacdo

determina um plano paralelo ao plano xy e pode ser parametrizado por r(u,v) = (u,v,c),

ceR.

e Se § = /2, entdo k serd tangente a superficie. Nesse caso teremos que M serd o produto

de uma curva y de R? e R, ou seja, um cilindro que pode ser parametrizado por r(u,v) =

(Y(v), w).

Exemplo 1.2.6. Em todos os exemplos a seguir consideraremos 6 = 7 /4.

1. Tomando a(v) = 1, temos:

Figura 1.1: Superficie de angulo constante com «(v) = 1.

2. Tomando a(v) = v, resulta que

1
r(u,v) = —=((v 4 u) cosv —sinv, (v+ u) sinv + cosv — 1,u).

V2

Esta superficie € representada na Figura 1.2.
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Figura 1.2: Superficie de angulo constante com a(v) = v

3. Considere a(v) = cos v. Obtemos que

1 sin’ v ) v + sinwv cos v
r(u,v) = 7 U cosv — ——,u smv—l—#,u ,

veja a Figura 1.3.

DR

X \
N DAY

SR

A “\‘\

Figura 1.3: Superficie de 4ngulo constante com «(v) = cosv.

4. Se a(v) = 2 sin v, temos que

1 . . . 9
r(u,v) = 7 (u Cosv — v + cosvsinv, u sinv + sin v,u).

veja a Figura 1 4.
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Figura 1.4: Superficie de angulo constante com «a(v) = 2 sinv.

Vamos terminar o capitulo com o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.7. . As unicas superficies minimas de dngulo constante (com rela¢do a dire-

cdo R) em R3 sdo os planos que fazem um dngulo 0 com a direcdo fixada k.

2. As superficies de dngulo constante (com relagdo a direcdo R) em R com curvatura média

constante e ndo nula sdo os cilindros.

Demonstracdo. A curvatura média de uma superficie € dada pela férmula
leG—2fF +gFE

H=-
2  FEG-F?
Assim, dada uma superficie M de angulo constante #, segue das Observagoes 1.2.1 ¢ 1.2.2 que:
g
H =—"
() = 3 32,0
De
Tow = %rv — B*Acotfr, + B2AN,

temos que g = 3%\ e, assim, H = \/2. Portanto H = 0 se, e somente se, A = 0. Logo, pelo
Teorema 1.2.5, teremos que M serd um plano que faz dngulo constante com a direc¢do fixada.

Agora, se M é uma superficie de curvatura média constante e ndo nula, teremos que:
A
H = — = constante, X # 0.
2 )

Como ) satisfaz a equagdo (1.21) obtemos que § = 7/2 e, pelo Teorema 1.2.5, temos que M é um

cilindro. Ol






CAPIiTULO

2

Curvas e superficies em R’ que fazem

angulo constante com campos de
Killing

O presente capitulo tem como objetivo apresentar os resultados de [27] sobre a classificacdo

das curvas e das superficies que fazem angulo constante com certos campos de Killing em R?.

Um resultado importante e conhecido da geometria diferencial das curvas em R?, que foi enun-
ciado por M.A. Lancret em 1802 e provado por B. de Saint Venant em 1845 (veja [32] para maiores
detalhes), afirma que uma curva forma um dngulo constante com respeito a um campo de Killing
unitdrio de R® se, e somente se, a razdo entre sua tor¢do T e a sua curvatura k é constante. Curvas
deste tipo sdo chamadas hélices generalizadas. Se as funcdes 7 e k sdo ambas constantes e nao
nulas, entdo as curvas sdo ditas hélices circulares. O problema de Lancret-de Saint Venant foi
generalizado para curvas em outras variedades de dimensdo trés como, por exemplo, as formas

espaciais (ver [2]).
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No trabalho [26] os autores M.I. Munteanu e A.l. Nistor classificam as curvas planas e espa-
ciais de R? que fazem angulo constante com o campo de Killing V' = —y 9, + x 9, obtendo os

Teoremas 2.1.1 e 2.1.3 (respectivamente).

Passando das curvas para as superficies, um problema natural € o estudo de superficies em es-
pacos tridimensionais que fazem angulo constante com certos campos de vetores, do qual tratamos

no Capitulo 1 para o caso em que o campo é 0,.

O resultado mais importante deste capitulo é o Teorema 2.2.2, que nos da uma classifica-
cdo completa das superficies cuja normal unitdria faz angulo constante com o campo de Killing
V = —y0, + x0,, a qual inclui: semi-planos tendo o eixo z como fronteira, superficies de

revolugdo ao redor do eixo z, cilindros retos sobre espirais logaritmicas e a superficie de Dini.

2.1 Alguns resultados sobre curvas em R*

Nesta secao mostraremos algumas propriedades de curvas planas e espaciais do espaco Euclidi-
ano R? envolvendo o angulo entre duas curvas. Como os resultados sdo locais podemos considerar

duas curvas 7y e ¥ sem auto-intersec¢do e parametrizadas pelo mesmo pardmetro ¢t € I C R.

Dado o ponto ¢t € I, definiremos o angulo # (em t) entre 7 € 4 como sendo o angulo entre
os vetores tangentes 7' (t) e 7/(¢). Iremos considerar o caso em que a fungéo 6(t) é constante.
Consideremos, primeiramente, duas curvas planas que estdo no mesmo plano. Se uma das curvas
for uma linha reta e a outra curva faz um angulo constante com esta, entio esta serd também uma

linha reta.

Agora vamos considerar o caso de uma curva v que faz um angulo constante com o circulo

unitério S*. Tomemos

v:ICR—R?  A(s) = (1(s),72(5)),

parametrizada pelo comprimento de arco, e o circulo unitario S! parametrizado pelo mesmo para-

metro s, ou seja

C(s) = (coso(s),sino(s)),
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onde ¢ € uma funcio diferencidvel definida em /. Observemos que, em geral, o parimetro do

comprimento de arco de duas curvas ndo € o mesmo. Sejam

to = (=sino(s),cos0(s)) ety =(7(5),75(s))

os vetores tangentes unitarios das curvas C' e v, respectivamente. O angulo entre essas duas curvas

Z(tc, t) serd uma constante 6 € [0, 7). Assim
cosf = —sino(s)y;(s) + coso(s) v4(s).
Notemos agora que, como ||¢,|| = 1, podemos escrever:
ty = (cosw(s),sinw(s)), onde w(s)= 7 — (0+o(s)).

Sendo assim, uma parametrizacio para a curva -y € dada por

v(s) = (sin@/cosa( ds—cos@/smo
cos@/cosa( ds—l—sm@/sma ),

ap6s uma translagdo em R?. Se denotarmos por

Yols) = (- / sin o (s) ds, / cos o (s) ds>,

entdo a parametrizagdo (2.1) pode ser escrita como:

2.1

v(s) = (cosf — i sin@)yo(s), i=+—1.

Para obtermos uma interpretagdo geométrica da férmula acima, consideremos 0 = 7/3 e
o(s) = s*, coms € [—m, m]. Se a curva , (verde) faz um angulo constante § = 0 com o
circulo S! (rosa), entdo a curva v (azul) representa uma rota¢do de um angulo /3 de o no sentido

horério (veja a Figura 2.1).

Do mesmo modo, podemos analisar o caso das curvas espaciais. A primeira questdo surge
quando queremos encontrar as curvas espaciais que fazem um angulo constante com uma linha
reta. Um resultado cldssico nos diz que, neste caso, a curva € uma hélice. Sem perda de generali-

dade, essa curva pode ser tomada como sendo paralela a um dos eixos coordenados, que seria uma
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Figura 2.1

curva integral de um dos campos de Killing em R3. Motivados por essa observa¢do, gostarfamos

de encontrar quais curvas fazem um angulo constante com um campo de Killing em R3.

Um campo vetorial V' de R? é um campo de Killing se, e somente se, satisfaz a equagio:
(VxV,Y) + (VyV,X) =0,

onde X, Y sdo campos de vetores em R? e V ¢ a conexdo de Levi-Civita relativa 2 métrica usual
(., .) de R?® (veja Apéndice A). Além disso, provamos que o conjunto de solugdes para essa equa-
¢do é:

{04, 0y, 0., 0, — YOy, Y0, — 20, 20, — x0,}
e nos dd uma base para os campos de Killing de R?.

J4 vimos que, curvas espaciais que fazem um angulo constante com os campos de Killing
0z, 0y ou 0, sdo hélices. Vamos agora encontrar todas as curvas que fazem um angulo constante

com o campo de Killing das rotacées ao redor do eixo z:
V=—-y0,+ 20,

Note que o problema para os dois outros campos restantes € andlogo. Consideremos, entdo, uma

curva plana v, no plano-zy, dada por y(s) = (71(s),72(s)), s € I C R, parametrizada pelo
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comprimento de arco, e suponhamos que ela faca um angulo constante ¢ com o campo V. Sendo
que o vetor tangente a v é dado por t, = (v;, 75) € Vjy = (=72, M), a condigdo Z(t,,V},) = 0

pode ser reescrita como:
Vi (s) +73(s) cosf = —1(s) 72(s) + 72(s) 1(s). (2.2)
Supondo que ~y esteja parametrizada em coordenadas polares, isto é:
V(s) = (r(s) cos ¢(s), r(s) sin ¢(s)),
temos que a equacao (2.2) se torna
cos =r(s)¢d'(s). (2.3)
Também, como ~y é parametrizada pelo comprimento de arco, temos que
' (5)? +r(s)*¢(s)* = 1. 2.4)
Combinando as equagdes (2.2) e (2.4) temos que considerar os casos que seguem:
e Se § =0, entdo

1
r(s)=ro>0 e qﬁ(s):%er(bo, ro, ¢o € R.

~v(s) = <r0 coS <i + ¢0) , o sin <i + ¢0)>
To To

é um circulo de centro na origem e raio rg.

Logo

e Se 6 # 0, temos

r(s) = s sinf + s,

logo
¢(s) = cotf1n(s sin @ + sg) + oo,

onde sy, ¢y € R. Assim, resulta que

v(s) = ((s sinf + rp) cos (cot O In(s sin 0 + sg) + @) , -
(s sin® + o) sin (cot @ In(s sin @ + s¢) + ¢p)) - ‘
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Figura 2.2: Curva fazendo angulo constante 6 # 0 com o campo de Killing V.

Temos, entdo, o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Seja v uma curva plana de R? contida no plano-xy que faz dngulo constante 0

com o campo de Killing V= —y 0, + x 0,.. Entdo vy € uma das seguintes curvas:

1. um circulo centrado na origem e raio ry;

2. uma linha reta passando pela origem;

3. a espiral logaritmica r(¢) = e 0(@=%0),
Demonstragdo. As demonstracdes de 1. e 3. derivam das contas feitas anteriormente. Quanto a
verificacdo de 2., a mesma pode ser feita tomando § = 7/2 em (2.5). O

Observacao 2.1.2. Note que, o resultado acima nio é de fato surpreendente, desde que o circulo
S'(rg) é uma curva integral de V' e a espiral logaritmica, também conhecida como espiral equi-
tangular, é caracterizada pela propriedade de que o angulo entre seu vetor tangente e o radial é

constante.

P

Figura 2.3: O adngulo 6 entre o vetor tangente e o radial é igual em todo ponto da curva.
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Suponhamos agora que < seja uma curva espacial, parametrizada pelo comprimento de arco,
que faca angulo constante com o campo de Killing V. Assim,sey : I C R — R3 é parametrizada
por:

/}/(S) - (71(8), 72(3)7 '73(3))7

em coordenadas cilindricas obtemos

v(s) = (r(s) cos @(s), r(s)sinp(s), z(s)). (2.6)

Como t, = (71,72,73) € Vl; = (—72,71,0), a condigio de que Z(t,y;,) = 0 nos da novamente
que:

r(s)¢'(s) = cosb. (2.7)

Como v € parametrizada pelo comprimento de arco, resulta que
7'(s)* + Z/(s)? = sin? 0,

ou seja s — (1'(s), 2/(s)) € uma parametrizacio de uma circunferéncia de raio sin 6. Logo, existe

uma fun¢do w tal que
r'(s) =sinfcosw(s) e 2'(s)=sinfsinw(s).

Assim, a menos de translacdes e rotacdes em torno do eixo z, temos:

r(s) = sin@/s cosw(() d¢ + ro, (2.8)
0
2(s) = sin@/ sinw(¢) d¢ (2.9)
0
e
s
o(s) = 0059/0 md@ (2.10)

onde ry € R e w é uma funcdo suave definidaem / C R.

Temos, entdo, o seguinte

Teorema 2.1.3. Seja y uma curva espacial contida em R \ Oz a qual faz um dngulo constante
0 com o campo de Killing V' = —y 0, + x0,. Entdo em coordenadas cilindricas, a menos de

translagoes e rotacoes em torno do eixo z, a curva vy € dada pelas equacoes (2.8), (2.9) e (2.10).
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A seguir vamos considerar alguns exemplos com 0 # 0, 7/2 e rg = 0.

Exemplo 2.1.4. Se w(s) = wy é constante, temos

o) = <20 1),

COS Wy

Entao,

e sewy = 0,segue que r(s) = s sinf, z(s) = 0e ¢(s) = cot flns. Assim:
v(s) = (s sinf cos(cot  In s), s sin @ sin(cot 0 In s),0),
ou seja, v € a curva plana dada pela espiral logaritmica

r(s) = sin @ ' 99(),

Figura 2.4: Curva de R? que faz Angulo constante com o campo V com wy = 0.

e Se wy # 0, entdo
cot? wp 2(s5)? = 7(5)? cos® ¢(s) + 7(s)?sin? p(s) = 71(s)* + Ya(s)?,
ou seja, o trago de ~y estd contido no cone 22 + y? — cot? wy 22 = 0. Além disso, a projecio
de ~y no plano-zy é dada por:
Projey () = (sin 6 cos wy cos ¢(s), sin @ cos wy sin ¢(s)),
isto €, a espiral logaritmica

T(S) = sin 0 cos wy plcoswo tan®) ¢
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Figura 2.5: Curva de R? que faz Angulo constante com o campo V', com wy # 0, € a sua proje¢do

no plano z y.

Exemplo 2.1.5. Se w é uma fungdo afim e ndo constante, isto é, w(s) = ms +n, m, n € R,

m # 0, temos

r(s) = Si;lf sin(m{+n), z(s) = —% cos(m¢ +n)

é(s) = cot 0 (111 [ZSin <m82+ n)} —In [2 cos <m52+ n)D :

isto é, v é a espiral logaritmica

sin 6

r(¢)

~ m cosh(gtan0)’

Figura 2.6: Curva que faz angulo constante com V' obtida tomando w(s) = 2s+ 1 e a sua

projecdo no plano x y.
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Exemplo 2.1.6. Se w(s) = arccos(s), teremos que

2

r(s) = % sin 0, z(s)= sin&/s sin(arccos () d¢
0

2
e
6= —2 cot (9.
s
Logo v € dada pela espiral logaritmica
sin @ cot? 0

Veja a Figura 2.7.

Figura 2.7: Curva que faz dngulo constante com V', com w(s) = arccos(s), e a sua proje¢do no

plano z y.

2.2 Classificacao das superficies que fazem angulo cons-

tante com V

Nessa secdo estaremos interessados em classificar todas as superficies do espaco R? que fa-
zem angulo constante com o campo de Killing V. Observemos que, neste caso, devemos ter que
V = —y0, + v 0, seja ndo nulo em todo ponto da superficie. Sendo assim, a superficie deve

estar contida em R? \ Oz.
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Uma motivacao importante para esse estudo é o caso particular em que § = 7/2. Seja M uma

superficie dada como grafico:
F:DCR*— R, Flay)=(zy, f(z,y).

Impondo que V' seja tangente a superficie M, temos que,dadop € M, V(p) € T,M ,ouseja, V (p)
deve ser uma combinagéo linear dos vetores (1,0, f,) e (0,1, f,). Como V(z,y, z) = (—y,x,0),

temos que f deve satisfazer y f, — x f, = 0, ou seja:

flz,y) = g(vV 2%+ y?),

para alguma funcdo real g diferencidvel, i.e. M € uma superficie de rotacdo ao redor do eixo
z. Observe que no caso particular em que # = 0, obtemos semi-planos tendo o eixo Oz como

fronteira.

Vamos agora considerar o caso geral em que 6 # 0, 7/2. Seja g a métrica de M, V a conexdo

de Levi-Civita associada a ela e V a conexdo de Levi-Civita de R3. A partir das férmulas (1.1)

e (1.2), temos que se h é a segunda forma fundamental da superficie e A é o operador forma
associado a ele, entdo

(h(X,Y),N) =g(X, A(Y)), (2.11)

para todo X, Y € x(M). Considerando o campo V restrito aos pontos de M, podemos decompo-
lo da forma:

V =T+ pcosO N,

onde y = ||V|| e T é a componente de V' em T'M. Observe que neste caso ||T|| = psin6.
Tomando e¢; = ﬁ , podemos entdo escolher um campo unitdrio e; € x (M) de forma que {e1, 2}

forme uma base ortonormal de 7'M . Desta forma:
V = pusinfe; + pcosf N.
Temos ainda que, tomando um campo X € y(IR?) arbitrario, podemos escrever
VxV =kx X, (2.12)

onde k£ = (0,0,1) e “ x ” representa o produto vetorial em R3. Além disso, se X € y (M) entdo,

resulta que

VxV = X (u)(sinfe; + cosON) + psin (Ve + h(X, 1)) — pcosA(X). (2.13)
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Como e; e ey sdo tangentes a M, podemos decompor k X e; e k X e; na base {ey, €5, N}. Consi-

derando os seguintes angulos:
L(N,k)=p, ZLler,k)=n e Lley k) =1,

temos que

k = cosne; + cos ey + cose N,

e, como ||k|| = 1, segue que
cosn =cosésiny e cosp =sinésiny, (2.14)

para algum ¢ € R. Além disso, como V estd contido no plano-zy temos que (V, k) = 0. Portanto,

como € # 0, segue que:

cosm :_C.Ose' 2.15)
cos sin 6
Combinando as equagdes (2.14) e (2.15) obtemos que £ = —0 e, assim
cosp = —sinfsiny e cosn = cosfsiny. (2.16)
Nessas notagdes temos:
kxe =—sinflsiny ey, —cosyyN, kX ey =sinfsinye; + cosfsiny N. 2.17)

Além disso, considerando X = e; e, depois, X = e; em (2.12) e (2.13) e igualando a equa-

¢do (2.17), obtemos que

e1(p) = —cos b cos, (2.18)
eo(p) = sin 1. (2.19)

Como consequéncia, a matriz do operador forma associado a segunda forma fundamental serd dada

por
_sin 0 cos ¢
A= H
0 A

onde A é uma aplicacdo diferencidvel em M. Segue ainda que e; € ey s@o as dire¢des principais de

0
; (2.20)

M. A partir das equacdes obtidas até agora, temos que a conexdo de Levi-Civita de g em termos
da base {eq, e, N} é dada por
sin 1) sin

€2, v€1 €y =

vel€1 = —

€1,

2.21)
Ve,1 = A cot 0 e, Ve,60 = —A cotOe;.
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Portanto, o colchete de Lie de e; e ey é dado por:

sin 1)

le1, 2] = e1 — A cotfe,. (2.22)

Calculando [eq, e5](u) de duas formas, usando a defini¢@o e a simetria, e levando em consideragdo
as equacoes (2.18) e (2.19), obtemos que

cos 6sin 1 cos ¥

—costher (1)) + cosfsiney(y)) = ;

+ Acot@sin. (2.23)

De agora em diante usaremos coordenadas cilindricas, de forma que a parametrizacio da superficie

M possa ser escrita na forma
F:DCR* —R (u,v) — (r(u,v), ¢(u,v), 2(u,)). (2.24)

Nessas coordenadas a métrica de R? se torna (, ) = dr?+dz*+r?d¢* e sua conexdo de Levi-Civita

¢é dada por:
— — — 1 —
Vo, 0 =0, V,05 = Vo,0p = =0y, Vo, 04 = —1 0,
787 70, b 78¢ 00 78¢ b - (2.25)
Vo.0. =0, Vp.05=Vy,0.=0, V,0. = V.0, = 0.
Além disso, o campo de Killing V' = d, e ||V|| = p = r. Logo, podemos escrever
Op =rsinge; +rcos¢ N,
0, = cos¢sin ey + cosp ey —sinfsiny N
e
0, = —cosf cosp e + siny ey — sinf cosy V.
Assim a base {e;, ez, N} pode ser expressa (em termos das novas coordenadas) como
sin 0 )
e1 = —cosfcos 0, + T Op + cosOsine 0.,
€y = siny 0, + cos 0, (2.26)
0
N =sinfcosv 0, + &8 Op — sinfsine 0..
Além disso, como [e;, es] pertence ao espago gerado por {e;, €3}, obtemos
cos 0 si
COSOSMY 4 o () =0. 227)

I
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Observacio 2.2.1. Se v é constante, entdo teremos que ¢ (¢/) = 0 e, consequentemente, siny) = 0.

Assim, daqui em diante consideraremos 1) # 0 e o caso ¢ = 0 serd tratado separadamente.

Escrevendo a equacio (2.27) na forma:

6%<¢) _ _cos.@7 (2.28)
sin T
e tomando a derivada de (2.28) com respeito a e;, obtemos que
61(61 ('(/J)) = 0. (229)

A partir de agora nosso objetivo € encontrar, localmente, coordenadas apropriadas para a superficie
de modo que consigamos escrever explicitamente as equacdes paramétricas de M em R3. Vamos

escolher, entdo, a coordenada local u de forma que e; = 9,,. Integrando (2.29), temos que:
U(u,v) = f(v)u+g(v), (2.30)
onde g, f € C°°(M). Escolhendo agora a coordenada v de forma que v, = 0, obtemos que
Y(u,v) =cu+é c¢,ce€R, c#0.
Além disso, apds uma translagdo na coordenada u, temos
(u,v) =cu, ceR—-{0}. (2.31)

Substituindo entdo (2.31) em (2.27), obtemos

cos O sin(cu)

= (2.32)
c
Também, como ey € T'M, podemos expressar e; em termos de d,, e d, na forma:
ey = a(u,v)0y, + b(u,v)0,. (2.33)
Assim, como por (2.33) e (2.32) resulta que
ea(p) = —a(u,v) cosf cos(cu),
substituindo (2.31) na equagdo (2.19) segue que
t
a(u,v) = — an(cu) (2.34)

cos 0
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Considerando agora a equacgdo (2.23), e combinando com (2.31), (2.32) e (2.34), temos que
A = —c tanftan(cu). (2.35)

Além disso, em termos de u e v temos que:

2
secCt) o ()0,

le1, €2 = = cos 6

Por outro lado, da equacdo (2.22), resulta

c sec?(cu)

[e1, 9] = — Oy + ¢b(u,v) tan(cu) 0,.

cosf
Igualando as duas equagdes anteriores e resolvendo a equagdo diferencial com respeito a u segue

que:
bo(v)
cos(cu)’

b(u,v) =
Ap6s uma homotetia na coordenada v de forma que by(v) = 1, podemos escrever

1
b(u,v) = cos(c) (2.36)

Substituindo agora as equacgdes (2.34) e (2.36) em (2.33), temos que a expressdo de e, € dada
explicitamente por
_ tan(cu) 1

cosf " cos(cu)av' 2.37)

€y =

Com isso, a conexd@o de Levi-Civita de M nas coordenadas u e v pode ser expressa da seguinte

forma:
1
Vo0, = (tmleu), a, ), (2.38)
cos 6 cos 0 cos(cu)
1
Va,0, = V,0, = ¢ tan® fsin(cu) _tan(cu) Oy + Oy |, (2.39)
cos 6 cos(cu)

Va,0, = c tan §sin(cu) cos(cu)d,

2 (2.40)
I tan? 0 sin®(c u) (_tan(cu)8 N 1 )8v> .
u

u
cos 0 cos 6 cos(c

Substituindo as expressdes de ¢, 1 e A na matriz do operador forma, obtemos

¢ tanf cot(cu) 0
A— . (2.41)

0 —c tan @ tan(cu)
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Assim as expressoes da segunda forma fundamental em termos de u e v sdo dadas por:

h(Oy, 0,) = ¢ tanf cot(cu)N,

(B, 0,) = h(Dy, 8) = MN,

cos 0
h(9,,0,) = c tan® @ sin(cu) cos(cu)N.

Agora, como a superficie € dada em coordenadas cilindricas pela imersdo isométrica

F: D c R* — R3
usando a conexao Euclidiana dada por (2.25) temos
__ 9 Ty
Vauau = <ruu - T(bua ¢uu + 27¢ua Zuu) .

Por outro lado, usando a férmula (1.1), temos

c sin®*(cu) + ¢ sin® @ cos?(cu) ¢ tan 6 cos(cu)

Vo.0u = ( cos O sin(cu) ’ sin?(cu)

Comparando as equagdes (2.45) e (2.46) obtemos as seguintes equagdes diferencias:

. . 2 2
Cc simm(cu ¢ sin” 0 cos*(cu
Tuu r ¢3 - ( ) ( )

cos 6 cosfsin(cu)

Ty
uu + 2— u — .
¢ r ¢ sin®(cu)

c*tan 6§ cos(cu)

)

Zyu = ¢ cos O cos(cu).

Usando, entdo, a mesma técnica para as expressoes de Vy,0, e Vy, 0, temos:

Tuv — T¢u¢v =cC tan2 97

1 c?tanf cot(cu
¢uv + ;(Tu(bu + Tv¢u) = _—()

)

cos 0

e
row — 1 = ctan? @ sin(cu)
cos f
Ty
gbvv +2 _¢v = 07

r

Zyy = 07

, ¢ cosf cos(c u)) :

(2.42)
(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47a)

(2.47b)

(2.47¢)

(2.48a)
(2.48b)

(2.48¢)

(2.49a)
(2.49b)

(2.49¢)
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respectivamente. Como
cosfsin(cu)

r(,0) = plu) = - 2220

resulta que 7, = 0. Além disso, da escolha de u e v, juntamente com (2.26), ap6s uma translagdo

ao longo do eixo Oz, obtemos a terceira componente da parametrizagao:

6 <
2, v) = v — 2500s(cw) (2.50)
c
Além disso, € simples verificar que
tan @
o(u,v) = _cvany tan 6 log (tan %) (2.51)
cosf 2

e que as equagdes (2.47), (2.48) e (2.49) sdo todas satisfeitas. Assim, quando ¢ # 0, combinando

(2.32),(2.50) e (2.51), obtemos a seguinte parametrizagdo em coordenadas cilindricas:

Flu,v) = <_c080sm(cu) _cutanf tan 6 log <tan%,v B COS@COS(CU))) 25

c ’ cosf c

onde ¢ € uma constante real ndo nula.

Analisemos agora o caso em que ¢ = (. Seguindo exatamente 0os mesmo passos feitos no caso

geral, obtemos a seguinte expressao
F(u,v) = (u cosf,log(cu™ %), v), ccR—{0}. (2.53)
Essas superficies sdo cilindros retos sobre espirais logaritmicas.

Agora estamos aptos a enunciar o teorema principal dessa secao.

Teorema 2.2.2. Seja M uma superficie isometricamente imersa em R3 \ Oz, e considere o campo
de Killing V.= —ydx + x0y. Entdo M faz dngulo constante com 'V se, e somente se, M é uma

das seguintes superficies (a menos de translagées verticais ao longo do eixo Oz):

1. um semi-plano com fronteira o eixo Oz;
2. uma superficie de revolucdo ao redor do eixo Oz;
3. um cilindro reto sobre as espirais logaritmicas dadas por (2.53);

4. a superficie de Dini dada em coordenadas cilindricas por (2.52) (ver Figura 2.8).
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Figura 2.8: A superficie de Dini.

Demonstracdo. Analisaremos as possibilidades para o adngulo 6 de acordo com as contas feitas

anteriormente. Temos que:

e se f = (), obtemos semi-planos tendo o eixo Oz como fronteira.
e Se 0 = /2, obtemos superficies de revolugdo.

e Se 0 #0, m/2 e o angulo v obtido anteriormente é 0, obtemos cilindros retos sobre espirais

logaritmicas como em (2.53). Se 1 # 0 obtemos a superficie de Dini dada em (2.52).

Reciprocamente, se M é uma superficie como no item 1. é ébvio que faz angulo constante com
o campo V', que estd contido no plano x y. Se M € do tipo 2. temos que, localmente, ela pode ser

descrita da forma:

F(u,v) = (u, v, g(Vu? + v2)) ,
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onde g € C*°(R). Assim, por meio de contas simples, é possivel verificar que ela faz angulo

constante com V. Agora se M € do tipo 3. ou 4. temos que M pode ser parametrizada por

Pluo) = (|- o [CU R0 g (ran (1))

c cosf
cosf sin(cu)]| . cv tanf cu
[_f} sin {—W —tan@ In (tan <7>)] ,
_ cosf Cos(cu)>
c )

assim, obtemos que
F, x F, = <cos(cu) [Cos(c u) cos Kln (tan [%D + cv sec 9) tan 9} sin

+ cos @ sin [(ln (tan [%D + cv sec 9) tan 0} , cos(cu) |:COS@ coS [(ln [tan <%)]
+ cwv sech) tanf] — cos(cu) sinf sin Kln {tan (%)} + cv sec 9) tan@} )

1
3 sin(2 cu) sin «9) :
Além disso

Vi — ({cos@ sm(cu)] ‘i [_cv tan6 tand ln [ta (cu)

I

2 cos 0 7
0 si tand
_cosfsin(cu) [_cvan_tang o [ 7())
c os 6
Observando que
29 s 2
IFax Bl =cos’(cw) e ||v]pr = S fsin(eu),
c
segue que
(N, V)
= cos0
14l






CAPIiTULO

3

Superficies de angulo constante no

grupo de Heisenberg

Neste capitulo apresentaremos com mais detalhes os resultados do artigo [16] sobre a classi-
ficacdo completa das superficies de dngulo constante no grupo de Heisenberg tridimensional e,
também, alguns resultados parciais sobre a mesma categoria de superficies em outros espagos

homogéneos tridimensionais (com grupo de isometrias de dimensao 4).

Recentemente foram publicados vérios trabalhos inerentes ao estudo desta classe de superficies

em variedades tridimensionais (ver, por exemplo, [16, 23, 24,26, 27, 25]).

No caso do espago ambiente ser do tipo produto Q2 x R, com
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nos artigos [7, 13, 12] foi considerada R como dire¢do privilegiada (com a qual o vetor normal

unitdrio a superficie faz um angulo constante) e uma primeira observacdo que pode-se fazer é que:

e se § = 0, a superficie é uma folha Q* x {to}, o € R;

e se = /2, a superficie € produto de uma curva em Q? com R.

Lembramos que os espacos Q? x R sdo exemplos de espagos de Bianchi-Cartan-Vranceanu
(definidos na Se¢do 3.1.1). No trabalho [16] os autores J. Fastenakels, M.I. Munteanu e J. Van
der Veken generalizam o conceito de superficies de angulo constante (dado em [7, 13, 12]) a
um espago de Bianchi-Cartan-Vranceanu qualquer e mostram que este tipo de superficies tém
curvatura Gaussiana constante (veja Teorema 3.1.7). Além disso, exibem a classificacdo delas no

caso do grupo de Heisenberg (ver Teorema 3.4.1).

3.1 Espacos homogéneos de dimensao trés

Lembramos que uma variedades Riemanniana € dita homogénea se, para cada par de pontos
sobre ela, existe uma isometria que leva um no outro. Sio exemplos de variedades homogéneas R?,
aesfera S* e o espaco hiperbélico H®. Cartan provou que existem trés classes de espacos homogé-
neos 3-dimensionais simplesmente conexos, dependendo da dimensdo do grupo de isometrias da

variedade. Essa dimensdo pode ser 3, 4 ou 6.

Teorema 3.1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa, de dimensdo n > 2. O grupo

de isometrias Isom(M) tem dimensdo r < n(ntl) 4 igualdade r =

n (n+1)
2 2

vale se, e somente se,

(M, g) tem curvatura constante.

Segue deste teorema que, dada uma variedade Riemanniana 3-dimensional, seu grupo de iso-
metrias terd dimensao no maximo 6. Além disso, em virtude do teorema que segue nio existem

3-variedades com grupo de isometrias de dimensao 5.

Teorema 3.1.2 (G. Fubini). Nenhuma variedade Riemanniana (M, g) de dimensdo n > 2 admite

n(n+1)
2

um grupo de dimensdo — 1, como grupo de isometrias completo ou parcial.
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Além disso, se uma 3-variedade Riemanniana tem grupo de isometria de dimensdo 4, entdo ela

€ homogénea (ver [22]).

No caso da dimensdo ser 6, a variedade ¢ uma forma espacial. Se a dimensdo do grupo de
isometrias for 4, a variedade é isométrica a: H3 (grupo de Heisenberg tridimensional), SZ’ (esferas
de Berger), ﬁ(2, R) (revestimento universal do grupo linear especial), ou aos espagos produtos
S* x R ou H? x R. No caso do grupo de isometrias ser de dimenséo trés, a variedade possui a

geometria do grupo de Lie Sols.

3.1.1 Os espacos de Bianchi-Cartan-Vranceanu

Feita exceciio para H®, no caso em que a dimensio do grupo de isometrias do espaco homogé-
neo tridimensional é 4 ou 6, 0 espago é localmente isométrico a (uma parte de) R, munido de uma
métrica que depende de dois parametros reais. Tal familia de métricas Riemannianas aparece pri-
meiramente em 1897 no trabalho [5] do matematico italiano L. Bianchi e, mais tarde, nos artigos
[7,34] de E. Cartan e G. Vranceanu. Por esta razdo, estes espacos sao conhecidos como variedades

de Bianchi-Cartan-Vranceanu (ou BCV-espacos). Temos a seguinte defini¢do:

Definicdo 3.1.3. Sejam £ e 7 nimeros reais, com 7 > 0. O espago de Bianchi-Cartan-Vranceanu

M 3(k, T) € definido como sendo o conjunto:

k
{@nserias e >o)
equipado com a métrica:

dx? + dy?

ds® =
S @)

2
ydr — x dy
+ldz4+7 | —vi—">F— .
2 <1+§(:fc2+y2)>]

Temos que a variedade M?>(k,7) é (localmente) isométrica as seguintes variedades homogé-

neas tridimensionais (ver [30]):
e se k =7 =0,entdo 1\73(/@‘,7') ~ R3:
e se k =472 +#0,entdo M3(l€,r) ~ S8 (%);

e sek>0er =0,entdo M3(k, 1) = S2(k) x R;
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sek <0er=0,entdo M3(k,7) = H>(k) x R;

sek>0eT #0,entdo M3(k,7) = S} (esferas de Berger);

se k < 0er #0,entdo M 3(k, 1) = S”VL(Q, R) (revestimento universal do grupo especial

linear);

se k =0e7 # 0, entdo M 3(k,7) = Hj (grupo de Heisenberg tridimensional).

Com o intuito de estudar as superficies de angulo constante no espaco de Heisenberg e, tam-
bém, apresentar alguns resultados parciais para a mesma classe de superficies nos outros BCV-
espacos com grupo de isometrias 4-dimensional, vamos primeiramente estudar a geometria dos

BCV-espagos.
Lema 3.1.4. Os seguintes campos vetoriais formam uma base ortonormal em M3 (k,7):

e = {1+Z(w2+y2)] Oy —TY0,, ey= [1+Z(1’2+y2)] Oy +T1x0,, e3=0,.

Além disso, a geometria dos BCV-espagos pode ser descrita em termos dessa base como segue:

1. os campos vetoriais acima satisfazem as relagdes de comutagdo:

[e1, €9] = —§y61+ 51‘62+2T€3,

[627 63] =Y

_ k _ _

Ve = 53/62, Ve €2 = —§y61 +7e3, Veez = —Tey,
_ k _ k _

Vezel = —5 T ey —TeEsz, Ve2€2 = §I€1, Ve2€3 =TEey,
Ve,€1 = —T ey, Ve,€2 = Teq, Ve,e3 = 0.

3. O tensor de curvatura de Riemann-Christoffel R de M 3(k,T) é dado por:
RX,Y)Z=(k-37)(Y,2) X —(X,2)Y)
— (k=47 ((Y,e3){Z,e3) X — (X, e3)(Z, e3) Y
H(X,e3) (Y, Z)es — (Y, e3)(X, Z) e3) ,

para todo X, Y, Z € x(M3(k, 7)).
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Demonstracdo. Observando que

k k
a=(1+5@ P 0ry) a= (01456 ore). a=0.0D),

e escrevendo

k
f=14 7@+,

temos

2 2 —xd 2
dsQ—%+%+ <dz+7M)
2,2 1 2.2
— (714_;—2 Y > dz? + (74_]; * > dy? +d2*
27T 2T 2722
—i—Tydazdz—Tdydz— ny

ou seja, a matriz associada 2 métrica d s* é dada por

dxdy,

1+72y2 _T2xy TY
f? f? f
TQxy 147222 TX
f? f? /
TY TX ]

f f

1. Temos

ler,e0) = [fOp — Ty Os, fO, + T2 0,]
:fax(f)ay_fay(f)ax+7faz_Txax(f)ax_'_Tfaz
= —y%(f@z—Tyaz)—i-x—j(f@y—i-fx@)%-%@z

k rk

:—95614‘7624-27'637

lea,es) = [f Oy +T20,,0,] =0,
les,e1] = [0, fOr — Ty 0,] = 0.

2. Pela férmula de Koszul, resulta que

<ve]€17€1> = 07 <v61617€3> = 07
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(Tuversea) = =5 (lenserlsea) + {fen,eal, ) + {fen,eal, 1)
_k
&

Logo
ky

Velel = ? €a.

De forma andloga, obtemos as outras expressdes para a conexao.
3. Dado um campo de vetores X em M 3(k, T), podemos verificar que
Vyes =7X X es, 3.1
onde x representa o produto vetorial em M 3(k, 7). Pondo
(R(XxY),ZxW)=(R(X,Y)Z,W),

e usando que
(R(X,Y)Z,W)=VxVyZ—VyVxZ —VixyZ, (3.2)

obtemos que a matriz de R na base {e; X €3, €3 X €1, €1 X ey} é dada por

R=| 0 -7 0
0 0 372—k

Decompondo os campos X, Y, Z, W na forma:
X=X+wzes, Y=Y 4yes, Z=Z+ze5 ¢ W=W +wes,

onde X, Y, Z, W sio as componentes horizontais obtemos:

=l
B
=
N
=
I
=
=
=
N
=
+
N
=l
B
=
o
=
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Observemos agora que, como a matriz de R € diagonal, os termos em que ez aparece somente

uma vez sdo nulos, uma vez que X, Y, Z e W dependem somente de e, e5, assim

(R(X,)Y)Z,W)=(R(X,Y)Z,W)+ 2y (R(X,e3)es, W)
+zz(R(e3,Y)es, W) +wy (R(X,e3) 7, e3)

+wx (R (es3,Y) Z,e3).

Escrevendo, entao

3 3 3
X = E a; €;, Y = E bl-el- e J= E Zi €4,
i=1 i=1 i=1

obtemos que:
2

(R(X,Y)Z, W) = Z ai bz ws (R (e, €5) ex, €s)

i, 7, k,s=1
= (Ch 21 by wa + ag 29 by wy — (G2 wa by 21 + ag wy by U)2))<R (617 62) €1, €2>

= (k=37")((X, W){Y, Z) — (X, Z)(Y, W))

R(X, 63) €3 = vyves €3 — ves_yeg - v[y763]63
= Ve, (—Tajes+Tage)) — Tes(ay) es — 7es(az) e
=7%X,

para todo campo X € X(M?’(k, 7)). Segue que

(3.3)

=
=
=
N
I
>~
=
=
N
|
8
g
=l
X
|
<
QN
=
E
|
8
™
<
g

) =z2(Y,W) —zyzw,

) =wy(Z,X)—zyzuw,
) =—2y(X, W) +zyzuw,
)

=—zw(Z,Y)+zyzw,
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v=(X,e3), y=(Y,e3), z2=(Z.e3), w=(Wes),
resulta
(R(X,Y)Z,W) = =37 (X, W) (Y, Z) = (X, Z) (Y, W))
— (b —=47%) (X, W)(Z, e3)(Y, e3) + (Z, Y )(X, e3) (W, e3)
— (Y, W)(X,e5)(Z, es) — (Z, X)(W, e5)(Z, €3)).

Isto completa a demonstragao.

O

Definicdo 3.1.5. Seja M3 (k) a superficie Riemanniana, com curvatura Gaussiana constante igual

a k, dada por:

A (k) = ({@c,y) e R

Entéo a aplicagdo

k
1+—(x2+y2)>0},

dz? + dy?
1 .

(145 (@22 +42)°

7 M3 (k,7) — M>(k)
(2,9,2) —> (2,1)
¢ uma submersdo Riemanniana chamada fibracdo de Hopf. A imagem inversa de uma curva em
M? (k) pela aplicac@o 7 é chamada cilindro de Hopf e a folha da fibragao de Hopf é uma superficie
que € ortogonal as fibras de 7 em todo ponto.
Observacio 3.1.6. No caso especial em que k = 4 72 # 0, a aplicagdo 7 coincide localmente com
a fibragdo de Hopf cldssica w : S* (k/4) — S*(k). Do Teorema de Frobenius e do item (1) do

Lema 3.1.4 as folhas de 7 existem se, e somente se, 7 = 0. Elas nada mais sdo do que abertos de

superficies do tipo R? x {to}, S?(k) x {to} ou H*(k) x {to}.

3.1.2 Imersoes isométricas em BCV-espacos

Sejam M™ e N"*! variedades Riemannianas, com conexdo de Levi-Civita V e V e cujo tensor

curvatura é R e R (respectivamente), entdo as equagdes de Gauss e Codazzi dadas por:

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y) Z, W) = (A(X), Z){A(Y), W) = (A(Y), Z) (A(X), W),
VxAY) - VyAX) - AX,Y] = -R(X,Y) N, XY, Z, W € x(M),
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sdo condicdes necessdrias para que M possa ser imersa isometricamente em /N. Além disso, no
caso em que N é uma forma espacial (i.e. a esfera S"*!, o espaco Euclidiano R"*! e o espaco
hiperbélico H" ™), as equagdes de Gauss e de Codazzi representam, também, condi¢des suficientes
para que M possa ser imersa isometricamente em N, com A como operador de forma. Neste caso

estas equagdes envolvem somente a métrica e o operador de forma de M .

Em [11], foi considerado o problema de determinar quando uma superficie /2 pode ser imersa
isometricamente em uma variedade homogénea tridimensional N3 cujo grupo de isometrias tem
dimensdo quatro. Como vimos, tais variedades sdo fibragdes Riemannianas sobre uma forma es-
pacial bidimensional, com fibras geodésicas e existe uma familia a um parametro de translacodes

ao longo das fibras, com gerador o campo de Killing unitério es.

Teorema 3.1.7. [11] Seja F' : M? — M 3(k,T) uma imersdo isométrica de uma superficie
orientada M* em um BCV-espaco. Seja N o campo unitdrio de vetores normais a M, A o operador

forma associado,
0 =Z(N,e3) e T = eg+cost N.
Entdo, se X, Y € x(M), temos:
1. VXAY) = VyAX) - AX,)Y] = (k—47%) cos (Y, T) X — (X, T)Y);
2. K=det A+ 7%+ (k—47?) cos®6;
3. Xcosl] = —(A(X) —7J X, T);

4. VxT = cosf (A(X) —7JX),
onde K representa a curvatura gaussiana de M .

Demonstracdo. 1. Daequacio de Codazzi e do item (3) do Lema 3.1.4, temos que

Vi A(Y) = Vy AX) — A[X,Y] = (k—47%) cosd (Y, e3) X — (X, e3)Y)
= (k—47) cosf ({Y,T) X — (X, T)Y).

2. Segue das equagdes de Gauss e de Codazzi.
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3. e 4. Definindo J X = N x X, temos

Vxes =Vx(T +cosON)=VxT + Vx(cosf N)
=VxT+h(X,T)+ X(cos#) N + cos VxN.

Como

WX, T) = (T, A(X)) N,
resulta que
Vxes = VxT + (h(X,T), T) N+ X(cosf) N — cos 0 A(X). (3.4)
Por outro lado, pela equacao (3.1) segue que

Vxes=7X x (T +cosON)=7(X xT)+7 cosf(X x N)
=7 (X xT)—7cosbJX.

Notemos agora que, se ¢ € o dngulo entre X e 7', entdo o anguloentre J X e T é (p + 7/2).

Além disso, como X e 7" estdo no mesmo plano, temos que X x 7' & paralelo a NV, assim
XxT=(JX,T)N,

logo
Vxes=71(JX,T)N —7 cosf JX. (3.5)

Combinando (3.4) e (3.5) obtemos

VxT =cosO(A(X)—1JX)

Xcosl] = —(A(X) —7JX,T).
O

As equagdes do Teorema 3.1.7 sdo ditas equagdes de compatibilidade para M>(k,7) e em [11]
também € provado que as mesmas sido condi¢des necessdrias e suficientes para que uma superficie
Riemanniana seja imersa isometricamente numa variedade homogénea tridimensional cujo grupo

de isometrias seja de dimensdo quatro.
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3.1.3 Superficie de angulo constante nos BCV-espacos

O teorema de existéncia e unicidade provado por Bendit (ver [11]) mostra como a fungdo
angulo cos f € um dos invariantes fundamentais para uma superficie em um BCV-espaco. Logo,
¢ um problema natural estudar as superficies para as quais esta funcdo € constante. Desta forma,
em [16] J .Fastenakels e M.I. Munteanu, generalizam o conceito de superficies de angulo constante

dado em Q? x R a um BCV-espago qualquer da seguinte forma:

Defini¢do 3.1.8. Dizemos que uma superficie orientada M?* no BCV-espago M3(k, 7) é uma su-
perficie de dngulo constante se a fungao cos 0 € constante, ou seja, o dngulo entre a normal unitéria

N e adiregdo e3, tangente as fibras da fibracdo de Hopf, € 0 mesmo em todos os pontos.

Lema 3.1.9. Seja M uma superficie de angulo constante em um BCV-espaco M 3(k,7). Entdo

valem as seguintes afirmacdes:

1. o operador de forma com respeito a base {T, JT'} é dado por:
A=

onde \ € C™(M).

2. A conexdo de Levi-Civita da superficie é determinada por:

Vol = =271 cos0 JT, VT = X cos6 JT,
VrJT =271 cosOT, VT = —X cosOT.

3. A curvatura Gaussiana da superficie é a constante dada por:
K = (k—471%) cos 0.
4. A funcdo \ satisfaz a seguinte equagdo diferencial:

T\ + A cos@ + k cosf sin? 0 + 477 cos® § = 0. (3.6)

Demonstracdo. 1. Como o angulo # é constante, dado um campo X € X(M 3(k, 7)), temos
que
X(cosf) = 0.
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Sendo assim do item 3. do Teorema 3.1.7 resulta que

(A(X),T) =(rJ X, T)

e, portanto,
(A(T), Ty =7(JT,T) =0
(A(T),JTy =7(J(JT),T) =—7(T,T).
Logo

A(T) = —7JT.

De forma andloga, obtemos que
AJT)=—-1T+NJT,

onde A = (A(JT),JT). Portanto a matriz de A na base {7, JT'} é dada como no item 1.

. Do item 4. do Teorema 3.1.7 segue que

VT =cosO (A(T)—7JT)=—27 cosO JT.
Além disso, temos
(Ve T,T) = —(NgT,JT) =271cosf||JT||* I T.
Como ||T||? = ||J T||*> = sin® 0, resulta que
(Ve T,JT) =0,

entao
VordT =2 cosOJT.

Novamente do Teorema 3.1.7, item 4., temos
VyrT =cosO (A(JT)—71J(JT)) =\ cosb JT.

Por fim, como
(VyrJT,JT) =0
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e
(VyrJ T, T) = (N 7T, JT) = =X cosO||JT||* J T,
segue que
VirdT = —Xcosf JT.
3. Do item 1. temos que det A = —72. Assim, do item 2. do Teorema 3.1.7, a curvatura

Gaussiana da superficie é dada por
K=det A+ 7>+ (k—47%) cos’0 = (k —47%) cos’ 0.

4. Sabemos que
(R(T,JT)JT,T)

K(T,JT) =
(@I = R

= (k—47%) cos?6.

Como

R(T,JT)JT = —cosOTN|T —47%cos”’ T — A\ cos* 0T,
segue que

0=cosOT[\ +47%cos® + N cos? 0 + (k —471%) cos* 0
=cosO T\ +471%cos* 0 + k cos? O sin? 6 + \* cos? 6.

Dado cos 6 # 0, obtemos

T\ +471%cos® 0 + k cosfsin® 0 + \* cos ) = 0.
O

Em nosso estudo estamos considerando o caso das superficies de angulo constante nos BCV-
espagos com k, 7 # 0. Observe que o caso # = 0 ndo pode ocorrer pois a distribui¢do gerada
por e; e es ndo é integravel. Se §# = 7/2, temos que o campo ey serd tangente a superficie em
todo ponto, assim ela conterd as curvas integrais deste campo, as quais se projetam em um ponto.
Portanto a projecdo da superficie através da aplicacao de Hopf serd uma curva, ou seja, a superficie

serd um cilindro de Hopf.

Para obtermos uma classifica¢ao local explicita das superficies de angulo constante 6 € (0, 7w/2)
em um BCV-espago, com k, 7 # 0, escolhemos primeiramente um sistema de coordenadas locais
(u,v) de forma que:

=0, e Oy=alT+bJT,
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onde a, b € C*(M). Teremos, entdo, que a equagdo (3.6) poderd ser reescrita como
Mo+ 472 cos® 0+ k cosf sin? 0 + A2 cos§ = 0.

A solugdo dessa equacio depende do sinal da constante (k sin® 6 + 4 72 cos? 6). Supondo que este

seja positivo e denotando essa constante por 72, temos
AMu,v) = r tan(p(v) — r cosOu),
para alguma func@o real ¢ (v). Temos ainda que, como [0, 9,] = 0, entdo
0=[T,aT4+bJT)=0,aT+2b7 cos@T +,bJT —bA cos JT.

Obtemos entdo o sistema de equagdes:

a, = —27b cosb,
(3.7
b, = b\ cosé.

Da expresséo de \ segue que
b, = br tan(p(v) —r cosOu) cos b,

ou seja

b(u,v) = cos(p(v) —r cosOu).

Substituindo esta expressao no sistema (3.7) temos
a, = =27 cos(p(v) —r cosBu) cosb,

logo

a(u,v) = — sin(p(v) —r cosGu).

Como N ¢ unitdrio e a superficie € de angulo constante existe uma funcéo diferencidvel ¢, local-

mente definida em M, tal que
N =sinf cos g ey + sinf sin g ey + cos b es.
Com isso, obtemos

T =e3—cosO N =e5 —sinf cosf cospe; —sinb cosf sin e, — cos f e

= —sinf (cosf cospe; + cosf sinpey —sinfes)
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JT =N xT =sinf (singe; —cospey).

Temos ainda, pela formula de Weingarten, juntamente com o Lema 3.1.4 (item 2.) e as equacoes

acima, que

A(T) = —VrN = (T[¢] JT +sinf cos g (singpx — cos py)

—7sin?0 + 7 cos’0) JT

— k
A(JT)=—-V,;rN = (JT[9] JT+sin9§(sin¢y+cos¢:p))JT—7'T.
Comparando com o item 1. do Lema 3.1.9 , obtemos

T[¢] = —27 cos® 6,
L (38)
JT[¢] =\ — SinHE (singy + cospx).

Observe que a condi¢do de integrabilidade para esse sistema de equacdes diferenciais € exatamente

a equacdo (3.6).

Seja agora

F:UCR?>— M C M(k,7)
(u,v) — (Fi(u,v), Fs(u,v), F5(u,v))

uma parametriza¢do de M. Observando que, no ponto (Fy(u,v), Fa(u,v), F3(u, v)) temos
k k
e = (1 +7 (Ft + F3),0, —TF2> . e = <0, L+ (Ff+ FQQ),TF1> , ez =(0,0,1),

e que

¢y = a(u,v) T[] + b(u,v) [)\ - g sind (singpy — cosqﬁx)] ,
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para encontrar uma parametrizacdo para M precisamos resolver o sistema:

Gy = — g sin@ cos @ (Fysin ¢ — Fy cos ¢) — 27 cos® 0,

¢y =a(u,v) ¢y + b(u, v) <)\(u, v) — g sin @ (Fy cos ¢ + Fy sin </§)> :

(F1), = —sinf cosf cos ¢ <1 + Z(Ff + F;))

k
(F1), =a(u,v) (F1)y + b(u,v) sinf sin ¢ (1 + 1 (FE+ F22)> ,
(Fy), = —sin@ cos B sin ¢ <1 + Z (F? + F22)> ;

(Fy)y =a(u,v)(Fy), — b(u,v)sinf cos ¢ (1 + Z (FZ+ F22)> ,

(F3)y = —sin@ (—71 Fycos6 cos ¢ + 7 Fy cos sin¢ — sinf),
(F3)y =a(u,v) (F3), — b(u,v) 7 sinf (Fy sin ¢ + Fy cos ¢).

De (3.9),(3.11) e (3.13), obtemos:

sin 20 .
Py = D) sing + L(v) cos(p(v)),
P = _251111)(2:) cos ¢+ L(v) sin(p(v)),

¢ = p(v) + 2 arctan < 5

onde D(v), L(v), p(v) e C(v) sdo constantes de integracdo e

Av) = % sin 20 L(v), B(v) = D(v) +§ (anlj(fj

Observe que B? — A? = r2 cos? § é uma constante positiva.

3.2 O grupo de Heisenberg

Comecaremos dando a seguinte

A4 VBT 7 tan(-! MHOW)))

+ D(v) L%)) :

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
(3.16)

Definicio 3.2.1. Seja (V,w) um espaco vetorial simplético de dimensdo 2n. O grupo de Heisen-

berg associado a ele é o conjunto V' x R munido da operacio:

1
(v1,t1) * (v2,t2) = (v1 + V9, + 1o+ 500(@1;@2))-
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Nesta secdo nos restringiremos ao grupo de Heisenberg tridimensional vindo de R* com a
forma simplética candnica:
w((z,y), (@,9)) = (ty —Ty),
isto ¢, estaremos considerando R* com a operacio de grupo dada por:

fy).

.
(£,9.2) % (@7.7) = (0 + Ty +F2+7+ 5 - =

Considerando a aplicacio:

1 a b
R? — 01 ¢ |:a,bceR
0 01
dada por
Iz %
(z,y,2)— | 0 1 y |,
00 1

podemos verificar que ela é um isomorfismo entre (R?, %) e um subgrupo de GL(3,R). Para todo

7 € R,com 7 # 0, a métrica Riemanniana em (R?, %) dada por

ds* = da* + dy® + 47° <dz + M)Q
¢ invariante a esquerda e, apds a mudanca de coordenadas
(7, y,272) = (2,9, 2),
pode ser reescrita como:
ds® = da® + dy* + (dz + 7 (ydv — x dy))*. (3.17)

De agora em diante, denotaremos o grupo (Rg, ) com a métrica (3.17) por Hj. O lema que segue

€ um caso particular do Lema 3.1 .4.

Lema 3.2.2. Os seguintes campos vetoriais formam uma base ortonormal de campos invariantes
a esquerda em Hs:

e1=0,—TYy0d,, ex=0,+7xd,, e3=0,.

A geometria de H3 pode ser descrita em termos dessa base como segue:
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1. Os campos acima satisfazem as relagoes de comutagdo:
[61, 62] = 27’63, [62, 63] = O, [63, 61] = 0

2. A conexdo de Levi-Civita ¥V de Hj é dada por:

\Y Ve €2 = Tes, Ve €3 = —Tey,
Ve, €1 = —Tes, Ve,e0 =0, Ve,e3 = Teq,
Vegel = —TE€g, ve3€2 =Te€q, ve363 =0

3. O tensor curvatura de Riemann-Christoffel R de Hj é determinado por:

RX,Y)Z=—32((Y.2) X — (X,Z)Y)
+47% ((Y,es)(Z,e3) X — (X, e3)(Z,e3) Y
+ (X, ea) (Y, Z) ez — (Y,e3)(X, Z) e3)

onde X, Y, Z € x(Hs).

Demonstragdo. Basta tomar k£ = 0 no Lema 3.1 4. O

Observacao 3.2.3. O campo de Killing e3 tem um papel importante na geometria de Hl; pois suas

curvas integrais sdo exatamente as fibras da fibragio de Hopf 7 : H; — R?, dada por:

m(z,y,2) = (z,y).

3.3 Preliminares

Seja I : M? — H; uma imersdo isométrica de uma superficie orientada no grupo de Heisen-

berg. Entdo, neste caso, as quatro equagdes de compatibilidade se tornam:
VxAY) = VyA(X) — A[X,Y] = —47% cosO((Y,T) X — (X, T)Y),
K =det A— 472 cos® 0,
VxT =cosf (AX) —17JX),
Xlcosb] = —(A(X) -7 J X, T)

e o Lema 3.1.9 pode ser escrito como segue
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Lema 3.3.1. Seja M uma superficie de dngulo constante 0 em Hs. Entdo:

1. a matriz do operador forma com respeito a base {T, JT} é dada por:
A= )

onde \ € C>(M).
2. A conexdo de Levi-Civita da superficie é determinada por:

V7T =—-271 cosO JT, VT = X cosO JT,
VrJT =271 cosOT, VyrJT = —X cosOT.

3. A curvatura Gaussiana da superficie M é a constante negativa dada por:

K = —47% cos? 0.

4. A funcdo )\ satisfaz a equagdo:

T\ 4+ A° cosf + 472 cos® 0 = 0.

3.4 Superficies de dngulo constante em Hi;
Usando o Lema 3.3.1 provaremos o teorema principal deste capitulo que da a classificagdo
(local) completa das superficies de angulo constante em Hj, ou seja:

Teorema 3.4.1. Seja M uma superficie de dngulo constante em Hs. Entdo M ¢é isométrica a um

aberto de alguma das seguintes superficies:

1. um cilindro de Hopf;
2. a superficie dada por:
1 , 1
F(u,v) = 37 tan @ sin u + f1(v), —5 tan @ cos u + fa(v),

1 1 1
~1r tan® 0 u — 5 tan 6 cos u fi(v) — 5 tan 6 sin u fo(v) — ng(v)> ,
-
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() + (f)* =sin®0 e fi(v) = fi(v) f(v) = fi(v) f3(v),

onde 0 denota o dngulo constante.

Demonstragdo. Suponhamos que a superficie M faz dngulo constante # = 7/2 com e3. Neste

caso, teremos que es serd tangente a superficie em todo ponto. Logo M € um cilindro de Hopf.

Observemos agora que 6 deve ser diferente de zero, pois caso fosse nulo, terfamos uma contra-
dicdo com o item 1. do Lema 3.2.2. Assim, a partir de agora podemos assumir que 6 € (0,7/2).
Como N € unitdrio, decompondo ele na base {ey, s, e3} existird uma funcéo diferencidvel ¢, lo-

calmente definida em M, tal que:

N =sinf cos ¢ ey + sin 6 sin ¢ e5 + cos es. (3.18)

Com isso, obtemos
T = —sinf (cos @ cosp ey + cosf sinp ey —sinbeg), (3.19)
JT =sinf (singe; — cos pey). (3.20)

Temos ainda, pela féormula de Weingarten combinada com o item 2. do Lema 3.2.2 e as equa-

¢oes (3.19) e (3.20), que o operador forma A satisfaz

A(T) = —V¢N = (T[¢] — 7 sin?0 + 7 cos® 0) JT,
A(JT) =~V N = —7T + (JT)[¢] JT.

Comparando essas equacdes com o item 1. do Lema 3.3.1 temos

T[¢] = —27 cos?0,
(JT)[g] = A.

3.21)

Observe que a condi¢do de integrabilidade para esse sistema de equagdes diferenciais € exata-
mente o item 4. do Lema 3.3.1. A fim de resolver o sistema (3.21), vamos escolher as coordenadas

(u,v) em M de forma que:

Ou=1T e 0,=aT+0bJT,
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ondea, b € C*°(M). Assim a condigéo [9,, 0,] = 0é equivalente ao seguinte sistema de equagdes:

Owa=—27b cosb,

(3.22)
Oub =10\ cosb.
A equagdo diferencial do item 4. do Lema 3.3.1 € agora equivalente a
Ao+ A cos? O +47% cos®0 =0,
cuja solugdo geral dada por
AMu,v) =27 cosf tan(p(v) — 27 cos® u), (3.23)

onde ¢ € C*°(R). Podemos agora resolver o sistema (3.22). Como estamos interessados em um
tnico sistema de coordenadas para a superficie M, precisamos somente de uma solugdo para a e

b, por exemplo:

_ b _ 2
a(u,v) = p— sin(p(v) — 27 cos” G u), (3.24)
b(u,v) = cos(p(v) — 27 cos®Hu). (3.25)

Portanto, o sistema (3.21) € agora equivalente a

¢y = —27 cos? 0,

¢v:Oa

(3.26)

o qual tem solu¢do geral dada por:

d(u,v) = —27 cos*Ou+c, ceR. (3.27)

Para concluir a demonstracio, resta somente integrar a distribui¢do gerada por 7" e J1'. Deno-

tando a parametrizacdo de M por:
F:UCR?— M C H,
(u,v) — F(u,v) = (Fi(u,v), Fy(u,v), F3(u,v)),
das expressoes de 7" e JT na base {ej, 2, e3} e pela escolha das coordenadas (u, v) que:
(Oy F1, 0y F3,0, F3) = —sinf (cos 8 cos ey + cosf sin ey — sinf es), (3.28)

(0y F1, 0, Fy, 0, F3) = sinf [(—a cos @ cos ¢ + b sin ¢) e; (3.29)

— (a cosf sing + b cos P) ex + a sinf es).
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Além disso, no ponto F'(u,v), temos:
er = (1,0,—7Fy), ea=(0,1,7Fy), e3=1(0,0,1)

e a,b, ¢ sdo dados por (3.24), (3.25) e (3.27), respectivamente. Uma integracdo direta das equa-
coes (3.28) e (3.29), seguida pela reparametrizacio:

—27 cos?Qu+ c— u,

resulta na parametrizacdo dada no enunciado do teorema, onde fi(v) e fo(v) s@o primitivas das
fungdes

sinf sin(c — ¢(v)) e sinf cos(c— p(v)),

respectivamente. O

Segue um exemplo de uma superficie, ndo trivial, de &ngulo constante em Hj.

Exemplo 3.4.2. Tomemos

filv) = fo(v) =0 e fg(v):iv.

S

Entéo, segue do Teorema 3.4.1 que a superficie dada por:

1 1 1 1 1
F(u,v):<—sinu,——cosu+—v——u— vsinu)

27 27 V2 AT 2V2

¢ uma superficie de angulo constante em Hj, com # = 7 /4. Esta é uma superficie regrada com

curva base uma hélice.

10

-10

L=

602

Figura 3.1: Superficie de angulo constante no grupo de Heisenberg com 7 = 2.



CAPIiTULO

4

Superficies de angulo constante nas

esferas de Berger

As esferas de Berger S?, € > 0, sdo espagos Riemannianos homogéneos difeomorfos a esfera
tridimensional S*. Esses espacos foram descobertos por M. Berger (ver [4]) em sua classificacdo
de todas as variedades Riemannianas, normais, simplesmente conexas, com curvatura seccional
positiva e ndo constante. Suas métricas sdo obtidas a partir da métrica usual de S® através uma
deformacgdo ao longo das fibras do fibrado de Hopf ¢ : S* — S? por €. A importancia desse
espagos estd ligada ao fato do que eles servem como contra-exemplo para varias conjecturas (ver
[3,28,33,35]).

Neste capitulo iremos apresentar de forma detalhada os resultados obtidos por Montaldo e
Onnis em [24] sobre a classificagdo das superficies de dngulo constante nas esferas de Berger

3-dimensionais, que sdo definidas a partir do fibrado de Hopf como descrito na se¢ao que segue.

59
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4.1 As esferas de Berger

2 (1Y) _ TR
S<2 =4(z,t) e CxR; |z| +t—4

S* = {(z,w) € C? |2 + |w]* = 1}

Sejam

as esferas 2-dimensional e 3-dimensional usuais (de curvatura constante 4 e 1, respectivamente).

Entdo chama-se aplicacdo de Hopf a submersdo Riemanniana 1 : S* — S?(1/2), definida por:
Yz w) = 5 (22, |2 ~ Jul?).
Consideremos agora os seguintes campos vetoriais sobre S?:
Xi(z,w) = (iz,iw), Xo(z,w)=(—iw,iz), Xs(z,w)=(—w,2).

Temos que eles paralelizam S?, sendo que X € vertical (i.e. di)(X;) = 0) e X5, X3 sdo horizon-
tais. O campo X; é chamado campo vetorial de Hopf. A esfera de Berger S?, ¢ > 0, é a esfera S?

munida com a métrica:
g(X,Y) = (X,Y) + (¢ — 1)(X, X))V, X1), 4.1)

onde (., .) representa a métrica candnica de S*. Observe que o campo vetorial de Hopf X €
um campo de Killing de norma constante e igual a €. Assim, definimos uma superficie de dngulo

constante em S? como uma superficie orientada tal que sua normal unitéria N satisfaz
|9¢(X, N)| = ecosb,
para um 6 € [0, 7/2] fixado.

Teorema 4.1.1. Seja M? uma superficie na esfera de Berger S? de dngulo constante 0 # 7 /2.
Entao existe um sistema de coordenadas locais em M?* tal que seu vetor posicdo em R* é dado
por:

Fu,v) = A(v) B(u),
onde

B(u) = (Ver cos(agu), /eq sin(agu), /ey cos(azu), /¢ sin(azu))
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é uma geodésica no toro S*(\/c1) x S'(,/c3), com:
1 0 2B 2B
Clp =< =& cos Co, Qy=-""c;, B=1+(—=1)cos?0,
€

2 9y T T

enquanto A(v) = A(§, &1, &9, &3)(v) € uma familia a 1-pardmetro de matrizes 4 X 4 que comutam

com a estrutura complexa J; de R* (como serd descrito em (4.46)), com & = constante e
cos?(&1(v))&5(v) — sin®(&(v))€5(v) = 0.

Reciprocamente, a parametrizagdo F(u,v) = A(v) B(v), com f(u) e A(v) como acima, define

uma superficie na esfera de Berger S? de dngulo constante 0 # /2.

4.1.1 Estrutura Riemanniana das esfera de Berger

Considere os seguintes campos
El = 671X17 EQ = XQ; E3 = X37 (42)

que formam uma base ortonormal em S?. Primeiramente observe que eles satisfazem as relagdes:

[Ey, Ey) = 2¢ ! Es, (4.3)
By, B3] = —2¢ ' By, 4.4)
[EQ, Eg} =2¢€ El. (45)

A conexio de Levi-Civita V¢ de (S?, g.) é dada por:

Vs, By =0, Vs, By = 0, V5, By = 0,
Bl = (2-€) B, s = — " (2—€) By, (4.6)
EEQEl = —c Fj3, €E3E1 =cFs, VSE3E2 =—ck = —VeEQEg.

Além disso, as componentes do tensor curvatura sdo dadas por:

R(E,, Ey) By = —€* By, R(E,, Ey) By = €2 Ey, R(Ey, E5) B3 =0,
R(E,, E;) Ey = —€* Ej, R(EL, E3) Ey = 0, R(Ey, Es) B3 = € Ey,
R(E27 Eg) El = O, R(EQ, Eg) EQ = (3 62 — 4) Eg, R(EQ, Eg) E3 = (4 — 362) EQ.

Por fim, a curvatura seccional da esfera de Berger ¢ dada por:

K(E\,Ey) = K(E,E3) =¢ e  K(Fy E3)=4—3¢.
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4.2 Superficies de angulo constante

Seja M? uma superficie orientada de dngulo constante em S? e seja N seu campo normal

unitdrio, entdo por defini¢do temos:
|ge(E17N)‘ = COSQ7 (47)

para algum 0 € [0, 7/2] fixado. Note que 0 # 0, pois se isso ocorresse, terfamos que os campos Fs
e E3 seriam tangentes a superficie M?, o que é um absurdo pois a distribui¢do horizontal da apli-
cac@o de Hopf ndo € integravel. Observe, também, que se § = 7/2 teriamos que F; seria sempre
tangente a M e, neste caso, M seria um cilindro de Hopf. Assim, daqui em diante, assumiremos

que 0 £ 0, m/2.

Dados X, Y € x(M), lembramos que as férmulas de Gauss e Weingarten sdo dadas (respecti-

vamente) por:

V&Y = VxY + h(X,Y), (4.8)
VSN = —A(X), 4.9)
onde A indica o operador forma de M em Sg, V a conexao de Levi-Civita induzidaem M e h a

segunda forma fundamental de M em S?. Decompondo E; em parte tangente € parte normal, e

levando em consideracdo a equacgdo (4.7), temos:
Ey =T+ cosf N,
onde g.(T,T) = sin®§. Assim, para todo X € y (M), resulta
V$E = VT +cos§ Vi N

=VxT +h(X,T)+ cos VN
=VxT +hX,T) — cos§ A(X).
Como
hX,T)=g.(h(X,T),N)N,

segue que

V5B = VxT + g (AX), T) N — cos § A(X). (4.10)
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Por outro lado, escrevendo X = Z?:1 X, E;, temos:

V%El = E(Xg E2 - X2 Eg)
=e€g(J X, T)N — € cosf JX,

@.11)

onde JX denota a rotagdo de um angulo 7/2 em 7'M . Identificando as componentes tangente e

normal de (4.10) e (4.11) respectivamente, obtemos:

VxT =cosf(AX)—eJX)

g (A(X) — e JX,T) = 0.

Lema 4.2.1. Seja M? uma superficie orientada de dngulo constante 0 em S?. Entdo:

1. com respeito a base {T, JT'}, a matriz associada ao operador forma A é dada por

A= :

onde A € C(M).
2. A conexdo de Levi-Civita V de M é dada por:

Vol = —2¢ecos JT, VirT = X cosf JT,
VrJT =2¢ecosfT, VyrJT = —Xcos@T.

3. A curvatura Gaussiana de M é constante e é dada por:

K =4(1—¢*)cos .

4. A funcdo A\, definida em 1., satisfaz a seguinte equagdo:

T\ + A cos +4 (> — 1) cos® 0 + 4 cos ) = 0.

Demonstragado. 1. Das equagdes (4.12) e (4.13) temos que:

gE(A(X)aT) - EQE(JX>T)a

(4.12)

(4.13)

4.14)
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logo
g9.(A(T), T) =0, ge(A(T), JT) = —e sin® 6,
g (A(JT),T) = —e sin*0, g (AJT),JT) = \.
Como
T2 = [|JT|[2 = sin®6, (4.15)
tomando \ = ﬁ, temos o resultado.

. Da equagdo (4.12) segue que:

V7T = —2¢€ cosf JT,
VyrT = X cos@ JT.

Usando (4.15) e g.(JT,T) = 0, resulta

9
0(VpJT.T) = —g(VoT, JT) = 2 e
sin” @

Logo
VrJT = 2¢e cosOT.

De forma analoga, obtemos que:

VirJT = —XcosOT.

. Da equacdo de Gauss e do primeiro item temos que a curvatura de Gauss de M € dada por:

K=detA+ e +4(1—¢€) cos’0
=4(1—¢*) cos®b.

. Sabemos que

R(JT,T)T,JT)
| T(* (||

K(JT,T) = < =4(1 — €%) cos? 6.

Como

R(JT,T)T = —cosO TN JT — N cos*0 JT —4de*cos>0 J T,
segue que

0=—cosOT[\ — A\ cos®0 — 4¢* cos® 6 — 4 (1 — €*) cos? 0 sin® f
=cosO T\ +4 (2 —1) cos* @ + N\? cos 0 + 4 cos® 6.
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Sendo cos @ # 0, obtemos

TIN +4 (2 —1) cos® 0+ A\*cosf + 4 cos§ = 0.

0

Observacao 4.2.2. Se uma superficie de dngulo constante é minima (isto é, trA = 0), entdo
0 = w/2. De fato, neste caso temos que A = 0, e assim, pela equagdo (4.14) resulta que cos§ = 0,
ou seja, f = /2.

Agora, de (4.7) temos que existe uma fungdo ¢ € C*°(M) tal que:

N = cosf Fy +sin @ cos ¢ Fy 4 sinf sin ¢ Fs.

Assim,

T =FE; —cosf N =sinf (sinf £y — cos @ cosp Ey — cosf sin p E3) (4.16)

JT =N xT =sinf (sinp Ey — cos p E3). (4.17)

Pela formula de Weingarten segue que

A(T) = (T[] + e (2 —¢€) sin?0 + € cos® ) JT (4.18)

A(JT) = JT[] JT — €T. (4.19)

Comparando essas duas dltimas equa¢des com o item 1. do Lema 4.2.1 temos:

JT =\
l¢] ’ (4.20)
T[(p} = -2 671 Bu
onde
B =1+ (e —1) cos?0. 4.21)
Como

[T, JT)=cosf(2eT —\JT),

a condicdo de compatibilidade do sistema (4.20) é dada por:

(Vo T = Ve T)lp] = [T, T[] = T(J Tlg]) = JT(T[g])
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e € equivalente a equacdo (4.14).

Ao fim de resolver o sistema (4.20), vamos escolher um sistema de coordenadas locais (u, v)
em M de forma que:
9, =T. (4.22)

Como 0, é também tangente a M, podemos escrever
O, =aT+bJT, (4.23)
onde a = a(u,v) e b = b(u, v) sdo fun¢des definidas (localmente) em M. Agora, como
0= [0y, 0] = (@ +2€bcosO) T + (b, —bA cos) JT,

obtemos que

a, = —2¢ebcosb,
(4.24)
b, = b coso.
Além disso, podemos reescrever a equagdo (4.14) na forma
Ay +cosON +4 (2 —1) cos® 0 + 4 cosh =0,
a qual, apds integragdo, tem solug@o dada por:
Mu,v) = 2V B tan(n(v) — 2cos§ VB u), (4.25)
onde € C*°(R). Substituindo a equagdo acima no sistema (4.24) obtemos:
b, = 20V B tan(n(v) — 2 cos§ VB u) cosf
e
ay = —2€ cosf cos(n(v) — 2cosVBu).
Consequentemente
€
a(u,v) = — sin(n(v) — 2 cos 0 VB u),
VB (4.26)
b(u,v) = cos(n(v) — 2 cosf VB u).
Além disso, a partir da equagado (4.20) obtemos o sistema
0, =—2¢ !B,
(4.27)
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o qual tem solucdo dada por:

o(u,v) = —2€¢ ' Bu+ec, (4.28)
onde ¢ € R.

Temos agora a seguinte caracterizagdo do vetor posi¢cdo de uma superficie de angulo constante

com respeito as coordenadas locais (u, v) descritas em (4.22) e (4.23).

Proposicio 4.2.3. Seja M? uma superficie em S? de dngulo constante 0. Entdo, com respeito

as coordenadas locais (u,v) definidas em (4.22) e (4.23), o vetor posicdo F de M? satisfaz a

equagdo:
‘?:u]j (b* —2a) zuf +@F=0, (4.29)
onde
a=c¢2sin’0B, b=-2¢"'B (4.30)
e

B=1+ (e —1) cos?0.

Demonstracdo. Seja M? uma superficie de angulo constante em S? C R? e seja F' o vetor posi¢io
de M?. Entdo, com respeito as coordenadas locais (u,v) definidas em (4.22) e (4.23), podemos

escrever

F(“’a U) = (Fl(ua 1}), FQ(ua 1}), FS(ua U)a F4(U, U))
Pela defini¢@o e levando em considerag@o a equagao (4.16) temos:

8UF: (athauFQa 8uF3;auF4) =T
4.31)
= sin 0 (sin 6 By |p(y,) — €086 cos @ Ea ) — cos 0 sin @ E3jp,.))-

Usando, entdo, as expressoes de F, Fs, e F3 com respeito aos campos coordenados de R*, obte-
) ) 3 )

mos:
Oy Fy = sinf (e sinf Fy + cos 6 cos ¢ Fy + cosf sin ¢ Fy),
Oy Fy = sinf (e sinf F| + cosf cosp F3 — cosf sin ¢ Fy),

(4.32)
Oy Fy = —sin® (e! sinf Fy + cos 6 cos g Fy + cosf sing I),

O, Fy = sind (e ! sinf F3 — cosf cos ¢ I} + cosf sin g F).
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Derivando as equacdes (4.32) com relacdo a u, achamos que existem constantes @ e b tais que:

)
) (4.33)
)
)

onde, usando (4.27), obtemos:

1 . 29 N
&z—%gpu:e*gs&nz@B, b=, =—2¢"'B.

Derivando duas vezes as equacdes (4.33) e usando que:

bo, Fy =0 Fy —aFy,
b, Fy =aFy — 0 F,
b, Fy = 0> F3 — a Iy,

| 00, Fy = a Fy — 02 Fy,

segue que o vetor posicdo de M satisfaz a equagdo (4.29). O

Corolario 4.2.4. Seja M? uma superficie em S? de dngulo constante . Entdo, com respeito as

coordenadas locais (u,v) em M definidas por (4.22) e (4.23), o vetor posicdo F ¢ dado por:
F(u,v) = cos(a; u) g'(v) + sin(a; u) g*(v) + cos(az u) g*(v) + sin(ag u) g*(v),

onde

1
a1o=—(B+tevBcosh)
€

sdo constantes reais e g'(v), i € {1,2,3,4}, sdo campos vetoriais de R*, mutualmente ortogonais,

que dependem somente de v tais que:
g1 = (g'(1), 6" (V) = g2 = (4*(v), 4*(v)) = 5 @,
g3 = (9°(0). 8°(W)) = gua = (9"(¢). 4" (W) = 5 .

Demonstra¢do. Notemos que a equacio (4.29) pode ser vista como uma EDO na varidvel u e com
coeficientes constantes. Assim, por uma integragdo direta a partir do polindmio caracteristico e

levando em considerac¢do que as constantes de integracdo dependem de v, temos a solucao

F(u,v) = cos(a; u) g*(v) + sin(a; u) g*(v) + cos(ag u) g*(v) + sin(ag u) g*(v),
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onde

\/52—2di bt — 4ab?
a1’2: 5 .

Agora, como ||F||?> = 1, escrevendo
au]:’: (auFlyauFQ;auF37auF4)a

e considerando as equacdes (4.29), (4.32) e (4.33), obtemos que o vetor posicdo F' e suas derivadas

satisfazem as relagdes:

(F,F) =1, (F,,F,) =¢?Bsin’0, (F,F,) =0,
(Fu, Fuu) =0, (Fuus Fuu) = D, (F,F,,) = —¢?2 Bsin?0,
(4.34)
<Fu7 Fuuu> = _Da <Fuua Fuuu> = 07 <F7 Fuuu> = O,
<Fuuua Fuuu> — E7
onde
D =¢2Bbsin?0 —3a?, E=(*—2a)D—e2Ba? sin6.
Calculando agora F' e suas derivadas no ponto (0, v) temos:
F(0,v) = g'(v) + ¢°(v), Fu(0,0) = —ai g'(v) — a3 g°(v)
Fu(0,0) = a1 ¢*(v) + az g*(v), Fru(0,0) = —ai ¢*(v) — a5 ¢*(v).
Substituindo entdo essas expressdes em (4.34), e pondo g;;(v) = (¢*(v), ¢’ (v)), resulta
911+ 933 +2g13 =1, (4.35)
a% go2 + Ozg Gaa + 20109 goy = € L Bsin?#, (4.36)
a1 g12 + a2 g1a + @1 gaz + @2 934 = 0, (4.37)
af g1a + a1 03 gag + of g gua + @ gz = 0, (4.38)
At g+ a5 gss + 202 a3 gis = D, (4.39)
o2 g1y + a3 gss + (02 + ad) g3 = € %sin? 6, (4.40)
o) G2 + O o gos + 1 O goa + A gaa = D, (4.41)
of 12 + af A gos + o A g + A gz = 0, (4.42)
Q2 gro + O gog + A5 gia + A gaa = 0, (4.43)

05(15 Goo + Oég Gaq + 20{11504% gos = F. (4.44)
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De (4.37), (4.38), (4.42) e (4.43) segue que:
912 = g14 = g23 = gaa = 0.
Temos ainda, de (4.35), (4.39) e (4.40), que

e (D + a3) — 2 B sin? § a2 (D +al) — 2B sin?fa?
g1 = 27 2 o o 913=0, gs3= 37 3 o .
€ (of — a3) € (of — a3)

Além disso, usando (4.36), (4.41) e (4.44), obtemos:
e (E—2Da2)+ B sin?0aj

e (E—-2Da?) + B sin”faf

922 = 2 2 2 2\2 5 924207 gaa = 2 92/, 2 2\2
e aj (af — a3) e az(af — 042)
Por fim, contas simples nos ddo
€ €
g11 = g2 = 7 Q2 933 = Jaa = 7 Q1.
2B 7 2B

4.2.1 O resultado principal

Para chegar ao resultado principal deste capitulo precisamos primeiramente relembrar que,

olhando S? em R*, seu grupo de isometrias pode ser identificado com o conjunto
{A S O(4),AJ1 = :|ZJ1 A},

onde J; é a estrutura complexa de R* definida por

0 -1.0 0
1 0 0 0
Jy = (4.45)
0 0 0 -1
0 0 1 0

e O(4) é o grupo ortogonal. Suponhamos que seja dada uma familia a 1-pardmetro A(v), v € (a,b) C R,
consistindo de matrizes 4 X 4 ortogonais, que comutam com .J;. Para conseguirmos descrever ex-

plicitamente tal familia, iremos usar outras duas estruturas complexas de R*:

00 0 -1 0 0 —-10

00 -1 0 0 0 0 1
JQ = 9 ‘]3 =

01 0 O 1 0 0 0

10 0 O 0 -1 0 0
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Observe que essas trés estruturas satisfazem as relacoes:
Jl JQZ—Jg, J1 Jg:JQ (S J2 Jg: —Jl.
Agora, como A(v) é ortogonal, se r;(v) denota a i-ésima linha da matriz A(v) teremos que

)P =1 e (ri(v),r;(v)) =0 se i#j,

ou seja, as linhas da matriz A(v) sdo vetores ortonormais de R*. Sendo assim, sem perda de

generalidade, podemos tomar:

r1(v) = (cos &1 (v) coséa(v), —cos & (v) sin & (v),
sin&;(v) cos&s(v), —sin&;(v) cosés(v)),

onde &, & e &3 sdo fungdes reais definidas em (a,b). Como A(v) comuta com J; devemos ter
que mo(v) = Jyri(v). Além disso, que como os vetores {ry, J; 71, Jo r1, J3 71 } formam uma base
ortonormal de R*, a terceira linha r3(v) é uma combinag@o linear deles. Sendo r3(v) um vetor

unitdrio e ortogonal a 7 (v) e a 5(v) temos:
r3(v) = (rs(v), Jari(v)) Jori(v) + (r3(v), Jsri(v)) J3ri(v).
Logo, existe uma fungdo & € C*°((a, b)) tal que
r3(v) = cos&(v) Jori(v) +sin&(v) J3ri(v).
Notemos agora que, ainda por A(v) comutar com .J;, obtemos que 74(v) = J; r3(v), assim
ry(v) = —cos&(v) Jyri(v) 4+ sin&(v) Jori(v).

Portanto, qualquer familia a 1-pardmetro A(v) de matrizes ortogonais 4 x 4, que comutam com a

estrutura complexa .J;, pode ser descrita por meio de quatro fungdes &7, &3, &3 € £ como abaixo:

r1(v)
Jiri(v)
A 575175275 V)= . (446)
( () cos&(v) Jory(v) 4+ siné(v) J3ri(v)

—cosé(v) Jyri(v) +siné(v) Jori(v)
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Teorema 4.2.5. Seja M? uma superficie na esfera de Berger S de dngulo constante 0 # /2.
Entao, localmente, o vetor posi¢do de M? em R* com respeito as coordenadas locais (u,v) em M

definidas em (4.22) e (4.23) ¢ dado por
F(u,v) = A(v) f(u),

onde

B(u) = (/911 cos(oq u), /911 sin(og w), \/gs3 cos(ag ), \/gs3 sin(as u)), 4.47)

¢ uma geodésica no toro S'(/g11) x S'(\/gs3) C %, com g1, gs3, o, g sendo as quatro cons-
tantes dadas no Coroldrio 424, e A&, &1, &2, &3)(v) € uma familia a 1-pardmetro de matrizes
ortogonais 4 X 4 que comutam com a estrutura complexa J, (ver (4.46)) com £ = constante,

satisfazendo:

cos”(&(v)) &(v) — sin?(&(v)) &(v) = 0. (4.48)

Reciprocamente, a parametrizacdo F(u,v) = A(v)f(u) com A(v) e 5(u) como acima, define

uma superficie na esfera de Berger S? de dngulo constante 0 # /2.

Demonstracdo. Vimos anteriormente que, com respeito as coordenadas locais (u,v) em M defi-

nidas em (4.22) e (4.23), pelo Corolério 4.2.4, o vetor posi¢do de M em R* é dado por:
F(u,v) = cos(ay u) g*(v) + sin(a; u) g*(v) + cos(az u) g*(v) + sin(az u) g*(v),
onde os campos vetoriais {¢’(v)}\_, sdo mutuamente ortogonais e satisfazem:

' (0)[] = llg*(v)|| = V/g11 = constante,
Hgg(”)H = “94(”)” = /¢33 = constante.

Assim, definindo

g'(v) .
el(v) = 5 ) Z E {17273?4}7
gt (v)]|
podemos reescrever F' como
F(u,v) =v/g11 (cos(ay u) e1(v) + sin(aq u) e2(v)) (4.49)

++/933 (cos(az u) e3(v) + sin(ag u) e4(v)).
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Observemos que

J F(u,v) = X1|puw) = € By = € (T +cos0 N)jpuw) = € (Fy +cost N)

N\F(u,v) = cos E1|F(u7v) + sin @ cos ¢ EQ‘F(uy,U) + sin @ sin E3\F(u,u)

=(—€e! cosf F, —sinf cos ¢ Fy — sin @ sin o F3,
et cosf F, — sinf cos g Fy + sin @ sin o Fy,
— € cosO Fy +sinf cos g Fy +sin § sin p F},

e ! cosf Iy +sinf cosp Fy —sinf sin p Fy).

Logo, usando (4.29) e (4.34), obtemos as identidades:

(J1F, F,) = ¢! sin®0,

(J1 F, Fuu> =0,

(F,,J1 Fy,) = ¢ B sin?0 (sin?0 —2B) := 1,
(i FuuFuuu> =0,

(J1 Fu, Fyu) + (N1 F, Fouu) = 0,

(N1 Fuws Fuwa) + (1 Fouy Frsuu) =

Avaliando agora a expressdo de F' e de suas derivadas em (0, v) temos:

F(0,v) = g ex(v) + /gss es(v),

Fu(0,v) = a1 /g11 e2(v) + 2 v/g33 €4(v),

Fu(0,v) = —af Vg e1(v) — o3 v),
(0,v) = —ai /g ea(v) — a3 v),
(0,v) = ai Vg ex(v) + a3 /Gzz e3(v).

, U

333 63(
Fuuu 933 € (

, U 4

Fuuuu I v

(4.50)
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Assim, as expressoes (4.50) tornam-se, respectivamente:

a1 g1 (Jie1, €2) + a2 gs3(J1 €3, ea)
+1/011 33 (1 {Jy €3, €9) + aa({Jy e, e4)) = € ' sin® 6,
(Jrei,e3) =0,
af gu(Jier, ea) + o gas(Ji €3, e4)
+1/011 933 (a3 (Jyes, e0) +atag(Jier, eq)) = —1,
<J1 €2, 64> =0,
ap(Jy eg, e3) + ao(Jye1,eq) =0,

042<J1 €9, €3> + 041<J1 €1, €4> =0.

Observemos que nas equacdes acima houve a divisdo por

of —a2=4¢ VB3 cos?0,

451)

(4.52)
(4.53)

(4.54)
(4.55)
(4.56)

que ¢ uma constante diferente de zero pois assumimos que 6 # 7 /2. Assim das equagdes (4.55) e

(4.56), € levando em consideragdo que a? — a3 # 0, obtemos:
<J1 63,€2> :0, <J1 61,€4> :O

Além disso,
[(Jier,ea)| =1 = [(J1e3,eq)|.
Substituindo agora (4.57) em (4.51) e (4.53), obtemos o sistema

a1 g11 (J1 €1, €a) + an gaz (Jy e, e4) = € ' sin® 6,
04? g1 (Jrer,e2) + Oég g3 (J1es, eq) = —1,
o qual tem a solu¢do dada por:

el +a? sin*0 el +a?sin*0

(rewea) = egnoa (a3 —ai)’ (Jues,ea) = Cegsas(al —a?)
come sin® ¢ B 16 B®
gugs = g 2= 5 sinf, (af —a3)? = > cos? 0,
segue que
Ureren) (s en) = _(e]—i— a2 sin? ) (e I + a? sin?6) L

2 2 212
€7 911 933 01 (g (012 - 041)

(4.57)

(4.58)
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Além disso, uma checagem direta mostra que (.J; e, e2) > 0. Consequentemente,

<<]1 61,€2> = <J1 63,64) = 1.

Fixemos agora a base candnica de R* dada por:
El = (1707070)7 EQ: (071707())7 63: (0707]-’0)7 54: (0,0,0,1)

Temos que, deverd existir uma familia a 1-pardmetro de matrizes 4 x 4 ortogonais A(v) € O(4),

com J; A(v) = A(v) Ji, tal que:
ei(v) =A)e;, i€{l1,2,3,4}. (4.59)
Substituindo (4.59) em (4.49) obtemos
Fu,v) = A(v) 5(u),
onde

B(u) = (/911 cos(on u), /911 sin(aq u), \/gs3 cos(az ), \/gss sin(as u))

¢ uma geodésica do toro S'(\/g11) x S'(\/g33) C S®. Vamos agora examinar a familia a 1-
pardmetro A(v) a qual, de acordo com (4.46), depende das quatro fungdes &1, &2, &3 e . Observe

que, de (4.23) e levando em consideracdo (4.26), obtemos:
(F,, F,) = sin? = constante.

Assim,

<Fuv7Fv> =0 e <Fuuv7Fv> + <Fuv7Fuv> =0. (460)

Denotando por ¢, ¢, ¢3 € ¢4 as quatro colunas da matriz A(v), que € ortogonal e comuta com ./,
das equacdes (4.60) obtemos que:
/ /
Cy,c3) =0
< 2 3> ) (461)
<Cl27 C£L> =0,
onde com ' denotamos a derivada com respeito a v. Substituindo as expressdes dos ¢; em fungdo

de &1, &2, §3 € € temos:

—cos & (v) sin &(v)

cos §1(v) cos £(v)
—cos&(v) sin&;(v) cos&s(v) —siné(v) sin & (v) sin&3(v)
cos&(v) sin&;(v) sin&3(v) —sin&(v) sin&;(v) cos&3(v)

Cc1 =
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—cos & (v) cos&(v

—cos&(v) sin&y(v

Co = )

)
(v)

—cos&(v) siné;(v) sin&s(v) + sin&(v) sin & (v) cos&z(v)

—cosé(v) sin&(v) cos&s(v) —siné(v) sin&;(v) sin&3(v)

sin&; (v) cos&3(v

) (v)
3= sin; (v) sin Es(v)
—cos&(v) cos&(v) sin&y(v) +sin&(v) cos & (v) cos&a(v) )

)
—cos&(v) cos&(v) cosés(v) —sin(v) cos&y(v) sinés(v)

—sing;(v) sin&z(v)

sin & (v) cos €(v)
cos&(v) cos&(v) cos&a(v) +siné(v) cos & (v) sinéy(v)
—cos(v) cos&(v) sinéa(v) +siné(v) cos &y (v) cos&y(v)

Cy —

Portanto a equacdo (4.61) se torna:
(e ) = 5 (= 28in(6s — E5)€) + cos( — &) sin(26) sin(~¢' + & + &) =
1
(chch) = 5€/(~25in(E — &)€ +sin(€a — &) sin(261) sin(€' — & — &) =0

Pondo

temos

¢ h(v) =0,
(4.62)
{ £ k(v) =0,

e as fungdes h(v), k(v) satisfazem a relag@o:
h? + Kk = 4 (€])? +sin®(26) (=€ + & + €9)°.

Assim de (4.62) segue que podem ocorrer somente duas possibilidades:

1. ¢ =0, ouseja, & = constante;

4(§)? +sin(26) (€' + & + &) =
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Mostraremos que o segundo caso nao pode ocorrer. Mais precisamente, mostraremos que se 0 caso
2. ocorrer, entdo F'(u,v) = A(v) f(u) é um tubo de Hopf, isto é, o campo vetorial de Hopf E;
serd tangente a superficie em todo ponto. Para este fim calcularemos o campo normal unitario NV a

partir da parametrizacdo F'(u,v) = A(v) f(u). Escrevendo

Fu = ge(Fua El) El + ge(Flu EQ) E2 + ge(Flu E3) E3

F, = g.(F,, E1) By + g(Fy, E2) Es + g.(F,, E3) Es,

onde {4, Fs, E3} é abase do espago tangente a Sg’ definida em (4.2), resulta:
N, Ey + Ny Ey + N3 E3

NZ+N;+N2

Nl :ge(FU7 EQ) ge<Fvv E3) - ge(Flu E3) ge(Fv7 EQ)y
N2 :ge(Fuv ES) ge(Fva El) - ge(Fm El) ge(Fva ES)» (463)
N3 :ge(FU7 El) ge<Fvv EQ) - ge(Fu7 EQ) ge(Fvv El)

N:

onde

A partir de célculos simples, porém longos (os quais podem ser feitos usando o software Mathe-

matica), temos que

leé(al_%)\/gj\/@@ cos(ayu —asu+ & — &) &

+sin(2&) sin(agu— agu+ & — &) (=& + & + &),

Observe que o caso 2. ocorre se, € somente se, ou
km
& =constante = —, keZ
2 Y Y

ou
k
&, = constante # 77r7 keZ e —&+&+&=0.
Em ambos os casos obtemos N; = 0, o que implica que

ge(N, J; F) = eg.(N, Ey) =0,

ou seja, o campo vetorial de Hopf € tangente a superficie, o que nao pode ocorrer pois estamos sob
a hip6tese que 6 # /2. Assim provamos que £ = constante. Usando agora (4.23) e calculando os

campos E; em F' = (Fy, Fy, F3, F)) obtemos:

g(F,,e " I F)=asin?0 e g./(F,, F,)=asin*40.
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Assim,

g(Fy, T F) —€eg(F,, F,) = 0. (4.64)

Usando novamente o software Mathematica, podemos facilmente calcular (4.64) quando
Flu,0) = A(v) B(u),

e achamos,
0= ge(Fv;JlF) - 696<Fv7Fu)
— —e cos 0 VB cos® 0 (£1(v)) & (v) — sin® (& (v)) & (v)].

Como 0 # /2, temos que:
cos? 0 (€1(v)) &(v) — sin® (&1 (v)) E(v) = 0.

A reciproca do teorema pode ser provada da seguinte maneira: seja F'(u,v) = A(v) f(u) uma
parametriza¢do de uma superficie em S? com (3(u) dada como em (4.47), A(v) = A(€, &1, &2, &3)(v)
com & = constante e &1, &, &3 satisfazendo (4.48). Entdo, escrevendo

2B 2B
04127933, 04227911 e gn =1~ gss,

temos que, as componentes de /V podem ser escritas da seguinte maneira:

(N1:%B (1_933>933(2933_1)C>
2B
No=2B(gs3 — 1) gs3 sin[< eu)+a] ¢, (4.65)
2B
N3=23(933—1)933COS[( Eu)+06] ¢,
onde 5B (19
(=2 (v) COS( ( _6 ggg)u_£2+€3>

. ) 2B(1—-2 U
—sin(260) 6+ ) sin (ZH2EE ).
Substituindo os valores de B e de ¢33, obtemos:
(N, E)? N2
ge(N, Br)” _ 2 = cos? 0, (4.66)

ge(N,N) — N+ Nj+ N3

o0 que implica que F'(u,v) define uma superficie de angulo constante § em S?. O
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Exemplo 4.2.6. Vamos agora achar um exemplo explicito de uma familia a 1-pardmetro A(v)

como no Teorema 4.2.5. Como £ = constante e &;(v), &2(v), &(v) sdo solugdes de (4.48) podemos

tomar
E=5 G=7 &) =&
Assim A(v) se torna:
cos&(v)  —sinée(v)  cos&(v)  —siny(v)
1| sne)  cosel)  sn&)  cosé(v)
Alv) = —
V2 [ —cos&(v) —sin&(w)  cos&(v) osin&(v)
singy(v)  —coséa(v) —singy(v)  coséy(v)

Usando a notacdo do Teorema 4.2.5, a aplicacdo

Fu,v) = A(v) 5(u),

nos dd uma imersao explicita de uma superficie de angulo constante na esfera de Berger.

Figura 4.1: Projec¢o estereografica em R? da superficie de Angulo constante 7 /4 em S? dada por

F no exemplo acima.






A

Imersoes isométricas e campos de

Killing

Neste apéndice vamos relembrar as equagdes bdsicas de uma imersdo isométrica entre duas
variedades Riemannianas, que foram usadas ao longo desta dissertacdo. Inicialmente, obteremos
as férmulas de Gauss e de Weingarten e, baseadas nelas, daremos as equacdes de Gauss e de
Weingarten. Também daremos a definicdo de campo de Killing de uma variedade Riemanniana e

como podemos relaciond-lo com o grupo de isometrias da variedade.

O conteudo deste apéndice serd exposto de forma sucinta, mais detalhes sobre esse assunto

podem ser encontrados em [15], [10] e [21].

81
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A.1 Equacoes fundamentais de uma imersao isométrica

Definicdo A.1.1. Sejam (M™, (,)r) e (N, (,)n) duas variedades Riemannianas de dimensao m
e n, respectivamente. Dizemos que uma aplicacgdo diferenciavel f : M™ — N" é uma imersdo

isométrica se ela for uma imersao e, para todo ponto p € M, resulta
(u,v)pr = (d fp(u),d fo(v)) N, u, v e T,M,

onde d f, : T, M — Ty, N é a diferencial de f no ponto p. O nimero k& = (n — m) é chamado

de codimensdo de f.

Seja f : M™ — N uma imersdo isométrica. Para cada p € M existe uma vizinhanga U em
M tal que, a restricdo de f a U é um mergulho, assim o conjunto f(U) C N é uma subvariedade
Riemanniana m-dimensional de N. Além disso, podemos identificar U com sua imagem pela f,
ou seja, considerar f como sendo, localmente, a aplica¢do inclusdo. Desta forma, podemos olhar
o espaco 1,,M , tangente a variedade M no ponto p, como sendo um subespaco vetorial do espago

T,N, tangente a N no ponto p. Assim, o produto interno em 7, N decompde 7, N na soma direta
T,N =T,M & (T,M)",
onde (T,M)* é o complemento ortogonal de 7, M em T,,N.

Portanto, se V representa a conexdo de Levi-Civita de N, dados X, Y € x(M), temos a

decomposi¢ao

VxY =(VxY)T +(VxY)*t

Observe que, escrevendo

VXYZ(WXY)—K X7 YEX(M)v

pela unicidade da conexdo de Riemanniana, teremos que V € exatamente a conexdo de Levi-Civita

da variedade M. A partir daqui, obtemos a seguinte equacao:
VxY =VxY +h(X,Y), (A.1)
que € chamada de formula de Gauss e define uma aplicagdo

h:TM x TM —s (TM)*
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chamada segunda forma fundamental de f. Segue diretamente das propriedades das conexdes de
Levi-Civita, V e V, que h é bilinear e simétrica sobre o anel C°°(M) das funcdes diferencidveis

de M.
Considere, agora, os campos vetoriais X € TM e £ € (T'M)* e defina
Ae(X) = —(Vx f)T-
Note que, para cada Y € T'M, resulta
0=X(£Y)=(Vx&Y) + (5 VxY),
assim, a formula (A.1) nos da
(Ae(X),Y) = (h(X,Y), ). (A2)

Isso implica que, a aplicacdo

A:TM x (TM)*+ — TM

dada por A(X,&) = A¢(X) € bilinear sobre C*(M) e a aplicagdo Ae : TM — T'M ¢ linear
sobre C*°(M). Além disso, como h é simétrica, segue que A, ¢ um operador auto-adjunto o qual

é chamado de operador forma. A equacgao
Vi€ =—A(X) + (Vx&)" (A3)

é chamada de férmula de Weingarten.

Observe que, se a codimensdo de f € 1,dados X € TM e & € (T M)+ acomponente do campo

V x & que é normal a M é nula, logo a formula de Weingarten poderd ser reescrita da forma:
Vi € = —A¢(X). (A4)

Como, neste caso, (T'M)* tem dimenséo 1, podemos supor que & é o gerador unitdrio de (7'M )+

e escreveremos (por simplicidade) A; = A.

Definicido A.1.2. Seja (M™, (,)) uma variedade Riemanniana. A curvatura R de M é uma cor-

respondéncia que associa a cada par X, Y € y(M) a aplicacdo

R(X,Y) : x(M) — x(M)
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dada por
R(X,)Y)Z =VxVy Z—-VyVxZ -V xy Z, (AS)

onde V € a conexdo de Levi-Civita de M.

Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T,M, chamamos de curvatura

seccional de o em p o ndimero real

(R(z,y) y,7)

K(o)=K(x,y) = ;
)= K9 = e — (war

onde {z,y} é uma base qualquer de o.

Proposicao A.1.3. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M, (,)) é multilinear em
X(M) x x(M) x x(M), isto é,
R(FX +Y,2)W =f R(X,Z)W + R(Y, Z) W,
RX,fY +Z)W =fR(X,Y)W + R(X, Z) W,
RX,Y)fZ+W)=fR(X,Y)Z+ R(X,Y)W,

onde f € C*(M)eX,Y, Z, W € x(M). Além disso, ela satisfaz as seguintes propriedades:

1. RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0;
2. (RIX,Y)Z,W) = —(R(Y, X) Z,W);

3. (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z).

Demonstracdo. A demonstracdo, que segue das propriedades da conexao Riemanniana, pode ser

encontrada em [15], por exemplo. ]

Seja f : M™ — N™ uma imersao isométrica entre duas variedades Riemannianas M™ e N™,
cujas curvaturas sejam dadas por R e R, respectivamente. Dados X, Y, Z, W & T'M, a partir das

formulas de Gauss e de Weingarten obtemos a equacio

(RIX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z, W)+ (h(X,W),h(Y, Z)) (A.6)
—<h(X, Z)v h(}/, W)>7
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chamada equacdo de Gauss, e a equagdo
(R(X,Y) Z)" = (Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z), (A7)
denominada equagdo de Codazzi, onde

(Vxh)(Y,Z) = (Vx h(Y, 2))" = h(Vx Y, Z) = h(Y,Vx Z).

Quando a codimensao da imersdo € 1, segue da equagdo (A.4) que as equagdes de Gauss e de

Codazzi podem ser reescritas como

(R(X,Y)Z,W) =(R(X,Y) Z,W) + (A(Y), Z) (A(X), W) (A8)
—(A(X), Z) (A(Y), W)

R(X,Y)N = Vy A(X) — Vx A(Y) + A([X,Y]), (A9)

respectivamente, onde N € (T'M )l.

A.2 Campos de Killing

Nesta secdo, iremos primeiramente lembrar as no¢des de curva integral e de fluxo local de um

campo em uma variedade diferencidvel.

Defini¢io A.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel e X € x(M). Uma curva diferencidvel

a: ] CR — M é chamada uma curva integral de X se

Defini¢io A.2.2. Sejam M uma variedade diferencidvel e X € x(M). Um fluxo local para o
campo X em torno de um ponto ¢ € M é uma aplicagdo ¢ : (—e€,¢) x U — M de classe C*°,

onde U C M € um aberto contendo ¢, que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) paracadap € U,acurvaa, : (—e¢,e) — M, dada por o, (t) = (¢, p), € uma curva integral

de X, com o, (0) = p;
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(b) paracadat € (—¢,¢€), aaplicagdo ¢, : U — M, dada por ¢,(p) = ¢(t, p), é um difeomor-

fismo sobre sua imagem.

Observacio A.2.3. Sejam X € x(M)e ¢ : (—¢,e) x U — M um fluxo local para X . Entdo,

para cada p € U, desde que ambos os lados estejam definidos, ¢ satisfaz:
0s 0 Qr = Psit, L, 8, s+t€E(—€€). (A.10)

Esta propriedade é chamada de propriedade local de grupo e a familia (;)c(—c ) € chamada de

subgrupo local de difeomorfismos locais de M .

Teorema A.2.4. Sejam M uma variedade diferencidvel e X € x(M). Dado um ponto q € M,
existe um fluxo local ¢ : (—€,€) x U — M para X em torno de q tal que, para cada p € U

a curva o, : (—€,€) — M, dada por a,(t) = (t,p), € a vinica curva integral de X, com

©(0,p) = p.

Demonstracdo. Ver [6], pag. 132. O

Definicao A.2.5. Seja ¢ : M — N uma aplicagdo diferencidvel. Se w é uma r-forma com r > 1,

definimos
(p*w)(vy, ..., v.) = w(dp vy, ..., dpv,),

para todos v; € T, M, p € M. Esta aplicagdo € chamada de pullback de w por .

Defini¢cio A.2.6. Sejam X € x (M), (¢1)te(—c,e) 0 subgrupo local de difeomorfismos locais gerado

por X e S um tensor em M. A derivada de Lie de S na direcdo de X € definida como
Ly S = lim 2 (03(S) — )
X = e T W '
Teorema A.2.7. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e X € x(M). Temos
1. Se f : M — R ¢é uma fungdo diferencidvel, entdo
Lx (f) = df(X) = X(f). (A.11)

2. SeY € x(M), entdo
LyY =[X,Y]. (A.12)
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3. Se w é uma r-forma em M, dados X, ..., X, € x(M) temos

Ly (X1, ooy Xp) = X (@(X1, 000, X))+ Y 0(X1y oo [X1, Xy oo X (A.13)
i=1

Demonstragdo. Ver [21], pagina 51. O

Observemos que, se no item 3. do teorema anterior, w for o tensor métrico g, entdo a equa-

¢do (A.13) podera ser reescrita na forma
Lxg(Y,2) = X(9(Y, 2)) = g([X, Y], Z2) —=g(Y,[X, Z]), X, Y, Z €x(M).
Usando, entdo, a propriedade de simetria da conexdo de Levi-Civita, temos:
Lxg(Y,2) = g(VyX,Z) +9(Y,VzX) X, Y, Z € x(M), (A.14)
onde V € a conexdo Riemanniana da variedade M.

Definicio A.2.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dizemos que um campo V' € x (M) é

um campo de Killing ou isometria infinitesimal em M se

Lyg=0. (A.15)

Segue da defini¢do acima e da equagdo (A.14) que um campo V € x(M) é um campo de

Killing em M se, e somente se, ele satisfaz a equacdo
g(VxV,Y) +g(X,VyV) =0, (A.16)

a qual é chamada de equacdo de Killing.

O conjunto das isometrias de uma variedade Riemanniana (),